O. Pergox. Unbestimmtheitsstellen linearer Differentialgleichnngen. 1

Uber diejenigen Integrale linearer Differentialgleichungen, welche
sich an einer Unbestimmtheitsstelle bestimmt verhalten.

Von

Oskar Perrox in Tiibingen.

§ 1
Einleitung.
Die Koeffizienten der Differentialgleichung

(1) ¥+ p @)y + B (DY + -+ p, ()Y =0

mdgen, abgesehen von denen, die etwa identisch verschwinden, die Form
haben

©) (@) = 2 Py(2),

wo die ;(z) Funktionen bedeuten, die fiir z = O reguldr und von Null
verschieden sind; die s; seien irgend welche ganze Zahlen. Wenn der
Nullpunkt eine Stelle der Bestimmtheit sein soll, wenn also alle Integrale
sich im Nullpunkt bestimmt verhalten, d. h. linear ams Integralen der
Form

y =2[cvo + ¢,y log 2 + -+ - + ¢, (log z)]av
v=0
zusammengesetzt sein sollen, so muB durchweg s; > — 14 sein, eine Be-
dingung, die zugleich notwendig und hinreichend ist; es ist dies der
klassische Fall (Fuchs, Frobenius). Beim Beweis dieses Satzes verfihrt
man bekanntlich so, daB man zuniichst fiir y eine Reihe der Form

y = >'D,a¢** in die Differentialgleichung einsetst. Dadurch erhilt man
»=0 .

eine algebraische Gleichung zur Berechnung von g, und fiir die Koeffi-

zienten D, eine Rekursionsformel, welche vielfach noch einige Anfangs-

koeffizienten willkiirlich 1a8t. Nun kann man zeigen — und das ist der

Schwerpunkt des ganzen Beweises —, daB die Reihe bei beliebiger Wahl
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der willkiirlichen Anfangskoeffizienten in einem gewissen Gebiet um den
Nullpurnkt konvergiert und daher wirklich ein Integral darstellt.

Ist dagegen der Nullpunkt eine Stelle der Unbestimmtheit, so gibt
es im allgemeinen gar kein Integral der obigen Form. Zwar lassen sich
ebenfalls derartige Reihen angeben, welche der Differentialgleichung formal
geniigen; diese sind aber bei allgemeiner Wahl der willkiirlichen Anfangs-
elemente fiir alle z divergent. Es handelt sich nun um die Frage, ob
nicht bei passender spezieller Wahl trotzdem Konvergenz erzielt werden
kann. Herr Helge von Koch hat diese Aufgabe unter einer speziellen
Annahme mittels unendlicher Determinanten behandelt und zum Abschluf
gebracht, indem es ihm gelang, alle sich bestimmt verhaltenden Integrale
aufzufinden.¥) Die besondere Annahme besteht darin, daB in der Differential-
gleichung der Koeffizient der zweithdchsten Ableitung verschwindet. Ob-
wohl dies zwar immer durch eine gecignete Transformation erzielt werden
kann, so hat diese Transformation doch im allgemeinen die Kigenschaft,
daB sie Integrale, die sich bestimmt verhalten, in solche transformiert,
die sich unbestimmt verhalten, so daB, wenn man die Aufgabe fiir die
transformierte Gleichung gel6st hat, fiir die urspriingliche im allgemeinen
nichts gewonnen ist.

Ich bringe im folgenden das Problem zur volligen Erledigung, und
zwar auf einem ganz andern Weg, der keinerlei spezielle Annahme er-
fordert und, wie ich glaube, auch einfacher ist. Es handelt sich dabei
um einen weiteren Ausbau derjenigen Methode, die ich kirzlich auf
Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten angewandt habe.*¥)
Doch ist die gegenwirtige Arbeit von den angefiihrten unabhingig.

§ 2.
Die Rekursionsformel.

Bezeichnet man mit — ¢ die algebraisch kleinste der Zahlén
0,8+1,8+2,---,s,+m,

so ist ¢ >0, und die Bedingung dafiir, daB sich alle Integrale bestimmt
verhalten, lautet einfach e=0. Da wir aber den Fall im Auge haben,
daB der Nullpunkt eine Stelle der Unbestimmtheit ist, werden wir also

3 e>0

* oSur les intégrales régulitres des équabions différentielles linéaires*. Acta
Mathematica 18 (1894).

# Uber lineare Differenzengleichungen®. — ,,Uber lineare Differentialgleichungen
mit rationalen Koeffizienten”. Beides Acta Mathematica 84 (1910).
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voraussetzen.*) Multipliziert man dann die Differentialgleichung (1) mit
7%, so nimmt sie die ,Normalform*“ an:

amreytm + 219 (2)y D + 22 (D)Y ™V + - - + Eu(2)y =0,

wo nun die @,(x) am Nullpunkt regulir sind’ und daselbst nicht simtlich
verschwinden. Setzt man demgemiB

(4) Qu—i(2) = A.‘,o + Ag,ldf + Ag2x2 +--,
so geht die Differentialgleichung schlieBlich tiber in

m—-1

(3) a7t ey +2xi(*4£,o + Ao+ A2 - Yy =0,
=0

und von den Zahlen

(6) 'AQ’O’ Al,OJ B 'A'm—-l,o

ist dabel mindestens eine von Null verschieden. Die linke Seite der
Gleichung (5) wollen wir der Kiirze halber mit P(y) bezeichnen.

Setzt man
y= >Dxe+
80 kommt
4,20 = DD 4,0+ ) (e + v — 1)+ (o + v — i + Daerr+d
=0

——-ZD,_,,A,.’A(Q+v—-h)(9+v—h—1)4--~(9+v—h——i+l)x€'+’.
v=4h
Folglich, indem man dies in den Differentialausdruck P(y) einfiihrt:

) P(ﬁ'lw“) =§’(D,fo<e +9+ D, sfile+v—1+-.-
=0 v=0

, + Dof, @)att,
wobei
®) file) =4y st 40 +45 000 —1)+ -+ Ay 0(0—1)- - (o—m+2)
fir h<e,

) flo)=4dy .+ 4,04 -+ 4, 1 ,00—1)-(o—m+2)
teole—1---(e—m+1).

Es ist also f,(¢) ein Polynom m*" Grades von ¢, wihrend die andern

fi(e) hochstens vom (m — 1)*® Grad sind. Einzelne f:(e) konnen aunch

. *) Eine Verwechslung dieser ganzen Zahl ¢ mit der Basis der natiirlichen Loga-
rithmen, die in der ganzen Arbeit nicht vorkommt, eracheint ausgeschlossen,

1*
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identisch verschwinden; jedenfalls ist aber f,(¢) nicht identisch Null, weil
die Zahlen (6) nicht alle verschwinden, Bezeichnet man den Grad von
fole) mit m — j, so ist also

(10) 1<) < m;

nach Herrn Thomé (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. 75) heiBt j der charakteristische Index.

Wenn y ———ZD,:&@“ ein Integral der Differentialgleichung sein soll,
»=0

so muB die rechte Seite von (7) sich identisch auf Null reduzieren; da-
raus ergibt sich -eine Bedingungsgleichung fir die Zahl p, sowie eine
Rekursionsformel fiir die Koeffizienten D,. Wir wollen jedoch vorliunfig
nicht verlangen, daB y ein Integral von () ist; vielmehr wollen wir den
Exponenten ¢ als variabel annehmen, wobei wir ihn aber anf einen ge-
wissen gleich niher zu bezeichnenden Variabilititshereich beschrinken.
Sodann fordern wir zuniichst nur, daf die Koeffizienten von x¢+* auf der
rechten Seite ‘der Gleichung (7) wvon einer gewissen Stelle an, sagen wir
fir » > N verschwinden, wo auch die Zahl N noch gepauer zu fixieren
ist. Dadurch geht (7) iiber in:

an (ZD ‘”"”) =~2(D fole+v +D,_file+v—1)+-

) + Dof, @) 24+,
und fiir die Koeffizienten D, ergibt sich die Rekursionsformel:

(12) Dfyle+»)+ D,_filo +v—1)+ -+ Dyf, (o) =0
(v=N,N+1,N+2,--)).

Als Variabilititsbereich fiir die GroBe ¢ wahlen wir irgend ein ganz
im Kndlichen gelegenes zweidimensionales Gebiet, welches die m — j Null-
stellen der Funktion f,(p) simtlich im Innern enthdlt, am einfachsten
einen Kreis von geniigend groBem Radius mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt; dieses Gebiet, zu dem wir seine Begrenzung hinzurechnen, nennen
wir 7. Die Zahl N wihlen wir dann derart, daB fy(o +») fir v > N
im ganzen Gebiet 7 von Null verschieden wird. Dazu geniigt es zum
Beispiel, wenn wir N mindestens gleich dem doppelten Radius des soeben
genannten Kreises annehmen. Doch behalten wir uns vor, nétigenfalls
N noch groBer zu wihlen, wodurch ja die bis jetzt allein verlangte
Eigenschaft, daB f,(¢ + v) =0 fir v > N ist, nicht verloren geht.
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§ 3.
Die Transformation der Rekursionsformel.

Nach der soeben getroffenen Festsetzung tiber die Zahl N ist in der
Rekursionsformel (12) der Koeffizient von D, im ganzen Gebiet T von
Null verschieden. Indem man durch ihn dividiert, geht (12) iiber in

(13) D, + a1(v)bv-1 + "D, 3+ - +a®D, =0 (v=N),
wobel

2
(14) a’(:)_;.= oot D (2=0,1,.-,v—1).

fole +7)

Die Gleichung (13) liBt die N GroBen D, D, ---, D,_, ganz will-
kiirlich; die andern D, sind dann eindeutig bestimmt. Unsere Hauptfrage
lautet nun: ,Kann man die N willkirlichen Grofen derart wiklen, dap

die ReiheZD,x@” einen von Null verschiedenen Konvergenzradius hat?“
=0

Wir werden diese Frage im nichsten Paragraphen bejahen konnen; zur
Vorbereitung miissen wir zuniichst die Koeffizienten a(:l , In geeigneter
Weise abschitzen. Da die Funktionen @,(z) am Nullpunkt regulir sein
sollen, so haben die Reihen (4) simtlich einen von Null verschiedenen
Konvergenzradius. Sei daher R eine positive Zahl, derart, daB diese
Reihen fiir ‘2| < R absolut konvergieren; dabei darf fiir R jede positive
Zahl gewshlt werden, die (beliebig wenig) kleiner ist als der kleinste
Konvergenzradius der Reihen (4); sind alle Konvergenzradien unendlich,
so darf B beliebig groB sein. Da die Reihen (4) dann fir |z| = R ab-
solut konvergieren, so ist

. M
lAihl < b2

wo M von h nicht abhingt und auch von i unabhingig angenommen
werden kann, weil ja ¢ auf eine endliche Anzahl verschiedener Werte be-
schrinkt ist.

Nach (8) ist daher fiir v — A= e:

m—1

o+ WIS D4, sle+Nle+i—D (e +a—i+1)

M
<§_—1m(19!_+1 + myn-1.

Bedeutet also P eine Zahl, die groBer ist als alle Werte o des Gebietes 7,
so folgt auch
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fiosle + DI <5 (P + 4+ myn?
LG4 1m?
R‘P—l

wo L eine vielleicht sehr grofe, aber vou #, 4, ¢ unabhingige Zahl be-
deutet. Dagegen wird nach (9):

fle+v—al=lle+r—a(+v—e—1) (e +v—e—m+1)

m—-1

+2Ai'e(g +v—e)--(o+v—e—it1)]
i=0

< ('V—Z'#:e)y

>le+v—a(e+v—e—1--(e+v—e—m+1)
— 2 m(el +v +my-t

>@—e—m—Pp—2TP 4y mpr,

Fiir geniigend groBe v wird daher
lfio +v =) > 5.
Ferner, da f,(g) vom Grad m —j ist:
0 < ko= < [yl + )| < K™=,

wo die Zahlen %, K von » und auch wieder von ¢ unabhiingig sind. Wir
denken ums jetzt, wenn dies nicht schon von vornherein der Fall sein
sollte, die Zahl N so groB gewshlt, daB fir » > N diese letzten Un-
gleichungen alle erfiillt sind. Xs ergibt sich dann

) fr-— i £ lm‘ s

(15) a | = —fé@_i—_"‘;)lk ;jj,)m,] (firy — L +e),
o) |_ |fletr—9

(16) & |= ‘f<e'+' ) ?E’

wo G die groBere der Zahlen » 2K bedeutet, sodaf also G von », 1, o

unobhingig ist. Man beachte auch, daB G ungedndert bleiben darf, wemnn
wir nachiriglich etwa gezwungen werden, die Zahl N noch zu vergroBern.

Nach diesen Vorbereitungen suchen wir der Rekursionsformel (13)
die folgende Gestalt zu geben:

D,+& 9D, _ +--+7D,_,

(v—¢) (v—e—1) (¥—e—1}
@ -—*l:b (.Dw L6 Dv__o +- Dv e 1) (v>N),

+ 509 (D +c(°)D Lt +c‘°’D) 0

Y—e&
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also, wenn zur Abkiirzung

(18) D+ 9D, _,+&79D, 4+ 77D, =E,  (v=eetl,e+2,-)

1

gesetzt wird:
(19) E_,+8¥FE _,_  +¥E,_,_,+- -+ 2E,=0, (v2N)

k4

Zur Ubereinstimmung vor (17) mit (13) ist erforderlich:

pc(lv-—e) + b&v-—e) — agv)’
- - —e—1 -
e Sl abrd
6£v—e) + bgv—e)cia:-le—l) g + biu_—le)c(lv—29+1) + bﬁv-—e) — aiv);
(p(¥~e) (v—e-1) (v—e) (r—e—~2) (v—-e) ()
b, "¢, +b e =a,
21 (v~ (1) (v —¢) (0) )
( > bv—-s—lcz + bv—e ca-l = a'v—l
(v~e) (0) _ (¥
b‘v—s Cc _av *

Fihrt man noch die Griofen cf,’) =1 ein, so schreiben sich die Glei-
chungen (20) folgendermaBen:

R
(2()&) cl(:—e) = ag) ~2b§v—e)c/(u'::—0 (h = 17 2; ] 3)5
i=1

ferner die Gleichungen (21):

Min (1,)
-2 (A Q) (v—e) A —13)
(21a) b, . =a ,— E'bﬁ_e’_“‘c‘_i (2=0,1,...,y—e—1).
i=1

Da dies nur fir » > N gilt, so bleiben die ¢, deren oberer Index kleiner
als N — ¢ ist, ganz willkiirlich; doch muB stets cf) +0 sein. Dann lassen
sich némlich aus (21a), wenn man darin v =N, 1=0,1,.. . N—e¢—~1
setzt, der Reibe nach die Grofen

(N—¢) (N—e) (N —e}
bN—c 4 bN-—c—l’ Y bl

berechnen. Sodann aus (20a) auch

(N—~¢) (N-¢) N—e
€ € yren€l .

Wenn dabei ¢' "9+ 0 wird, so kann man nun aus (21a) fir » = N 4 1

die GroBen b mit dem obern Index N — ¢ + 1, sodann aus (20a) auch die ¢
mit dem obern Index N — ¢ + 1 berechnen. Dieses Rekursionsverfahren

158t sich beliebig weit fortsetzen, sofern nur die daraus hervorgehenden cff)
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stets von Null verschieden ausfallen. Mit diesem Vorbehalt )it sieh also
die Ubereinstimmung von (17) mit (13) erzielen. Wenn man dabei die
willkiirlich gebliebenen ¢ als in 7 regulire Funktionen von ¢ wihlt, so
sieht man weiter, daB alle ¢ und 5" ebenfalls in 7' regulire Funktionen
von ¢ werden.

Wir wollen nun weiter beweisen, daf man bei passender Wahl der
willkiirlich gebliebenen ¢, d. h. also derjenigen ¢, deren oberer Index kleiner
als N —e¢ ist, es dahin bringen kann, daB im ganzen Gebiet 7' stets

cf)=§= 0 ausfillt, und daB auBerdem die Ungleichungen gelten:

v—¢ i lm_l_j
(22) B <ae ST
(23) g civ—e) [ > ﬁ(,} —e + 1)!
(24) i iv 9) .R’ (v —e+ 1)’ ! (h=0>1)”':e_1)'

Zu dem Zweck bemerken wir zunichst, daB die Ungleichung (24)
fiir h = O selbstverstindlich ist, weil definitionsgem3B ¢ ™' =1 ist, und
weil die Zahl G ihrer Bedeutung nach groBer als —1-—- gedacht werden kann.

Wir wihlen dann die willkiirlichen Gré8en c§°), c(l) Y c;N—e"l) irgendwie

als in T regulire Funktionen von g, am einfachsten als Konstanten, doch
mit der Einschrinkung, daf

(25) i (v-e)[ > (2G + 386) (v—e+ 1Y (v=ge+1,,N—1)

(26) & ‘>|< G — et 17t (h<ejr=eetl, o, N—1)

1
1%
ist. Dann sind die zu beweisenden Ungleichungen fiir v << N jedenfalls
richtig;*) ihre Allgemeingiiltigkeit beweisen wir durch vollstindige In-
duktion. Nehmen wir also an, die Ungleichungen (23), (24) -seien fiir
kleinere Werte von v bereits als richtig erwiesen, so folgt zunichst aus
der letzten Gleichung (21): "

o

: (v—e)}__ v 1.
, e i—[c(o)]"
i ve

also, indem wir die rechte Seite nach (15) und (25) abschiitzen:

(w—e) ! i 2G2 4G* .
‘bv—e ‘<R" m~5 1 3eG <RV,,m—f RY ™7

26G R°

*) Die Ungleichung (22) fally fiir » < N nabiirlich weg, weil die b&,”_’e‘)_ ; In (A7)
pur fir = N eine Bedeuntung haben.
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Demnach ist die Ungleichung (22) fiir 2 = O sicher zutreffend. Wir be-
weisen ihre Allgemeingiiltigkeit bei festgehaltenem », indem wir annehmen,
fiir kleinere Werte von 1 sei sie bereits als richtig erkannt. « Dann folgt
ans (2la):

Min (7€)
21 (A~
a(‘”) l"*‘ bﬁ-vvee)uu ¢ zz)
(v—e)
zbvel'< icg)}

Weil hier 1 < v — ¢ ist, kdnnen die ¢ bereits nach den Ungleichungen
(23), (24) abgeschitzt werden; ferner die & der rechten Seite, weil ihr
unterer Index groBer als » — e — 1 ist, bereits nach (22). Dadurch er-
gibt sich:

G4 1"? @it 86
Gyt 24G’ T gt G

@1 B0, i< ,
§~§<z+1)f

Fir 4 << N — e darf der Nenner auf der rechten Seite wegen (25)
sogar durch (2 7 + 3;66) (4 + 1Y ersetzt werden; daher kommt zunichst

fir i< N—e:
Gw+126#3~—_—1~—.:~.2<x+1>"“”

: R A m—2 hod Z+ewm 1.-‘
b(w €) e i=1
y—e-2! 8eG j
(56+75) @+
12 Ge
Y i A e
Rv—l ”— L+3Ge
2G R?
12G%
Gyt B O
G Rv—/ "—2 4G)+12G28 <4G R 22 m—'

Fiir 4 < N —e¢ ist also (22) richtig. Fir 1 > N — ¢ aber folgt ebenso
aus (27):

12G%
'b(”'e) I G_(l ) 1)77! i— 11+.Re(1-+1)
v—E— 2{ Rv‘—l o~ §
’5
Gymi-t 12G%¢
=2 GZW(I+R‘(N—e+1))



10 0. Pezreox.

Daber ist Ungleichung (22) allgemein erfiillt, da wir die Zahl N von
vornherein so groB wihlen kbnnen, dab

12G%e
(28) B —eFD < 1

wird. Aus (20a) folgt dann fiir h =e:

e
(v—e) (v—e—i)
"216 Cemi F

=1

Hier diirfen aber nach dem soeben Bewiesenen die b der rechten Seite
bereits nach (22) abgeschitzt werden; ebenso die ¢, da ihr oberer Index
kleiner als » — ¢ ist, nach (24). Dadurch ergibt sich:

s e me—1—
?cﬁ"'e)l>g——24(}°(v—e—z+1). ' 36 (v—e—g4+ 1)t

(" €) | i)
A !zlae

Rz.+e 0, — Re~r,

¥ 12G3 _
>ﬁ Rze "~ jZ’lm

i=1

i1 12G% 12G%¢
=”’(ﬁ R z)Z (G RzeNz)‘
Daher ist auch die Ungleichung (23) erfiillt, wenn nur N so grof ge-
wihlt worden ist, daB

(29) 12G%e 1

wird. Endlich folgt noch aus (202) fir 0 <h<e

+3

i=1

m—1 # m—1—7
G(v—l;—;;nj +24Gz(”—;:’;':1)} ' 3G 2 (v—e—i 1yt

-1 1268
B +Re+” antd

Rh ( G+ 12 G"’e)

="’“:;‘z‘>" G=rre) (@4 5)

é(«:—w;nf*l(lv_z:_t—l j-1 (G+1;Gl:7e).

c(v-—e) b(v-—e) (v-—e-—z)

< i a(”)

<GL hm2
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Daher ist auch die Ungleichung (24) richtig, sofern nur

N j—1 3
(30) =erd) <3
12G%
31) e

ist. Wir denken uns daher die Zahl N von vornherein so groB gewihlt,
daB auch diese letzten Forderungen noch erfiillt sind. Dann li8t sich
das soeben Bewiesene folgendermaBen aussprechen:

Die Rekursionsformel (13) lipt sich in die Gestalt (17) transformieren,
und zwar derart, daf die Koeffizienten b, ¢ den Ungleichungen (22), (23),
(24) geniigen. Auferdem sind, wie wir bereits bemerkten, die b, ¢ in T
regulire Funktionen von o.

§ 4.
Die ausgezeichneten Lisungen der Reknrsionsformel,

Wir kehren nun zur Rekursionsformel (19) zuriick. Diese 138t die
N — e GroBen E, E,, -+, Ey_.~1 ganz willkiirlich; wir wihlen sie irgend-
wie als in T regulire Funktionen von ¢. Dann sind vermige (19) alle E,
in T reguldr. Dureh die Substitution

El
@EY

wo & eine beliebige, aber im folgenden unverindert festzuhaltende Zahl
zwischen O und 1 bedeutet, geht (19) iiber in

(33) L+ UOSRE,__ + W OORPE,_,_,+--
BT (ORY TE, = 0.
Also ist unter Beriicksichtigung von (22)

(32) E, =

Yl

y—e—]1

ENED LN A
A=0

24 @e¥tH a+u"” a.v—s—le—-e—lIEﬁ

R T v—d, m—j m—-;
y—e=1
= i 2 (bt D B
y—e—1
<-_—Z‘(z + 1m=t-d gr=i. Max | Bl

@Ry, &
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Setzt man daher

(34) m_,Z 4+ Drtiprisg,,
so kommt ’
(35) B _ | <= (M%)e P, Max B

Nun i8¢ sich aber ¢, wegen j < m noch in folgender Weise abschitzen,
wenn k irgend eine zwischen 0 und » — e — 1 gelegene Zahl bedeutet:

ry—e—1

(1_}_1)111 1 ‘73"’ 2
= @+’

9, <

k a”—i v—e—lﬂv_z
= i + -
=0 1+1 2=k+1l+1

ek 1 1 . 1 1 1
<o g+t ) H T st )
< 8- (14 log & + 1)) + 9+ log Z’;f

Hier kann % irgend eine ganze Zahl im Intervall von O bis v —e—1
bedeuten; wihlt man fiir % speziell diejenige ganze Zahl, welche durch
die Ungleichungen

v—=VYr+1>k>v—Vr

eindeutig bestimmt ist und welche ja fiir groBe » (v > (¢4 2)%) gewiB in
dem verlangten Intervall liegt, so kommt

P, < 9Vt (14 Jog ») + 9+* log v__v]/; .

Infolgedessen strebt ¢, fiir lim v = oo der Null zu, sodaf von einem

gewissen v an jedenfalls ¢, kleiner ist als ('Zgze. Und zwar 148t sich eine

Zahl N, angeben, derarf, daB fiir v > N, dies im ganzen Gebiet 7 statt-
hat, da ja ¢, iiberhaupt nicht von dem speziellen Wert ¢ in 7 abhéngt.
Aus (35) folgt daher fiir » > N;:

p—g~1

| E, e|<Max E].
Daraus folgt aber ohne weiteres fiir alle »
Ny—e—~1
| E,| £ Max | E;|.
i=0

Da hier die N, —e GroBen Ej auf der rechten Seite als in 7 regulire
Funktionen von ¢ ein gewisses Maximum nicht tiberschreiten konnen, so
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ergibt sich, daB die E, absolut unter einer Schranke H bleiben, die so-
wohl von v als von der Stelle ¢ des Gebietes T unabhéingig ist. Aus (32)
folgt dann

(36) lE,| < Eﬁg“

Die Gleichung (18) suchen wir nun durch folgenden Ansatz aufzulsen:
@G D =1 B, + T, 0, t
v=e,e+1l,e+2,.
Es ist dann auch
D pf)v e+1)Ev —e1 +p - eTl)E -2 + (v_e“)Eu e+3+ "

v—e+1

(87a) . . . ..
D __pa)E +p(V)E+1+p(”)E+2+

Multipliziert man die Gleichungen (37), (87a) der Reihe nach mit
¥, Lm0 oo 79 1, und addiert sie dann, so muf wegen (18) auf
der linken Seite der Wert E,_, herauskommen. Damit auch die rechte
Seite sich auf E,_, reduziert, werden wir die p{’ den folgenden hin-
reichenden Bedmgungen unterwerfen:

(v—e (v—é)

A Po =1,

- 8) -~e) (v—e) (v—et1)

% +e_, po 0,

(38)

(r—e) (v~e) (v—¢) (r—e+1) =8, (-1 (R
Ce p/l +C -1 pA. 1 + —[—-6 pl—e+1+pl-c O

Daraus lassen sich bei beliebigem » alle p(;"e) fir A=0,1,2,... suk-
zessiv berechnen, weil nach (23) ja alle ¢ von Null verschieden sind.
Wenn dann die Reihen (87) fiir v =¢, e+ 1, ¢+2, - - - konvergieren, so
werden sie eine Losung der Gleichung (18), also anch von (17), oder, was
dasselbe sagt, von (13) darstellen.

Um nun die Konvergenz zu beweisen, miissen wir ein zweites Glei-
chungssystem fiir die pgv) aufstellen. Nach (18) ist

) ) _ ()

D + Dv-1+”'+c ‘Dv z_'Ev-e po b
(v—e+1} (v—-e+1) {v —~8)
D-p+1+c D + +e 'Dw e+1 Ev—-e-}-i pl ?
et v—c+2) _ (v~2)

Dv+2 + Dv+1+ +c ‘Dof—e+2 _Ev e+2 b, b

Diese Glemhungen multlphmeren wir der Relhe nach mit den bei-
geschriebenen Faktoren und addieren sie damn. Dabei wird die rechte
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Seite nach (37) gleich D,_,. Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB
sich auch die linke Seite auf D,.., reduziert, besteht darin, daB die p(""‘)
den Gleichungen geniigen:

Gg e)pg/ €) 1,

(v—e+1) (r—¢) v—e} (v—e)
ce pl +ce 1 po 0?

(39)

C(v—»s-}-d.) (1/ e)+cv—e+7 1) (v—e)+ +cv—2e+2+1}p§v_:.)§‘l+ ;v—:) O,

Nun ist unschwer einzusehen, daB die Gleichungssysteme (38) und (39)
vollig dquivalent sind, daf also die aus (38) berechneten pf{") ganz von
selbst anch das System (39) befriedigen. Man brancht zn dem Zweck
nur beide Systeme mittels Determinanten nach p{ ™ aufzulosen; es kommt
dann beidemal das gleiche Resultat heraus. Iech habe iibrigens in § 3
meiner zitierten ersten Arbeit in den Acta Mathematica die betreffenden
Formeln angegeben, worauf hier verwiesen sei.

Nun folgt zuniichst aus (39), daB die p'~¥ in T regulire Funktionen
von ¢ sind. Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf (23)

1 2G

—e) —
(40) Foamd Tl <oy <26
Wir beweisen nun allgemein
(1) B <26y

wobei J eine noch zu bestimmende, von v, 1, ¢ unabhiingige Zahl ist. In
der Tat gilt diese Ungleichung wegen (40) sicher fiir 1 = 0. Nehmen wir
aber an, sie gelte bereits fiir alle kleineren Werte von 1, so folgt aus
der allgemeinen (leichung (39)

{ e—1
! (v+2+h 2¢) (v &)
| L—c+h
(v—e)’ — fh:Ma.x(()e—-Z)
2 ! cg""""'l)]
e—1 1

Ly+iva=2d g grt=etta—et B ©

h=Max(0,6—4)

< § cﬁ"‘"“]

Schitzt man die ¢ wieder nach (23) und (24) ab, so kommi:
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] p(v D

e—1 1 1

+L+h—2e+1)j’12GJ‘Z"‘“""(J.!)—-‘_[Z,@—-1)--~(1——e-§-h+1)]"

3G
7
k=Max (0,e—2)

< -~ ,
s Fi—et )

1 e—h

2 i e )T ety ¢

;,I-G(v+z—e+1>"

< 2G2 J'l e+h(l!)

e—l
- 2631(13) ’ sz G J-n.
A=0
Die Ungleichung (41) wird daher allgemein bewiesen sein, sobald fest-
steht, daB

e—1
6G*
B J-e-9) <1
h=0
ist. Diese Forderung wird aber, weil die Exponenten von J alle negativ
sind, gewiB erfiillt sein, wenn wir nur die Zahl J geniigend gro8 voraus-
setzen. Es geniligt etwa fiir J die groBte der beiden Zahlen

e—1
6 G*

Br
k=0

1,

zn wihlen, sodaf in der Tat J von v, 4, ¢ unabhingig ist.
Hiermit ist also (41) bewiesen; aus (36) und (41) folgt aber ohne
weiteres, daf die Reihen (37)

(37) D,_,= Dl E,_,,, (=getlet2-)
i=0

im Gebiet 7 absolut und gleichmiBig konvergieren, soda8 auch-die durch
sie definierten GroBen D,_, in T regulire Funktionen von ¢ sind. Und
zwar ergibt sich die Abschitzung

© 1
-5 H
2GTHAD ¢ —————
1D, < 22674 ot
SGH Ot [T\
=(17R)' e (8R) ’

Cane
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Die letzte Summe ist eine von » und ¢ ganz unabhingige Zahl, soda8
man schlieBlich erhilt
M

2 D = 2....
(4“) 1D"-¢1 < (B,R)v—e (1) 6,8+1,8+.:, )’

wo die Zahl M von v nicht abhingt, und auch nicht von der Stelle ¢
des Gebietes T.

Da die N — e Anfangswerte Ey, E;,--, Ey_.,—, in T regulir gein
sollten, im iibrigen aber ganz willkiirlich sind, so kann man genan N-—e

Systeme
(©) 0 (N—e--1)
E9 E® ... E¥-

bilden, die der verlangten Rekursionsformel (19) gentigen und die im
ganzen Gebiet 7 linear unabhingig sind; d. h. fir keinen Wert o des
Gebietes T’ soll eine fiir alle v giiltige Gleichung

7B +p EO 4y, (B0

bestehen. Dazu braucht man nimlich nur die Anfangswerte so zu wihlen,
daB die Determinante

(0) 6 (N—e—1) ;

! Eo) E, By

b .

| |

L 4(0) @ (F—e=1)
: EN—B—-I EA'—e—l e E}V—-e-—l }

in 7 keine Nullstelle hat, was beispielsweise dadurch geschehen kann, daB
man sie als passende Konstanten wihlt. Sefzt man dann gemiB (37)

_ ® _ —0.1.2....
@ _ o) 7 r=Y%5%
(43) .D,, _gp/ Ev+i_ (i=0,1,---,N——6—1>’

so stellen diese D nach dem Bewiesenen N — e Losungen der Rekursions-

formel (13) dar, welche obendrein der Ungleichung (42) geniigen. Man
sieht leicht, daB diese ebenfalls im ganzen Gebiet 7' linear unabhingig
sind. Denn es ist

@ DRI b D B

wenn also an irgend einer Stelle ¢ eine fiir alle » giiltige Gleichung
7DV + 9, D+ oy, DIV =0

bestéinde, so wiirde daraus folgen
2B+ B+ by BTTY=0,

wihrend die Ef) doch linear unabhingig sind.
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Die Rekursionsformel (13) 138t die N GroBen D, D,,---, D, ,
willkiirlich; sie besitzt also N linear unabhingige Losungen. Von diesen
haben wir soeben bereits N — e gefunden; es feblen also noch ¢ Liosangen.
Nun sind die ¢ Losungen der Rekursionsformel

(45) D, +¢f9D,  +- -+ 9D, , =0 (v=eet+le+2,--)
a fortiori auch Losungen von (17), also von (13). Sie sind von den
vorhin gefundenen in 7' offenbar linear unabhingig; denn wiirde sich eine
linear aus ihnen zusammensetzen, so miiBte sich nach (44) und (45) anch
die Null ebenso aus den Ei')_

linearen Unabhiingigkeit der E:’)_ , nieht moglich ist.

, Zusammensetzen, was jedoch wegen der

Wir brauchen demnach nur noch die e Lisungen von (45) za unter-
suchen. Greifen wir eine beliebige von diesen heraus und fassen einen
bestimmten Wert von ¢ ins Auge, so sei v, ein im folgenden fest-
zuhaltender Indexz, fiir welchen D, _, =0 ist. Dapn hat man

Yo—&
’D"o + cl(va"e) D’o—l + e + cgvo—e)D%«e = O’
Dvo+l + cl(ﬂy,,—eq-l)D% +oeet Cgv°_¢+1)Dvo—e+1 =0,

1)2 + cl(l—e)Dl_l G4 cgl—c)Dl_e —_ O,
wo A ein beliebig groBer Index sei. Diese Gleichungen multiplizieren wir
der Reihe nach mit

N S e

und addieren sie dann. Da die Multiplikatoren p den Gleichungen (39)
geniigen, so fallen hierbei die Gréfen D, _,.,, D, _, .5, D,_, heraus,
wihrend D, . den Koeffizienten 1 erhilt. Setzt man dann D, _, auf die

Yo—¢

rechte Seite, so kommt

(Vo —¢) (A=e) (vo=¢) (vo—€) |
Dy, D, + (01 P, TP 1)D1—1 T

o A—v—
R—¢) (vo—e) (A—e=~1) (vo—¢) {vo—8) )
+ (ce—l pl—ro + cc—:’. pl—vo—-l + e +pl—vo—e+1)D2—~c+l = 'Dvo-e’
oder kiirzer
e—1
(46) 2 , ‘Di@)D}.—i = Dv,—ey
i=0
wobei
i
(2) A +h—e=i) (vo—é)
(47) @, = Z % b1 vgrn—i”
k=0

Fiir o ergibt sich auf Grund der Formeln (24) und (41) die Ab-

schitzane:



18 0. Pzegzox.

1

lo®] < D& (14 h—e—i 4 1126 T i [(h — vy + h— )] *
h=0

@

<7 fiir geniigend grofe A.

D)
Aus (46) folgt daher fiir groBe Werte von 4

e—

1
S 2 .
2,( J_)J__I'Dl—il>’Dro—eI'

=% ane
Somit ist mindestens einer der links stehenden Summanden groBer als
1D, _,|. Daher
€ (]
S 1
L 60y 6 g
Max| D, | > 1D, [ (%> 52 (tur grobe 1)

Dies besagt, daB es unbegrenzt viele Werte von 1 gibt (fir hinreichend
groBe 1 nimlich mindestens einen unter ¢ aufeinander folgenden), fiir welche

1
i) > 3
wird. Damit ist nan, weil die Rekursionsformel (13) gleichbedeutend ist
mit (12), der Beweis des folgenden Satzes beendet:
Die Rekursionsformel (12) hat, wenn nur N geniigend grofi gewdihlt ist,
genau N — e im ganzen Gebiet T requliive und linear unabhingige Losungen,
fiir welche "

D] < %

ausfillt, wo M von v und o wicht abhingt.

Ist dagegen D, fir eine bestimmte Stelle ¢ des Gebietes T eine Lisung,
die sich nicht aus diesen N — e (fir diese Stelle o) linear zusammensetzt,
so gibt es unendlich viele Werte von v, fiir welche die mit der vorigen wn-
vertragliche Ungleichuny

1
|D,|>g" (v}

besteht, wo auch g von v nicht abhdngt.
Die N — e erstgenannten und 1hre linearen Zusammensetzungen nennen
wir die ausgezeichneten Losungen. Sie sind durch die Formel (43) gegeben.
Dieses Schlufiresultat bleibt nun auch im Fall e = O bestehen, so daB
dann alle Losungen ausgezeichnete sind. Beim Beweis fillt dann natiirlich die
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Transformation der Rekursionsformel weg, und die Uberlegungen, welche
wir an die Rekursionsformel fiir ¥, ankntipften, lassen sich direkt auf die
fir D, anwenden, sodaB mit der Formel (36) in diesem Fall das Endziel
schon erreicht ist. Es ist aber dieser Fall, wie wir schon in § 2 bemerkten,
gerade der klassische, und in der Tat wire die Ausfiihrung des soeben
angedeuteten Beweises nur eine einfache Umgestaltung des von Herrn
Frobenius gegebenen®).

Wichtig ist noch folgende Bemerkung:

Wenn o = g, eine spezielle Stelle des Gebietes T, und D, eine su dieser
Stelle gehirige ausgezeichnete Lisung ist, so kann man eime im Gebiet T
requliire ausgezeichnete Lisung ongeben, welche fiir ¢ = oo mit D, zu-
sammenyallt.

Beweis. Nach dem Bewiesenen gibt es N — ¢ ausgezeichuete Lsungen,
welche im ganzen Gebiet T linear unabhingig und regulir sind; wir be-
zeichnen sie der Deutlichkeit halber, um auch ibre Abhingigkeit von o
hervorzuheben, mit

D§0)<9)7 D,SI)(Q)) ) D:N_B_l)(Q)'

Da diese im ganzen Gebiet T linear unabhbingig sind, so sind sie es ins-
besondere auch an der Stelle g,. Da es aber an keiner Stelle mehr als
N — ¢ linear unabhingige ausgezeichnete Losungen gibt, so muB sich die
zur Stelle ¢, gehdrige Losung D, linear aus ihnen zusammensetzen; also

Dv= ’J/OD:O)(QO) + 71D,fl)(90) 4t yN—e—]*D,fN—le)(Qo).
Dann ist aber
D,(e) = %DEO)(@) + 7}11)7(1)(9) +---+ yN—e—l-quN_e—l)(Q)
eine in T regulire ausgezeichnete Losung, welche die behauptete Eigen-
schaft hat.

8 5.
Die logarithmenfreien Integrale.
Wir kehren nun zur Differentialgleichung (5) zariick. Wenn

48) y=2¢ > Do
v=0

ein Integral sein soll, so missen die Koeffizienten D, auBer der Rekursions-
formel (12) nach Gleichung (11) auch noch die Bedingungen

(49 D.folo+)+D,_sfi(e+v—1)+-+Dof,(e)=0 (»=0,1,-.., N—1)

% LUber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen*,
Journal fir die reine und angewandte Mathematik 76.

23
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erfillen. Daher kommt insbesondere fiir v = 0:Dyf;(¢) = 0. Denkt man

sich aber den Exponenten ¢ in (48) so fixiert, daf Dy 0 ist, so folgt

fole) =0. Von jetzt an sei daher ¢ eine Wurzel der Gleichung f,(p)=0.

Da jede Wurzel dem Gebiet 7' angehdrt, so kbnnen wir die Ergebnisse

des vorigen Paragraphen auf diesen Wert ¢ anwenden. Wenn also D, eine

nicht aunsgezeichnete Losung der Rekursionsformel (12) ist, so hat man
1

unendlich oft: |D,|>¢’(v!)¢, sodaB die Reihe (48) den Konvergenz-
radius Null hat und daher gewiB kein Integral darstellt.

Fiir die N — e ausgezeichneten Losungen ist dagegen |D,| << —— (aR)"’

sodaB die Reihe mindestens in einem Kreis vom Radius &R konvergiert.
Da aber & beliebig nahe bei 1 liegen darf, und da R auch nur beliebig
wenig kleiner zu sein braucht wie der kleinste Konvergenzradius der
Reihen (4), so besagt dies, daB der Konvergenzradius der Reihe (48)
mindestens gleich ist dem kleinsten Konvergenzradius der Reihen (4). Mit
andern Worten: der Konvergenzkreis von (48) reicht mindestens bis zum
nichstgelegenen singuldren Punkt der Differentialgleichung.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich nun, daB jedes Inmtegral der
Form (48) sich linear zusammensetzen muf aus den N — ¢ Funktionen

(60) Y, = x@ZDW(DxV (i=0,1,---, N—e—1),

wo wieder mit _Dv(a die N — e ausgezeichneten Losungen (fiir die betreffende
Stelle @) bezeichnet sind. Setzt man demgemif

(51) Y = V¥ + eV + -4 Vvce—1Yy_c-1s
so kommt
(52) Dw = yO‘D:O) + yIDv(l) + ’ + ?N—e 1D(N . 1)

Fihrt man dies in (49) ein, so ergeben sich zur Berechnung der Koeffi-
zienten y; die Bedingungsgleichungen

(33) 7,60+ 9604+ 4y, GYTV—0 (»=0,1,.--,N—1),
wobei zur Abkiirzung

4  DPfle+)+D2 file+v—1+- -+ D’ (e)= 6

gesetzt ist. In (53) haben wir N lineare homogene Gleichungen fiir die
N — ¢ Unbekannten y,, p,,* -, ¥y_,_,- Die Matrix ihres Kooffizienten-

systems ist

¥G(°), G(l) . GO(N—e n

(55) .o .. |
0) [¢3] (N—e—1) ||
GN—I’ GN 1 GN 1 i
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Bezeichnet man den Rang dieser Matrix mit r, so gibt es genan
N—e—r linear unabhingige Auflosungen p;, und folglich ebensoviel
Integrale der Form (48). Wir kimmen so, indem wir fir g der Reihe nach
alle Wurzeln der algebraischen Gleichung fy(0) = O nehmen, sdmtliche Inte-
grale der Form (48) bestimmen.

In der Praxis freilich wird es meist unmdglich sein, den Rang der
Matrix (55) genau festzustellen, weil die GroBen G() von den DY a
hiingen, welche ihrerseits durch komplizierte Grenzprozesse deﬁmert und
praktisch nicht zu berechnen sind. Darum ist es wichtig zu bemerken
daB man auf algebraischem Weg wenigstens eine obere Grenze fiir den
Rang r ermitteln kann. FErginzt man nimlich die Matrix (55) zu einer
Determinante, indem man noch e Kolonnen mit lauter Nullen anfiigt, so
ist der Rang dieser Determinante ebenfalls . Sie ist aber angenschein-
lich das Produkt der beiden folgenden Determinanten

DY DY ...DO®
1fole)

[l
7”1(9) fo(@+ 1> ll
.
!

fN..i(o) fN_2(9+ 1) fo(@ +N— 1

N—1

i
D(N—e 1) D(N-c'—l) D(N“—G"')#
0 g

Wenn nun #* der Rang des ersten Faktors ist, so hat bekanntlich auch
das Produkt hochstens den Rang #, also ist » < #'. Diese Zahl # ist in
jedem Fall unschwer zu ermitteln, und es gibt dann mindestens N —e—v
Integrale der Form (48).

Dies Resultat benutzen wir zum Beweis des folgenden speziellen Satzes:
Satz 1. Wenn dic Koeffizienten Py(z) der Differentialgleichung
£y + P+ B@y I+ o+ Py =0
am Nullpunkt reguldr sind, so sind mindestens m — s Integrale am Null-

punkt reguldyr.
Beweis, Ist
Pz) = 0% + “i,l““""l‘*‘ “i,%z"‘+2+ iy G, +0, 520,
so wollen wir die Gleichung zuniichst auf die Normalform bringen. Zu
dem Zweck multiplizieren wir sie mit 2%+¢~*, wobei
—e=Min(0, s, —s+1, 5,—s+2,---,5,— 5+ m).
Dadureh kommt:

xm+ey(m)+xm—1(a1 $’1_8+1+c+ )y(m—1)+xm—2(azoxl,~s+2+e+.”)y(m—s)
+ooo (@ gzttt 4o )y = 0.
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Dies ist die Normalform; bringt man sie mit (5) zur Deckung, so erhilt
man
4,,=0fir h<s,_,—s+m—i+te,
also a fortiori, weil s, ;>0 ist:
4,=0firh+i<m+e—s.

Nach der Definition der Funktionen f,(¢) in (8) und (9) ist dies aber
gleichbedeutend mit

G =0fir h+i<m+e—s.

Setzt man daher in der Determinante

fo(e) |
ﬁ(@) fole+ 1) {

N—1(9) fzv 2(9+1) ﬂ)(@"‘N )

speziell ¢ = 0, so enthalten ihre m + e — s ersten Zeilen lauter Nullen
Eine von Null verschiedene Unterdeterminante kann daher hdchstens
N — (m + e —s) Zeilen haben, also ist der Rang ¥ < N — (m + e — ),
oder

N—e—r2m-—s.

L]

Da aber mindestens N —e —+' Integrale der Form >'D,z* existieren
y=0

miissen, so gibt es deren anch mindestens m —s. W.z b. w.

Natiirhch gilt Satz 1 auch, wenn man statt des Nullpunktes irgend
eine andere im Endlichen gelegene Stelle ins Aunge faBt. Weiter be-
weisen wir

Satz 2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung

Py()y™ + Py @)y + - 4 P,(2)y =0
seien in cinem zusammenhingenden Beveich B regulir, und Py(x) habe in
B nur s Nullstellen, jede ihrer Multiplizitdt entsprechend gezihlt. Dann
gibt es mindestens m — s Integrale, die vm ganzen Bereich B regulir sind

Beweis: An einer reguliren Stelle { des Bereiches B sei

N ey * s N
ein Fundamentalsystem, sodaB jedes Integral die Form
Y=o+t -+,
hat, wo ¢, - - -, ¢, Konstanten sind. Die Ordnungszahlen der Nullstellen

“y Um
von P,(z) im Bereich B seien %, 4, - - -, sodaB nach Voraussetzang

2'1 + 7:2 + cee=8
ist. Nun fihre man das allgemeine Integral y vom Punkt { aus inmer-
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halb des Bereiches B, der ja zusammenhingend sein soll, in die erste
Nullstelle von P,(z). Da diese von der #** Ordnung ist, so bleiben
nach Satz 1 mindestens m — 4, Integrale dort regulir, welche sich offenbar
durch 4, homogene lineare Relationen zwischen den Konstanten ¢; cha-
rakterisieren lassen. Ebenso bleiben in der zweiten Nulistelle m — ¢, In-
tegrale regulir, welche sich also durch 3, analoge Relationen charakteri-
sieren lassen usw. Betrachtet man schlieBlich die Integrale, deren Kon-
stanten ¢, ---, ¢, allen 4, + 4,4 --- = s Relationen zugleich geniigen, so
bleiben diese in simtlichen Nullstellen, also im ganzen Bereich B regulir,
Die genannten s Relationen lassen aber mindestens m — s der Grdofien
¢, - -+, ¢, wilkiirlich, sodaB man in der Tat mindestens m — s linear
unabhingige Integrale erhilt, welche in B iberall regulir sind. W.z.b.w.

Ein Spezialfall von Satz 2 ist

Satz 3. Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung

Fo@)y™ + P(@)y" =Y+ -+ + P,(@)y = 0
ganze (rationale oder transzendente) Funktionen, und hat P,(x) nur s Null-
stellen, so sind mindestens m — s Integrale im Endlichen iiberall regulér,
also ganze Fumktionen.

Diesen Satz habe ich fiir den Fall, daB die P,(z) ganze rationale
Funktionen sind, auch schon in den Acta Mathematica, in der zweiten
der zitierten Arbeiten, sowie im Journal fiir die reine u. angew. Mathematik
137, 8. 60 bewiesen.

§ 6.
Die mit Logarithmen behafteten Integrale.

Wir denken uns p jetzt wieder im Gebiete 7' variabel. Fiir die in
T reguliren ausgezeichneten Losungen D der Rekursionsformel (12)
ist dann

(;)} < @ R)V (520, 1’...,N._e._. 1),
wo M yon » und g nicht abhangt. Daher sind die Reihen
(56) p= 200 (=01, N—e—1)
r=0

fir || Z9'R und im ganzen Gebiet T gleichmiBig konvergent. Da
auBerdem die DO in T regulire Funktionen von ¢ sind, so sind auch die
Reihen y; als Funktionen von ¢ im Innern von T regulir und diirfen
beliebig oft gliedweise nach ¢ differenziert werden. Man erhilt so

I L S
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Hieraus ersieht man, daB fir eine in 7' regulire ausgezeichnete Losung

o0

D, nieht nur die Reihez D,2", sondern auch

=40
v dD dﬂD 4D,
d_ev z, —— Y, $’ Y “z,

v=0
fir || <#°R und im Innern von T konvergleren.*)

Bedeutet wieder P(y) den Diffentialausdruck des § 2, so ist nach
(11), weil die D(:) der Rekursionsformel (12) geniigen,

N—-1
(58) P(y) = 69a8,
=0
wobel wieder

(69 GO =DOfy(e +v)+ D ,file+v—1)+---+ DPf (o).
Daher auch, wenn 94, - - -, Yy—,—1 irgendwelche Konstanten sind:

N—e—-1 N—-1 N—e—1
(60) P(g ?;y,-) =;: (;7;(}9))%“-"”-

Wenn also fiir einen bestimmten Wert von ¢ die y, sich derart be-
stimmen lassen, daB

N—e—1
(61) D969 =0 fir y=0,1,---, N—1
i=0

wird, so ist E 7.Y; ein Integral, wie wir auch schon im vorigen Para-
graphen sahen.
#) Dies laBt sich auch so beweisen: Ist g, ein innerer Punkt von T, so kon-

struiere man um g, als Mittelpunkt einen Kreis, der ganz in I liegt; sein Radius
sei @. Dann besteht in diesem Kreis eine Taylorsche Entwicklung:

——2,“( k) e —eo)

€=0o
und nach einem bekannten Satze ist

11<d’°D) 1<9Jt

1!\ de*
wo I das Maximum von | D, | auf dem gena.nnten Kreis bedeutet. Dieses ist aber,

weil der Kreis ganz in T liegt, kleiner als @ R)” Daber kommt

§(de,) B M
et/ _ |~ @R

woraus wieder die Konvergenz der obigen Reihen folgt.
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Durch Differentiation der Gleichung (60) nach ¢ folgt aber weiter,
da die Reihenfolge der Differentiatonen nach z und ¢ offenbar vertanscht
werden darf:

PS8 -4 (2%:%)

(62) N—-1 N—e—1 0} Ne—e—1
= YiTge +10gx th. CARA
3 (S +vouw In6)

Wenn man daher fiir einen bestimmten Wert von o die ¢, derart be-

~

stimmen kann, daB auBer den Gleichungen (61) auch noch die folgenden
erfiillt sind:

(63)

N—g-—-1 dG(:)

Yi g, de

=0

-0  fir y=0,1,.--, N—1,

so ist
Neweg—1

2% 93/. (Z% + log ZZ}"D(‘)) Zot?

ebenfalls ein Integral. Die Anzahl dieser Integrale ist gleich der Anzahl
der gemeinsamen Losungen der Gleichungen (61), (63), also gleich
N —e¢—vr,, wenn 7, den Rang der Matrix

[! G(O) Gg) . Gf)zv—e—n

® e (N—e—1)
GN—- sz.-1 e GN—).

{0) {1) N—e—1

a6y dgy  aggY
de do de

a6y 46y, degf,":f““
de de de

fiir den betreffenden Wert von ¢ bedeutet.
Durch nochmalige Differentiation nach ¢ ergibt sich aus (62):

N—-e—1

(Z’ "od)

%+ Qo) S8 s

Newl Newe—1

.—._.Z (Zy‘ d;G:: +2 logx y,
»==0

Wenn sich daher fiir einen bestimmten Wert von ¢ die y, derart wihlen
lassen, daB anBer (61) und (63) auch noch die Gleichungen
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(64) Nz; PG gy y—0,1,..., N—1
Yirgr = T v=0U, 1« N
=0 d

erfiillt sind, so ist auch
N—g—1

Py @D 3 g2 STy DY) ge++
27/, 2 (2? +210gx27a 7 " 4 (log w)';o' D)) et

ein Integral. Die Anzahl dieser Integrale ist gleich N — e —r,, wenn r,
der Rang derjenigen Matrix ist, welche aus dem Koeffizientensystem der
Gleichungen (61), (63), (64) fiir den betreffenden Wert von o gebildet ist.

In dieser Weise kann man fortfahren, und wir wollen jetzt beweisen,
daf man dabei immer bloB die Nullstellen von f,(g), also eine endliche
Anzahl von Werten ¢ zu priifen braucht, und daB man auf diese Art
auch wirklich alle sich bestimmt verhaltenden Integrale erhilt.

Zu dem Zweck sel zundchst D, irgend eine in T reguldre ausge-
zeichnete Losung von (12). Dann ist

va.0(9+v)+py_1ﬂ(9+y—1)+"'+Dof,,(p)=0 fﬁr ’VgN
oder kiirzer

(65) ZDZ}".,_Z(Q—}- i)=0 fir v>N.
A=0
Differenziert man lmal nach ¢, so kommt

(66) 22( )dle ( +1)=0 fir »=N,

wo der obere Index bei dem Funktionszeichen f Differentiation bedeutet.
Nun sei

(67) 4= (6,,(l0g 2 + 6, (log 2} * -+ -+ 6,y log s + ¢, )
=0

irgend ein am Nullpunkt sich bestimmt verhaliendes Integral, sodaB alse
die Reihen

coe

2077’.;3" = 0) 17 Tty k

¥=0
einen von Null verschiedenen Konvergenzradius haben. Wir nehmen an,
daB die %* Potenz des Logarithmus wirklich auftritt, sodaB nicht alle
¢, verschwinden; ferner denken wir uns den Exponenten ¢ so fixiert,
daB von den Zahlen
Co.0r Co,10 """ Gox
mindestens eine von Null verschiedén ist.
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Um jetzt die Rekursionsformeln aufzufinden, welchen die ¢, ; geniigen
miissen, damit der Ausdruck y die Differentialgleichung P(y) = 0 formal
erfiillt, schreiben wir (67) in der Gestalt:

y=%§ T8t - a: -1 ’gcﬂxﬁv e +§c’,,k$€+v,

wobei nach der Differentiation wieder der spezielle Wert o einzusetzen
ist. Daher kommt

Ply) = (S’E =i 2 w,ixo“')
©9) e

+

=0 =0

Nach Formel (7) ist aber

P (Zc x9+”) Z’Zchf,_z(g + A)xetr,

y=0

Also, da auch jetzt wieder Vertauschung der Differentiationsfolge und
gliedweise Differentiation gestattet ist:

P aii:ii;:'ﬂ,,,-x@+v> _ aa:k—_ii P(;cmmuy)
=j jcl’i%; (f,_2l0 + Hae+?)
v=0 A=0

-] v

=37 ST, SIET) et tog 1o+,

ry=0 2=0 r=g
Setzt man dies in (68) ein, so kommt endlich

P =2 D' D Do, (1) 2 Qoga) 15 (o + 1)

=0 y=0 2=0 r=i

=St St 3 S0, () e+,

r=0 r=0 A=0 i=0

Damit y ein Integral der Gleichung P(y) = 0 ist, muB P(y) identisch
verschwinden; also erhilt man

(@) S e L) rn=0 (Tobh.

A=0 i=0
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Dies sind die gesuchten Rekursionsformeln zur Berechnung der Koef-
fizienten ¢, ;. Speziell fiir » = 0 kommt

ST @ =0 =0,1,b),

=0

oder ausfiihrlicher geschrieben:

%o, ofol0) =
co olvfo (9) + %o, 1fo(9)

%,0 ok)(Q) + 0,1 k 1)(9) + -t fole) = 0.

Daraus folgt, daB ¢ eine Wurzel der Gleichung f,(¢) = 0 sein muS.
Denn andernfalls wiirde aus der ersten dieser Gleichungen folgen ¢, , = 0,
sodann aus der zweiten ¢,, =0, - - -; endlich aus der letzten auch ¢, , =0,
wihrend doch von den Zahlen ¢4, ¢ ,,- - -, ¢; mindestens eine von Null
verschieden sein sollte. Von jetzt an sei daher ¢ wieder eine Wurzel der
Gleichung f,(o) =

Fiir » = 0O lautet die Gleichung (69) speziell

Dlerofy-ale + 1) =0 (v=0,1,2,--),
i=0
und besagt daher, dab die ¢,, gewiBl eine Losung der Rekursionsformel
(12) sein miissen, und zwar, damlt die Reihe Db, o 2" einen von Null
verschiedenen Konvergenzradius hat, eine ausgezewknete Losung. Wir

setzen demgemil
(70) to=2D,,.

Dies bezieht sich auf die bestimmte Stelle ¢ (Nullstelle von £,(0)). Nun
gibt es aber, wie wir am SchluB von § 4 bewiesen haben, eine in 7T reguliire
ausgezeichnete Losung, welche an der bestimmten Stelle ¢ sich gerade mit

D, , deckt; wir bezeichnen diese im ganzen Bereich 7' mit D,,, sodaB
D, , jetzt auch nach ¢ differenziert werden kann. Nach (66) ist dann,

wenn man speziell ] = 1 setzt:

d , dD
DDfie+ N+ D0 ule+H =0 w2 N
A=0 A=0

Andererseits besagt die Gleichung (69) fiir » = 1:

Zc).okfv 2(9+}'>+261]v 1(9+l) 0.

1=0
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Subtrahiert man hiervon die vorige Gleichung, nachdem man sie mit %
multipliziert hat, so kommt wegen ¢, ( = D,

v

d.D
S =42 o+ ) =0 v N.
Daraus folgt, daB i}
4D,
il ar

eine Losung von (12) sein muB. Da aber die Reihe 3¢, #” einen von
Null verschiedenen Konvergenzradius haben soll, und da von der Reihe

ab
Z—W{c , wie wir Seite 24 bemerkten, das gleiche gilt, so muB es eine

ausgezeichnete Losung sein, wozu wir aber jetzt auch die triviale Ldsung
D, =0 fiir alle v rechnen miissen. Wir setzen demgemi8

aD

(1) 6= kg2 =D,

Auch dies bezieht sich wieder auf die bestimmie Stelle o, die wir im
Auge haben. Wie vorbin kénnen wir aber auch jetzt eine in 7' regulire
ausgezeichnete Losung angeben, die sich an dieser Stelle gerade mit D,
deckt. Wir bezeichnen sie dann im ganzen Bereich 7' mit D, ,, so daB
wir von D, , auch die Ableitungen nach ¢ bilden kdnnen.

Wir zeigen jetzt, daB ganz allgemein

_ k—s\d' " Ds i=0,1,~-,k)
(12) i 2 z—s) doi™* ('u=0,1,2-~-
sein muB, wo D, in I' regulire ausgezeichnete Ldsungen sind (eventuell
D, , =0 fir alle v), in welche nach der Differentiation der spezielle
Wert ¢ einzusetzen ist.

In der Tat ist diese Formel fiir ; =0, 1 durch (70) und (71) bereits
bewiesen. Nimmt man aber an, sie sei richtig fir ¢ <r(< %), so laBt
sich zeigen, daB sie auch fiir ¢ = 7, also allgemein gilt. Zu dem Zweck
isolieren wir in der Formel (69) von der Summe nach ¢ den Term fiir
i = r; dadurch ergibt sich

jcz,rfy_z(@ +4) =— 2201,;(75_ ,.) e+ 1).

i=0
Auf die ¢, der rechten Seite darf aber, weil ¢ <7 ist, bereits die
Formel (72) angewandt werden, wodurch man erhilt:

g%,f,_;(g +2)=- ;gg"(l::z) d;;“?f"(:_r) T=9(e + 4)-
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GZIGZ) -GGz

Dadurch geht die letzte Formel iiber in

Nun ist identisch

¥ r~—1

ZCIrfv 1(9-!-).)-—__222 (f:s) (::.:) d:;fl,s 9 (o +4),

£=0 A=04¢=2

oder, indem man in der immeren Summe den Summationsindex % ersetzt
dureh 44 s:

Zcz,rf-z(9+}.)=~2(r_s)2§1 (r——s)d’D;s 7500 (o + 4).

Nach (66), angewandt fiir =7 —s, darf aber fir v > N die innere
Doppelsumme der rechten Seite ersetzt werden durch

/.,s
_2 dr 8 f" 2(9+l’>)

sodaB man erhilt

r—1

Zczrf, o+ 2) = 2( i) d,.i‘fv—z@-l-l) (v2N),

=0 A=0

oder endlich, was dasselbe ist:

v r—1

Sar- IS 20 +H =0 (2N

A=0 s=0

Daher muB auch

-1 -
_S)(k——-s){ S‘Dv,s
c”x" et \7— der—x

$=0

wieder eine Losung von (12) sein fir die betreffende Stelle ¢, und zwar,
weil die Reihen

yd D
Ty 8
Ec,,rw", E T z’
r=0 v=0 e
einen von Null verschiedenen Konvergenzradius haben, eine ausgezeichnete
Losung. Bezeichnen wir sie mit D, ., wobei wir D,  auch wieder als

T3

regulire Funktion in 7 annehmen diirfen, so ergibt sich
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s SN
i =Z (r——s) ¢ ’{)‘ + D”"
- 2(r—~s) de "":’

also gerade die Formel (72) fiir 4 = ~. Dadurch ist ihre Allgemeingiiltig-
keit bewiesen.
Wir schreiben nun die Formel (67) in der bequemeren Gestalt

y =2w’2k'c,,;(log zf-iaerr,

¥=0 i=0

und setzen fiir die ¢,, die in (72) berechneten Werte ein; es kommt dann:

”222(1*"8) R (logx)ic—zxg-z-v

P=03i=0 5=

—222(1——8) d"" ﬂoax)k"x@”

=0 8=0 i=s

Hier kann aber die Summe nach ¢ ausgewertet werden: Ersetzt man nim-
lich ibren Summationsindex ¢ durch ¢ + s, so geht sie fiber in

S Y4 o

2 del Bekvs—z = aek—s

=2( —S)JD"’ TRty e (Dy,att)

Setzt man dies oben ein, so kommt

® k ¢
_2 (D a®t”)
¥y = agk-s

r=0 s5=0

L

2 21;-—.: S’D xe+v

Denn daB die Reihe 21)1,,39:@“ gliedweise nach ¢ differenziert werden
darf, wurde bereits S. 28 hervorgehoben.
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Diese letzte Formel besagt nun, dall jedes Infegral, das sich im Null-

punkt bestimmt verhiilt, lincar zusommengesetzt ist aus Integrolen der spe-
ziellen Form

k- *®
4 ’
e r=0

wo D, eine in T regulire ausgezeichnete Lisung von (12) bedeutet. Das
sind aber gerade diejenigen Integrale, welche wir zu Beginn dieses Para-

graphen séimtlich ermittelt haben, womit gezeigt ist, daB man aunf diesem
Wege in der Tat alle sich bestimmt verhaltenden Integrale findet.



