
O. PsBso~. Unbest~mratheit~st~llen lines~r Differentialgleichungen. t 

Uber  diejenigen Integrale  l inearer  Differentialgleichungen, welche  

sich an einer Unbes t immtheRss te l le  b e s t i m m t  verhal ten.  

Y o n  

OSK~.R PERaON in Tiibingen. 

,~1. 

]~inleitung. 

Die Koeffizienten der Differentialgleichung 

(1) y(~") -k P~(x )y  ('~-1) q- p~ (x )Y  ('~-~) -k " " -k p, , ,(x)y -~ 0 

mSgen, abgesehen yon denen, die e~wa identisch verschwinden, die Form 
haben 

wo die ~ (x )  Flmktionen bedeuten, die ffir x ~ 0 regul~ir und yon Null 
versehieden sind; die si seien irgend welche ganze Zahlen. Wenn der 
Nullptmkt eine Stelle der Bes~immtheit sein soll, wema also a//e Integ-mle 
sich im Nullpunk~ bes~immt verhalten~ d. h. linear aus Integralen der 

= ~ [ c ~ o  + c~ log x + .- �9 + c~(log x)~]~ +" Y 

zusammengesetzt sein sollen, so mul~ durchweg s i ~ -  i sein, eiue Be- 
dingung~ die zugleich no~wendig und ]~;nreichend is~; es is~ dies tier 
klassische Fall (Fuehs, Frobenius). Beim Beweis dieses Satzes verfiihr~ 
man bekanntlich so~ dab man zuni4chst Ffir y eine Reihe der Form 

oo 

~ - ~ D , x ~  +~ in die Differentialgleichung einsetz~. Dadurch erhifl~ man Y 

eine algebraisehe Gleichung zur Berechnung yon Q, und s die Koef-fi- 
zienten D~ eine Rekursionsformel, welehe vielfaeh noch einige Anfangs- 
koeffizienten willkiirlich l~tik Nun kann man zeigen - -  und das ist der 
Schwerp~mk~ des ganzen Beweises --~ dab die Reihe bei beliebiger Wahl 
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2 O. t~aoN. 

der wil]l~firlichen Axffaugskoeffizienten in einem gewissen Gebiet um den 
Nullpunk~ konvergier~ mad daher wirklich ein Integral darstellt. 

Ist dagegeu der Nullpmxkt eine S~elle der Unbesthumthei~, so gibt 
es iv, allgemeinen gax kein Integral der obigau Form. Zwar lassea sich 
ebenfalls derar~ige Reihen ,ngeben, welche der Differen~ialgleichung f o rmal  

genfigen; diese sind abet bei allgemeiner Wahl der willkiirliehen Anfangs- 
elemente ffir alle x divergent. Es hmxdel~ sic}, nun um die Frage, ob 
nich~ bei passeader  spezieller Wahl trotzdem Konvergenz erziett werden 
k,.n-~. Herr Helge yon Koch hat diese Aufgabe unter einer speziellen 
Annahme mittds unendlieher Determinanten behandel~ und zum • 
gebraeht, indem es ibm gelang, alle sieh bestimmt verhaltenden Integrale 
aufzufinden.*) Die besondere Annahme besteht darin, da$ in der Differential- 
gleiehung der Koeffizient der zweithSchsten Ableitung versehwindet. 0b- 
wolff dies zwar immer dutch eine geeigue~e Transformation erziel~ werden 
kman, so hat diese Transformation doeh im allgemeinen die Eigensehaf~, 
alas sic In~egrale, die sieh bes~immt verhalten, in solehe transformiert, 
die sic}, unbestimm~ verhalten, so da~, wenn man die Aufgabe f~ir die 
transformierte Gleiehung ge15st hat, fiir die ursprfingliche im a11gemeinen 
niehfs gewonnen isk 

Ich bringe im folgenden alas Problem zur v~lligen Erledigung, und 
zwar auf einem ganz andern Weg, tier keinerlei spezielle Annahrae er- 
fordert und, wie ieh glaube, aueh einfacher ist. Es handel~ sieh dabei 
um einen weiteren Ausbau derjenigen M e t h o d e ,  die ieh lgirzlieh auf 
Differentialgleiehungen mit rationalen Koeffizienten angewand~ babe.**) 
Doch ist die gegenw~ige Arbeit yon den angefiihrten unabh~i~gig. 

w  

Die Rekursionsformel.  

Bezeichnet man mit -- e die algebraisch kleinste der Zahl~n 

O, sl -]- I , s2 -i- 2 ,  . . ., s,~ --l- m , 

so ist e ~ 0, und die Bediugung daftir, dab sich alle Iutegrale bestimmt 
verhallen, lau~et einfach e ~ 0. Da wit aber den Fall in, Auge haben~ 
daft tier ~(utlpunkt eine Stelle der Unl~estimmtJaeit ist, werden wir also 

(3) o 

*) ,,Sur les int~gralcs ,dguli~xes des dquatlons diffdrentielles lingaSres". AcCa 
Mathcmai~ca 18 (1894). 

**) ~be,  lineaxe Differenzengleichtmgen". - -  ,,fUber llneaxe Differentialgleichungen 
mi~ ~gionalen Koefl~ent~n". Beides Acta Mat~ematica ~ (1910). 



Unbes~Sm~theitss~ellen linearer Differentialgleichungen. 3 

voraussetzen.*) Multipliziert man dann die Different~a]gleichung (1) mi~ 
x'~+~ so nimm~ sie die ,rNormafform" an: 

~+,~)  + ~-lQl(X)v<=-, + ~-2O~(x)~=-~) + . . .  + Q,~(x)v = o ,  

wo nun die Qi(x) am NuUpunkt regular sind und daselbs~ nieht s~ntlieh 
versehwinden. Setzt man demgemiiB 

(~) Q~_,(x) = ~ o  + a,,l~ + ~ + . . . ,  
so geht die Differentialgleiehung sehlielilieh fiber in 

(~) ~,+'y(-> + ~ ( a ~ o  + a~,~ + ~. ,~ +...)~,~ = o, 
i - - 0  

und yon den Zahlen 

(6) Ao, o, Al, o , . . . ,  Am_l, o 

is~ dabei mindestens eine yon Null versehieden. Die llnke Sei~e der 
Gteiehung (5) wollen w~r der Kfirze halber mit P(//) bezeiehnen. 

Setzt man 

y ~ 2 J 0 ~ x q  + ~, 
Y = 0  

so kommt 

a,,~x'+ay (0 =~_D,A~,~(q + v) (O q- v -- 1) - - -  (O q- v -- r q- 1)xe+,+~ 
v = [  

~ D , _ a A , , ~ ,  (O "a t- v--h) (e+~,--h-- 1)-.. (q + v - - h - - i +  1) xe+,. 

Folglich, indem man dies in den Differentialausdruck P(y) eiafii}~: 

(7) 
~ '~0  ~ 0  

q- -Dof, (O))xe +", 
wobei 

(8) f~(o) =Ao,~+A~,,,q q-A~,~O(O--1)-F...q-A~_~,~q(O--1)...(q--m-l-2) 
ftir h=~ e, 

(9) f ,(q) ~ .do," -I- 4 , . q  q - " "  4- A,~_~,.O(e - -  1 ) - - .  (q - -  m -b 2) 

+ q ( e - -  1 ) . . .  (q - -  m-l- 1). 

Es ist also f,(~) ein Polyaom m ~ Grades yon q, wKlarend die andem 
f~(q) hSchstens yore ( m -  1) ~ Grad sin& Einzelae fa(q) kSmaen aueh 

*) Eine VerwechsIung dieser ganzen Zahl e mit dex Baals dec natfirlichen Loga- 
rithmen, die in der ganzen Arbeit nicht wrkommt, erscheint ausgeschlossem 

1" 



4 O. P~o~. 

iden~iseh versehwinden; jedenfalls ist aber re(q) nieh~ iden~iseh Null, well 
die Zahlen (6) nieh~ alle verschwinden, Bezeiehne~ man den Grad yon 
fo(~) mi~ ~n-- j ,  so ist also 

(10) 1 < j ~ m; 

nach Herrn Thom6 (Journal ~ir die reine und angewand~e Mathematik, 
Bd. 75) hefl~ j der charakteris~ische Index. 

_= ~-~/)xe+r ein Integral der Differentialgleichung sein soil, Wenn y ~ r 
v = 0  

so mu~ die rechte Seite yon (7) sich identiseh auf Null reduzieren; da- 
raus er~bt sieh *eine Bedingungsgleiehung ffir die Zahl p, sowie eine 
Rekursionsformel ffir die Koeffizienten D r. Wit wollen jedoch vorl~iufig 
nicht verlangen, dab y ein Integral yon (5) ist; vielmehr wollen wit den 
Exponenten 0 als variabel annehmen, wobei wir ihn abet auf einen ge- 
wissen gleich n~her zu bezeiehnenden Variabilit~i~sbereieh beschr~inken. 
Sodann fordern wir zun~ichst nur, dab die Koeffizienten yon xr auf der 
rech~en Seite 'der Gleiehung (7) yon einer gewissen Ste.lle. an, sagen wit 
ffir v ~ 2~ verschwinden, we auch die Zahl 2~ r noch genauer zu fixieren 
ist. Dadureh geht (7) fiber in: 

0 1 )  = + ,,> + + ,, - + . . .  

+ Do/;,(~,>) ~+, ,  
und fiir die Koeffizienten D r ergibt sich die Rekursionsformeh 

~ 1 2 )  Drfo(  e + ~,) + D , _ , f ~ (  0 + ~ - -  1 )  --I- �9 �9 �9 + Dof,(Q) = 0 
(~ = :% N + 1, ~ + 2, . . .).  

Ms Variabilit~itsbereieh fiir die Gr5Be e wghlen wit irgend ein g'anz 
im Endliehen gelegenes zweidimensionales Gebiet, welches die m - - j  Null- 
stellen der Funktion fo(o) sgm{lich im Innern enth~lt, am einfaehsten 
einen Kreis yon gen~igend gro6em Radius mi~ dem Nullpunk~ als Mittel- 
punkt; dieses Gebiet, zu dem wit seine Begrenzung hinzureehnen, nennen 
wit T. Die Zahl N w~hlen wir dann derar~, dab fo(O + ~) fiir ~ ~ N 
im ganzen Gebiet :T yon Null versehieden wird. Dazu genfigt es zum 
Beispiel~ wenn wit 37 mindestens gleich dem doppelten Radius des soeben 
genannten Kreises annehmen. Doch behalten wit uns vor~ n6tigenfalls 
2~ r noch gr6Ber zu wfihlen, wodurch ja die bis jetzt allein verlang#~e 
Eigenschaf~ dab fo(~-}-~) =}= 0 ffir ~ :> N ist, nieht verloren geht. 



Unbestimmtheitss~ellea liuearer DiffexenCialgleichungem 

w  

D i e  T r a n s f o r m a t i o n  der  R e k u r s i o n s f o r m e l .  

Nach der soeben getroffenen Festsetzung iiber die Zahl N ist in der 
Rekursionsformel (12) der Koeffizien~ yon /) ,  im ganzen Gebiet T yon 
Null verschieden. Indem man dutch ihn dividier~, geht (12) tiber in 

D r + a~(~)D~_~ + a~(~).D,._~ + . . .  + a~(~)Do -=- 0 ( , ,~IV) ,  (13) 

wobei 

(14) a(, ) /,_ ;. (e + ~) 
~,--). fo(e + v) (Z = 0 ,  1 , . . . ,  v -- 1). 

Die Gleichtmg (13) liiBt die N GrSBen Do, I)i, �9 �9 DN_ 1 ganz will  
ktirlich; die madera D r sind dann eindeutig bestimmt. Unsere Haup~frage 
lautet ann: ,,Kann man die N willkiirliehen Grgflen derart w~ilden, daft 

die t~e ihe~JD,  xr +~ einen yon ~ull  versddedenen Konvergenzradius hat. 2~ 
Y~O 

Wir werden diese Frage im niichsten Paragraphen bejahen kSnnen; zur 
Vorbereitung mfissen wit zun~hst die Koeffizientea a (') in geeigaeter 
Weise absch~tzen. Da die Funktionen Q~(x) am Nullpunk~ regx~ir sein 
sollen, so haben die Reihen (4) si~mtlich einen yon l~ull verschiedeaen 
Konvergenzradius. Sei daher R eine positive Za~al, derart, da~ diese 
Reihen fiir ix! ~ / ~  absolut koavergieren; dabei daft f(ir R jede positive 
Zahl gew~hlt werden, die (beliebig wen]g) kleiner ist als der kleinste 
Konvergenzradius der Reihen (4); sind alle Konvergenzradien unendlich, 
so daf t /~  beliebig groB sein. Da die Reihen (4) (]ann ffir Ix] ~-/~ ab- 
solut konvergieren, so ist 

M 

wo M yon h nicht abh~ing~ und auch yon i unabh~iJagig angenommen 
werden kann~ well ja i auf eine endliche Anzahl verschiedener Werte be- 
schr~.nl~t isk 

Nach (8) ist daher ~ r  v -  Z + e: 

m - - 1  

If,-~(o + z)! =<~[A~,_~(q + Z) (e + z -- I ) . . .  (q + Z - -  i + 1)l 
i = 0  

M i 

Bedeute~ also P e'ine Zahl~" die grS~er ist als alle Werbe q des Gebie~  T, 
so folg~ auch 
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M m  
I f,-;~(e + 1)I "< ~-;:~ (P + 1 + m) ' ' -1  

< L g  + 1) ~-~ 

wo L eine vielleicht sehr groB% aber yon v, i~ Q mlabh~ngige ZaM be- 
deutet. Dagegen wird naeh (9): 

I f , ( ,  q- v - -  e)[ = l(O q- *' -- e) (q q- v - -  e - -  1 ) . . -  (0 -k ~ --  e - -  m q- 1) 

§  O + v - - e ) . . . ( e  + ~ , - - e - - i + l ) [  

> I(e + ~- -e )  (~ + ~ - -  e--  1 ) . . .  (e q- v - - e - -  ra q- 1)1 
M m)~- i 

m([~l + ~ + 

Mm (p + ~ + ~ ) ~ _  ~. 
> (v - e - rn - P ) ~ -  --~ 

Ffir gen~igend grol~e v wird daher 
1 7/L 

E(~,  + ~' - d ;  > ~-~, �9 

Femer~ da fo(e) vom Grad m - - j  is~: 

o < k ~ - ~  < [fo(Q + ,,)[ < Ke~-s, 
wo die Zahlen k~ K yon v und aueh wieder yon # unabhgngig sin& Wit  
denken uns jot, zt, wenn dies nicht schon yon vornherein der Fall sein 
sollte, die Zahl 2V so grog gewKhlt, dab ffir ~ ~ N diese letzten Un- 
gloiehn-gen alle effifllt sin& Es ergibt sieh dann 

i f , - ~ ( o + z )  ( l + l )  '~-~ 
(1~) l ~ -~  = n(~+-)  < GR~_,~_ ,  ( f ~ - - z + ~ ) ,  

f , ( e + ~ , - e )  j 

(l~) I~ = Co(O+,,)- >~' 
IL 

wo G die grSBere tier Zahlen ~-,  2 K  bedeutet~ sodafl also G yen ~ 2~ e 

unab/d/ng/g /st. Man beach~e aueh, dat~ G tmge~tnder~ bleiben daff~ wema 
wit  n~ehtxKglieh etwa gezwungen werden, die Zahl N noeh zu vergrSl~ern. 

Naeh diesen Vorbereittmgen suchen wir der Rekursionsformel (13) 
die folgende Gesgalg zu geben: 

~(,'-~ .r~ - -  " c ( ' - ' )  D . D , + v  1 .u _l  --t- �9 - �9 -r- ~ ,-~ 

(1~) + ~'-" (~, . . . . . ,  + 4"-'-*' ~,  ~ + -  + r  ,) (,, >= ~ ;  
J l ' -  ~ ~ ~ ~ ~ ~ " " " " ~ " ~ " " ~ " ~ 

+~::'(~ +r + .  �9 + ~ ~  = o 
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also, wenn zur Abk~rzung 

(is) 
gesetz~ wird: 

(19) 
Zur l~bereinst immung yon (17) mit  (13) ist erforderlieh: 

[ d r -  e) . z~(~- e) ~(~) 
i G - i -  V 1 ~ Ov 1 

I d ~ - e )  - -  ~ ( v - 0  ^ ( , - e - l )  __  4 ( ' - * )  ~(~) 

! �9 . . . . . . .  ~ ~ ~ ~ �9 

_(~-,) -- z(,-0_(~-e-1) . _ z( ,-e)_(,-s ,+l)  b~-e) a(.) 
(% ~ ~  % - i  - ~ " ' - r o , _  1 %  + = ~ ; 

.(v- e) (v- e - it -- ~(v- e) 0 ' -* -  ~t --  - -  . ( , -  e) (,) 
o 1 c t o~ e~_~ t " " �9 ~ 0r 1 ---- a~+l~ 

(21) i # , - ~ )  d~) .~ bc,-%(o) = a(,) 

Ib(,-%(o)_ a(,) 

Ftihrt  man noch die GrSgon e ~ ) ~  1 ein, so schreiben sich die Glei- 
ehungen (20) folgendermagen: 

h 

(20a) %-('-~) = a i ' ) - -ZbT- ' )c (~s  " - ~  ( h =  1 ,2 , . . . , e ) ;  
i = 1  

ferner  die G l e i e h ~ g e n  (21): 
ma(1,e) 

(21a)  b ('-~) c(~)= a (') - -  ,_~_~ , ,_~ Z b  <'-~),_~_~+~ e (~-0._~ ( l = 0 , 1 , . . . , v - - e - -  1). 

Da dies nur  filr v ~ :h z gilt, so bleiben die e, deren oberer Index kleiner  

als N - -  e ist, g~nz willkiirlich; doch mug stets e ~ ) +  0 sein. Dama Laosen 

sich niimlich aus (21a),  wema man d ~ i n  v ~ N,  g =-0 ,  1 , - . . ,  N - - e -  1 
setzt, der Reihe naeh die flrSflen 

- -  --.,V-- r  1 ~' " "~ ~ 1  

bereehnen. Sodaam aus (20a) aueh 

C(~ - *) A~v- r e V -  ,) 
1 ~ v ~  ~ �9 . -~ 

Wenn  dabei c~-*)=l=0 wird, so l r ~ n  man nun aim (21 a) flit v-----.W + 1 

die flrSgen b mit  dem obern Index N -  e + 1, sodann aus (20a)  aueh die e 
mit  dem obern Index N - -  e + 1 bereehuen. Dieses Rekursionsverfahren 

BlOt sieh beliebig welt fortsetzen, sofern nu t  die dax~us hervorgehenden e~ O 
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st~ts yon Null verschieden ausfallen. Mit diesem Vorbehal~ l~Bt sieh also 
die ~bereins~immung yon (17) mit (13) erzielen. Wema man dabei die 
wi!ll~tlrlioh gebliebenen e als in T regul~re Funktionen yon 0 wiihlt, so 

sieh~ man wei~er, dab alle c(i, "} und b(~)l, ebenfaUs in T regul~re F,~l~tionen 
yon 0 werden. 

W i t  wollen nun weiter beweisen, dab man bei passender Wahl  der 
willkfirlich gebliebenen c, d. h. also derjenigen c, deren oberer Index kleiner 
als N -  e ist, es dahln bringen kann, dab im g ~ z e n  Gebiet T stets 

r 0 ausf's trod dal~ anBerdem die Ungleichungen gelteni 

(22) b ('-~). ; ~ 4 G  ~ (~ + 1)~-~-J 
I ,-~-~. ~ - ~  , 

1 
(~3 )  , ~ ' -  ~ > ~ (~ - ~ + 1 ) ~ ,  

, _ ( . _ ~ }  3 G  (~ _ e + 1) ~-~ (h=0,1 , - . . , e - -1) .  

Zu dem Zweck bemerken wit  zun~ehst, dal~ clio Ungleichung (24) 

-(~-~)=I ist, und ffir h ~ -0  selbstversf~hldlich ist, well definitionsgem~B % 
1 

well die Zahl G ihrer Bedeuttmg nach grSBer als -3-- gedacht werden kann. 

Wir  w~hlen dann die willkiirlichea GrSi~en c (~ ~(~> ~(N-~-~} irgendwie 

als in T regal~re Fnn~tionen yon p~ am einfachsten als Konst~n~en, doch 
mit tier Einschr~nkung~ dab 

t - + 

(26) Ic~' {~-~} ~G ! < - ~ ( ~ - -  e + 1) ~-~ (h<e;v=e,e+l,...,.N--l) 

isk D ~ n  sind die zu beweisenden Ungleichnngen f~ir ~ ~ 2V jedenfalls 
richtig;*) ihre Allgemeingiiltigkeit beweisen wir durch vollst~h~dige ln- 
dukfion. ~ehmen wir also an, die Ungleiehtmgen (23), (24)~seien ffir 
kleinere Werte yon ~ bereits als richgg erwiesen, so folgt zun~chs~ aus 
der letz~en Oleichung (21): 

a{,}i 

also, indem wit  die reeh~e Seite naeh (15) und (25) abseh'~zen: 

G I 2G ~ 4G ~ 

*) Die Uagleiehung (22) f~llt~ ffi.r ~ ~ N n~iirlich weg, weil die n(~-~) in (17) 
ant f ~  ~ >_-.hr eino Bedeutuug haben. 
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Demnach is~ die Ungleichung (22) fiir it = 0 sicher zubeffead. Wi t  be- 
weisen ihre Allgemeingiiltigkeit bei festgehatgenem v, indem wir armehme~ 
flit kleinere Werte yon i sei sie bereits als richtig erkn.nn~. , Dann f o l ~  
aus (~1 a): 

)/Sa (2, ~) 

~ d [  ~v -e -~+i ' e -~  1 

b~[~ ~'< ~=~ [Ct 

WeLl bier E < v - - e  ist, kSrmen die c bereits nach den U~gleiehungen 
(23), (24) abgeschgtzl werden; f~rner die b der rechien Seite, well ihr 
unterer Index grSSer als v -  e -  it ist, bereits nach (22). Dadurch er- 
gibt sich: 

G (i --~ 1) m - 1 .M.i.a(], r 
~,-%,~-~ ~- 2 ) '  a ~ ~  _W-' ( i - ~ + l ) ; - 1  

I 

Ffir it < N - - e  duff der Nenner auf der rechten Seite wegen (25) 

sogar dm-ch (~G + ~-i~ ~) (l + I) ~ erse~zt werden; daher komm~ z u n ~ ] o 8 ~  

flit ~ < / V - -  e: 

(i + i) ~'- ~ 
G Rr_2Vm_S Jr" 1 2 G  8 i ~ ~ 1 ) m _ ~  ~v-~.+~ m - j  Q" 

12 G*e 
G (i+ i) "- ~-~ i § /~(i q- i) 

2 G ~ .R e 

< G (z + I) T M -  ~- 1 
1 -{- 12 G~e 

Piir it < N - -  e ist also (22) richtig. Fiir 1 => ~ - -  e aber folg~ ebenso 
aus (27): 

12G~e 

ib(,-O [ ( l+~)'~-s-~l+/~(Z+1) 
2 G  

= .R,-%",-s / ~ ( N - - e - k  1)/" 
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Daher is~ Ungleichung (22) allgemein erffill~, da wir die Zahl N yon 
vornherein so groB wghlen kiinnen, dab 

12 G~e 
(28) / ~ ( / v -  e + l) < 1 

wird. Aus (20a) folg~ dann fiir h = e: 

%~(" - e) I >  o~) - . a . . ~  . " S ~ i  b!~ - ~) ~(~e-,-~ - ~ ! " 
i = 1  

ttier diirfen aber naeh dem soeben Bewiesenen die b der reehbn Sei~ 
berei~s nach (22) abgesehiitzt werden; ebenso die c, da ihr oberer Index 
kleiner als ~ , -  e isi~ naeh (24). Dadureh erglb~ sich: 

6 

~J y 4 G  2 ( ~ - e - i - ~ - l )  m - l - j  3 a  (y __ e __ i 2[_ 1)~'- 

i = i  

~J 12 G s e 

G R~% ~-~ ~ - 3 ~ _ ~  
> 

i = 1  

( 

Daher ist aueh die Ungleichung (23) erfiillt, wena nut Lu so grot~ ge- 
w~hl~ worden ist, dab 
(29) 12 OSe 1 

wird. Endlich folg~ noeh aus (20a) ftir 0 < h < e 

h 
(,- ~) C(~- e-i) 

i = 1  

h 

G O'-h+~ -~zT_ ~l)m-i -~-~ , j  4 e ~ ' ~  "~ 0 ' - -  e - -  i-~- 1)m-l-s~+%m-j i~ -~aG ( v _ e _ i +  l)~_i < 
i = 1  

~-i 12~a h y  m - ~  G--~- +/~+~_~ 

< k + - ~ v )  

(v - -  e ..~ 1)1-1 ~ ~--i 

< ( ~ , - - e J ~ l )  t - 1  N [ 'G " 1 2 G ' e \  

- -  -- i~ ( ~ _ ~ - + i )  '-~ \ d----~-~)- 



(~o) 

(3t) 

/st. 

Unbestimmtheitsstellen l i n e ~ r e r  Differentialgleiehuugen. 

Daher ist aueh die Ungleichung (24) riehtig, sofern nut 

t r  

Wir denken uns daher die Zab_l N yon vornherein so groB gew~ihlt~ 
~lal~ auch diese letz~en Forderungen noah erF~llt sin& Dana 1~$~ siah 
das soeben Bewiesene folgendermagen ausspreahen: 

Die Bekurslonsformel (13) lii~t sich in die Gestalt (17) transformieren, 
und zwar derart, daft die Koeffizienten b, c den Ungleichungen (22)~ (23), 
(24) geniigen. Au~erde~n sind, wie wit bereits bemerkt~n, die b, c in T 
~'egul~re lVunktio~n yon ~. 

w  

D i e  a u s g e z e i e h n e t e n  L 6 s u n g e n  der  R e k u r s i o n s f o r m e l .  

Wit kehren nun zur Rekursionsformel (19) zurfick. Diese lg$~ die 
N -  e Gr~t]en E0, El, .- . ,Ezr ganz willkfirliah; wir w~Men sie ixgend- 
wle d s  in T regv_l~e Funktionen yon ~. Dan,  sind vermSge (19) alle E,  
in T reguliir. Dureh die Substitution 

wo @ eine beliebige, aber im folgenden unvergnder~ fes~zuhaltende Zahl 
zwisehen 0 und 1 bedeute~, gaht (19) fiber in 

, , -  e) , O' - e) s , (33) _~;_o + ~; a~E;_o_~ + b~ (aR) ~ ; _ , _ ~ + . .  

�9 . + b ~ - : ~  ( ~ ) ' - ~ E o '  = o.  

Also is~ untor Ber~ieksiahtigung yon (22) 

] ~-e!  = I , ' - . -~"  / z 

1) ~ -  
1--j 

< ~ , ~ 4  G 2 (z + ~ _ , _ ~ / ~ _ , _ ,  

~--e--1 

_ .~,,'-~4G' ~(z + z),,,_,_je,,_~l~;~ l =  

_< ~o~ .~ ] (z  + 1)~-~-Ja "-~,~x~i/~]. 
- -  (a~)~ r ~ - '  ~ z=o 
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Se~z~ man daher 
~--r 

i_~ 1),~ - i -~ #,  - i (a4) r ~ ( i  + = 
2=0 

so komm'~ 

t , - o i < ~ , / ~ i / ~ ;  i .~=0 
Nun l ~ t  sich abet ~0~ wegen j ~ m noeh in folgender Weise abseh~itzen, 

wenn k irgend eine zwisehen 0 und v --  e --  1 gelegene Zahl bedeutet: 

~,  :< X 
( i +  1)m-- 1--j~J'--2 

a = o (i + i) =-  ~ 

+ ~9,,_ 2 ~ -e -1  ~_,~ 

( , ( 1  1 l )  

# ~ - k ( l +  log(k + 1)) + ~+~  log k T i "  

Hier ka,m k irgend eine gauze Zahl im Intervall yon 0 bis v --  e -- 1 
bedeuten; wihl t  man flit k speziell diejenige gauze Zahl~ welche dutch 
die Ungleichungen 

~-3~9+ 1 >~___>~-V~ 
eindeutig bestimm~ ist und welche ja ft~r grol~e v (v > (e-}-2) ~) gewil~ in 
dem verlangben Intervall lieg'~, so kommt 

�9 ~ < #V7-, (i + log v) + ~+i log v--]/~ " 

Infolgedessen sbeb~ q~, mr  lira ,~ = c~ der Null zu, sodaB yon einem 
(a~) ~ 

gewissen v an jedenfalls q0, kleiner ist als -2--ff~. Und zwar l~iBt sich eine 

Zahl 2r x angeben, derar~ dat~ fiir v :> N x dies im g,.n~.en Gebiet T start- 
hat, da ja qo, iiberhaupl nicht yon dem speziellen Wert q in T abh~ngt. 
Aus (35) fo]g~ daher fiir ~ :> Ni: 

v--e-- i  

2=0 

Daraus folgt aber ohne weiteres ~ir alle 
N , - e - i  

Da bier die _hrl-  e Gr6Ben .E~ auf der rechten Seitm als in T regul~re 
Funk~ionen yon Q ein gewisses Maximum nicht fiberschreiten kSnnen, so 
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ergibt sich, dab die /~ '  absolut unter einer S&ranke H bleiben~ die so- 
wohl yon v sis yon der S~elle Q des Gebiebs T unabhgngig is~. &us (32) 
folg~ dman 

(36) ]-E,I < ---~--. 
(o~)" 

Die Gleichung (18) suchen wir nun durch folgenden Ansatz aufzulSsen: 
- ^ 0 ' -  ~) "~ ~ ( r - e )  z:, (37) .D_ =p~" "~E, _~ + ~,, .,:, _~ + ~ .,%_o+~ + . . . ,  

v = e , e +  l , e + 2 , . . . .  
Es is~ dalm auch 

t ~  ~ ( ~ - e + l )  x a  _ _  ~ ( v - e + l )  ~-T / ~ ( r - e + l )  ]b'~ • " L ) . ~ - e + l  ~ ..~0 d.Atv_e+ 1 -I '-  2 ~  " ~ ' v - - e + 2  -3- .ib'2 i : ~ v _ e +  ~ T "" ", 

(37a) �9 �9 " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

/ D  (')E - (~) 17 -- (')E -- 

Mul~iplizier~ man die Gleichtmgen (37), (37a) der l~ihe nach mit 
- . . 0 '  - e )  c(f - ' ) ,  c~_~), , .  ., q , 1, und addiert sie d~nn, so mui~ wegen (18) auf 

der linken SeJ~e der Wer~ P , _ ,  herauskommen. Dami~ auch die rech*e 
Seite sich auf E _ ,  reduzier~, werden wit die p~') den folgenclen hin- 
reichenden Bedingungen unterwerfen: 

r - ~  = 1 ,  

,< ' - '~~ ' - '~  r 1 6 2  - ' + '~  - o ,  1'i + _ 
( a s )  . . . . . . . . . . .  

"t- c,_~ Pl-:t + " "  + -i z~_,+l - - : v ~ _ ~  ---- O, 
. . . . . . . . .  . . . . . . .  . . . . .  . 

. ( ~ - e )  Daraus lassen sich bei beliebigem v MIe ira f~r ~ = O, 1,  2 ,  �9 �9 �9 suk -  

zessiv berechnen, weil. nach (23) ja alle c~ ~-*) yon Null verschieden sin& 
Wean dann die Reihen (37) s v = e, e + l ,  e + 2 ,  . . .  konver~eren, so 
werden sie eine LSsung der Gleichung (18), also auch yon (17), odor, was 
dasselbe sagt, yon (13) darsbllen. 

Urn nun die Konvergenz zu beweisen, mtissen wir ein zweites ~lei- 
chungssysbm fiir die A.) aufstellen. Nach (18) is~ 

_D + , 7  -~ D ~ + . . .  + r ~, o = ~_o -<'-') - - ~ 0  

�9 ~o 1 

+ + =<_,+, -<'-~ 
�9 _ iu~ 

�9 , �9 . . . . . .  �9 , , o �9 ~ , . ~ ~ �9 ; ~ . ~ 

Diese Oleiehungen mul~iplizieren wit tier Reihe na~h mi~ den bei- 
geschriebenen Fak~oren mad addieren sie da~n. Dabei wirr die reehte 
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Sei~e nach (37) gleicJa /)~_,. Eine hinreiehende Bedingang dafiir, dab 
_(~  - 0 sich aueh die linke Sei~e auf D,_~ reduzier~, besteht darin, da~ d i e /~  

den Gleichtmgen geniigen: 

cl "-') p~'-~) ---- 1, 

p, " 4 -  _ = 

(39), . . . . . . . . . .  

o~-'+%1 "-~ +4:V+~ ~p~::; ~ +  + ~; ~+~+~' ~2:'+,~ ~'-~,~_. =o,  
�9 . , . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . , ,  

N~.  ist unsehwer einzusehen, aal~ die Gleiehungssysteme (32) und. (39) 
vSllig ~quivalent sind, da~ also die aus (38) berechnetau 2J) ganz yon 
selbst auch das Sysfem (39) befriedigen. Man braucht zu dem Zweck 
nut  beide Systeme mittels Determinanten nach p~'-') aus es kommt 
dazm beidemal das gleiche Resultat heraus. Ich babe iibrigens in w 3 
meiner zitierten ersten Arbeit in den Acta Mathematica die betreffenden 
Formaln angegeben, worauf bier verwiesen sei. 

Nun folgt zmafichst aus (39), dag die p~'-') in T regul~re. Funk~ionen 
yon Q sind. Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf (23) 

(40)  I p ( ' -  ~) t ~ ~ a , o ,=i4,_~) !<  _ ~ + ~ < ~ a .  

Wir beweisen nun allgemein 

(41) pO'-•) i < 2 oJ~ (x!) -~ ,  

wobei J ei~e noch zu bestimmende, yon v, Z, Q unabh's Zahl ist. In 
der Tat gilt diese Ungleichung wegen (40) sicher far 1 = 0. Nehmen wit 
abet an, sie gelte beres far alle kleineren Werte yon t ,  so folg4 aus 
der allgemeinen ~leichung (39) 

I o(:-~+~>j 
e--I 1 

Schi i~  man die c wieder nach (23) and (24) ab, so kommt: 
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p~ -~) 
e-- I  I I 

t =  ~s.x (o ,~- i )  
I 

e --1 1 t - - h  
6G ~ - - -  - 7 -  

1 
2--~ (. Jr- 1 - -  e + l) ~ 

c - - I  I 

< 
h=O 

1 e - - 1  

= 2 G J ~ ( i ! )  �9 J - ( " - ~ ) -  

Die Ungleichung (41) wird daher allgemein bewiesen sein, sobald fesb 
steht, dali 

$ - -1  6G s 7, 

ist. Diese Fordertmg wird aber, weft die Exponenten yon J alle negativ 
sincl, gewil~ erfallt sein, wenn wir nut  die Zahl .J gentigend grol~ voraus- 
setzen. Es geniigi etwa f i r  d die griiBte der beiden Zahlen 

zu wiMen, sodag in der Tat J yon v, i~ 0 miabh~ingig ist. 
Hiermit ist also (41) bewiesen; aus (36) und (41) folgt aber ohne 

weibres, da~ die Reihen (37) 

(37) /),_o = ~p~,-e)~,_o+~ (~--e ,e+ 1,e+2, . . . )  
2 = 0  

im Gebiet T absolut and gleichmi~l~ig konvergieren, soda~ auch-die drtre/ 
sie definierten GrSBen D,_~ in T regul~ire Ftml~ionen yon q sind. Und 
zwar ergibt sich die Abseh~itzang 

2 I z),_.l < ~(zt) -~- 
= ( o n )  " - ` + z  

( o n ' - "  ~ l_ ~o n /  
(~!) �9 
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Die le~zte Summe ist eine yon v und ~) ganz unabtffmgige Zahl, sodaB 
man schlie$1ich erhiilt 

M ( v = e , e + l ,  e~2,.- .) ,  <42) 1 I),_. 1 < R)- 

wo die Zahl M yon v nich~ abh~in~, und aueh nich~ yon der Stelte 0 
des Gebietes T. 

Da die N - - e  Anfangswerte E o ,  - E l , . . . ,  . E , ~ - , - I  in T reguli~r sein 
sollten, im iibrigen aber ganz willktirlieh sind, so kann man genau N - - e  
Systeme 

E(o) E(t) . E(s -e - t )  

bilden, die der verlang~en Rekursionsformel (19) geniigen und die im 
ganzen Gebie~ T linear unabhiingig sind; d. h. fiir keinen Wert  ,o des 
Gebietes T soll eine fiir a l l e v  gtiltige Gleichung 

~ ( o )  . ~(i) . E ( s -e - i )  0 
O"~-'J~ ' + ~'1"12~v + " " "  + ~N--e--I �9 = 

bestehen. Dazu braucht man n~nlich nut  die Anfangswerte so zu wiihlen, 
da$ die De~rminante 

. ~ ( 0 )  --(I) . . �9 ~(N--C--I) i 
o ~'o - - o  

E . . . . . . . . . . .  

in T keiae lqullstelle ha~, was beispielsweise dadureh gesehehen kann, dab 
man sie als passende Konstanten w~ihlt. Segz~ man dann gemiig (37) 

o~ 

" "+~" \ i = O , 1 , . . . , N - - e - - 1  ' 
2 = 0  

so stellen diese D <~) nach dem Bewiesenen N - -  e LSsungen der Relrursions- 

formel (13) dar, welche obendrein der Ungleichung (42) genfigen. Man 
sieht leicht, dab diese ebenfalls im ganzen Gebiet T linear unabhi~ngig 
sin& Denn es is~ 

( 4 4 )  .D (~) + c (~- ~) D (~ ~ . . .  + c (~- ~) D (') = E (~) �9 
Y 1 Y--I ~ ~ Y~r Y--~P 

wenn also an irgend einer Stelle Q eine Fdr a l l e v  gfiltige Gleichung 

_ ~(1) " D (~-~-a)~ 0 7o D ~  ) "t- 71 ~ , ,  -4- �9 �9 �9 "-t'- ~ '~_  ~_ ~ 

besf~4nde, so wiirde daraus folgen 

~.E(o) , _ ~0) . ~(~v-~-l) 0 
70 ~ -t-Tl-~, + " ' + ~ ' ~ _ ~ _ t ~ ,  = , 

w ~ r e n d  die E(0 doch linear uaabhKngig sin& 
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Die Rekarsionsformel (13) lii~t die N GrSBea Do, / ) a , ' "  ",'D,-1 
wflilrfirlieh; sie besitzt also N linear unabh~ugige LSsmagen. Von diesen 
haben wit soeben bereits N - -  e gefunden; es fehlen also noch e LSsungon. 
Nun sind die e LOsungen der Relrarsionsformel 

.(~ - e )  (45) D, + c(~'-8)D,_1 + . . .  + c, D,_~ = 0 ( ~ , ~ e , e +  1 , e + 2 , . - . )  

a f o r t i o r i  aueh LSsungen yon (17), also yon (13). Sie sind yon den 
vorhin gefundenen in T oflenbar linear unabhii~gig; denn wfirde sich eine 
linear aus ihnen zusammensetzon, so mii~te sich nach (4 4 )u n d  (45)auch  

die Null ebenso aus den E (~) zusammensetzen, was jedoch wegen der 

linearen Unabhfingigkeit der E (0 nicht mSglich ist. 

Wir  brauehen demnaeh nut  noch die e Liisungen yon (45) zu unter- 
suchen. Greifen wir eine beliebige yon diesen heraus und fasson einon 
bestimm~en Wert  yon 0 ins Auge, so sei 2, 0 ein im folgenden fest- 
zuhaltender Index~ fiir welehen D.o_~ + 0 ist. Dann hat man 

D,. + c~'~ 8)1),._1 + ' - "  + 4"0- ~)D~._~ = o, 

D,o+~ + c~o-~+~)D,.~ + . . .  + c(~o-'+I)D = O, 
e y o - - e . + l  

�9 . , . , . �9 ~ . . . . . . . . . .  

D~ + c~- ' )O__ + . . .  + 4~-')D~_8 = O, 

wo ~ ein boliebig gro~er Indox sei. Diese Gleiehungen multiplizieren wit 
der Reihe nach mit 

p(,,o - 8} b'o - 8} .~(,~o - 8) 
O ~ P l  ~ " " "~ ~'~- ,o 

mid addieron sie dann. Da die Multiplikatoren p den Gleichungen (39) 
genfigen, so fallen hierbei die GrSBen D~o_8+1, D~o_,+s , �9 �9 L)~_ e heraus, 
w~hrend D~~ den Koeffizienten 1 erh~t.  Setzt man dann D~o_, auf die 
rechte Sei~e, so kommt 

a-,,o ~ + Pa-~,o-QDi-1 + "" " 

e- '~ P,~-,,o-i "~ " " --/ '~-~o-8+Q a-~+l ~ - -  

oder kfirzer 

(46) 

wobei 

(47) 

e - - 1  

i = O  

i 

= el P i - , . + ~ - , "  
h - ~ 0  

Ffir r ergibt sich auf Grund der Formeln (24) und (41) die Ab- 
sehr~tzun~: 
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la~,(~)] < ~ , ( X  + h -  e - -  i + 1)~-12GJ2-~o+h- ' [ ( i t -  v o + h - -  i)!]- ~- 
/*=0 

(2J)~ fiir geniigend groBe 2. 
' " 1  

(~!) e 

Aus (46) folgt daher ftir groBe Werte yon ). 

v- -1  

i = O  

Somit is~ mindestens einer der links s~ehenden Summanden gr~iBer als 
1 

e I D~o_ ~ t" Daher  
1 1 

e-1 1 (z!)~- (~')~ (fiir groBe ~). 

Dies besagt, dab es nnbegrenz~ viele Werte yon ). gibt (i~tir hinreichend 
groge s n~mHch mindestens einen unter e aufeinander folgenden), ffir welehe 

1 

wird. Dami~ ist nan, well die Rekursionsformel (13) gleiehbedeutend ist 
mit (12), der Beweis des folgenden Satzes beendet: 

Die ttekursio~sformel (12) hat, wean nur N geaiigead grofl gewiihlt ist, 
geaau N -  e i m  ganzen Ge~iet I '  reguliire und linear unabMingige L6sungen, 
fiir welche 

tAI < (~ R) ~ 

ausftillt, wo M yon u und 0 nicht abhiingt. 
1st dagegea D~ fiir eine beztimmte Stelle ~ des Gebietes T eine LSsung, 

die sich nicht aus diesen 7~--e  (fiir diese Stelle O) linear zusammensetzt, 
so gibt es uneadlich vide Werte yon v, /~ir welche die mit der vorigen un- 
vertrdgliche Ungleichunj 

1 

IAI > 

besteht, wo aueh g yon v nicht abh~ingt. 
Die N - -  e erstgenannten und lhre linearen Zusammense~zungen nennen 

wit die ausgezeichneten LSsungea. Sie sind dutch die FormeI (43) gegeben. 
Dieses Schlugresulta~ bleibr nun auch im Fall e = 0 bestehen, so dab 

dann alle L~isungen ausgezeichnete sind. Beim Beweis fKllt dann natiirlich die 
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Transformation der Rekursionsforme[ weg, und die ~'berlegungen, welche 
wit an die Rekursionsformel fttr E ,  a~kniipften, lasseu sich direkt auf die 
fiir D, anwenden, sodaB mit cler Formel (36) in diesem Fall das Endziel 
schon erre/ch~ ist. Es ist abet dieser Fall, wie wir sehon in w 2 bemerkh~n, 
gerade der klassisehe, und in der Ta~ w~re die Ausffihrung des soeben 
angedeuteten Beweises nur eine einfache Umgestaltung des yon Herrn 
grobenius gegebenen*). 

Wichtig ist noch folgende Bemerkung: 
Wean 9 = Oo eine spezielle Stelle des Gebietes T~ u~d D r eine zu dieser 

Stelle gehSrige ausgezeijmete L6sung ist~ so l~ann man vine im Gebiet T 
regulgixe ausgezeichnete LSsung angeben, welche fiir q ~Oo mit D~ zu- 
sammenfdllt. 

Beweis. lgach dem Bewiesenen gib~ es N - - e  ausgezeichnete L(isungen, 
welehe im ganzen Gebiet T linear unabligngig und regular sind; wit be- 
zeiehnen sie der Deutlichkelt halber, um aueh ihre Abh~ngigkeit yon e 
hervorzuheben, mit 

Da diese ha ganzen Geblet T linear unabhgngig slnd, so sind sie es ins- 
besondere aueh an der Sidle ~o. Da es abet an keiner Stelle mehr als 
N - - e  linear unabhiingige ausgezeichnete LSsungen gibt~ so mut~ sich die 
zur Sidle ~o gehSrige L6sung D, linear aus ihnen zusammensetzen; also 

. . .  . D ( ~ - ~ - I ) ~  ,~ 

Dann ist abet 

D ( ~ )  <0) . . .  . D(~_~_~)~^~ 

eine in T regulate ausgezeichnete Liisnng, writhe die behauptete Eigen- 
sehaft hat. 

w  

Die logari thmenfreien Integrale.  

Wit kehren nun zur Differentialgleichung (5) zurtick. Wenn 

(48) y = x e ~  1).x 
Y ~ 0  

dn Integral sein sol1, so mfissen die Koeffizien~en D, auBer der l~ekursions- 
formal (12) nach Gleichung (11) auch noch die Bedingungea 

(49) D~fo(qq-~)q_D~_ifl(Qq_v_l)q_.. ._~Dof~(q)= 0 ( v = 0 , 1 , . . . , N - - 1 )  

*3 ,,{}bet die .Integration der linearen Differen~ialgleichungen dutch l~eihen". 
Journal ffi~ die reJ_ue und au~wand~e Mathema~ik 76. 

2* 
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erfiillen. Daher kommt insbesondere fiir ~, = 0 : Dole(o) = 0. Denkt man 
sich aber den Exponenten 0 in (48) so fixiert, dalt Do4 :0  ist, so folgt 
fo(e) ~- 0. Von jetzt an sei daher (~ ei/le Wurzel der Gleichmig fo(o) =-0. 
Da jede Wurzel dem Gebiet T angehSrt, so kSmien wit die Ergebnisse 
des vorigen Paxagraphen auf diesen Wei4 ~) anwenden. Wenn also D, eine 
nicht ansgezeichneim LSsung der Rekursionsformel (12) ist, so hat man 

i 

miendlich oft: ]D,.] > g ' ( v ! )  u  sodaB die Reihe (48) den Konvergenz- 
radius Null hat und daher gewifl kein Inimgral darsteUt. 

M Ffir die N - - e  ausgezeichneten LSsungen ist dagegen ID,[ ~ (~/~),, 

sodali die Reihe mindestens in einem Kreis veto Radius @i~ konvergiert. 
Da abet # beliebig nahe bei 1 liegen daft, und da R auch nur beliebig 
wenig kleiner zu sein braucht wie der kleinste Konvergenzradius der 
l~ihen (4), so besagt dies, da~ der Konvergenzradius der Reihe (48) 
mindestens gleieh is~ dem kleimsten Konvergenzradius der Reihen (4). MR 
andern WorSen: der Konvergenzkreis yon (48) reicht mindesimns his zum 
n-ichstgelegenen singuliren Punkt der Differentialgleiehung. 

Aus diesen l~berleg~mgen ergibt sich nun, dalt jedes Integral der 
Form (48) sich linear zusammensetzen muit aus den _N--e Funktionen 

(50) y, = xe ~ D(Ox" (i = 0, 1,- . . ,  N - -  e - 1 ), 

we wieder mit/)( ')  die N -- e ansgezeielmeten Liisungen (f ir  die beCreffende 
Simile ~) bezeiehnet sind. Setzt man demgem~iit 

(51) Y = 7eYe-F 7iYl H- "" " H- 7~-~-~Yl~-c - i  , 
so kommt 
(5~) D . ~(o) . - -  r~_~_~D,  ( ~ - ~  ') , = r o~ ' ,  + r ~ D ,  (~) + + 

Fiihr~ man dies in (49) ein, so ergeben sieh zur Berechnung der Koefii- 
zienten 71 die Bedingungsgleiehungen 

(53) G (o) G,?) + + .  G(~-c-~) 70 , + 7 ~  " '" 7~_,_~ , ~ 0  0 ' = 0 , 1 , ' " , N - - I ) ,  

wobei zur Abkiirzmig 

(54) /) ,(%(~ + ~) +/) ,( ')_A(0 + ~ -  1) + -  .+Z)~o'~f,(~)=~? 
gesetzt ist. In (53) haben wir N lineare homogene Gleicbu~gen fib die 
/ ~ -  e Unbekan~ten ;Jo, 7 i , ' "  ", ~'~-e-l" Die Matrix ihres Koeffizienten- 
systems ist 

e J  ~ Go (') . . .  ~ ( ~ - ~ - ~ )  i i 
, , , ~ o  ![ 

. . . . . . . . . . .  . 

(55) a~)~, G~%,..., G~i ~ 
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Bezeichnet man den Rang dieser Ma~ix mit r ,  so gibt es genau 
~ - - e - - r  linear unabh~ugige Aufl~sungen y~, und folglich ebensoviel 
Integrale der Form (48). Wit l~Smun so, i ~  wit fiir Q der Rvihe naeh 
alle Wwrzdn der algebraischen Gleichung fo(Q)= 0 nehmea, sY/mt~ivhe lnte- 
grale der Form (48) be~immen. 

In der Praxis freilich wird es meist unmSgtich sein, den Rang der 
M a ~ x  (55) genau festzustellen, well die GrSt~en G, (0 yon den D (0 ab- 
hi~ngen, welche ihrerseits durch komplizierte Grenzprozesse de fmieri trod 
prak~iseh nicht za berechnen shad. Datum ist es wichtig zu bemerken 
dab man auf algebraischem Weg wenigstens eine obere Grenze flit den 
Rang r ermit~eln kann. Erg~nz~ man n~mlich die Matxix (55) zu einer 
Determinan~e, indem man noch e Kolomaen mit lauter Nullen anfiig~, so 
ist der Rang dleser Det~rminante ebenfalls r. Sie ist aber augenschein- 
lieh das Produkt der beiden folgenden Determinanteu 

I / )  (o) / )  (o) . . .  7-}(o) i 

a(q) I I~ ~ . . - ~  . . . .  - ~ . - ~ . . [  

f~(~) fo(q-t- 1) " [" l .Do(~v-~-1)DI ,v- r  i.I 

[o. . . o. . . . . . .  o .t 

Wenn nun r' der Rang des ersten Faktors ist, so hat bekanutlieh auch 
das Produk~ h5chsteas den Rang r', also ist r ~ r'. Diese Zahl r" ist in 
jedem Fall unsehwer zu ermitteln, trod es g,7)t dann mindestens N - - e - - r "  
Integrale der Form (48). 

Dies Resuliat benuizen wir zum Beweis des folgenden speziellen Saf~es: 
Satz 1. Wenn die Koeffizienten P~(x) der Differentialgleidm~ 

~ u  ('~') + T~(x)W-~) + 2~(x)W-~ + . . .  + T~(x)y = o 

am IVuY/punkt regul6r sind~ so sind mindestens m -  s Integralv am Null- 
punkt regular. 

Beweis. Ist 

so woUen wir die Gleichtmg zua~chst auf die Norma~form brhagen. Zu 
dem Zweek multiplizieren wir sie mi~ x ~+r wobei 

-- e~-Min(0, s ~ - - s +  t ,  s ~ - s + 2 , . . . , s ~ - - s + m ) .  

Dadureh kommt: 

x~+~Y(~')-[ -'~''-~(" ~'~-'+~+~" ")Y("-~)~'-""-~'* ~'~-'+~+~-I-  

q-""  -t- (a~,ox'**-' +~ +' -k -" ")y = 0. 
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Dies ist die Normalform; bring~ man sie mit (5) zur Deckung, so erh~ilt 

A~,~-~ 0 fiir h ,~ s,~_ ~-- s % m -- i % e, 

also a for~iori, weft s~_~ ~ 0 ist: 

A~.,~= 0 ftir h + i ~ m + e - - s .  

Nach der Definition der Funktionen f~(~) in (8) und (9) ist dies abet 
gleiehbedeu~end mit  

f~(i) = 0 fiir h + i ~ m ~ - e - - s .  

Setz~ man daher in der Determinante 

fo(q) j 

fo(o + 1) ) ! 
�9 o . . . . . . . .  . o o o ) 

f~- l (0)  f~_~(0+  1).�9 "fo(0 + N - -  1) i 

speziell O = 0, so enthalten ihre m - { - e -  s ersten Zeilen laater Nullen 
Eine yon Null vorschiedene Unterdeterminante kann daher hSchs~ens 
_N -- (m + e -- s) Zeilea haben, also ist der Rang r '  ~ N - -  (m ~- e --  s), 
oder 

N - - e - - r ' ~ m - - s .  

Da abet mindestens N - - e - - r '  Integrale der F o r m ~ ' D , x  " exis~ieren 
l , = 0  

mfissen, so gibt es deren aueh mindestens m -  s. W.z .  b�9 w. 
Natii_rhch gilt Satz 1 aueh, wenn man start des Nullptmktes irgead 

eine andere im Endlichen gelegeae Stelle ins Auge faBt. Weiter be- 
weisen wir 

Sa tz  2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung 

po( )yc ) + + o 
seien i~ einem zusammenhSngenden t~reich .B reguliir, und _Po(x) ]~be in 

nut s hru~st~en, jede ihrer Multiplizitiit entsprec~md geziihlt. 1)ann 
gibt es m i ~  m -  s Integrale, die im ganzen Bereich B reguliir sind 

Beweis :  An einer regul~ren Stelle ~ des Bereiches B sei 

ein Fundamentalsystem, sodut~ jedes Integral die Form 

Y = cl ~1 -~- ~ ~ + " " " + c ~  

hat, w o c l ,  . . . ,  c,~ Konstanten sin& Die Ordnungszahlen der ~ullstellen 
yon Po(x) im Bereich B seien i~, i~ , - . - ,  sodaB nach Voraussetz~ng 

ist. l~un flihre man das aUgemeine Integ~al y vom P ,  nkt ~ aus inner- 
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halb des Bereiches B, der ja zusammenh~ngend sein soll~ in die erste 
NullsteUe yon Po(z). Da diese yon der i~ ~ 0rdnung ist, so bleiben 
nacb Satz 1 mindestens m -  i~ Integrale dort regul~, welche sich offenbar 
durch i I homogene lineare Relationen zwischeu den Konstanten c i chs- 
rakterisieren lassen. Ebenso bleiben in der zweiten Nulls~elle m -  i~ In- 
tegrale regul~z, welche sich also durch i~ analoge Relationen charak~ri- 
sieren lassen usw. Betrachtet man scblieBlich die Integrale, deren Kon- 
stanten ci,-.., c~ allen i I + i~ +--- -:- s Relationen zugleich geniigen, so 
bleiben diese in s~mtIJchen Nulls~ellen, Mso im gauzen Bereich B regul~r. 
Die genannten s Relafioneu lassen aber mlndestens m -  s der GrSl]en 
~ , - . . ,  c,~ willkfirlich, sodaB man in der Tat mindestens m -  s linear 
u~bhiingige Inf~grale erh~t, welche in B fiberaU regular sin& W.z.b.w. 

Ein Spezialfall yon Satz 2 ist 
Satz  3. Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung 

i'o(X)~(~) + P l ( x ) ~  ~-1) + . . .  + ~ ( ~ ) y  = o 
9anze (rationale oder transzendente) Funktionen, und hat t)o(x) ~ur s N~U.. 
~ ,  so sind minde.vtens m -  s Interjrate im P_~livhen iiberall regul2ir, 
also ganze t~'unktionen. 

Diesen Satz babe ich fiir den Fall, d'~ die P~(x) gauze rat/ona~ 
Funktiouen sind, auch schon in den Acf~ Mathematica, in der zweifea 
der zitierten Arbeiten, sowie im Journal flir die reine u. angew. Msthematik 
137, S. 60 bewiesen. 

w  

Die mit Logari thmen behafteten Integrale.  

Wir denken uns O jetzt wieder im Gebiete T variabel. Fitr die in. 
T reguliiren ausgezeichneten LSsungen /)(~ der Relmrsionsformel (12) 
ist dann 

i/)(') i M , l < (aRy  ( i=O,1, . . . ,N--e--1) ,  

wo M yon v und 0 nicht abhi~ngt. Daher sind die Reihen 

(56) y, = 2 D ~ ~  e+" ( i-~O,1, . . . ,N--e--1)  

fiir [ x [ ~  O~/~ und im gunzen Gebiet T gleichm~Big kouvexgent. Da 
auBerdem die D (~) in T regal~re Funktionen yon ~ sind~ so sind auch die 

y 

Reihen y~ als Funk~onen yon @ im ln-ern yon T regular und diIrfea 
beliebig oft gliedweise nach Q differeazier~ werden. Man erl~lt so 

( 5 7 )  + if) �9 + + , 
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Yiieraus ersieh~ man, dab ffir eine in T regul~re ausgezeichne~e LSsung 
ao 

D~ nieht nut  die R e i h e ~  D~x', sondern aueh 

d-D,, 2 dtD,, ,, ~ dtD, ,, 
--Zye x ' ,  - -~,  x , ~ . j - ~ ,  x , . . .  

= ~ ' = 0  v = O  

fiir I xt  ~_~ ~ / ~  und im lnnern yon T konvergieren.*) 
B e d e u ~  wieder iP(y) den Diffentialausdruck des w 2, so ist nach 

(11), weft die j0 (~) der Rekursionsformel (12) geniigen, 

N - - 1  

(ss) G(: ) + ' ,  
~ . = 0  

wobei wieder 
,3 (59) Gp = / ) P f o ( o  + ~') + D(,~)-,f~ (o + v - -  1) + . . .  + / ) ~  f , (q) .  

Daher auch, wenn 71 , ' "  ", 7~z-~-~ irgendwelche Konstan~en sind: 
zV-- e - -  1 A t - -1  A t - - e - -  1 

i = 0  v = O  i----0 

Wenn a/so fiir einen bes~imm~en Wef t  yon ~ die 7, sich derar~ be- 
st.{tureen lassen, dab 

N--e--i 

(61) ~_~ 7~0(, ') = 0 fiir v = 0 , 1 , - . . , N - -  i 
i = 0  

wird, so i s ~  "~ 7~Y~ ein Integral, wie wit  auch schon im vorigen Para- 

graphen sahen. 

*) Dies 1RBt sich auch so beweisen: Ist Qo ein innerer Punkt yon T, so kon- 
s~-uiere man um Qo als Mittelpunk~ einen Kreis, der ganz in T liegt; sein Radius 
sei a. Dann besteht in diesem Kreis eine Taylorsche En~ricklung: 

eo 

~ = o  �9 ~ - / [ )  ( , - o ~  ~ 
und nach einem bekannten Sa~ze ist 

, \ - - /r  
wo ~ das Maximum yon [D~ I auf dem genaunten Kreis bedeutet. Dieses is~ abet, 

M wail der Kreis ganz in T liege, kleiner als ( ~ .  Daher kommt 

woraus wieder die Konvergenz tier obigen Reihen folg~. 
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Duroh Differentiation der Gleichung (60) nach ~ folgr aber wei~r,  
da die Reihenfol~e der Difl~rentiatonen nach x mad ~ offenbar vertauscht~ 
werden darf: 

(2 
( 6 2 )  e e - ,  ~r  ~ - 1  (i, . v - ,  - 1  

~---,,~-, da . '  ~ _ 7 , ~ :  )xe ( 2 " r , - a 7  + log x (" +" 

Wenn mart daher flir einen bestimmten Wer t  yon .o die 7, derart be- 
stimmen kann, dab auBer den Gleichungen (61) auch noch die folgenden 
er~fillt sin& 

aV - -  e - 1 q )  

(63) .p__~7, ~ -- 0 far ,, = O, i , . . . ,  iV-- i ,  
i = O  

so ist 
. ~ - - e - -  1 

i = 0  ~ = 0  i=O i = 0  

ebenfalls ein Integral. Die Anzahl diesor In~grale ist gleich der AnzaM 
der gemeinsamen LSsungen der Gleichtmgen (61), (63), also gleich 
N - - e -  rl, worm r 1 den Bang der Matrix 

�9 �9 ~ ~ . . . . . .  

de dO de 

d,.jo) a ~r a G(~:-;- l, 
~V--I ~N--I 

dq dq dQ 

ftir den betzreffenden Wer~ yon ~ bedeutet. 
Dutch noehmalige Differentiation nach {) e r~b t  sieh aus (62): 

;v-e- 1 ~y~ 

i = 0  

~- 1 ~ . 7 1  d~G( 0 e r  _ _(,~ ~ - e - I  

~=O t = O  i = 0  * = O  

Wenn sich daher f ib einen ~ m t e n  Wer~ yon 0 die 7~ derar~ w~hlen 
lassen~ dab auBer (61) und (63) auch noch die Gleichungen 
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~V-e-ld~ (i) 
= o 

i = 0  

efffillt sind, so ist auch 

fiir v --- O, 1, . . . ,  N -  ! 

~T=O ~=0 i=0 i=O i=0 

ein Integral. Die Anzahl dieser IutegraIe ist gleich 2 V - - e -  r~, wenn r~ 
tier Rang derjenigen Matrix ist, welche aus dem Koeffizien~ensys~m der 
Gleichungen (61), (63), (64) fiir den betreffenden Wert yon 0 gebildet is t  

In dieser Weise kann man for~fahren, mid wit wollen jetzt beweisen, 
dab man dabei immer bloB die Nullstellen yon fo(o), also eine endliehe 
Anzahl yon Werten 0 zu prfifen braucht, mid da$ man auf diese Ar~ 
auch wirklich alle sich bestimmt verhaltenden In~egrale erhiilt. 

Zu dem Zweck sei zuniichs~ D~ irgend eine in T regul~re ausge- 
zeichnete LSsnng yon (12). Da-n is~ 

1),fo(Q+v)+ l ) _ ~ f ~ ( o + v - - 1 ) + . . . +  Dof,(o)=O ffir v>=N 
odor kiirzer 

v 

( s 5 )  = o 
2 = 0  

Differenzier~ man l mal nach ~, so kommt 

(66) ~.~ k i / - ~ r -  d ,-2 (O + X) = 0 fiir v>_iV, 
2=0 /=0 

wo dew obere Index bei dora Funktionszeiche~ f Differentiation bedeu~et 
Nun soi 

vo 

(67) y=~_l(c,,o(log x) ~ + c,,~(logx) k-~ + . . -  + c,,~_~ logx + c~,~)xe+, 

irgend ein am l~uUpunk~ sich best/mint verh~Itendes Integral, sodaB also 
die geihen 

~ c,.~x" i'= O, 1,.. k 

einen yon lXZull verschiedenen Konvergenzradius haben. Wir nekmen an, 
dab die /#  Potenz des Logarithmus wirklich auf~rit~, sodab nich~ alle 
e,, o verschwinden; forn6r denken wit uns den Exponenten 0 so fixier~, 
dab yon den Zahlen 

Co, o, Co,~, . - . ,  Co,~ 
mindes~ens eine yon Nul l  verschieden ist. 
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Um je~z~ die Rekursionsformeln aufzn~uden~ welchen die c~,l genfLgen 
mfissen, dami~ der Ausdruck y die Differentdalgleiehung P ( y ) ~  0 formal 
erffill~, schreiben wit (67) in der Gestalt: 

'v--O ~ = 0  ~'-:0 

wobei nach der Differentiation wieder der spezielle Wer~ 0 einzuset~en 
ist. Daher kommt 

(68) k . ~ - i  '~  "~ 

i = O  v = 0  

Naeh Formel (7) i ~  abet 

"(Z% ,~~ : .2 '  ~%,r._~(~ + ~)~+.. 
v = O  ~ : 0  2 = 0  

Also, da aueh je~zt wieder Vertausehung der Differen~iationsfolge und 
gliedweise Differentiation gesta~e~ is~: 

~ = 0  2 = 0  ~o 

%, _ ~ (logx) f ~ _ ~ ( e + ~ ) -  
= = ~_- 

Setz~ man dies in (68) ein, so kommt endlieh 

t : O  Y = O  2 = 0  r = i  

k oo * , ,  r 

r = O  v : O  2 : 0  # ~ 0  

Dami~ y ein I~tegral dot Gleichung P ( y ) =  0 ist~ muB P(B) ident~seh 
verschwinden; also erh~l~ man 

(~) ~-, ~ , ,~- , , ,_. ,  l,,-o.~,~....~ 
.d., ,d_,%,t~-,P;-~ t~ + ~ ) - - o  
z=o i=o " ] \ r = O , 1 , " ' , k  " 
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Dies sind die gesuchten Rekursionsformeln zur Berechnung der Koef- 
fizienten c~, i. Speziell fiir v-~ 0 kommt 

r 

\ k - -  r/Io (O) = 0 (r ~ O, 1 , . . . ,  k), 
i = 0  

oder ansfiihrlicher geschrieben: 

Co,ofo(Q) = o,  

co,okfo'(O) + co,tfo(e) = O, 

co, of(ok)(o) + Co,1/~k-1)(~)) + . . .  + Co,~fo(O) = O. 

Daraus folg~, dab O eine Wurzel der Gleichung f o ( 0 ) =  0 sein muB. 
Denn andernfalls wtirde aus der ersten dieser Gleichungen folgen Co, o = 0, 
sodalm aus der zweiten co, 1 = 0, �9 �9 -; endllch aus der letzten auch co, ~ = 0, 
wii]arend doch yon den Zahlen Co,o, co,1,---, co, k mindestens eine yon Null 
verschieden sein sollte. Von jelzt an sei daher O wieder eine Wurzel der 
Gleichung fo(o) = 0. 

Ftir r ~ 0 lautet die Gleichung (69) speziell 
y 

~ c ~ , o f , _  ~(e + ;.) = 0 (v = O, 1 ,2 , . . . ) ,  
J.=0 

lind besagt daher, dab die c,, o gewiB eine LSsung der Rekursionsformel 
(12) sein miissen, trod zwar, damit die Reihe ~ c , ,  o x" einen yon Null 
versckiedenen Konvergenzradius hat, eine ausgezeichnete LSsung. Wir  
setzen demgemiit3 

(70)  ~,,o = D,,o.  

Dies bezieht sich auf die bes~immte Stelle O (Nullstmlle yon fo(o)). Nun 
gib~ es abet, wie wir am SchluB yon w 4 bewiesen haben, eine in T reguliire 
ausgezeichnete LSsung, welche an der bestimmten Stelle 9 sich gerade mi~ 
D,, o deckt; wir bezeichnen diese im ganzen Bereich T m i t  D,,o, sodaB 
D,, o jetzt auch nach 0 differenziert werden kann. •ach (66) ist dann, 
weml man speziell 1 = 1 setzt: 

2----0 ~ = 0  

Andererseits besagr die Gleichu~g (69) fiir r = 1: 

2 " 
2 = 0  2 = 0  
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Subtrahier~ man hiervon die vorige Gleichung, naehdem man sie mit /r 
muI~ipliziert hat, so kommt wegen cz, o ~ D~.,o: 

- + = o .  

Daraus folg~, dab 
d.D,,, o 

c, i  -- ~ dO 

eine L6sung yon (12) sein muB. Da abet die Reihe . ~ c i x  ~ einen yon 
Null verschiedenen Konvergenzr'adius habea soll, und da yon der Reihe 

Z ~ x", wie wit Seite 24 bemerkten, das gleiehe gilt, so mull es eLae 

ausgezeichnete L~isung sein, wozu wit aber jetzt auch die triviale Liisang 
D , .~  0 fiir alle ~, rechnen miissen. Wir setzen demgem~il~ 

d/), . ,0 
(71) c , , - -  k do D", 1" 

Auch dies bezieht sieh wieder auf die bes~immte Stelle ~, die wir im 
Auge haben. Wie vorhin kSnnen wir aber auch jetzt eine in T reg~,l~ve 
ansgezeichnete LSsung angeben, die sich an dieser Sf~lle gerade rail JO,, 1 
deck~. Wi t  bezeichnen sie dann im ganzen Bereieh T m i t  D~,I, so dal~ 
wit yon D,, 1 auch die Ableitungen nach 0 bildea kiinnen. 

Wir zeigen jetzt, dab ganz aUgemeia 
i 

o,1,..., h (;2) 
�9 0 , 1 ,  2 . . .  ] 

sein muff, wo D~,, in 2' reg'ul~ire ausgezeiehnete LSsungen sLud (eventuell 
D,,,----0 far alle v), in welche nach der Different;iation der spezielle 
Wert  ~ einzusetzen ist. 

In der Tat ist diese Formel fiir i = 0, 1 durch (70) and (71) bereits 
bewiesen. Nimmt man aber an, sie sei rich~ig far i ~ r(_~__~ k), so l~Bt 
sich zeigen, (lab sie anch fiir i = % also allgemein gilt. Zu dem Zweck 
isolieren wit in der Formel (69) yon der Summe nach i den Term far 
i = r; dadurch ergibt sich 

v r - -  1 Y 

~.=0 i~O 2----0 

Auf die c~,~ der rechten Seite daft aber, well i <~ r ist, berei~ die 
Formel (72) angewandt werden~ wodureh man erl~It: 

k--s  di-*D~,. 
c~,.f,_,(O -t- .~) = --  i - -  ~ : f('~5')(~ -'k Z). 

.= i~O 2,=0 #=0 
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~tm is~ identSsch 
(~-:)~-< ~- (:-.). (~_,): (,._:),,_~ 

Dadurch geht die ]etzte Formel fiber in 

i---O 

r--I ~ r--I I--$ 2 2 ~  r  ~ ~.,<,-,> 
= -  - i -  ~ , , _ ~  (o+i), 

~=0 ~.=0 i=,~ 

odor, indom man in der imaeren Summe den Summa~ionsindox i ersetzt 
dutch i + s: 

"-~, k - .  " _ ~  r r 

~ = 0  ~.=0 i=0 

Nach (66), angewaadt ftir t = r -- s, duff aber fiir v ~ N die inaere 
Doppelsumme der rechten Seib erselzt werden dutch 

sodaB man erhgl~ 

X-~d" ~ " - ~  " i ) ,  

2=0 

i '  r - - i  ~ - - a  

~,,r,_~(,o + ~ )=~ ,  ~-~ 
9.=0 s =O 2 = 0  

(~>_~, 

odor endlich, was dasselbe is~: 

k - -  8 /'P2, s ~.,-  (,_:) a - ~  f~_~@ + ~)=o (~>__N). 

Daher muB uuoh 
r - - 1  

-Xr ~o--. 

wieder elne LSsung yon (12) sein fiir die b&reffende Sblle O, und zwar, 
weft die Reihen 

oo  ~ T - - $  

~ V v ,  r X ~  - -  X �9 
~ . w  d ~ r - 8 

Y=O ~ = 0  

oinen yon Null verschiedenen Konvergenzradius haben, ei~e ausgezeichnete 
LSmmg. Bezeiehnen wit sie mi~ D,,r, wobei wir D~. T auch wieder als 
regal~ire Funld~on in T annehmen dfirfen, so ergib~ sich 
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r - - 1  

e,,,,. .r..~ , , , - -  8,, a g - "  + .D, , , , .  

-2r 
also gerade d i e  FormeI (72) far i = r.  Dadurch is~ ihre Allgemeingaltig- 
keit be~iesen. 

Wit sehreiben nun die Formel (67) in der bequemeren Gestalt 

k 

y~O i = O  

und se~zen fiir die c~.~ die in (72) berechne~en Wer~ ein; es kommt daun: 

Y ~ \ i - -  s / ~  (log x)~-~xe +" 

Hier kann aber die Summe nach i ausgewertet werden: Ersetz~ man n~m- 
]ich ihren Summa~ionsindex i dutch i + s, so geh~ sie fiber in 

\ i j-~-~-r (log xe+, 
i = 0  

Setzt man dies oben ein, so kommt 

a ~ O  v = O  

Denn dab die Reihe ~ D,;~xr +~ gliedweise naeh 0 ditferenzier~ werde~ 

daft, wurde berei~s S. 23 hervorgehoben. 
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Diese letzte Formel besa~ nun, dab j~es  ]n~xjral, d ~  s~ch im ~ L  
lou~12 bestimmt verhiilt, Zi~ear xusazamengesetzt ist aus Integralen der ~t~e- 
z ~  For~ 

�9 vo D~ eine in T regulate ausgezeichnete L6sung yon (12) bedeutet. Das 
sind abet gerade diejenigen Integrale, welche wit zu Begiun dieses Para- 
graphen siimffich ermi~elt haben, womit gezeigt ist, daft man auf diesem 
Wege in der Tat ed~ sich bes~immt verhaltenden Integrale findek 


