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Abelsche Gleichungen in quadratisch-imaginiren Zahlkdrpern.
Von

Ruporr Furrer in Karlsruhe.

Einleitung,

In meinen fritheren Arbeiten®) habe ich Abelsche Gleichungen in be-
liebigen Zahlkorpern betrachtet und die Entwicklungen dann auf den Fall
der komplexen Multiplikation, d. h. der quadratiseh-imagindiren Korper,
angewandt. In der vorliegenden Untersuchung beschrinkte ich mich von
vornherein auf den Fall, daB ein quadratisch-imagindrer Korper zugrunde
gelegt ist. Es gelang mir dadurch, die Theorie bedeutend zu systemati-
sieren und zu vereinfachen. AuBerdem waren verschiedene Liicken und
Fehler zu verbessern. Insbesondere sind die im Grad der Gleichungen ent-
haltenen Primzahlen, die frilher nur andeutungsweise behandelt wurden,
jetzt vollstindig beriicksichtigt worden. Es zeigte sich, daB dieselben be-
deutend mehr Schwierigkeiten bereiten und eines ziemlichen Apparates von
Hilfssitzen bediirfen.

Die Theorie ist soweit gefordert, daB die Korper, die die komplexe
Multiplikation der elliptischen Modulfunktionen liefern, vollig beherrscht
werden. Damit ist die Grundlage geschaffen, um das interessanteste Problem,
dasjenige der Vollstindigkei, in Angriff nehmen zu kénnen: Sind alle in
einem quadratisch-imaginiren Korper Abelschen Gleichungen in den Kirpern
der singuliven Moduln wnd der Einheitswurzeln enthalten? Diese Frage
kann nur teilweise bejaht werden, nimlich im Falle eines wngeraden Re-
lativgrades. Jede in einem quadratisch-imagindren Korper Abelsche Gleichunyg
von ungeradem Relativgrad ist durch Einheitswurzeln und singuldre Moduln
l5sbar. Die Primzahl 2 dagegen nimmt eine Ausnahmestellung ein*¥). Der
einfache, zu k()/—1) relativ-zyklische Korper

* Die Theorie der Zahlstrahlen, J. f. Math. 130, 8. 197 und Bd. 132, 8. 255,
Vgl. auch: Die Klassenkorper der kompl. Multiplikation and ihr Einfluf auf die Ent-
wicklung der Zahlentheorie, Teubner 1911.

**) Vgl. fiber die Bedentung des Problemes Hilbert, Mathematische Probleme. Gott.
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V1+2i, i=Y=1
ist z. B. nicht Unterkérper der Korper der Einheitswurzeln und singuléiren
Moduln, wie im 5. Kapitel bewiesen wird. Einzig falls die Abelsche Re-
lativgruppe in bezug anf den quadratisch-imaginéiren Korper sich aus lauter
Substitutionen S zusammensetzen 1iBt, die mit der quadratischen Substi-
tution s des Grundkérpers die Beziehung eingehen

s8s = St1
(was bei ungeradem Relativgrad immer mdoglich ist), sind die Korper in
den oben angegebenen enthalten. In den beiden noch mdoglichen Fillen

88s=28', 8 = 84,
s8s= Q#1+¥~l  g¥_ 1

wird dies im allgemeinen nicht mehr der Fall sein. Man muf dann die
Weber schen Teilungskirper der elliptischen Funktionen zu Hilfe nehmen;
die Vollstindigheit wird somit erst erhalien, wenn die singuliren Moduln
durch die singuliren elliptischen Tunktionen mit singuldrem Periodenverhiili-
nis ersetzt werden.

Prinzipiell mochte ich hervorheben, daB die vorliegende Arbeit aufs
neue zeigt, wie auBerst wichtig die Galoissche Gruppe des vorgelegten
Korpers fiir die zahlentheoretische Untersuchung ist. Der entscheidende
Schritt in dieser Hinsicht ist durch die fundamentale Arbeit von Hilbert*)
iiber Galoissche Korper gemacht worden. Durch diese Arbeit ist die tiefere
Einsicht in das zahlentheoretische Wesen der Zahlkgrper ermdglicht worden,
indem sie den Zusammenhang mit der Galoisschen Gruppe aufdeckte. Meine
Untersuchungen machen bestindig von Hilberts Begriffsbildung Gebrauch
und setzen deren Kenntnis voraus. Die wichtigsten Sitze betreffen die
Trigheits- und Verzweigungsgruppe der Primideale. Sie zeigen, wie den
gruppentheoretischen Eigenschaften des Oberkorpers zahlentheoretische
Eigenschaften des (rundkdrpers entsprechen.

AuBerdem werden die Arbeiten Webers tiber die in Linearformen ent-
haltenen Primzahlen eines imaginar-quadratischen Korpers wesentlich be-

Nachr. 1900, 8. 277, Problem 12, Der Ausnahmefall ist in meinen friheren Arbeiten
dorek einen gruppentheoretischen Fehlschiuf tbersehen worden (J. f. Math. 130,
8.207). Andererseits ist der von H. Weber: Algebra III (1908), S. 620 ausgesprochene
Satz puxr fiir Teiler richtig, die Primidealpotenzen sind, micht aber fiir zusammenge-
setzte Teiler, indem die Bemerkung am SchluB von § 158 (8. 392) nicht stichhaltig
ist. Es wird somit wirklich erst die Vollstindigkeit erhalten, wenn die Teilungs-
korper hinzukommen, wie weiterhin gezeigh wird.

¥ Hilbert, Gott. Nachr. 1894 S. 224 and ,Die Theorie der algebraischen Zakhl-
korpers, Bericht erst. der deutsch. Math.-Ver. 1897, 8. 247. Dieser Bericht wird im
folgenden kurz als ,Zahlbericht zitiert werden.
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nutzt. Diese schénen Resultate stehen mit der Theorie der relativ-Abelschen
Oberkérper in innigstem Zusammenhange und sind von Weber im III. Bande
seiner Algebra dargestellt worden. Sie sind grundlegend fiir meine Betrach-
tungen und bilden das einzige direkte, transzendente Element der Beweis-
fithrung.

Der Inhalt der Arbeit ist der folgende: Das ersfe Kapitel beginnt mit
der Definition von Ring und Strahl im Grundkorper. Mit dem Strahl
steht der aus gewissen Korpern der Einheitswurzeln und singuliren Mo-
duln zusammengesetzte Korper in enger Beziehung. Die Eigenschaften
dieses Korpers werden, soweit bisher moglich, aus den bekannten Eigen-
schaften der Korper der Einheitswurzeln und singuldren Moduln hergeleitet
und die Galoissche Gruppe bestimmt.

Das zweite Kapitel behandelt beliebige Oberkérper mit einer Gruppe,
wie sie die im 1. Kapitel besprochenen Korper besitzen. Fir die in der
Relativdiskriminante enthaltenen Primideale wird die Trigheits- und Ver-
zweigungsgruppe niher bestimmt. Dadurch gelingt es, jedem Oberkdrper
den Fiihrer eines Strahls des Grundkdrpers zuzuordnen, so daf beim Zu-
sammensetzen zweier Oberkorper ein Oberkorper entsteht, dem als Fiihrer
das kleinste gemeinsame Vielfache der den beiden Korpern zugeordneten
Fiihrer zugeordnet ist.

Das drifte Kapitel bringt die Einteilung der Klassen des relativ-Abel-
schen Oberkorpers in Geschlechter. Es wird bewiesen, daB nicht alle mog-
lichen Geschlechter existieren, sondern daB die Anzahl der existierenden
gleich ist dem Quotienten aus der Anzahl aller moglichen Geschlechter
und dem Relativgrad.

Das vierte Kapitel bestimmt die Diskriminante der im 1. Kapitel auf-
gestellten Korper, d. h. insbesondere der Koérper der singuldren Moduln.

Das fiinfte Kapitel behandelt die Frage der Vollstindigkeit. Der Salz
iiber die Anzahl der existierenden Geschléchter gibt bei ungeraden Relativ-
graden ohne weiteres die Antwort. Fiir die Primzahl 2 sind die Resultate
oben schon angefiihrt. SchlieBlich werden die Oberkdrper kurz besprochen,
denen ein Fihrer zugeordnet ist, der keine ganze rationale Zahl, sondern
ein beliebiges Ideal des Grundkdrpers ist.
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Kapitel L
Die Grundlagen.

1. Der Ring®). Gegeben sei ein quadratisch-imaginirer Korper
k=1k(})m), wo m ohne quadratischen Teiler angenommen wird;

f=100 0

sei eine beliebige positive, ganze rationale Zahl, wo 1, I,, - - -, I die von-
einander verschiedenen in f enthaltenen Primzahlen bedeuten.

Jede Zahl « von k, deren Nenmner cinen auch in threm Zihler enthol-
tenen grofiten gemeinsamen Idealteiler mit [ gemein hat, liegt im Ring wmit
dem Fiithrer [ (kurz im Ring f), wenn

«=a (mod f),

wo a irgend eine rationale Zahl ist; « heift damn Ringzahl.
Zwer zu [ prime Ideale o und b von k heifien dquivalent im Ring f, wenn

”g' = (“)7

und « so mit emer Einheit multipliziert werden kown, daf eine Ringzahl
entsteht. Alle zueinander dquivalenten Ideale bilden eine Ringklasse; die
Ringklassenanzahl %, ist endlich; ist % die Klassenanzahl von %, so ergibt
sich nach Dedekind*¥):

T1=2a-1 (41— (2))

3 o{f) w, 2 =1
»
[l a—v
L

h;%{ljl’f"l(z,._ (Z))}h.

d bedeute dabei stets die negativ genommene Diskriminante von .

2. Der Strahl Jede Ringzahl «, deren Norm =1 (mod f) ist, liege
im Strahl mit dem Fiihver { (kurz im Strahl f), « heift donn Strahklzahl.

Die Strahlzahlen reproduzieren sich durch Multiplikation und Division;
gie sind zu f prim, d. h. der groBte gemeinsame Idealteiler ihres Nenners
mit f ist auch der groBte gemeinsame Idealteiler ihres Zihlers mit £

’

*) Siehe fiir die Begriffe Ring und Strahl: R. Fueter: Die Klassenkbrper der
komplezen Multiplikation ete., Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver, 1911, Bd. 20, S. 6 u. ff,
**) Zahlbericht, S. 245.
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Zwei zuw [ prime Ideale a und b von k heifen dquivalent im Strahl
mit dem Fiihrer f (oder dquivalent (mod f)), wenn

'g‘ = (“);

und ¢ so mit ewner Einheit multipliziert werden kann, daf ecine Strahlzahl
entsteht. Wir schreiben hierfiir kurz
+ 21 (mod f).

Sind zwei Ideale einem dritten 4quivalent (mod f), so sind sie anch
untereinander #quivalent (mod f). Alle zueinander (mod[) Zquivalenten
Ideale bilden deshalb eine Strahlklasse. Die Strahlklassenzahl %, ist end-
lich; um sie zu berechnen, bedenken wir, daB jede Ringzahl = o (mod 7},
also ihre Norm = o (mod ). Nun gibt es ¢, (f) Kongruenzklassen (mod f),
die Ringzablen enthalten. Von diesen sind nur diejenigen Strahlzahlen,
fiir die

a*=1 (modf).

Diese Kongruenz hat 2¢+? (mod f) inkongruente Losungen¥®); dabei
ist ¢ die Anzahl der in f enthaltenen voneinander verschiedenen ungeraden
Primzahlen; 6 =0, wenn f30 (mod 4); 6 =1, wenn f=0 (mod 4),
% 0 (mod 8), und 6 = 2, wenn f=0 (mod 8). Somit bilden je 2¢+? Kon-
gruenzklassen eine Strahlklasse, und alle Ringzahlen bilden

r(f 1 . 5
(:Q.HZ =T,'€I+THZ5 l(li“‘l)
= i=1

verschiedene Strahlklassen. Die Klasse der Ringzahlen (Hauptringklasse)

zerfillt deshalb in ‘;’—1@— Strahlklassen, und da jede Ringklasse in gleich-

viele Strahlklassen zerfillt, so ist

hy 1 ] s—1
T glr -1,
o 1 . 2(r,— 1) d
b= —a {1]1 B —1) (1 (17))} k.
273
3. Die Kreiskdrper. Die Zahl Z, =e¢ / legt einen im Bereich der

rationalen Zahlen Abelschen Korper K, fest. Derselbe hat folgende Eigen-
schaften:

% Dirichlet-Dedekind: Vorlesungen #ber Zahlentheorie, 4. Aufl, Braunschweig
1894, S, 87.
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1) Der Grad von K, ist o(f) = ] [171 ¢, —1).%)
i=1
2) Eine zu f prime Primzahl p zerfdllt in n Primideale in K,, wenn

9
p* =1 (modf),

und wenn keine wiedrigere Potenz von p dieser Bedingung geniigt.**)

3) Die Abelsche Gruppe von K, ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe
der zu f primen Kongruenzklassen (mod f).#+%)

4) Die Diskriminante von K, enthilt olle und nur die Primiteiler
von f.1) Hiervon bildet 2 eine Ausnahme, wenn es nur einfach in f ent-
halten ist.

4. Die Korper dexr singuliren Moduln. Es sei f der Fiihrer eines

14y
2
positiv imagindrem Tell genommen. Dann wird durch Z, = j(f®) ein zu k
relativ-Abelscher Korper' K, festgelegt{+); j(2) bedeute die vollstindige In-
variante der elliptischen Modulfunktionen f44). K, hat folgende Eigen-

schaften:
1) K, ist absolut Galoissch und hat den Relativgrad

=T 6@}
in bezug auf kiF).

2) Ein zu f primes Primideal p von k zerfillt in K, in n Prim-
ideale, wenn

1
Ringes von 5 o = — W resp. @ =

, wenn m=1 (mod 4), sei mit

by
pr~1
und im Ring f liegt, und wenn keine niedrigere Potenz von p dieser Bedingung
geniigt. Hiervon konnen eine endliche Anzahl in einer bestimmten Diskri-
minante enthaltene Primideale ansgeschlossen sein %)
3) Die Relativgruppe von K, in bezug auf k ist holoedrisch isomorph
mit der Gruppe der Ringklassen mit dem Fiihrer  von Eiii¥).

# Zablbericht, S. 332. ¥#) Zahlbericht, S. 833.
+% Zahlbericht, 5. 837, 338. 1) Zahlbericht, 8. 332, 333.
+) Weber: Algebra III (1908), 8. 423, 427, 441—442. Ist m=1 (mod 4), =0
entsprechen dem Ring die Formen 2. Art. Siehe hieriiber die frilhere Darstellung
von Weber: Ellipt. Funkt and algebr. Zahlen, 1891, S. 338 u, ff.
4+1H) Weber: Algebra IIT (1908}, S. 153,
+¥) Weber: Algebra ITT (1908), S. 427, 448
%) Weber: Algebra IIT (1908), 8. 445 u. f,
1% Weber: Algebra III (1908), 8. 448.
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Die der Eigenschaft 4 der Kreiskorper entsprechende Aussage von K,
ist bisher noch nicht bewiesen. Ihr Beweis ist eine der Hauptaufgaben
dieser Arbeit.

5. Der aus K, und K; zusammengesetzte Korper. Adjungiert
man zu K, den Koérper K, der zu demselben Fiihrer / gehort, so erhalte
man den Korper K(f). Derselbe hat folgende Eigenschaften:

1) K(f) ist absolut Galoissch und velativ-Abelsch in bezug auf k. Sein
Relativgrad in besug auf k ist

II&5= ;*2“9_14_‘,}_—1 {llliz(ri— 1 (Z:’"" 1) (sz—" (%))} h.

2) Ein au f primes Primideal p von k zerfillt in K(f) in n Prim-
ideale, wenn

hy
p* =21 (modf),

und wenn keine wniedrigere Polemz von p dieser Bedingung geniigf. Hiervon
kénnen eine endliche Anzahl in einer bestimmten Diskriminante enthaltene
Primideale ausgeschlossen sein.

3) Die Relativgruppe von K(f) in bezug auf k ist holoedrisch isomorph
mit der Gruppe der  Strahlklassen wit dem Fiihrer [ in k.

Beweis von 1): K(f) ist Galoissch, da K, und K, absolut Galoissch
sind. Weber hat bewiesen, daB die Gleichungen von K, bei Adjunktion
von Einheitswurzeln nur in der den Geschlechtern des Rings f entspre-
chenden Weise zerfallen®); d.h. K, enthilt von Kreiskérpern nur®*):

'l/(— 1)1:3—11, wo ] jede in fm enthaltene ungerade Primzahl ist;
Y—1, wenn =0 (mod 4), m =1 (mod 4);
V—1, V2, wenn f=0 (mod8), m=1 (mod 4);
V2 oder Y— 2, wenn f=1 (mod 2), m =2 (mod 4);
V=1, V2, wemn f=0 (mod2), m=2 (mod 4);
V=1,  wemn m=3 (mod 4);
¥—1, V2, wemn f=0 (mod4), m=3 (mod 4).
*) Weber: Algebra III (1908), . 619. Fueter, Gott. Nachr. 1913, S. 331—334.
**) Weber: Algebra III (1908), 8. 513 u. ff. In der hier gegebenen einfachen

Form bewiesen in Fueter: Der Klassenkbrper der guadratischen Korper ete. Diss.
Gottingen 1908, 8. 5 u. ff.
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Andererseits enthilt K, nur folgende quadratische Unterkdrper:

V(—— IVER l wo [ jede in f enthaltene ungerade Primzahl ist;
V-1, wenn f=0 (mod 4);
V=1, V2, wenn f=0 (mod 8).

Gehen in f ¢ ungerade verschiedene Primzahlen auf, so haben K,
und X, o voneinander unabbingige quadratische Unterkdrper gemein. Der -

Grad von K(f) ist somit hdchstens (nach 1) von 3. und 4.) Zﬁfz—?i- Ist

f=0 (mod 2), = 0 (mod 4), so haben K, und K, keinen weiteren Unter-
kérper gemein. Ist f=0 (mod 4), = 0 (mod 8), so enthalten K, und K,

noch %()—1) gemein. Der Grad von K(f) ist dann 220% | 15t endlich

get+1
f=0 (mod 8), so haben K, und K, noch %(}/2) gemeinsam. Der Grad
von K(f) ist 2q’<f)h - In allen Fallen ist der Relativgrad von K(f) in

otz

bezug auf % nach 2. wegen der Bedeutung von e:
e)n,
eFs = h,.

Beweis von 2): Es sei »” die kleinste Zahl, fiir die p*’ im Ring (f)
liege; ' die kleinste Zahl, so daB
n(py =1 (mod ).
Ist dann », das kleinste gemeinsame Vielfacke von »" und #”, so ist sicher
pm 21 (mod f).
Andererseits ist », auch die kleinste Zahl, fiir die diese Bedingung erfiillt
ist; denn gibe es ein #* <, fir die
pv 221 (mod f),
so miifte p** im Ring (f) liegen und
n(p)* =1 (mod f).
%, ware dann nichf das kleinste gemeinsame Vielfache der kleinsten Zahlen
% und »”.

Wir haben noch zu zeigen, daB p in K(f) in Z ': = n Primideale zer-
fallt. Es seien ©, und O, bestimmende Zahlen von (X, %) und K,. Jede
Zahl A von K(f) kann dann so mit einer bestimmten von der Diskrimi-
nante abhingigen rationalen Zahl u wultipliziert werden, daB

u-A=R(0,0,)-
eine rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten von ©, und O,
wird. Es sel p in der rationalen Primzahl p enthalten und zu w prim:
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2 (3)=+1, p=2@) Dapin K in 20, in K, in 2 Prim-
ideale zerfallt, so ist
6" =0, (mod p),

egn”E 8, (mod p),
somif

A=A (mod p).
Da der Relativgrad von K(f) h, iét, zerfillt somit p in K(f) in wenig-
stens —zli Primideale. Wiirde p in mehr Primideale zerfallen, so miiite ein
w* < n, existieren, fiir welches

A= A (mod p).
Da dies fiir jede Zahl A gelten miiBte, so wire auch

0"'= 0, (mod p),

@;’”*E ©, (mod p).
n, wire dann nicht das kleinste gemeinsame Vielfache von »" und ="

/] ’ ” :
b) (?)=...1, p={(p), #'=mn,, »=1Dann ist:

e’ "=0, (modyp),

6 =0, (modyp),
somit

AP = A (mod p).

(p) zerfillt in K(f) in :Z’ = '?{:' Primideale. Wiirde (p) in mehr
1
Primideale zerfallen, so miBte ein #* < n, existieren, fir das

A= A (mod p),

also auch
2

e? “=0, (mod p),
was der Annahme, daB n, = #’ die kleinste Zahl sei, die diese Kongruenz
befriedige, widerspricht.
Boweis von 3): Es sei a ein Ideal von %, und es seien wieder #’
und %" die kleinsten Exponenten, so daf

n(a)* =1 (mod f),
a"~1 im Ring f.

Dann gibt es nach Abschnitt 3. und 4. in K, eine Substitution S,
und in K, eine Substitution S, der Relativgruppe, so daf ans §,”=1
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und S;'=1 stets =0 (mod#), »"=0 (mod #”) folgt. Ist n das
kleinste gemeinsame Vielfache von %' und »”, so ist
a* =1 (mod f).

Ist

a) # ungerade, so kann, da K, und K, nur quadratische Unterkorper
gemein haben konnen, 8 §;» nur dann = 1 sein, wenn 2, = 0 (mod #"),
2, =0(mod »”"). Somit hat die Substitution S =38,8, von K(f) die Eigen-
schaft, daB erst ihre n* Potenz die Einheitssubstitution wird.

b) n gerade, so kann entweder der gleiche Fall, wie fiir » ungerade

eintreten, der sich gleich erledigt; oder es kann 8,2 = S;% also (S,8,)% =1
werden. Man setze, falls #n' durch die hohere oder gleiche Potenz von 2
wie #” teilbar ist, S = 8,8,% Dann ist sicher S*= §,*8;* = 1; dagegen

S¥= 8,38, = 8,7 1.

Zu jedem Ideal a, dessen %' Potenz erst Strahlzahl wird, 188t sich
somit eine Substitution S der Relativgruppe zuordnen, fiir die ans §7=1,
r = 0-(mod »n) folgt und S*=1 ist. Die Relativgruppe ist also Unter-
gruppe der Gruppe der Strahlklassen f in k. Da aber beide denselben
Grad 4, haben, so miissen sie holoedrisch isomorph sein.

6. Der absolut Galoissche, zu % relativ-Abelsche Korper.
Jeder absolut Galoissche, zu % relativ-Abelsche Kérper K kann zusammen-
gesetzt werden aus absolut Galoisschen Korpern, die zu k relativ-Abelsch
sind und deren Relativgrad eine Primzahlpotenz * ist.

Denn jede Abelsche Gruppe kann aus Abelschen Untergruppen zu-
sammengesetzt werden, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. Es sei K, ein
Unterkorper von K, dessen Relativgruppe nur noch eine solche Unter-
gruppe mit dem Relativgrad I* sei. Dann ist K, absolut Galoissch. Denn
ist S eine Substitution der Relativgruppe und s = (Ym : — ¥/m) die Sub-
stitution von %, so ist, da K absolut Galoissch:

s8 = S*s,
wo S* eine Substitution der Relativgruppe von K zu % Daraus folgt,.
wegen s'= 1,
. s8"= S#*rg,
d.h. 8 und §* gehbren zu demselben Exponenten, also beide zur Unter-
gruppe mit der Ordeung 7 Somit ist s*S, wo S alle zur Untergrappe
gehorenden Substitutionen durchlduft und z = 0 oder 1 ist, die Galoissche
Gruppe von K, w.z. b. w. )

7. Die Unterkdrper von K (f). K,(f) sei derjenige Unterkdrper
von K(f), der nach 6. als Relativgrad die groBte in h, enthaltene Potenz I
der Primzahl 7 besitzt und der absolut Galoissch ist.
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K,(f) lapt sich zusammenselzen aus einer Reihe von absolut Galoisschen
Korpern, die zu k relativ-zyklisch sind, und deren Relativgrad zu & eine
Potenz von 1 ist.

Wir denken uns K(f) aufgebaut aus den beiden Korpern K, und Kj.
Fiir K, ist der Satz evident, da K, absolut-Abelsch ist. Um ihn fiir K,
zu beweisen, bedenken wir, daB die Relativgruppe von K, holoedrisch iso-
morph mit der Gruppe der Ringklassen (f) ist. Wir konnen das Basen-
system dieser Klassen so wihlen, daB alle Klassen desselben zu Primzahl-
potenzexponenten gehoren. Nun entspricht jeder Klasse % eine Klassen-
invariante (k) — 0%), die mit }/m eine bestimmende Zahl von K, ist. Ist
S irgendeine Substitution der Relativgruppe und S© die entsprechende
konjugierte, so ist*¥)

86 =f (97 W) 7

0 =7(56, —Vm) =1(88, sVm),

wo f(x, y) eine ganze rationale Funktion von #, y mit rationalen Koeffi-
zienten ist. Da O einer Relativgleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten
geniigt, so ist s© = ©. Somit

$0 =0 = Sf(0, sYm) = 85f(0, Ym) = Ss80;

s8§=8"1*% und Ss=s8"L.

Wihlen wir also als Basensystem der Relativgruppe lauter Substi-
tutionen, die dem oben definierten Basensystem der Ringklassen (f) ent-
sprechen, und bestimmen wir alle Unterkorper, deren Relativgruppe nur
noch eine solche Substitution und deren Potenzen ist, so setzt sich aus
denselben sicher K (f) zusammen. Andererseits ist aber jeder dieser Unter-
kérper relativ-zyklisch vom Primzahlpotenzrelativgrade zu k. Wegen
88 = S-1s ist jeder aber auch absolut Galoissch. Denn seine Galoissche
Gruppe hat denselben Grad, wie er selbst. Nach dem Beweis von Eigen-
schaft 1) von K(f) konnen wir noch folgendes Resultat aussprechen:

Alle diese su k relativ-zyklischen Unterkirper von K(f) haben aufer k
keinen weiteren Unierkorper gemein, ausgenommen im Falle 1 =2, wo sie
einen weiteren quadratischen Kirper gemein haben komnen.

Dieselben Resultate ergeben sich auch fiir jeden Korper, der sich aus
Unterkérpern der Korper K, und K, zusammensetzt.

woraus

*) Weber: Algebrs I (1908), S. 435 u. ff.
) Weber: Algebra III (1908), S. 441
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Kapitel II.
Der dem relativ-Abelschen Koérper zugeordnete Strahl.

1. Gegeben sei ein zu k relativ-Abelscher, absolut Galoisscher Kérper K.
Derselbe besitze die gleichen Eigenschaften wie K(f) (siche Kapitel I, 7.):
er sei vom Primzahlpotenzrelativgrade N = l* und lasse sich aus einer
Reihe von relativ-zyklischen, absolut Galoisschen Unterkirpern zusammen-
setzen. Alle seine Unterkorper, die zugleich absolut Abelsch sind, sollen
den Oberkérper K™ vom Relativgrade N' =14, alle iibrigen Unterkorper
den Oberkdrper K” vom Relativgrade N” =1 in bezug auf k bilden.
Die Relativgruppe von K’ in bezug auf k¥ werde durch die Substitutionen
8’, von K" durch die Substitutionen S” gebildet. Es ist dann

s8 = 8's,
() s8" = 8"-15%),

wenn o
| e (me—Vm).
Satz: Y, sei ein in I, =1 enthalienes Primideal von k. Wird dann |,
in K’ die w'%, in K" die n”'* Potenz eines Ideals, so ist

L —1=0 (modw), &—({)=0 (modw).

Beweis: »" und #” sind Potenzen von I. Wir nehmen sie so grof
an, daB [, nicht die {n'* resp. In"* Potenz eines Ideals wird. Da K’ und
K” absolut Galoissch sind, so muB auch sl, die #'* resp. #”* Potenx

eines Ideals werden; somit
d
o=1, (7)+0 )

6=2, (£)=0

W)= in K (W)=8""" in K" (
A

Um die Zerlegung von I, in K’ resp. K" zu studieren, benutzt man
am besten die von Weber, Algebra Bd. II (1899), 8. 661 u. ff. durchge-
fiilhrte Verallgemeinerung der Hilbertschen Begriffe:

a) Die Korper K' und K" sind die Versweigungskirper aller in (1,)
enthaltenern. Primideale. Denn der Grad der Verzweigungsgruppe ist eine
Potenz von I, **¥), also gleich 1, da I£1,.

b) Die Trigheitskorper K, und K" von K’ und K sind fir alle in
1, enthaltenen Primideale dieselben. Denn K’ und K” sind relativ-zyklisch
zu K, und K,"*%¥), wobei dieselben fiir ein bestimmtes in /, enthaltenes

*) Siehe Kapitel V, 8. 246 u. f.
*¥) Weber: Algebra II., 3. 664. ¥+ ibid. 8. 668.
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Primideal 2,* resp. 2% genommen seien. Sind 7" und 7” die Grund-
substitutionen der Trigheitsgruppen, so muB
=1, I""=1

und keine niedrigere Potenz von ! wird diesen Bedingungen geniigen.
AuBerdem ist nach («):
B) sT'=1T's, sI"=1T""1.

Da K und K” zu k relativ-Abelsch sind, und da fiir jede Zahl
Q" resp. Q7

Q—T'A=0(&%; Q" —T"Q" =0 (&*),;
T'8.% = 8%; T8+ = g #*
ist%), so erkennt man ohne weiteres, dafl diese Bedingungen auch fiir alle
relativ-konjugierten Primideale von £,* resp. £ ** erfiillt sind. Sie sind
aber auch fir s&* und s@** erfiillt; denn wegen (8) ist:
s —T'(sQ)=0 (s&*); s —T"-1(sQ") =0 (s&);
T'(s8®) = s&*; T7~1s8%* = 58,

wo man fiir sQ wieder Q und fiir 7~ wieder 7" setzen kann.

¢) BEs sei 7'=8", T”"=8"", wo 8" und §” Substitutionen der
betreffenden Relativgruppe von K’ resp. K” sind; es sollen jedoch keine
Substitationen S’ und S8 existieren, sodaB T’==S'” T"=8""". Dann ist

8wy =1; 8" =1; s8 =28"s; s8" =81,

Wir bestimmen die beiden zu % relativ-zyklischen Korper K’ (7,) und

K"(l,), die Unterkorper von K’ resp. K” sind, und deren Relativgruppe

durch die Potenzen von S’ resp. 8” gegeben Werden kopnen. K'(1,) und
K”(l,) sind absolut Galoissch, und es wird
) d
6=1,&§+0)

a=2, (£)=0

1

@) =28/ in K'(l); (l)=2"" in X"(4) (

o) ( )=}=0 Es sel A, eine durch " teilbare Zahl von K'(%), A"
die entsprechende Zahl von K"”(}). Doch seien %:') (—2:;) zu {, prim.
AuBerdem darf man, da s& =8/, 5" =&/, (~) 40 ist, A/ =sA,,

A" =sA,” voraussetzen. Unter Benutzung der symbolischen Potenzen®¥)
wird dann

ME=E () AT =00 @),

* Weber a. a. 0. 8. 661 u. ff.
*¥) Hilbert: Zahlberieht, S. 271.
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wo ©, ©” Zahlen der Trigheitskdrper sind, d. h. Zahlen der zu % relativ-
zyklischen UnterkGrper »'*® resp. »”*= Relativgrades sind.*). Bildet man
die Relativnormen dieser Triigheitskdrper in bezug auf %, so wird:

A1’(1—SI) @S e+ 87 7Y A1’ -7 =9 (21');
Aln(l__su)(l 8 +S‘V"—-1) _ Alul_Tu = /9'/1 (21")’

wo &, " Zahlen von % sind. Unter Beriicksichtigung der gemachten An-
nahmen folgt

% =sA1-7 = AT =9 (&),

v __ WYt Hlwp=d __ A 1oy — .L i
s,& =SA1 =A1 =A1 = rg (81 )

oder
s#=48" (modl),

8- 8"=1 (modl,).

Da aber
Vmh = (lix) Vm (mod 1),

so ist

§h-1 =1 (modl),
02 d

9" (";) =1 (mod ).
Andererseits ist
A/ -2%) = g'n &,

A AT = g (7).
Sind #, und 2, die kleinsten Zahlen, sodaB
A=) =1 () oder A/ —T=A =0 (%),
AC-T"=1 () oder A/ — T"=A"=0 (2”9,

50 bestimme man den Grad gy’ der Untergruppe 7T=¥(y=0,1,.--). Zu
dieser Untergruppe gehort ein Korper®*). o sei die Differente von A,’ in
bezug auf ihn; dann ist

g1
s =[] —Tasnny =0 (g/20-v).
y=0

Ist
Al"ul . llAl"u'—l + PP + (—1)’1#1 = 07

die Relativgleichung von A,” in bezug auf denselben, so ist auch
6 = WA — (W=D AT e (1.

*) Weber: a. a. 0., 8. 663.
**) Hilbert: Zahlbericht, S. 250.
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Jedes 1, ist durch £, also auch durch 2, # teilbar, da es im Unter-

korper liegt. Somit wird, da u’ eine Potenz von <=1, ist,
d=uA“-1£0 (8%).
Vergleicht man dieses Resultat mit dem vorigen, so folgt:
w>20-1); 0<2, p=1.

Somit besitzt die Gruppe 7%¢ (y=0,1,---) nur die Einheitssubstitution
T =1, d. h. z, =x". Ebenso beweist man z, =—»”. Deshalb sind '
und »” die kleinsten Zahlen, sodaB
() " =1 (mod ); &' =1 (modl).

Aus (p) und (0) aber erkennt man

’ d "
L, —1=0(@), Zl—(Z)EO(n ).

B) (—Zd«) = 0. Da K’(l)) absolut Abelsch ist, so kann man den Be-
1
weis fiir diesen Korper wie unter «) fithren; d. h. es muB J; —1=0 (mod »")
sein,

Dagegen darf man nun in K”(}) fir die Zahl A,” nicht mehr
A" = sN,” voraussetzen. Ist
M= (@) A=),
8o wird )

S(Alnl—T") = (SAIII)I_TII—]. = (SAI” pr_i = 38'” (2111 ,

A7\ ’ "o 1”
(s/i{’) =9 .58"=1 (&").
A1”

Denn A ist £,” prim und fiir jede solche Zahl ist die (1—7")® sym-

1
bolische Potenz kongruent 1 (mod £,”).
Andererseits beweist man, wie oben, daf »” die niederste Potenz ist,
sodaB 9% =1 (mod L,).
a

Aus 97s9” =1 (I,) folgt wegen (7:) =0, 9 =+1 (1). Somit

kann %" nur gleich 2 sein, I, ist dann ungerade. Betrachtet man den
absolut Galoisschen Korper K”(1,), so ist derselbe Verzweigungskdrper
von 1, da sein Grad 2¢ ist. In ibm wird (§,) die vierte Potenz eines
Ideals. Die Triigheitsgruppe ist daher vom Grade 4, zyklisch und in-
variant,*) und Untergruppe von 528”7 (0L z < 2; 0<y<v'#’) und enthilt s.
Dies ist unmoglich. Also ist der Fall ) ausgeschlossen in K” und der
Satz in allen Teilen bewiesen. Das letztere Resultat soll noch besonders
ausgesprochen werden.

Die in d enthaltenen, zu | primen Primzohlen sind prim sur Relativ-
diskriminante von K" in beoug auf k.

*) Hilbert: Zahlbericht, S. 251, 263.
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2. Die Primzahl I. Hilfssitze. Ist 7 in der Relativdiskriminante
enthalten, so gilt ein dhnlicher Satz, wie der eben bewiesene. Um den-
selben zu erhalten, brauchen wir eine Reihe von Hilfssiitzen, die wir
gleich so vollstindig hier behandeln wollen, dafi die Untersuchungen der
folgenden Kapitel auch nicht mehr unterbrochen werden miissen.

Es sei K ein zu k relativ-zyklischer, absolut Galoisscher Korper. Die
Relativgruppe bestehe aus den Potenzen der Substitution S, wo s8=S8%*1s;
der Relativgrad sei die Primzahlpotenz » = % Das in (I) enthaltene Prim-
ideal { von k¥ werde in K die n, = I** Potenz eines Ideals, nicht aber
die Iny® Potenz eines solchen. Fiir alle in (I) enthaltenen an1deale ist
der Trigheitskbrper in bezug auf % derselbe. Somit ist

()
6 =2, (-‘;)zOl

Der Trigheitskorper ist gleich dem Verzweigungskdorper, alles be-
ziiglich k. Denn der Relativgrad der beiden Korper ist ein Teiler von
(¥ —1), also in unserem Falle = 1.%) Die Verzweigungsgruppe besteht

aus den Potenzen von 7 = 8%, wo s7 = T+1s.
L Hilfssata: Ist A eine durch & teilbare Zahl von K, wo §
prim sk, und ist

2w l

AN-T=1 @)1 (&Y
fiir wrgend einen Primidealtesler & von (1), so ist diese Bedingung fiir jeden
anderen Primidealteiler erfiillt, und es ist
r=a, falls 1 >3 und sT = Ts;
r=1, falls 1 >3 und sT = T-s oder l—3 6=1, sT=T"1g
r<3, falls 1 =3, 6 =2, sT=T"1s;
r<1l+4a, falls 1 =2.

Beweis: Der Korper K werde aus dem Verzweigungskirper sukzessive
durch die Korper K, K;, ---, K, _,, K, = K, von denen jeder den Re-
lativgrad 7 zum vorhergehenden hat, aufgebaut

a) Der Satz werde fiir n, =1, K, = K bewiesen. Hier ist (I)=2°%

Es sei

AN-T=1 (&) %1 &+,
wo & irgend ein Primideal von (I) ist. Da 7 Substitution der Ver-
zweigungsgruppe ist, so ist 7 > 0. A geniige der Relativgleichung:

/\’—-lll\“i-l—l,/\”g-—-‘-$11=0

¥ Weber: a. a. 0., S. 667.
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in bezug auf den Verzweigungskdrper. Dann gilt fir die Differente & von A:
S=INT'—(—DIN .- b3, =0 (Fr+ne-1),
Jedes 1, ist durch eine Potenz von [ = £ teilbar; somit jeder Sum-
mand von & durch eine andere Potenz von ¥'; es muB deshalb jeder
Summand wenigstens durch Q' ¢+5¢-D teilbar sein, Ist 1, genau durch
{4 teilbar, so ist
(&) el+1—-120E+0D01-1); zl+l—-1—i>(r+1)({-1).
Aus der 1. Ungleichung folgt » < 6 + I.-Ll' Fir 6 =1 ist r =1,
wenn [==2; r <2 wemn [=2. w.z b w
Ist dagegen 6 = 2, so nehme man zundchst /> 3, dann wird » < 2;
also ist im Falle s7'=T+'s der Satz bewiesen, da dann r>1, wie leicht
ersichtlich. Ist dagegen s7'= T—'s und fiir jedes A:A1-7=1 (%)= 1 (%),
go ist fiir jede Zahl © von K
0 —-T0=0 (&%.
Denn jede Zahl O ist (mod &) einer Zahl des Verzweigungskorpers — Trig-
heitskérpers kongrnent, also von der Form « 4+ A. Wir bilden

=A-sA.
Dann ist
A-T=1 (%) %1 &9,
Denn aus A*~7=1 (2'°) folgte, wegen ({\—12) =0'-7=1 (29, auch

AG-T) =1 (2'3),
was fir [ > 2 unmoglich. Setzt man A~7=14A,, so ist A, genan
durch ¥'? teilbar, und es wird

14 sh = AT

14 TsA, = A7t !

T1FAY
A, A
Tshs=— PR~ " n-7

Nimmt man beiderseits die Relativnormen in bezug auf den Ver-
zweigungskorper, so folgt, da [+ 2,

sA, (R RPN Lk NN A, 1474+ 73—1

Nun geht 7 sicher in m auf ((——) = ) Somit enthélt die Relativnorm

von A, in bezug auf %, Ym in ungerader Potenz als Faktor, wobei der
andere Faktor eine zu ! prime rationale Zahl ist. £ miiBte daher in A,
In einer ungeraden Potenz enthalten sein, was unmdglich ist. Also r—=1,
w. z. b. w.

Mathematische Annalen, LXXV. 13
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Ist 1=3, 6 =2, so ist »r <3. Man erkennt aber leicht, daB r fiir
alle A dasselbe ist und auch fiir alle Primidealteiler €. Im Falle s7=1Ts
ist zudem r gerade, also = 2.

Ist 1=2, 6 =2, so ist »r £ 4; doch kann man auch hier durch Be-

trachtung von A-sA zeigen, daf r < 3.
b) Wir nehmen an, der Satz sei fiir K, bewiesen und beweisen ihn fiir

K,,,. In K, ist V= T Einheitssubstitution; 1,7, V? ..., V'~! ist die
Relativgruppe von K, in bezug auf K,. In K, ,, wird () = 27", Hat
A die im Satze angegebene Bedeutung im Korper X, ,, und ist

AM-T=1 (&) £1 (&Y

== 1 + A",

wo A, eine durch £ teilbare Zahl ist, so ist
AC=D) (14 oot VZ‘1)=(1_|_A‘_)(1+V/\’_)...(1+V1—1/\‘,) = 1A 4y,
wenn A; der Relativgleichung

N—A3AN" +.. . Fi=0
von A, in bezug auf K, geniigt. Nun ist A, = A1+7+-+¥~1 eine Zahl
von K,, die genau durch & teilbar ist. SchlieBt man also zuniichst die
Fialle I =2 und I =3, 6 =2 aus und beschrankt sich auf den Fall 7= T'-1g,
so wird, da der Satz fir K, gilt:

AT=14 24 +---+4=1 ()£l (&%.

Andererseits ist A =AA‘.‘ wenigstens zu einem in £ enthaltenen Prim-

ideal & prim; deshalb wird
A=a+ A+ pAN 4 - oA (&iFY),
wo ¢, f, -+, v Zahlen des Verzweigungskorpers von &' sind. Somit
A—TA=BA—TAN) + y(N2—TA%) +--- + »(N—TN) (+Y)
=0 (8",
(B) A=t @,
A= p= NO-T) (Qi+1)
=1 (2%,
AN—TAN=0 (&%; A—FA=0 (%%
Somit gentigt die Differente d von A, der Kongruenz:
O=IN"1—(I—DALA .- +,_, =0 (F30-D),
Ware nun i >1, so wire A, — TA,, also umsomehr A, — VA, wenigstens
durch £+ teilbar; 1, wire durch 2% teilbar und somit
A+ 7r VDl A 1-r =y @/,
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gegen obige Aussage. Also ist ¢ <<l und zu ! prim. Jeder Summand
des Ausdruckes § ist dann durch eine andere Potenz von &' teilbar, mu8

also wenigstens durch 2'%:¢-Y teilbar sein. Ist 1, genau durch %' teil-
bar, so ist deshalb:
2l +il—k—1)>2i(1—1) oder zl=4i(l—k—1),
52 (1+57) 20
Somit
A 1-7 — 1 (g’zl),

woraus sich, wie vorhin, ¢ =1 ergeben muB. w. z. b. w.

Analog gestalten sich die Beweise fiir s7=1's; =3, 6=2,sT=T""'s;
1=2.

IL Hilfssatz: Es sei N genaw durch tezlbar, DN Ly @ prim; dann
ist fiir jedes in & enthaltene Primidesl &

A-T" =1 ( ”’i) £1 ( ’WH) (6=0,1,2,-- u,—1),
wo
v,=6(L+1+B+--+¥) fir sT=1Ts; v,=1+6Q@+F+ -+

fiir sT= T~'s ist. Dabei ist l=4=2 vorausgesetet und der Folll=3, ¢ =2,
sT=T-1s, N-T=1 (&%) ausgeschlossen.

Der Satz gilt dann fiir jede durch & teilbare Zahl A, wo =0 (mod I);
und fir jede Zahl A von K gilt

A-rd =1 (29).
Beweis. Es sgel
A-TF 1 (53”‘-‘) %+ 1 (7)) (i=0,1,2,--- uy—1).
a) Dann ist v, 2 lv,_,.
Denn wenn .
RS W (CCOR
so folgt fiir jede Zahl A .
Ax-z""l =1 (2”'4'—1))
da sich jede Zahl A in der Form & + A +pA*+ -~ (mod €%**¥) dar-

stellen 1iBt, wo «, 8, 4, - - - Zahlen des Verzweigungskorpers sind. Also
ist, wenn A, eine durch ¥'* teilbare Zahl bedeutet:

Al—Tﬁ’l =1 + Api o
A(1—-z'l“1) 1+ A?n—l?

i—1
A(l ot )=1+A1
13*
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Da aber
(=T =14 TF 4 P L FeE gy (Y
ist, wo f(1) =1, s0 folgh |
N MY (L, ) = (LA, T A, )
=1 (2“"1)-

b) Der Satz ist fiir ¢ = O durch Hilfssatz I. bewiesen. Wir nehmen
an, er gelte fir K, K;, -+, K, _, und beweisen ihn fir K, . Da u, jede

Zahl sein kann, ist er dann nach dem Schluf der vollstiindigen Induktion
allgemein bewiesen. Wir beschriinken uns ferner auf den Fall s7'= 7-15
da der absolut Abelsche Fall s7 = Ts gleich durchzufiihren ist.
v, ist stets zu 1 prim.
Zum Beweise nehme man an Stelle von A eine durch £° teilbare
Zahl A, fiir die sA =A. Wire nun v, _, =0 (mod ), und
NN o — =0

die Relativgleichung von A in bezug auf K, .—1, 50 wire dann
7--1
§=IN-1—(—1) 2 N~ o iy_y = [(A— 721 A) = 0 (QPwmr¥20-D)
ka1

Ist 2, genau durch £7'% teilbar, so folgt durch dieselbe SchluBweise
wie schon friiher,

(@) 6lzm+6(l—1—k)=(v,_1+6)(I—1) oder elz,>v, ,(I—1)+ 6k,
durch ! und (I—1) darch 2 teilbar ist:

?

oder, da ¥, ,

62 > >-3‘£1 (—D+e (k=1,2,-, —1)).
Somit ergibt die Relativgleichung
N—3=0 (S}”uo—ﬂl—l)+cz+o),
N— T’ N=0 (Qu-10-0+at+atr, 1)

A T
Andererseits ist

Sano+vua_ 1)

g
ali-s?) (1+A, J=1+N

Vo= 1
iy, _1+6
% 1 (g )
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da genan nach dem unter d) gefiihrten Beweise auch
Byt Sk 00107,
also lv, | +6<6n,+v, , gezeigh werden kann. Aus dem Wider-

spruch folgt, daB », _, zu / prim ist.
Wire v, =0 (mod 1), ¢ <<uy — 1, 80 setze man v, = lg und

N=r =14 A, = (L+A) (1 +ANA) (r>0),

wo Ag eine Zahl, von K, _, ist und r zu ! prim angenommen werden
darf. Bildet man beiderseits die Relativnormen in bezug auf K, _,,
so wird
A*I—Tli — (1 +Aq)l(1 +A911’+A921?,+"'+Aq‘27 ,
AP — /ANt c— 4 =0

die Relativgleichung von A, in bezug auf K, _, ist. Da r zu I prim ist,
folgt wieder durch genau dieselbe SchluBweise wie frither

gl+rl—1—k=rl—-1D+», _,(1-1),

rl>wv, (0—1)+ 7k,
wenn 2, genau durch €%’ teilbar angenommen ist. Nun ist aber nach a)
Vy—1 > g4 = v,; also:
21> ql(l—1)+rk oder z,>q(l—1)+1.

wo

Somit .
NGO = (14 A =1+ A £ 1 (84
=1 (7).
Nach Annahme gilt aber der Satz schon fir A* in K,__,. Also ist
AsQ—17) — 1 (@u+ob+-+8) 1 (FBto@t+l),
Diese beiden Resultate widersprechen sich. w. z. b. w.
¢) Aus a) und b) folgt somit

v, 210+ 1,
vyl +1+1,

v, 2+ 4.+ 141
Fiir 6 = 1 ist der Satz bewiesen, falls such eine obere Grenze fiir
v, gefunden ist, wie es in d) geschehen wird. Es sei also ¢ =2, und
zuniichst § < w, — 1, A'=7" =14 A, . Genau wie in b) findet man dann
fir die Norm A* von A in bezug auf K, _,:

AT e L 2 2 e A
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und, wenn 1, genau durch €%’ teilbar ist, da », zu ! prim ist,

rl2v, (I—1)+ vk (k=1,2,---0—1);
oder, da ‘
”%_121“0“1.}.%‘2—{-“-—}—1, v, 2l 4+ 1
zlzn—14+F+T24 - 4141,
=g+ 0+ ] F=1,2,-.-,d—1).
Daher wird

Axli-79) — ¢ + 4/ (gno+1‘+z"“1+---+z>;
2, ist genau durch €% teilbar. Andererseits ist nach Annahme
Ax(1—7¥) (9[1+2(z+ HI) 1 (2[2+2(z+ +1“)]z)
Sobald also ny + 14 -+ F>UL 204+ F) ist, was fiir ¢<uy—1

erfiillt ist, so ist somit lv;=1[1+42(+---+E)], »,=1420+ -4
w. z. b. w. Ist dagegen ¢ =wu, — 1, so ist

> lw a+1
_2_2(1‘“0-1—{—'--4—?) 4+ 7+ 1.
Ferner ist Vym1 ungerade, wie man leicht einsieht®). Also

Vygor =214 -+ ) + 1 4 27,

¥,

%, —1 =

wo # eine der Zahlen 1,2, .. ?j; sein wird, Wiare r < —— + , so folgt
aus den Ungleichungen (&) von b).

2z, > 2(ny— ) + 1B — 1+ 2r(1—1) + 2k,

22, =2 % —

oder, da r < Z;l

22,2 2% — I+ +2r , wem kLTI
22,>2% — (14+1)+2r +2, wemn k211
Somit ist fir alle k=1,2,.--, (1—1),
lkAI—k = O (221:0—1(11- 1)+27‘1+l+1)
und
N=12 (227&0-—?-+1+2r1)’
Al '—T%—o Az = 0 (92”0—32-#1-{-27‘1-‘-7”0_‘1)
2
(s
A; 1—7 1t = 1 (22%—-{1—-14»1-*-21'}-{-1”‘,_1).
- )

*) Siehe den Beweis 8. 193.
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andererseits ist

z(l—rn—’o) g i 28,47,
A =(1+A, _J=14+4,_, @),

also miiBte, da
_ lv, ;< 2ny + v,y
1st,
2ng— VP —14142¢71 4w, Sy, 4,

=2 e+ B) + 1+ 27,

fiir

sein, was unmdoglich ist. Somit ist r > 1—42;~, und

V=14 (L4 F %1,

d) SchlieBlich bleibt noch zu beweisen, daf v, nicht gréBer als der
angegebene Wert sein kann, Wire nimlich ¢ der groBte Exponent, fiir den

A-TF = 1 (2'1+o(1+1+~--+z")),
so wire die Differente & von A in bezug auf K, teilbar durch £* wo

2o Q= Dlo@+-+AD+ 14+ L5 0@ 4+ D+ 1] -
F =D+ D)+ 1]+ 0 (1)

=6(u0—i)'no——o‘(:—;’1-}—“--{»1)-}-%—1 +62‘+1(l 1).

Ist andererseits
hid)
—1

N’—J. A = Ay =0
‘n‘

die Relativgleichung von A in bezug auf K;, so muaf

) E’:‘l
= LAY — .= o3
é I"A =0 (&%
oder
TAF =0 (2
l"A =01(Q
Somit ist

h L o(uy—1i)n, + 6 z‘ )

Setzt man den Wert von % ein, so findet man leicht

(2?"'1 os+"'+l)§
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da =2, und I =3, 6 =2 ausgeschlossen sind, ist diese Ungleichung
unmglich. Somit sind die gefundenen Werte fiir », die groBtmoglichen
w. z. b. w.

Mit genau denselben Mitteln beweist man im Falle [=3, 6 =2,
sT = T-%s die

1. Ergénzung: 3+ 2Ly, <8, [=3, 6=2.

Wenn fiir ein ¢: v, = 3+Y so ist diese Relation auch fir alle griferen
1 erfullt.

Ist schlieBlich I =2, so zeigt man

a) v, L omy; b) vy, =2y ) v, <62,

woraus die

2. Ergénzung: 62+' — 26 + 1<y, <6207 — (6—1), I=2.

v, ist bes 6 =2 ungerade. Wenn fiir ein i die obere Summe vor v,
erreicht ist, so wird sie auch fir alle groferen i erveicht.

III. Hilfssatz: Wenn A'~7 =1 (&), wo k> 0, so st

Al_le‘ =1 (2’“"»"‘ a(l+--~+li)>’ falls sT = Ts,

AL-TF = 1 (Qrmerira®r 4B fofls g T — T1g,
fiir alle @ <wy. Dabei ist | == 2 vorausgesetzt.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall s7' = T—'s und schlieSen
zundchst auch 1 =3, 6 =2 ans. Es sei 1 eine genau durch &% = *
teilbare Zahl von % Dann darf man setzen:

AT = (1+Ae) (1 +AA),
wo o im Verzweigungskérper liegt, und A wenigstens durch £ teilbar ist.
Daraus folgt:
—

i1 1
A7 = (14 Aay (1 +A DA+ 2D TATAA - )
=0 ;}=0

I—1
=1+ TA (Q6+9%),
t=0
}—1

Setzt man A, = 2 T*A, so ist nach Hilfssatz I1

=0

A —TA =AN—TA=0 (Qit+2),
Wire A, durch 2 teilbar, wo ¢ zu I prim, so wire

A —TA =0 (Zert)y 50 (et
also

g+1=6l42, g>al41.
Ist dagegen ¢ = 0(7), so ist A, wenigstens durch € teilbar. Sicher folgt
desbalb in beiden Fillen:
AT =1 (Lm+iy,
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Somit gilt der obige Satz fiir ¢ =1. Wir nehmen ihn deshalb féir
1,2,8,---,4—1 als bewiesen an und beweisen ihn fiir 2. Dann ist
i

Al—Tﬂ_lf 14 }.2 TN (E(kﬂ)%) =1 (Bkﬂo+l+¢7(lz+"-+ri—l))’
=0

#g

A =2 TeA ist dsher durch @+o®+-+5) feilbar. Da @ ein Ideal
¢e=0

von K

vo—1 156, kOnnen wir deshalb immer

A=A+ A,
setzen, wo A, ein durch @+o®++#7Y teilhare Zahl von K, _, ist, die
auch O sein kann, und ¢ >17+ 6 (B +--- + 1) und zu ! prim angenom-
men werden darf Somit:
A —TA=A—T"""A=(AN—TA) + (A,—TA).
Nun ist nach Hilfssatz II A — T"7'A durch @2+96+-+¥~1 teilbar,
und nach Hilfssatz I A, — TA, durch @E+o0+ +F=2) 3ls0 auch
A,— TN =0 (et +¥"H+E-01);
weil aber ¢ zu I prim ist, kann A, — TA, hoehstens durch Q2+~ teilbar
sein, d. h. )
g+ 12 6@+ -+ + @ —0)2,
q=(3—26) + 6(l+---+1-).
Deshalb folgt weiter:
Al"‘TIiE(1—i—)lv/\1)1+1/'l”'—1+A--+1r'("‘1)""'1

=(1 +}./\,+1Aq)1+rl"—1+---+1-<'—1)l“’1 (Q+1 )
i—1 i—1 )
=1+ 12{; it A, +12Tzﬂ'—1 Aq (g(kﬂ)m),

Kirzt man die beiden Summen rechts mit A" und A” ab und nimmt die
erstere genau durch 277 die andere genau durch £7 teilbar an, so ist, wegen:
N—=T7N =N TN, N =T N =N —TA,

wenn ¢ und ¢ zu | prim wiren:
¢ Hl+6(@+--+E)2 (1+00++B)+ 1460+ +F7%),
" +l+ (44" >g+1+ 6+ + ) >(4—26)+ 261+ +F~ )+ 6T,
also sicher:
I > 1+ 6@+ +1),

¢ >4 c@+-+1),
d. h. e -

AI—TZ‘E 1 (ﬁho-i—!tg(tz.!.. . ;;l—ﬁ)).‘
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Es sei also ¢ resp. ¢’ durch I teilbar. Sind dann 1., 4, -+ 1, resp.
A7 Ag"y -+ A die elementarsymmetrischen Funktionen von " A, resp.
T"‘"’/\q (6=0,1,2,---)1—1), s0o ist 1,' =N, 4,"=A". Ist nun 1 resp. 1",
durch 2% resp. Q% teilbar, so beweist man genau wie oben, daB ent-
weder g, vesp. g,” durch ! teilbar sind, oder daB

g/ =1 +6(l+---+VH]x+ ol

g/ =1(3~26)+6(+---+1I-Y)]x 4 6l
Nun ist aber nach Hilfssatz II:

resp.

-1
H(A' - Tm—lAz) =N =D N -+ 4y
=1
= 0 (RU-DI+2o@s - +5~ 4 o~
1-1
n(/\q“‘ T“i"ll\q) = l/\ql—l — (Z_l)llﬂl\qz_g oot l;’_l
t=1

=0 (RU-D0+o0+- - +F D49y

Die Glieder mit 4, resp. 1,7, fiir die g, resp. ¢,” zu ! prim sind, sind
sicher durch den Modul teilbar, wegen der vorigen Ungleichungen, fallen
also fort. Die noch iibrig bleibenden Summanden sind alle durch ver-
schiedene Potenzen von € teilbar, miissen also jeder fiir sich, durch den
Modul teilbar sein, woraus fiir » = 1:

¢ +(1+e@+- -+ ) (1-2) = (~1) (@+26(+--+F~H + ali-1),
o +e(—2) > (1—1) (14 00+-+F-9+)
oder (da g,” resp. ¢,” durch [ teilbar angenommen ist):
@1 =21+ o4+,

g 21+ e(B+---+¥),
d. h. in jedem .Fall .
A1_;nt‘ =1 (gkn,,+z+a(12+‘..+,;)).

Fiir I =3, 6 =2 wird der Satz entsprechend bewiesen.
Erginzung: Fir 6 =1, l=2 ist A=2" =1 (@), wemn
i =%, wo x der Index ist, fiir den v,_; = 2*—1, v, = 2*+1, dagegen ist

A-T¥ =1 (@)
Fiir 6 =2, 1 =2 1ist bei gleicher Bedewbung von »;
A-TF = | (@Y gy <y

A7 =1 (2kno+v,-~2x-1) fiir i > %
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R,

IV. Hilfssatz: Ist &, = e Ideal von K, und ist A

Vy—1
nau durch L, teilbare Zahl von K, wo v,_, die friihere Bedeutung (siche
Hilfssatz II) hat, so ist:

eine ge-

§ TiA {E 0 (mod ¥) # 0 (mod I*l), falls sT = Ts,
= #=1]=0 ((o--D) £ 0 (mod [**+2-7), falls sT =T~s.

£=0
Jede andere elementarsymmetrische Funktion i, der T°A,, _,, mit Ausnakme
von 1, (x>1), ist durch I+, resp. [*°+1 teilbar; A, (x>1) ist wenigstens
durch 1 resp. 1#—©—1 teilbar. Dabei ist 1 =3, 6 =2, sT =T"'s, und
I =2 ausgeschlossen.
Beweis. Wir kiirzen A, _, mit A ab; A geniige der Relativgleichung
in bezug auf den Verzweigungskorper:
N — llAzx..l e — A =0.
Die Relativdifferente 8(A) ist nach Hilfssatz I, da »,_, zu ! prim
ist, durch £ genaun teilbar, wo
sT=Ts: he=U(l—D(v,_+1)+F2(1—1)(v,_+6l+D)+--
i Gt SICME TGl R )
=w, (#*—1)+ x6l* — 6(1 414+ 1~1);
T = T-ts: h=U-1(1—1)(v,_+1) + F2(—-D(v,_ +1+6) +--
N (=2 SIS -1 T Y )
=v,_,('—1) + exl — (6— 1} — (1 +6@+---+F~Y).
Andererseits ist
S =N — DN 1 =0 (8).
Da v,_, zu ! prim ist, ist jedes Glied durch eine andere Potenz von
& teilbar. Ist (I*— k)1, genau durch @a¥ = % teilbar, so folgt:
sT="Ts: Va+F—1-kv,; = F—Dv,_ +xel—c(l4-+F"7),
sT=T-1s: g+ (FF—1—k)»,_, = *—Dv,_, +xel-—(6—-1)I
—(1+6@+-4¥"Y)

oder, wegen des Wertes von »,_:
sT=Ds: Ulz,>(k—1Dv,_, + %6l
sT=T-1s: Frw, > (k—1)v,_, + %6l — (6—1)I%
Wenigstens in einer Ungleichung muB das Gleichheitszeichen auf-
treten. Man siebt, daB dies nur fiir & =1 eintreten kann; somit
sT=1Ts: 2z =u6,
sT =T-1s: 2, =x6 — (6—1).
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Dagegen ist fiir £> 1:
sT=1Ts: x,z2ux6+1,
sPT=T"'s: z, > n6+ 2 —oa.

Daraus schlieft man, wenn % zu 7 prim ist, wie z. B. fir 4 =1,
dab 4, selbst durch = texlba,r ist. Ist dagegen % = l'g, wo g zu ! prim
ist und 0 < ¢ <%, g0 ist

sT = Ts: lro, > (Fg—1)v,_, + xel*
= (-, _, +xe6l*
= (it 4196 + xel,
2, 2 6(L+14- -+~ + xe,
2, —i6 = o(1+1+--FE-1—3) + xo.

Das Gleichheitszeichen kann nur fiir ¢ = 1 eintreten. Daraus erkennt
man, daB 1, fir ¢ =1, i =1 wenigstens dureh [*° = J*, fiir alle iibrigen
Fille wenigstens durch (*9+7=]*+1 teilbar ist. Entsprechend fiir s 7—7-1s.
Ww. z. b. w.

1. Erginzung: I =38, 6 =2. Wenn A—7=1(2%), so ist

3 1
A= T:A
und ebenso fiir jede ondere elementarsymmetrische Funktion. Ist dagegen
N-T £ 1 (89, so gilt der obige Satz.

2. BErginzung: = 2. Der obige Satz gilt, falls

1 =062%— (26—1).

In jedem anderen Fall ist sicher fiir sT = T-1s:

= 0 (Iﬁz-}- 1),

Ye—1

v

2% 1

=S, =0 oo,

ke
i=0

V. Hilfssatz: Die Spur jeder Zahl von K, in bezug auf den Ver-
zweigungskirper ist wewigstens durch
(#9(sT=Ts) resp. o-0~-D(sT=T-15)

teilbar.
Beweis. Man kann den Beweis von Hilfssatz IV statt fiir A = auch

fiir A, fihren, wo A, eine genau durch &7 teilbare Zahl von K 1st and
r gu ! prim ist. Dann folgt wieder

Z, = %6 resp. 2, = %6 — (6—1).
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Also ist der Satz fiir "alle A_ bewiesen. Nun kann man aber jeder
Zahl A von K, die Form geben®)

A=u+A9x+Aﬁ+"'+Aqx,

wo ¢ im Verzweigungskorper, A, eine gemau durch £ teilbare Zahl
von K, und ¢; = 0 (I) ist. Somit

1 — r—1 Py

DI TA=Tu+ l”—lz%T"Aql-i- =2 DITEN, + -+ DITA,
i=0 = =0 =0

0

oder nach dem eben Bewiesenen:
Fo1
Z’TiAso ({o* resp. fox—l—).
i=0

Der Satz gilt somit stets.

VI Hilfssatz: Ist sS=8S-1s und A irgend eine zu 1 prime Zahl
von K, so kann man stets eine su I prime Zohl r angeben, sodaf die r*
Potenz der Relativnorm von A in bezug ouf k im Ring wmit dewm Fiilwer
(% liegt. Dabei ist 1 =3, 6 =2, N'=T=1 (¥ und | = 2 ausgeschlossen.

Beweis. Es sei A=« -+ A% wo & im Verzweigungskbrper liegt,
A* durch & teilbar, und 7= & ist. Man bestimme », so prim zu /, dal
e einer ganzen rationalen Zahl ¢ (mod &%) kongruent wird, wo & ein
in & enthaltenes Primideal ist. Man setze

Ar=a + A,
wo A durch £ teilbar ist und die Relativgleichung
N— N4 — 2 =0

in bezug auf den Verzweigungskérper besitze. Dann wird
o= An@+TH 4T Y g g1y L
Wire A =0 (¥, so wiirde ohne weiteres o, = a' (%) folgen, was
den Satz ergibt. Ist also A durch &' teilbar, wo r <1, so folgt wieder,
wenn A, genau durch %' teilbar ist,**)
zl=>l+41—1 oder ;=2 fir ¢>1.
Somit:
g=d+ L1+ L=d+ 1 + 4 (mod &%),
da 2, und 2, wenigstens durch 2" teilbar sind. Wenn » > 1, so ist 4, und 4,

aber auch durch % teilbar. In diesem Falle und wenn 4, + 1, durch &%
teilbar ist, wird

* Biehe Kapitel III, S. 223.
*) Siehe dieses Kapitel die Gleichungen (z) S. 193.
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w=d, NAR=d @),
NAY =1 (.
A)
11

und

Man kann also annehmen, daB zu & prim sei. Man setze

N=5 = (14N,

n 1_1
——1 Ro
Al—z'=ﬁ1+s+~~-+S"° 14 SN + - .),
21
wo § im Verzweigungskérper liegt, also g2+ -+ g% in k. Da
A -T=1 (¥),
wird ¥ =1 (J). Man setze

n
—~ -1
L2

A” 22 SzA’+ e Al—-T== ﬁ* (1 +AII).

=0
Besitzt A” die Relativgleichung
AI’Z — 11I’Allz__1 + P lz’, — O’

und bildet man in A~ = p* (1+A”) die Relativnorm in bezug anf den
Verzwejgungskorper, so folgt, wie oben,
L= B4 1 4 1,
11/I+ ll’,E O (2/2{)‘
Andererseits ist auch 1,”= S1,”, wie man sofort erkennt. Setzt man

7\{\; =« + A%, wo & im Verzweigungskorper liegt und A¥ durch ¥ teilbar
ist, 8o wird B

L=l (&),

h=21" (2,

Yt h=ad"+dl" = (@—d)1" (&,
@ = A IRt TN = ol @—T)0" (€,

n

=1

N =am § 1) 11"%2 SiE—w) ().
i=0
Wenn aber (li) =+ 1 eder =0, so ist &= S*z ({7, also,
%~1
2‘:8‘(&'-—-&"} =0-(¥"),
=0

N(A =g (&%, w. 2. b. w.
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Wenn (%) =1, s0 ist & =s8% (&7, also

LAY

o* =%2'S"(&—- o)
i=0

eine Zahl, fiir die se®* = — «* Dann ist aber

N(AY: — sN(AY» = o* - 2 (A" +51,") ().
Es eriibrigt also noch, 1,” + si,” zu untersuchen. Dazu betrachte man
N7 = B+ K,
(sA-771 = sf*(1 4 sA”),
(sAYT—1 = sf*(1 + T'sA”),
(D) "= BB+ A (14 TN,

woraus, da AA = Q zu & prim ist, und ;‘3*:1 (&9:

s

TSA” = — m ; (g'ﬁ),

sh" = s~§T‘A”E ——ZT‘ W (&
i=0

Nun geniigt aber A= T:{-I'\T der Rela.tivgleichung
AN — 2 N=11=A) + - — 2 (1=AP =0,
worans: .
(1 + 1111_{_ ll”) K" i ”Al—l(l A) }11/ (1+A)l . 0 (2/3;4, 1)
S

oder, da 1," + 4" durch £'" teilbar ist:,

2 TR =2 VL S =W AT

also ist
s3"=—1" oder ).," +s4,"=0 (&%)
oder ' .
N(AY — sN(AY =0 (&%)
also auch

=0 (*) w.z. b. w.
1. Ergéanzung: Wenn 1= 3, 6 = 2, so st die Norm in bezug auf k
der (1 —s)* symbolischen Potenz jeder Zahl von K,, die zu (1) prim ist,
im Ring mit dem Fiihrer 3.
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Denn es ist A'~*=1 (2%, da s eine Substitution der absoluten Ver-
zweignngsgruppe ist. Daraus ergibt sich ohne weiteres fiir die Norm in
bezug auf den Verzweigungskorper:

(A}.-—-s)l«i-ﬂ"-{-fl’2 = 1 (36)
oder fiir die Norm in bezug auf k:
NA*-=1 (3) w.z b. w.

Wir kehren zum Korper K(K’, K”) von 1. zuriick.

3. Es soll der Satz bewiesen werden:

Satz: Die Versweigungsgruppe der in (I) enthaltenen Primideale des
Korpers K resp. K" ist syklisch, wenn 1= 2.

Wir gehen von dem Gegenteil aus. Gi#be es in K’ resp. K7 zwei
zum Verzweigungskorper relativ-zyklische Korper K, und K, vom Relativ-
grade [, sodaB im Oberkérper K(K,, K,) vom Relativgrad /*:

O=2" (s=1, (3)+0; 6=2, () =0),

wo £ aus lauter voneinander verschiedenen Primidealen zusammengesetzt

ist, s0 nehme man eine durch € teilbare Zahl A; % sel zu £ prim. Um

unndtige Fallunterschiede zu vermeiden, schliefen wir den Fall sT=1Ts,
6 =2 aus.

a) Es seien 7, und 7, die Grundsubstitutionen von K, und K,
relativ zum Verzweigungskdrper. Man setze

N7 1A =1 (2.

Ist & ein Primideal von & und (A,) genau durch 27 teilbar, so
wiirde durch Bildung der Relativnorm von A in bezug auf K, folgen

NG+ Tt + i) a-m) L ABA-T) = | ().
Nach Hilfssatz I ist deshalb » < I, wenn =3, 6=2, A1~-7=1 (&9
zuniichst ausgeschlossen wird. Es sei
A= AN e — 1) =0
die Relativgleichung von A; in bezug auf K,, dann ist
‘ NI =1+ 20+ 2+ A
Somit diirfen nicht alle 1, durch ¥+ teilbar sein. Nun ist aber

ATR=1(8), A—TA=0 @Y
also:

11
B[ TA—TA) = I B =N 5 =0 (i),
i=1
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Wenn r <1, so folgen hieraus, wie frither, die Ungleichungen:
g/ iz2l—1+riz>l—1+7,

wenn A genau durch Q% teilbar ist. Also ist nur » = 1 méglich.

Wire aber v =1, so folgt ans A — T'A=0 (&%*!) und der Rela-
tivgleichung

N— N1t A—2,=0
von A in bezug auf K,, wie oben,
=P —144.
Finmal muB hier das Gleichheitszeichen auftreten, was nur fir ¢ =0

eintreten kénnte. Somit ist auch dieser Fall zu verwerfen und r =1 be-
wiesen. Dies zeigt man fiir jedes € von £.

Ist A, eine durch £ teilbare Zahl, wo + =0 (mod ) und %;) zu £
prim ist, so ist % = Q eine zu £ prime Zahl, fir die Q' -% =1 (9.

Somit ist auch
Ar-Ti= NO-7) £ 1 (2

=1 (9),
Ne-D =14 rA (89 =1 (3.

Resultat: Ist A, eine durch & teilbare Zahl, wo (—QL e & prim ist,

denn

s0 st
ANT=1(8) 1 (89
falls v 2= 0 (mod ) fir jedes in L enthaltene Primideal ¥'. Dieser Satz
gilt fir jede Substitution T der Versweigungsgruppe von K(K,, K,)
T T (0L, <,
. z, =0,
mit Ausnahme von
2z, = 0.

b) Es sei T, = 8, T, = 8, wo 8§, S, Substitutionen der Relativ-
gruppe von K(K,, K,) in bezug auf % sind, dagegen seien 7, und 7
nicht die lv,. resp. lv,. Potenzen solcher Substitutionen. Dann kann man
unter K, speziell den relativ-zyklischen Korper mit der Relativgruppe

87 (0 Ly <lwy),
unter K, denjepigen mit der Relativgruppe

S (0<z, < Iny)
verstehen. K(K,, K,) hat dann die Relativgruppe 8, S;™ (0 <2, <lv).
Es habe A die frithere Bedeutung und A'-% =1+ A;. Dann ist

At-sya-zy — 1 4 h=SA

1+8A
Mathematische Annalen. LXXV. i4
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Nun ist aber A'=% = Q eine zu & prime Zahl, somit:
Q-7 — AG-Z)A—8) =1 (g9),
A, — 8A, =0 (89,
Art-S5=1 ().

1+1
GlE
2
Die Zahl &) gie wir wieder mit A ablirzen, hat deshalb die
Eigenschaften

LA=0 (%) 2§ mQprim; 3 A=sA; 4 N-S=1 (@)
Setzt man A'~% =1 4 A, so ist &81) zu $ prim und
N8 = (LAY S5
Wird durch A, eine genau durch & teilbare Zahl bezeichnet

(% za 8 prim) s

so folgt sukzessive:

AL-TF — (H'T-?—T—A"‘)

148+ -+

=(1+/\2)1+Sx+---+5ﬁ‘1’
A o—TA 1+ 8+ 481

—prl—-1 1—2 1%—-2 -1
AQ-7) =(1+ﬂm) =(1+Az—1)1+s‘+ +85% .

Wenn also 7 irgend eine Substitution der Verzweigungsgruppe be-
deutet, so wird

Ad-ma-ny—t (1 +Al)1+sl+-~-+s1%-17
A= —ry-1 = (1 +/\,’)‘+§+"'+Sx"”1 (P +Y),
e s ] (@)
Jede Zahl ist (mod &) einer Zahl des Trigheits- resp. Verzweigungskorpers
kongruent¥), somit auch +, wo A eine durch Q" teilbare Zahl von % ist
(1 =1, ( ) +0; A=Vm, (——) = ) Somit ist A} einer Zahl des Ver-

zweigungskorpers (mod °+%) kongruent. AuBerdem kann man S, so ge-
wihlt denken, daB die stets zyklische Relativgruppe des Trigheitskorpers
zum Zerlegungskorper®) in 8% (0 La; < ;) enthalten ist. Dann ist
(1 + AHI+8++8"" einer Zahl des Zerlegungskorpers (mod €°+7) kon-
gruent. Ist @' ein Primideal von @, so setze man & — &, wenn &= s&;

*) Weber: Algebra II, 8. 663.
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Q = s, wenn ¥ < s¥. Jede Zahl des Zerlegungsktrpers ist (mod £,7)
einer Zahl von % kongruent®). Weil aber

NA=DA-2F 1= | L A¥(QP+1),
wo A¥ im Zerlegungskorper liegt und durch £ teilbar ist, so ist %: einer
Zahl von % (mod ) kongruent und

NE-DE-5'" = 7 (mod €,#+1) = 1 (mod &%)
% 1 (mod &7 +Y),
wo x in k liegt. Wir setzen
ANd-rya—ny-1 =x, (7)),

ANA—n Ty a—-7)—1t ==, (81F+1)’

NO-BLHa-BY " = gy (R P41,
Wenn
«) sTy= T,"'s, sT,= T,~'s, so folgt wegen & =3s&,, A=3sA:

SN - AN@~7-90—P—y—1 — A—z(x_r)(x—m’—lz Sﬂ(glzﬁu)

oder
-;I;ESJZ; wsx = 1(87); m=1(8") % 1(&7).

Dies gilt fiir jedes z, Da es aber nur /—1 inkongruente Zahlen
#; (mod £2%) in k gibt, die diesen Bedingungen geniigen, so muf fiir be-

stimmtes ¢ und %
z, = m(B7) (i+ k),
ANA=PE -1 e N -RETY -7 1(glz=+ 1),
AT —2 D) A= 1Y Tl 1 (R P HY),
Na-ziha-np =t 1(Q P+,
Dies widerspricht der Formel (¢). Die Annahme ist daher zu verwerfen.
g) sTy=T,s, sT,= T,s, 6 = 1. Durch dieselbe Uberlegung wie im
Falle «) folgt
x=sx (mod *), z=1 (mod 7) = 1 (mod #).
Da es nur (/—1) solcher = gibt (mod %), folgt der Widerspruch auf
gleiche Weise wie oben.
Fall 1 =3, 6 = 2; hier ist (8) = 8, wir beschrinken uns auf den
Fall s§ = 8~'s und greifen, wie vorhin, X, und K, heraus. Es sei
/\1—1'1__—__ 1 + Ar = 1(2”) $ 1(2’r+1)‘

*) Weber: Algebra 11, S. 662. &7 ist ein Primideal 1. Grades.
14¥
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Durch Normbildung in bezug auf K, erkennt man, daB » < 9. Es sei
‘A die in b) definierte Zahl, fiir die A =sA, A=0(2%). Dann folgt

SAT"h = N-07 = 1 4 sA

T,sA A
180 = —10TK s

woraus man schlieBt, daB » ungerade sein muB. Wire
a) r =3, so wire A — T\A=0(2%) % 0(8%). Bedeutet
NS — LA A — 1= 0
die Relativgleichung von A in bezug auf K, so ist, falls 1, genaun durch
5% (wegen sA = A) teilbar ist,
BAE— 20,A + 1, = 0(270) %= (211);
62, > 6 + 21.
In dieser Ungleichung muf fiir i =1 oder 2 das Gleichheitszeichen
auftreten; da dies unmiglich ist, ist die Annahme 7 — 3 zu verwerfen.
b) »=19. In diesem Falle sei 1 eine genau durch £° teilbare Zahl
des Verzweigungskorpers. Man kann dann setzen:
A-%= (1 + (1 + AN,
wo A wenigstens dorch @ teilbar ist. Bildet man die Norm in bezug auf
K,, so wird
AT L+ DHA—P) o AR =-T) — (1 —]—1)3(1 +]J~1’+ H}'z’ + 1323')
=1(g'9),
was nach Hilfssatz I unméglich ist.
¢) r kann also nur eine ungerade zu 3 prime Zahl < 9 sein; somit
r=1, 5 oder 7. Da dasselbe fiir 7, gilt, so kann man setzen:

A-Bo 1 LA A-Tml £ A ‘=15 oder 7.

1 2 rz
Wire r, > 1, r, > 1, so folgt durch Normbildung von A'=%1 =1+ A, in
bezng auf K;:

AFI—T A(1+T,+T,2)(1—-Tl)= 1 + 11'_1_ 12’+ ]“3,2
wo
N, =N+ A — 3 =0
die Relativgleichung von A, in bezug auf K, bedeute. Die Relativdifferente
von A, ist aber
BA) = BN, — BN, + 1y = 0@ ),
also, da 7, % 0(3) und A,/= O(Q%="):
32/ 22r+7i>1045¢ 215
oder
AF-T) = 1(Q1),
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was upmoglich, wegen Hilfssatz I. Also ist wenigstens z. B. r, = 1. Aber
auch dann ist bei 7, > 5: .
32, >104+i2> 11,
AFA=1) = ] (&1,
was unmdglich. Also ist 7y =7,=1 und der Satz genan wie frither zun
beweisen.

4. Im Fall 1 =2 liegen die Verhiltnisse anders; bilden doch ‘schon
K(/=1, V2) awei zu k relativ-zyklische Korper, deren Relativdiskrimi-
nante 2 wesentlich enthélt.

Satz: Die Verzweigungsgruppe relatww zu k der in (2) enthaltenen Prim-
ideale von K’ resp. K" ist zyklisch, wenn (-g—) == 03 syklisch oder von der
Form
0Lz, <2

T1“'1T2¢2 {0 §x2< 2,.’

wenn (%) =+ 0, wo v irgendeine Zahl sein kann.

Beweis.

(4)+0]

a) \2 - Wir nehmen zunichst an, die Verzweigungsgruppe sei
6=1

Tl resp. T T,=T5, wo 0L 2, <2, TE=1 (:=1,2,3).

Es ist somit (2) = &* resp. 2% Wir setzen (2) =&, » =4, 8. Ist A=0(R),

(Qﬂ zu & prim, so wird fiir irgendein 7' <41 der Verzweigungsgruppe

AM-T=1+4+A=1(8") £ 1(&8"+").

Wire » > », so findet man z. B. im Falle 7 = T, » = 8 ohne weiteres
AL T+ TG+ 1) — ARG~ = 1(27),

was gegen Hilfssatz I. ist. Somit muB stets » << v sein. r ist aber auch

ungerade; denn es ist

i AN-DAD =1 =1 4+ (A + TA) + ATA,
o
Tooa (A,+ TA) + A TA, = (A,— TA) + 2TA + A TA,
=A,—TA, + A TA (27*7).
Da aber A, — TA, durch {27+ teilbar ist, sobald » gerade ist, weil

(%;)I_TE 1(Q7+Y), so wire auch A TA, durch Q3 +* teilbar, was un-
mdglich.
Im Fall » =4 ist aber wenigstens fiir ein 7' das zugehdrige r = 1.
Wiire namlich
N-%= 1(8%), AN-==1(8),
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50 wire
A(I_T1)<1+T=)= 1 + (Ar+ 11’2/\7') + l\r172/\rE 1 + (Ar~ T2Ar) + ArT2Ar ‘(27)
=1 (g%,

was gegen Hilfssatz I. verstoBt. Somit sind nur die beiden Fille maglich:
o A== 1(R) = 1(27), 5 N-B=1(8) =+ 1(8?),

AN-7=1(R) = 1(29). Al-To= 1(R5) == 1(¥9).
Im Falle » = 8 ist deshalb ebenfalls fiir wenigstens ein 7'= T, das
zugehdrige r = 1. Denn wire

A - Tiz= 1(R29), (t=12,3)
A(l -1+ 15 = 1 (84), A(l —T 1+ ) = 1 (24)’

was gegen die beiden einzig moglichen Fille «) und ) wire.
Wire aber nun

AN-Zi=1(R) % 1(282), AN -%=1(2), A-h=1(),

so wiirde auch

80 ware

ALHTIA=T) == AL+ T A=T5) = 1(84)
folgen, was wieder gegen die Fille «) und ) verstoBt. Somit sei
N-m=1@) £1(®%), AM-B=1(0)% €7, A-B=1(E)% 1@+
r ist ungerade. Nun ist
ACHTIA~T) — (1 A J+T (R +D); AL+TIA-2) == 1(L2).

Somit, wegen der Fille «) und f) sicher 1 ++ <6, »r < 5. Es kann also
nur # =1 oder H sein. Ist »r =1, so schhieSt man genau wie im allge-

meinen Fall, daB
ALU=DU=TD = 7 (2,9) %= 1(L,%)

= 1(&%. (1=1,2,3).
T ist dabei eine durch die Zerlegungsgruppe von &, = @'sQ’ festgelegte

Substitution. Da es (mod 4) nur vier inkongruente Zahlen = = 1(2) gibt,
so miissen zwel x; einander (mod 4) kongruent sein, also

Aa-D0-T2) == ALU-DA—T(,9),
AC-DU-TTH = 1 (219>’
was obigem widerspricht.
Ist dagegen r =5, so folgt
ACHTN-T) — (L AN E = (1 + A+ T A+ A TA)
=4+ AN=TN+F2T,MN+NTN)=1+ATA (8Y
= 1(8?) %= 1(&7). (i=1,2)
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Nehmen wir mit Hilfe der Substitution T die Normen aller Zahlen,
go erhalten wir deshalb einen Unterkorper, dessen Verzweigungsgruppe
durch 7% T,» gegeben werden kann und in dem

@) =8 A-%=1(Q) % (89, (=1,2)

falls A eine genau durch € teilbare Zahl ist. Wir betrachten diesen Unter-
korper fiir sich allein, schreiben wieder € an Stelle von £ und beweisen,
daB er micht existieren kann. Setzt man

T,=8» T,=28" und S, 8,2 8+ 5,7
so greife man den Oberkbrper mit der Relativgruppe
88,5 (0L z,< 2w, i=1,2)

heraus. In demselben ist entweder

A=A+ sA oder A1=L%MA+}:§MSA

eine genau durch £ teilbare Zahl ((%‘—) zu 2 prim), fiir die A, =sA,. Bil-
den die Potenzen von S, die Zerlegungsgruppe, so folgt genau wie friiher

Alg(l_zvl)(l_r)z (1 +A22)1+S,+--.+S,vl—1(26) $ 1(26)

= x(°) * 1(£9)

= 1(&,%),
wo &, = 5. Es miiBte also x = — 1(4). Nimmt man fiir 7' eimal 7},
einmal T,, so erhilt man den Widerspruch wie frither. Damit ist be-
wiesen, daB im Fall (g) <+ 0 die Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen
Primideale hochstens zwei unabhingige Substitutionen enthilt, deren Qua-
drat die Einheitssubstitution ist.

b) (g) =0, 6=2. Dieser Fall wird mit den Mitteln von a) erledigt,

wenn man dabei nur die absolute Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen
Primideale betrachtet, also die Substitution s neben den 7' mit hinzuzieht.
Man findet, daB die absolute Verzweigungsgruppe nur die Form
sTx (0£L2<2,0£X<2)
haben kanu.
¢) Es bleibt noch iibrig, im Falle (g) =+ 0 zu beweisen, dafl niemals
der Fall einer Verzweigungsgruppe
T=1TpmT, OLz<d
wo (2) = Q¢ ist, auftreten kann. Hat A die friihere Bedeutung, und ist

A-T—1 4 A= 1(¥) = 1(7+Y),
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s0 zeigt man mit den fritheren Mitteln, daB » << 4. Es sei
A-Ti=1(87) £ 1(&'n+Y); A= 1(8") £ 1(8™n),
wo 1y <7y < 4. Dann folgt:
AL-T = 1(32;-15; AT = 1(9,2"2)

und somit

AT L+ T =T = 1(g4n),

ALHI) A+ TN A—T) = [ (Q22+79+1 pesp, 47, wenn 47, < 2479 + 1).
Nun legt AC+790+%%) in einem Unterkorper, wie er in Fall a) studiert
wurde; da nur die dortigen Fille «) und f) auftreten kdnnen, ist

4r, <45 2{r+7) + 1120
ry=1 4.

Man zeigt, daB r, ungerade, also = 1,3 sein muB. Der Fall r,=1
erledigt sich wie frither als unmoglich. Also bleibt nur der Fall », =1,
r,=3 librig. Man beweist, daB

A - = 1(2%) = 1(&%); A-5=1(85).
Dann sieht man, daB
A=D1 = 7 (2,7) = 1(2,) = 1(&,19),
A4(1——T1)(1-—T12T=)E 7[2(3111) = 1(&116) $ 1(8117),
Wwo my, @y in k liegen und &, = 2's¢ ist. Da aber ;= n,= — 1(4) sein

mub, so folgt
ALO—T) (1 —T) = \LA—T)A—~T2Ty) (3117),

ALO= T -7 = | (53117),

was unmdglich ist. Damit ist die Unméoglichkeit unserer Annahme in jedem
Fall erwiesen und der Satz bewiesen.

5. Wir kehren nun wieder zu dem Korper K(K', K”) zuriick. Es
werde (I) = &% in K’ resp. = 777" in K", wo £ ein aus lauter von-
einander verschiedenen Primidealen zusammengesetztes Ideal ist. Haben
wir einen entsprechenden zweiten Kérper K (K', K”), in dem alle GroBen
gleich, nur iiberstrichen bezeichret seien, so bilden wir den gemeinsamen
Oberkorper der beiden Korper K*(K*' | K*"), wo sich somit K* aus K’
und K', K*” aus K" und K” zusammensetzt. Es werde nun (f) in K%’
die n,*’* Potenz, in K*” die n,*"* Potenz eines Ideals % resp. '* von
der fritheren Eigenschaft. Dann gilt der Satz, daf n*  die grifere der
beiden Zahlen ny und %y, n*" die grofere der beiden Zahlen ny” und %,’

ist, Dabel ist nur der Fall [ =2, (%) =+ 0 ausgenommen; in letsterem
Falle ist ny * resp. ny'* ebenfalls die grofere der Zahlen n) und %, resp.
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kil

ny und W', falls die Versweigungsgruppe i beiden Korpern K’ und K
resp. K” und K" nicht zyklisch ist; im anderen Falle kann sie auch das
doppelte desjenigen n® oder By® werden, in dessen Korper die Verzweigungs-
gruppe ayklisch st

Beweis: a) [ =2 oder I =2, (g} = 0. Man darf K@ und K als

ohne gemeinsamen Unterkorper auBer % annehmen (¢=1,2). Dann setzt
sich die Relativgruppe von K*® zusammen aus den Relativgruppen von
K% und K@ Die Verzweigungsgruppe von den in (I) enthaltenen Prim-
idealen ist in K9, K® und K*® gyklisch. Die Verzweigungsgruppe des
letzteren Korpers ist also zyklische Untergruppe der Gruppe

T@=p0F (0L e <n®; 0 L7 <),

Die grofte hierin enthaltene zyklische Untergruppe besitzt aber als Grad
die groBere der Zahlen #,® und %@, w.z. b. w.

b) I=2, (g-) =+ 0. Man zeigt anf gleiche Weise, da wenn die Ver-

zweigungsgruppen von K® und K® beide nicht zyklisch sind, K*® eine
Verzweigungsgruppe der Form

oy (0Zy<’’, 0<y<2)
besitzt, die Untergruppe einer Gruppe
02 -"—’“;
T 0 02 T 03 T @ 0= <%2®
o<z’
0<2,<2

ist. Ist dagegen die Verzweigungsgruppe z. B. von K@ zyklisch, so ist die
Verzweigungsgruppe 7vT,% von K*® Untergrappe von

TO= 0z 6z, 0<a<2

0L F<m®
woraus sich wieder obiger Satz ergibt.

6. Der zu K gehbrige Strahl (f) von . Man bestimme alle in
der Relativdiskriminante von X in bezug auf k aufgehenden Primzahlen
Lyl -y resp. b, 0, -+, 1. In letzterem Falle werde (J) = =
in K, = %" in K", wo n, =4 und n,”=1%" ist. Dann setze man:

f=elly--- 17,
wo.
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e=2firm=—1, 6=3 fir m=—3, ¢=1 in jedem anderen Falle;

v =0 fiir )= u,”"=0;

v=1u, + 1, wenn uy > u,” und »,’ > 0 ist, und /= 2, (g) =+ 0 ausge-
schlossen wird;

v=uy +2—06, wenn %, >u, >0 ist, und !=2, (%) =+ 0 ausge-
schlossen wird.

Ist im Fall 1 =2, (g) %+ 0, 7;= 1, wenn die Verzweigungsgruppe in
K® zyklisch ist, sonst 7,= 0, so ist

v=1+u + 1, wenn 7'+ u) = v, + u, , 4y >0,
v=14 "+ 2 — 06, wenn 7, +u," > 1, + u/ > 0.

Der Strahl () heifit der dem Korper K zugeordnete Strahl von k. Der
Fihrer f enthiilt alle und nur die in der Relativdiskriminante auftretenden
Primzahlen, ausgenommen fiir ¢ 4= 1. Der der Potenz I* entsprechende
Faktor der Strahlklassenzahl*) geniigt der Kongruenz

Br=21—1) (1— (7)) = 0(agny").

Denn fiir (—?) 4+ 0, 6 =1 enthilt der Ausdruck den Faktor 1**-2% wo
v = u® 4+ 1 resp. 7, + 4,® + 1 und #,® die groBere der beiden Zahlen u,
und u,” ist. Also ist I?*~% sicher durch s, n,”" = l«'+%" teilbar. Ist
(?) =0, 6 =2, so ist [**~! Faktor des Ausdruckes. Ist dann v = 4, + 1
Tesp. T, + %, + 1, so st mymy = P ru" LPF L JRu' L < ]2V -1 pegp,
nymy L 23w +1 L 231 Tot dagegen v = uy” resp. 7, + u,”, so ist wegen
' > uy wyny K 1F =121 resp. my'n,” < 2201

7. Hauptsatz: Sind K wund K swei zu k velativ- Abelsche Korper
von den in 1. omgegebenen Figenschaften, so ist der Fiihrer des dem Ober-
kirper K*(K, K) zugeordneten Strahls (f¥) von k das Kleinste gemeinsame
Vielfache der Fiihrer f und f der den Korpern K und K in k zugeord-
neten Strahlen.

Der Satz ist fiir alle von ! verschiedenen in f* enthaltenen Prim-
zahlen selbstverstindlich.

Um ihn fiir I 2u beweisen, nehme man ! in f zur Potenz 17, in f
‘zur Potenz I¥ und in f* zur Potenz {** als Faktor enthalten an. Dann
ist sicher

vE >y vE>yp.

Der Satz 5. und die Definition von » in 6., insbesondere die Bedeu-
tung von 7, im Falle 1 =2, (-g—) =+ 0 zeigen aber, da wenigstens in einer
der Ungleichungen das Gleichheitszeichen auftreten muf, w. z b, w.

% S. 181
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Kapitel III.
Der Klassenstrahl.

1. Definition. Es sei K ein zu k relativ-zyklischer, absolut Galois-
scher Korper mit der Relativgruppe S*(0 <z <n=1*), wo ! eine Prim-
zahl, und sS = S*!s ist. Es sei f der Fihrer des K zugeordneten Strahls
von k: f=¢ll,---11%, wo (I,) = &7, () = &%, n,= 1", ny= 1", und
resp. € aus lauter voneinander verschiedenen Primidealen zusammengesetzt
ist. Die Zahlen ¢ und » sind nach Kapitel II, 6. genau bestimmt. Man setzt

F=2,8-- Qe

wo u=2, wenn #,=0, l=2, m=—1 oder |=3, m=—3, sonst
g =0, wenn u, =0, und, falls man zuniichst die Fille I = 2, (g) =+ 0;
m=—1, l=2; oder m=— 3, | =3 ausschlieBt:

u = {(6uy+ 6 —1)ny+ 1, wenn 4, >0, und s8=8s,
¢ = (6uy+1—6)ny+1, wenn %,>0, und s8§ = S~1's.

In den Fillen =2 ( )=|=0 oder 1=2, m=—1, oder I =3,
m = — 3 sel
u = (6uy+26—1)ny+1, wenn u,> 0 und s8 = Ss,
= (guy+ ny+ 1, wenn %, > 0 und s8 = S-1s.
Alle Zahlen A von K, die (mod F) der Einheit kongruent sind,

A=1 (mod ),
bilden den Klassenstrahl. Wenn eine Zahl von % im Klassenstrahl liegt, so
liegt sie auch im Strahl (f). Denn wenn

=1 (mod ¥),
e=1 (mod L },---1.17).

Wenn aber =2 ( )=}=O oder I=2, m=—1; oder I =3, m=—3
ausgeschlossen smd so ist wegen der Definition von u: v =1uy+1 oder
v=u,+2—6 (da 2=36— 62), je nachdem sS = Ss oder s§ = S~s.
Nach den Festsetzungen Kapitel II, 6 ist daher ¥ =». Im Falle I =2,
me=—1; 1=3, m=—3 ist v =v + 1; denn dann enthilt [ wegen ¢
einen weiteren Faktor 2 resp. 3. Wenn [ = ( ) = 0 ist, so ist die Ver-

zweigungsgruppe von £ zykliseh, und ¥ = », weil » mit der Festsetzung
von v iibereinstimmt (nach Kapitel IL, 6. ist 7,= 1).

so ist auch
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Ist umgekehrt « eine Zahl des Strahles f in £, so ist nach Kapitel I, 2,
«®=1 (mod f),

also o? auch im Klassenstrahl, da nach obigem y < »n,.

Mit Hilfe dieses Klassenstrahls ¥ kénnen wir die Klassen des Ober-
korpers K in Strablklassen einteilen. Zwei Ideale A und B von K heifen
dquivalent (mod &) oder liegen in derselben Klossenstrahlklasse, wenn

A
w (A);

und A so mit einer Einheit multipliziert werden kann, doff eine Zahl des
Klassenstrahls entsteht®). Man schreibt

A=PB (mod F).
Alle (mod §) dquivalenten Ideale bilden eine Strahlklasse, alle Strahlklassen

eine Abelsche Gruppe. Aus letzterer greifen wir die zur Primzahl 1 ge-
horende Untergruppe heraus; d. h. ist ¥ die groBte in der Strahlklassen-

zahl H enthaltene Potenz von I, so betrachtet man nur die g“’ Potenz

aller Klassen resp. Ideale. I¥ ist die Anzahl dieser Klassen.

. Ist A die Klassenanzahl des Strabls £ von %, I die groBte in h ent-
haltene Potenz von I, so macht man auch hier dieselbe Uberlegung: I* ist
die Anzahl der zu ! gehorigen Strahlklassen in .

Wenn 1< 2 ist, so erkennt man aus obigem, daB alle Ideale jeder
zu | gehdrigen Kldsse vom Strahl f in % in dieselbe zu [ gehorige Klasse
von & in K fallen. Jede Klasse des Strahles f bleibt also Klasse im
Strahle § des Oberkorpers.

Ist 1= 2, so bleibt dies nicht mehr bestehen, Man fithrt dacn in %
den engeren Aguivalenzbegriff ein, nach dem zwei Ideale a und b von %
nur dann dquivalent sind, wenn

7=
und («) so gewihlt werden kann, daf
a=1 (modf).
Ist ¥ die Klassenzahl des Strahls im engeren Sinne, so ist
BE = 2oto-1p %)
Bei Zugrundelegung dieses engeren Begriffes gilt das vorige auch
fir 1=2

*) Siehe hierzu Fueter: Der Klassenktrper der komplexen Multiplikation etc.,
Tenbner 1911, 8. 12 u. ff
#*) Siehe Kapitel I 8. 181, wo ¢ und ¢ erklirt sind.
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2, Satz: Liegt die (1 — S)* symbolische Potenz einer Zahl A im Klassen-
strahl, so ist A nach jedem in F enthaltenen Ideal R, das su (1) prim ist,
einer Zahl von k kongruent.

Es sei

Al=S=H= I(Q,-),
s0 setze man

A=1+4HfH+S4H... 1 Hi+S+82 448773,
dann 1st
A =n%=0(8). ,

A, ist deshalb von Null verschieden; und da Hi+ 8+ h 8771 | At—8"
ist, mub

H= Al-5=Al-S;
somit ist % eine Zahl ¢ von & und

A=cahA =na(l).

3. Fiir das in () enthaltene Ideal & liegen die Verhiltnisse kompli-
zierter. Wir beweisen schrittweise:

a) Wenn A eine Zahl des Zerlegungskirpers in bezug auf k der in (1)
enthaltenen Primideale in K ist, und wewn A 2u 1 prim ist, so folgt aus

s =1(0),
daf3 A (mod ¥) einer Zahl von k Longruent ist. ¢ ist eine béliebige gonze Zohl.
Denn jedes Primideal 2" von (J) ist im Zerlegungskorper vom

1. Grade. Ist A" durch € resp. €'s¥’, wenn & == 2 ist, teilbar, aber so, daB

(g—? resp. 53(/-\9 )2 zu ({) prim ist, so setze man:

A NSS4 paT—l
(r, der Grad der Zerlegungsgruppe). A ist zu 2's€’ prim; die Spur p
von A in bezug auf % ist ebenfalls zu (7) prim. Setzt man:
A-S—H, A = A+ ASH + ASTHIFS 4 ... p ASTSTEHIH S+ 87577
so ist wegen der Annahme A, =y (mod [) & O(F); A, ist somit von Null

verschieden, und da A'~S=H, muB wieder % eine Zahl « von % sein;
dieselbe ist zu (7) prim; also '

A=A =yl

b) Wenn A eine su (I) prime Zahl des Trigheitskorpers in bezug auf
k der in (1) enthaltenen Primideale ist, so folgt aus

Al-S5=1 (mod 1¥),
dof A (mod V) einer Zahl von k kongruent ist.
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Wegen a} haben wir nur zu beweisen, da A (mod If) einer Zahl des
Zerlegungskorpers kongruent sein muB. Wir nehmen an, der Satz gelte
fiir einen beliebigen Unterkdrper des Trigheitskdrpers und beweisen ihn
fiir den niichst hoheren, relativ-zyklischen Koérper vom Relativgrad {. Da
der Satz fiir den Zerlegungskorper bewiesen ist, folgt daraus durch den
Schluf der vollstindigen Induktion der Satz allgemein. Z sei die Sub-
stitution der Relativgruppe, Z* = 1; Z ist eine Potenz von S. Aus

Al-S=1 (1)
folgt dann auch
Al-Z=1 (0.

Da I prim zur Relativdiskriminante des Trigheitskorpers ist, gibt
es wenigstens eine Zahl ©’, fir die ©'— Z0©' zu ¥, einem Primideal
von (1), prim ist. Somit wegen Z¥ = ¥

AO)=(0'—Z0)(0'—2%9) .. (0'—2Z-10) %= 0 (¥)
=101 —(1—1)9,0"24... —(—1Y9,_, = 0 (¥),
wo &y, 9, -+, §,_, Zahlen des Unterkorpers sind. Alle #; sind nicht
durch & teilbar. Ist &, dasjenige unter ihuen, das zu & prim ist und
den kleinsten Index besitzt, so setze man ©“= 0, die Spur & von © in

bezug auf den Unterkorper ist dann zu & prim, da sie kongruent
19, (mod &) ist. Jetzt setzt man:
A2 —H, A; =0 4 OZH + OFHI+Z 4 ... 4+ QF T HIHZF TR
so wird wie friiher:
Al2=H; A =9 (modl¥); A +0; A=caA =c«d (mod &%
oder
A = o* (mod £,
wo o* im Unterkérper liegt. Da aber nach Annahme
Al-$=1 (mod &%)
und der Satz fiir den Unterkarper gelten soll, so ist &%, d. h. auch A (mod &%)
einer Zahl von % #quivalent. Da dies fiir jedes Primideal £’ gilt, so gilt
es auch fiir &
¢) Der Trigheitskdrper relativ zu % der in (7) enthaltenen Primideale
ist mit dem Verzweigungskorper identisch, da der Relativgrad eine Potenz

von I ist. Setzt man S% = 7} so ist 7= (0 << n,) die Verzweigungsgruppe.
Wir bauen K sukzessive aus dem Verzweigungskorper auf durch K, K,,--
- K, K, =K, wo jeder Korper den Relativgrad ! zum vorher-

Ug—17

gehenden hat. Ist (I) = &% in K, (I) = €°% in K,, so ist & = &7 7*%).

*) Die Bezeichnung £; ist nur voriibergehend und darf nicht mit den fritheren
Teilern £; von I; verwechselt werden.
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a) Jede Zahl A von K, lifit sich in der Form darstellen
A=at A +A+FA; g P<ap<-<g3,

wo Agz_ eine genaw durch 2% teilbare Zohl von K, oder gleich Null und g,
zu 1 prim ist. o legt im Vercweigungshirper; L ist ein in K, liegendes
Primideal von Q;; &/ = L.

Denn jede Zahl A ist (mod &) einer Zahl & des Verzweigungskorpers
kongruent; ist A=« + A,, und £ 7 die groBte in A enthaltene Potenz
von £, r=l“o—iq., wo ¢, zu ! prim, so ist, wenn /\ die obige Be-
deutung hat, Aq einer Zahl ;; des Verzweigungskorpers kono'ruent (mod 8);
also, da « zu &, prim ist und fiir ¢ A, wieder A, geschrieben werden
kann:

A=a+hA +A, > lo—ig.

r, kann als die grofte Zahl angenommen werden, fiir die A einer
Zabl von K, (mod £,7) kongruent wird. Ist 7, =I%—%¢,, so ist deshalb
i, > i; denn sonst konnte A, in der eben angegebenen Weise nochmals
umgeformt werden, wodurch ein 7, > 7, erhalten wiirde, fiir das A einer
Zahl von K, (mod &) kongruent wiirde, gegen Annahme. A formt
man weiter in der angegebenen Weise um und erkennt so die Richtig-
keit des Satzes. AuBerdem ist l«~%g, > I*—ig,

B) Wir beschrinken uns von jetzt an auf den Fall s§ =S8-*s. Der
Kreiskorperfall s§=8s ist fiir 6 =1 genau gleich, fiir 6 =2 entsprechend
durchzufithren. Auflerdem seien, wenn nicht das Gegenteil angenommen
wird, die Fille =2 und I =3, 6 = 2 ausgeschlossen.

Wenn

At-T=1 (&%) (t>0), A=0 (&), A=a+A +---+ /\qu )

wo ¥ en Primideal von (1) und qu die n o) angegebene Bedewtung hat,
so wird

G =t

1),
g =t—1 +'l;:°€7-"‘(5—1>l (1=2,3," ).

Die Ungleichungen gelten nur fiir diejeniger. q,, fir die qu‘ von Null ver-
Schieden ist.

Um Doppelindices zu vermeiden, beweisen wir nur den allgemeinsten
Fall, daB alle A, =a=0 sind. Beschriinken wir uns auf K,, wo A=a+A, +A,,

so folgt aus A T'A= A, — T'A, wegen Hilfssatz Il und TI:
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Al-7 =1 (&, #+5); /\;:Tl =1 (8 1+ £ 1 (§,/2+97);
also
q,,+o‘l+1_2‘tl'3—}-l+l%__i
oder
gy =t~ 1 + 1,—1:— — (6—1)I.

Nehmen wir allgemein den Kéorper K,_,, so ist nach Hilfssatz III:
AT 1 (i)

z—1
Wir nehmen an, in diesem Korper sei iiber A nichts anderes als
diese Kongruenz vorausgesetzt, und es gelten dann die Ungleichungen:

gt —1+ %’i‘:; — (1)1 (=2,8,--,x—1).

Beweisen wir in K, fiir eine Zahl A dieses Korpers, fiir die
Al-T'=1 (9””-{-1)
ist, dieselben Ungleichungen, so gelten dieselben allgemein, nach dem Schiuf

der vollstindigen Induktion, da fiir x = 2 die Ungleichheit oben bewiesen
ist. Es sel in K :

Axa+Aql+...+AqZ_1+qu, A’=a+Aﬁ+---+Aqx_1,

also
A=A+A,,
liegt. Daon ist
A—T" A=A, ~T"'A,
oder wegen der Hilfssitze II und III: —

R R e B e 2 A T {GE AR

wo A'in K

x—1

U, - L

9, =1l — 1+ }l‘ —(6—1)I.
Deshalb ist :

. ( g~ g1
A—TA=N-TAN=0\g  *»7* )],
oder, da A’ wegen der Ungleichungen in Satz «) durch genau dieselbe
Potenz von & teilbar ist, wie A:
Ni-Ti=1 (g =1 (971,
Andererseits ist
[ e s T
Al-T=1 (gxz‘il I3 1));
wenn 6 = 1, folgt daher
A== ()
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Wenn 6 =2 und 1 eine genau durch 7" teilbare Zahl des Verzweigungs-

korpers ist, so kann man A7 =1 4 % setzen, wo A durch &,_ genan
teilbar ist. Dann wird

1—1
AT =142 D ()
=0

i-1

E %A = N ist wegen oben wenigstens durch &,_, teilbar; man beweist
e=0
wie frither®), daB es dann wenigstens durch &), _; teilbar ist. Also wieder

A7t —1 (Q;:i"l"lﬂ) )
A" liegt aber in K, , und nach Annahme folgt hieraus
g =tk — 14 ZuL_ —(e—1)I fir §=2,8,.-,z—1.

Da fiir ¢ =x die Bedingung schon bewiesen, folgen dieselben all-
gemein. Es bleibt nur noch iibrig, die Bedingung fiir ¢, zu zeigen. Man
erkennt aber sofort

A— TA— /\ﬁ _ T/\ql —0 (B;z-z+ e ”’(6-1)I> ’
o+ 128+ 5 — (-1,
g =ti—1-+ l’;:: —(6—1) w.z b w

y) Wenn Al-7 =1 (%) (> 0), so kann man A stels so mit einer
Zall des Verzweigungskirpers multiplizieren, dap das Produkt zu & prim wird.
Wir beweisen den Satz zuniichst fiir jedes in £ enthaltene Prim-

ideal €' Ist ndmlich A genau durch €%« teilbar (¢, zu I prim), so ist
A=A+, FF A,

1
also nach fg)

x=1: ¢, >t —1+¢g —(6—1); oder ¥ Lo,

x>1: ¢, > tlF—1+4 g, — (6—1)l; oder (r<1 4 (6—1)],
was unmoglich ist, falls I 4 2. Also kann A nur durch £'#% feilbar sein,
woraus der Satz folgt.

0} Wenn
Al-T=1 (Qwti-9%+l and A=ea +A +---+A ,

Ty

*) Beweis von Hilfssatz III 8. 200.

Mathematische Annglen. LXXV. 15
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so darf man wegen ) « zu & prim annchmen, also r =0 in §) setzen.
HEs ist somit

g; = (6uy+1—6)li — 1 — (6—1)1 (i>1),

¢ = (6uy+1—o)l—6
fir alle ¢;, fir die A, + 0. Daraus folgt

4= 6(up—1)¥ (E=1,2,--,,u);

man kann A deshalb auch in der Form schreiben, wenn man es noch
mit ¢! multipliziert denkt:

A=1+4 -1 (A91+A91+‘“+A9u)’

WO
%;luﬁ,

g2 l—(o—1)i—1 (>1)

fir alle g,, fiir die A, 4 0 ist. Dabei ist A, genau durch 2;9"=£€’q"m—'

teilbar, und &' ist irgend ein Primideal von £.
Es fragt sich, wie viel (mod & ©@%+1-9m+1) inkongruente A es gibt,
deren (1—T)%* symbolische Potenz die Bedingung
AT =1 (QoketI-oIn+1)
erfiillen.
Zunichst in K, folgt aus A=1+0%"*A,, g, 21— 6:
A, —TA, =0 (&)
oder wegen Hilfssatz 1
n+1zi+1, ¢>1
A=1 (&’(auo-pl-a)z-f-l)
d. h. es gibt nur ein A
In X, wird
A=1+40"1A+A), gy 2l—6, 2P —(6—1)I-1,

und

und
A—TA=1"1(A,—TA) + (A, —TA)] =0 (ewtt-ar+L),
(A,—TA,) ist genau durch 8/@+1 (A —TA,) genau durch £;%+1 teil-
bar. Entweder ist also
G121, >P

und

i U +1) =B+ 1, ¢ >,
C A=1 (Row+i-0r+1
oder es ist : )

Hg+1) =g+ 1;
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daraus ergeben sich die beiden Losungen

go=0—(6—-1)I—1, g =l—0
und
@p=F-1, g=10-1,

die fiir 6 = 1 zusammenfallen. Alle inkongruenten A sind dann gegeben
durch

Ay=1+1"1E (A A y), 1 AV T=AYT_1 (gl(auo+1—0)1’+l)

Aa=1 +luo—lga("z—a""/\f—l(a—l)—l):J ! ’ 2 ’
wo £, &, alle Zahlen des Verzweigungskorpers (mod £%) durchlaufen.
Man kann dann §, £, stets so bestimmen, dab

A=A A, (mod &jCu+ti-ar+l)
Denn wegen obigem kann man A stets in der Form
A=1+l"alh o+ BN yoy-1 T PA_ T+ 0Az_,4]

annehmen. Nimmt man
E,=e, E =y (mod&™),

80 wird
A—AA=1t(f— ga)Af—l(a—l)——l + (y—E)As 4]
Da aber

(A—AA)—TA—-AA) =0 (] ntt-ar+l),
folgt ohne weiteres auch
B—E,=0, y—£=0(8"), w.zbw
Allgemein seien in K, , 67, _, Zahlen
A, A, (t=1,2,--47,_))

der Form

A=1 + luo—-lg (AQ‘+...+A92—1)

gegeben, fir die A'~7 resp. AL 7=1 (&(‘i’f’“—")ﬂ-lﬁ). Wir nehmen
an, jedes weitere A, fir das Al-7=1 (Qf,"_"f“'”)"_l“), lasse sich durch
die Kongruenz ‘

A=AAAA,-- 'Afz:x Ad’tx_l (2;51;”’1_0)1“—1'}1)

geben, falls man pur die § im Verzweigungskorper richtig (mod 2;2121)
bestimmt. Nach obigem ist dann 7, =0, 7z, = 1.

Um eine Rekursionsformel fiir 7, zu finden, gehen wir von K, ; zu
K, tber. Ist A=1+ %=t (A, +---+A,), wo g, 21— (6—1)I—1 sein
muB, so sind nur die Fille méglich g, >¥, ¢, =¥—1, ¢, =¥~ (6—1)I—1
wie man gleich wie oben erkemnt. Setzt man

-1

15*
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At;,;"~1 +}G':rx (Aql +"’+Aq,‘,_1 ‘*’Al"»i)s
wo
A,

1-2 = (8 (Cug+1— o‘)ly-}-}.)
Ace,=1+E,2 (A91+"'+A?z—-1 + N genyim1),

wo
A};;T =1 (2;@%4— 1—0)1"-!—1) ,
so sind §, , &,, unbestimmte Zahlen des Versweigungskorpers (mod £'). Ist
A=1+ lu"“l("ﬁ/\gl i az~l/\gz_~1 + 5/\;’—(0-1)1«1 +yAe_y)
eine beliebige Zahl, fiir die
AT =1 (Qou+1-0 7+ 1),

£, =7 b, =8 (&™)

einer Zahl A" von K, , kongruent (mod &;(c40+1—o*+1)

80 nehme man

A
Dann ist A AL A,
und da aueh

21 - ’ o — 2 —1
AT =1 (Sx(i: +1—0)2 +1)7

so 1aBt sich A" durch die A;,A ,--- A, A darstellen, oder

61}5-—1

Mo ug+1—a) 1%
A= AiAa U A’x-—1A”’4—1 Arz Acwx (9‘ (arex 1=t +1} .

Daher wird z, =7z, ; + 1, und da 7, =0, 7, =1, so ist allgemein
T, =%—1, 7, =u—1.
Damit ist der allgemeine Satz bewiesen:
Satz: FEs gibt hichstens 6{uy—1) verschiedene Zahlen A der Form:

Aa' =14+ gilu0~1 (Aggﬂ S /\g@)

o — (#=1,2,--, “0_"1)7
A = 1+ Eail o 1(/\9(;“)_;_ ... +Ag§m.))

deren (1~ T)* symbolische Potenz der Einheit kongruent wird
(mod 2‘ (0 up+ 1— Yy o+ 1)

sodapy bei richtiger Bestimmung der Zohlen w, &, £, (i=1,2,- ty— 1)
(mod &'} im Verzweigungskorper jede andere Zahl A fiir die
Al-T=1 (2’{6%+1"o)7‘0+1) .

st, sich in der Form darstellen lipt:
A=aAA, Ay Ay, ) (RTCwr1=omin),
&) Wenn A cine zu £ prime Zahl ist, fir die
Al—S_—:-__ 1 (2(au.,+1—a)n.,+1)’
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so hat A die Form A = & 4+ %~ *(Ay, +--- + A, ), Wo & im Verzweigungs-
korper liegb und zu £ prim ist. Dann ist auch
e—Sa=0 oder ol=S=1 (Yout-oin)
d. h. nach b) ¢ = ¢, (F@ti-9%) wo &, in k liegt. Da A~ = (a7 ! A)~5,
so kann man A immer wit «;* multipliziert, oder in der Form
A=1402A,+--+A,)
annehmen. Bs fragt sich, wieviel (mod &'(0%+1-9%+1) yerschiedene solche
A es gibt. Dazu haben wir nur die A; und A ; von J) zu betrachten. Es
gebe A; resp. A, fir die bei nun festem &, £,
Aj1-S=1, All=S=1 (outri-omntl),
wo
A/ =1+41e=2(A, +---+ A) (A;; entsprechend)
ist. Dann ist
Al — SA =11 (A,—SA) + -+ + (A, —SA))=0 (Qouot1=o)m+1)
Berticksichtigh man die Bedingungen*), denen die g; unterliegen, so
erkennt man sukzessive:

—(o~1)) 2
A, — SA, =0 (gt-C-7%) (1=1,2,-0).

Daraus sieht man, daB A, auch genau durch S8/# teilbar ist, d. h.
somit durch £ oder: fiir alle Primideale von £ erhiilt man dieselbe Dar-
stellung von A. Wir diirfen von nun an die Kongruenzen mod. oveti=o)mtl
nehmen. Ist A, =14 El%—1(A, +---+A,) das allgemeine A, so ist
pur dann A}~ S=1 (Qew+1-adn+l) wenn

g;(Aqx‘!‘ b +A9i) - Sgd(SAqx'I'" ° + SAqi)
= (§—S§) (Ag1 Fot Aqi) + Sgi[(Aq, - SA{A) +-oot (AQ;—SA%)]

= (6= S, + -+ A) =0 ()

wird. Da g;<n,, so ist dies nur mdglich, wenn
§— 85=0(), &*=1(0

oder wegen b) &, einer Zahl von % (mod I) kongruent ist. Dasselbe be-
weist man fiir £, in A, Somit unter Beriicksichtigung von.y):

Jede Zahl A, fiir die At=S =1 (Cw+1-9%+1) st in der Form dar-
stellbar :

A= aoAiAo T Auf.-le{uo—-l) (2(ouo+1—ﬂ)%o+1),

wo «, und die &, &,, irgend welche Zahlen von k sind.

Die &, £,;, konnen [* verschiedene Werte annehmen (mod ). Das

System A, A, - A, 4 Ay, _yy stellt somit (20— =P (mod Yoot 1= rett)

* Siehe &) 8. 225 u. ff.
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verschiedene Kongruenzklassen dar. Wir kiirzen das System durch X ab.
Man erkennt somibt den Satz:

Satz: Wenn Al-S=1 (QEw+i-0nt+l) s Lann man A stets so mit
einer Zakl von k multiplizieren, daf es einer der 1*®o—Y Kongruenzklassen
des Systems X (mod ¥ +1-9%+1) kongruent wird.

Der Fall I =3, 6 = 2 erledigt sich ganz entsprechend. Nur besteht,
falls A,t-7=1 (£,%), das System X aus 37% Klassen.

4. Kehren wir zum Klassenstrahl § von 1. zurlick. Um die Resultate
von 2. und 3. zu vereinigen, konnen wir annehmen, daB die Kongruenz-
klassen X simtlich der Einheit kongruent werden (mod &) (=1,2,-- r).
X sel von nun an stets dieses System. Dann folgt der

Satz: Wenn A'~S eine Zahl des Klassenstrahls §§ ist, so kann man
A stets so mit einer Zahl von « multiplizieren, daff das Produkt der Ein-
heit (u, = 0) resp. einer der 12o—9(uy>0) Klassen von X (mod ) kon-
gruent wird.

Im Fall I =3, 6 =2, A\-B=1 (£,°) tritt 3*% an Stelle von (-1,

5. Hilfssatz: Im Klassenstrahl gibt es ein System von u unabhdngigen
Einheiten Hy, Hy, - -+, H,, deren Relativnormen in besug auf k eins sind
und fiur die ein Ausdruck der Form:

Hf‘H?‘-~qu, wo 0§x,<l (@'=1;27”7u)7
nur dann die (1 — Sy symbolische Potenz einer Strahleinheit wird, wenn
Ty=gg=---=x,=10.

Beweis. Wir bauen K sukzessive durch K, K, ---, K, aus % auf,
wo jedes K, relativzyklisch vom Relativgrad I zu K, | ist.

a) Fir K, folgt der Satz aus einem Hilbertschen®) Satze, falls man
dort das System der unabhiingigen K&rpereinheiten durch ein solches von
Strahleinheiten ersetzt.

b) Der Satz gelte fiir K, ,. H,, Hy, ---, H,_, selen die betreffenden
Einheiter in K, ,. Dann wird auch in K, niemals

HPHZ . HP =B wo 0<Lao<l (i=1,2,--,2—1),
sein konnen, es sei denn z =2, ~-.-=2,_;=0. Denn durch Bildung
der Norm finde man nach Awnnahme:

z—1 < —1 —
1=[Hn ST T e E= 8T,

d. h. E lige in K, ;, gegen Annahme. Um die Existenz einer x** Ein-
heit H, in K, nachzuweisen, benuizen wir die relativen Grundeinheiten
vor K, in bezug auf K, ,*¥), indem wieder ein System von unabhingigen

¥ Zahlbericht, 8. 275, Satz 92.
+€) Zahlbericht, 8. 272 u. fl.
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Strahleinheiten den Hilbertschen Entwicklungen zugrunde gelegt wird. Es
sei H die Einheit, deren Relativnorm in bezug auf K, _, eins ist, und die,
mit irgend einer Binheit von K, , multipliziert, niemals die (1 — i
symbolische Potenz einer Einhext wird. Es set E, _, irgend eine Strahl-
einheit von K,_, und
E,_ H=E¢-5,

wo E eine Strahleinheit von K, sei; dagegen sei, bei beliebigem E/_,,
E,_,H nicht die (1—~8)*+** symbolische Potenz einer Strahleinheit. Dann
ist ¢ < I*~% Denn aus der Identitdt

Q=8P =)0 =8 + LA+ - 80T,
wo f,(S) und f;(S) ganze rationale ganzzahlige Funktionen von § sind¥),
folgt

P g [EASR-TT

EG—5)
also fiir z >0~V
B H = (B
gegen Annahme.
Man wihle E,_, so, daB das zugehdrige ¢ den groBtméglichen Wert
von 7 < P*~1 der fiir irgend eine Strahleinheit von K, ( eintreten kann,

annimmt. Man setze H,= E*({<=2); dann ist die Relativnorm von H, in
bezug suf k gleich 1. Demn ist E1+5++" o 50 muB, da E im
Klassenstrahl liegt,

o=1 (mod f)
sein. Im Fall m = —1 oder m = — 3 enthilt aber f sicher 2 resp. 3
und da 44 % 1(2), + :;5;‘22_&‘_3 % 1(3), so ist nur ¢ = 4+ 1 moglich;

die Norm von H, ist daher ¢? oder 1. Wire nun
HAEH® . H*=E 77 (0Z2,<1, i=1,2,--+%),
wo E, eine Strahleinheit und z, 4 0, so wire
Bl W EL E0 o
4. b. es giibe eine Strableinheit von K, ,, mit der H?, also anch H multi-
pliziert, die (1 — S)**1* symbolische Potenz einer Einheit wiirde, gegen
Annahme. Also miiBte x,— O sein. Das ist aber nach dem obigen un-

mbglich. Also ist H, die gesuchte Einheit.
Der Satz gilt auch fiir [ =3, (—'31) =0.
6. Binteilung der Klassen des Klassenstrahls in Geschlechier.
Definition: dlle Ideallilassen des Klassenstrahls (), dessen Relativ-

normen in bezug auf % in dieselbe Strahlklasse von (f) fallen, bilden em

*) Siehe Fueter: Theorie der Zahlstrahlen II, J. f. Math. 180, 8. 233, 234
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Geschlecht. Diese Definition gelte nicht nur fiir den relativzyklischen
Korper K, sondern fiir jeden Relativ-Abelschen Oberkérper von k. Alle
Klassen von (), deren Relativnormen in bezug auf % in der Hauptstrahl-
klasse (f) liegen, bilden das Hauptgeschiechi. Ist b die Strahlklassenanzahl
von (f), I* der groBte in h enthaltene Faktor von I, so gibt es, wenn wir
wieder, wie in 1., alles in bezug auf ! betrachten, hochstens I* Geschlechter,
die zur Primzahl ! gehoren.
Satz: Die Anzahl der wirklich existierenden Geschlechter des relativ-
syklischen Kiorpers K vom Relativgrad 1 ist hichstens I~
Beweis: a) Ist A ein Ideal von K, so ist A~F in ciner Klasse des
Hauptgeschlechtes. Denn die Relativnorm von !~ % ist (1).
b) Es sei -5 1 (mod F), also
A -5= (A),
wo A im Klassenstrah]l liegt, A=1 (mod ). Die Relativnorm von A in
bezug auf % ist eine Einheit ¢, fiir die o=1(f), also g=+1. Ist
=—1, so ersetze man U durch A% was erlaubt ist fiir 74=2. Dann
wird p=+1 und A=Al"5=1 (mod §). Nach dem Satz von 4 ist A,
dann einer Zahl des Systems X (mod ) kongruent. Andererseits ist
A A
Losems () =56):

Da % und A, zu § prim sind, muB %
1

Also wird % = (A))a oder, wenn mit X eine Zahl des Systems bezeichnet
wird,
= (Za (F)-

¢) Ist W-S=2 WL -5 (F), so ist (%)1—5-% 1 (), alse nach obigem
2

L= (e @

d. h.: Die Anzahl aller Strahlklassen, deren (1 — S)* symbolische Potenzen
dieselbe Klasse des Hauptgeschlechts sind, ist gleich der Anzahl der Strahl-
Klassen, in die die Ideale () a zerfallen, wenn (X)) alle Ideale des Systems =
und o alle Ideale von () in k durchliufi.

d) Die Anzahl aller Klassen des Strahls (), deren (1 — S)* symbolische
Potenzen dieselbe Klasse des Hauptgeschlechts ergeben, ist hichstens gleich
Zz—u (“o=0) resp. lx+2(uo—-1)—u (u0> 0) 7

Denn nach dem Hilfssatz von 5. und nach 4. kann man jede dortige
Eirheit H; in der Form darstellen

H,= Al=S, (3: 1,2, “)x
wo (A) eine Klasse von X sein wird (mod §). AuBerdem ist (A) eine

ein Ideal a von (f) in % sein.
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Klasse a; von (f) in k. Es seien v der Zahlen A, zugleich im Klassen-
strahl. Fiir u, =0 ist dann v =u. Das System dieser 7 Klassen ¢, 4, ,- -, a,
ax;axm”,azz (0é$¢<l, i=1,2,--~,z)

q ot ty
stellt dann I* verschiedene Klassen von (f) dar. Denn wire

ara. a7 =(a),

wo « m (f) wire, so gibe es eine Einheit H des Klassenstrahls, sodaf

k L 1—8
A" A"=gH oder H'H*...H"=H
t nootg o . ’

B3

was nur fiir z, = 2y=—---=2z,=0 moglich ist. Somit fallen I* Klassen
vou {f) im Klassenstrahl (§F) in die Hauptklasse. Da 7z =wu, fiir »,=0,
gibt es in diesem Fall also nur *~* Klassen des Systems a(X) (mod ).
Im Falle u, >0 gibt es noch 1**+2®~V~7 verschiedene Klassen in a(X).
Da aber die noch bleibenden I“~7 Klassen a,= (A;) Klassen des Systems
(Z) sind, die alle voneinander verschieden sind, da ja die A, A;, - -+, A,

den aufeinanderfolgenden Korpern K, K,, - - -, K, = K angehoren, so
lz+2(u°—-l)—-z

bleiben auch in diesem Falle nur = [#+2—1)-% yepschiedene

-7

Klassen dos Systems a(¥) ibrig. Im Falle 1=3, =2, () =0,
N7 =1 (8%, ist fir uy >0 die Anzahl hichstens 3%+,

e) Die Anzahl der existierenden Geschlechter sei g; jedes Geschlecht wm-
fapt gleichviel = e Klassen. Denn man erhilt alle Klassen eines Geschlechts,
wenn man eine seiner Klassen mit allen ¢ Klassen des Hauptgeschlechts
multipliziert. Die Anzahl aller Klassen ist somit eg.

f) Ist u,= 0, so gibt es hochstens I*—* Klassen, deren (1 — S)* sym-
bolische Potenz eine der e Klassen des Hauptgeschlechts ist. Also ist die
Angzahl aller Klassen hichstens el*—%; oder

eg el g<lbv
Der Satz ist in diesem Fall bewiesen.

g) Ist dagegen u,>>0, so gibt es hdchstens I +2(%—1-% Klassen, deren

(1 —8)* symbolische Potenz eine Klasse des Hauptgeschlechis ist. Wir

werden nachher zeigen, daB es andererseits hdchstens 5 Klassen im

€
-1
Hauptgeschlecht gibt, die die (1—8)* symbolische Potenz einer Klasse

werden konnen. Also ist die Klassenzahl < 13(":—1) {43 —1-% pder

09 < gt eI 9 ST
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Um noch zu beweisen, daB es hochstens l-ﬂé:l—) verschiedene Klassen

im Hauptgeschlecht gibt, die die (1 — S)* symbolische Potenz einer Klasse
sind, nehmen wir die in Hilfssatz IV, Kapitel II definierte Zahl A,, _, *
Dieselbe nehmer wir noch durch &, &,, ---, 8, teilbar an und setzen ihre
Spur in Bezug auf % in der Form

=%y, wenn $S=8s; 1%~ ©-lg wenn s$S=S8"1s
@
1
ist. Letzteres diirfen wir annehmen; denn es gibt im Verzweigungskorper
stets eine Zahl ©, deren Spur in bezug auf % zu ! prim ist.¥) Wenn die
Spur von A,, _; in bezug auf % nicht obiger Bedingung geniigte, so stelle
man die Spur von A, _, in bezug auf den Verzweigungskbrper in der
Form 2°%@’, resp. 1°%~(“~0@’ dar, wo @' zu (I) prim ist. Dann geniigt
¢]
o
pun an auf den Fall 8 = S-!s und setzen

Bi=(L+eal'A, ) (=23, 6u,—(6—1).

«;, A sind Zahlen von % und 4 hat obige Bedeutung. B, sind Ideale des
Hauptgeschlechts. Denn bedeutet N die Norm in bezag auf %, so ist nach
Annahme

N(l +“il£_1/\vuo..1> = ] + uili_ll”%—(“"l)ot + ai212(i-1)/16u0+1&’
oder, da ¢ > 1:

ist, voraus, wo « zu ! prim ist und 1 durch [ teilbar, aber %> zu ! prim

A, ., sicher allen gestellten Anforderungen. Wir beschrinken uns von

NQA+al—tA, =1 (lowt-0)

=1 (ll) (”=1) 27"': 9‘).
Aus der Annahme

B;8;---B,, _o-y=21 &),
;=0 (1) (1=2,3,--, 6uy—(6—1)).
Denn sonst miiBte es eine Einheit H geben, sodal
ST 179 NN Y6 ALY W) PR ¢ R Ll PORRRY W
=14 1% (=DA,

wo A wenigstens durch £ teilbar wire. Bildet man hier die Relativnorm-
in bezug auf %, so wird, wie oben, wegen N(H) =1,

(1 +“2lauo+2—-ou + a2210u0+3&1) (1 + a320u0+3—-aa+ “32;_au0+5&2) Y.

.. (1 + uwo_(‘,_l)l““"‘““a +u3‘u°«0‘—-1)'26u8+x&) =1 + l2uuo—(a—1)b‘,

folgt

*) Biehe dieses Kapitel S. 222, 3. b) Beweis.
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wo o sicher zu ! prim ist. Liest man diese Gleichung sukzessive als
Kongruenz mit den Moduln [°%+3=7, [oueté=0 ... [Rou—(0-1) g4 folgi

G=ag=- =, G_y=0 (.
Genaw ebenso beweist man, daf aus
BB By o= -5 (@ :e,=0()
folgt (1=2,---, 6uy—(6—1)), da dapn &~ F=T und
H(l -+ “17-/\%_1) cee (1 + wauo_(a__l)l"”o_‘il\ya _1) = (1 4 Ao%=©=-DA)

sein miifite, was wegen N(H)=1, N(I') =1 unmdglich ist, aufler wenn
;=0 (I).

Wenn also die o, die I* inkongruenten Werte (mod ) durchlaufen, so
stellen B,B; -+ B, _(,_yy im ganzen P =1 Klassen des Hauptgeschlechts
dar, die nicht die (1 —8)* symbolische Potenz einer Klasse werden. Diese

Klassen bilden eine Abelsche Untergruppe der Abelschen Gruppe aller
¢ Klassen des Hauptgeschlechts. ¢ ist durch /2®~" feilbar, und es gibt

hochstens ———— Klassen mit der verlangten Eigenschaft.

Blao—1)
Ist I =3, (.‘;1) —0,6=2 A-7=1 (%), und bedeutet A, eine durch
2.8, -+, &, und & teilbare Zahl, wo (A—gl’i) zu @ prim ist, so setzt man

) =0, m$+—3
B=(14+eM, 1000 =012 Quy— 1+ 7 (rr—li m=_—3>.
Man beweist wie oben, daB dadurch 3%% verschiedene Klassen des

Hauptgeschlechts gegeben sind, die nicht die (1 —8)* symbolische Potenz

einer anderen Klasse werden. Es gibt also nur _;;;zl Klassen des Haupt-

geschlechts, die die (1 —8)® symbolische Potenz werden. Dabei ist auch

k = k()/— 3) mit eingeschlossen.

7. In K existieren genan l*—* Geschlechter.

Dies ist eine Folge des von H. Weber bewiesenen

Hilfssatzes*): Durchliuft p, alle Primzaklen, die Normen von Prim-
idealen einer Strahlklasse in bezug auf die Primzahl 1¥*) von k mit dem
Fiikrer f sind, und ist 1* die Strahiklassenzahl in besug auf 1, so ust:

1 1, 1
2};}=2ﬁfigs—_g+f(3) (s>1),

wo f(s) fir lim inf. s = 1 endlich bleibi.

* Math. Ann. 49, 8. 89; Algebra, Bd. III, 8. 606, 608, 612. Der Hilfssatz gilt

auch fiir }=—2 und den engeren Aguivalenzbegriff.
) §, 220 dieser Arbeit.
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Durchliuft nimlich andererseits p, die Primzahlen, die Normen von
Primidealen 1. Grades des (aloisschen Kérpers K vom Grade 2{* sind,
so ist*)

D = awle; e +AE), (s>1),

p;
wo f,(8) fir iim inf, s = 1 endlich bleibt.

Wenn I die Anzahl der existierenden Geschlechter in K bedeutet, so
gibt es I* Klassen im Strahl (f) von %, die Relativnormen von Klassen in
(%) von K sind. Nur die Primideale dieser ! Klassen konnen also in
Primideale 1. Grades zerfallen. Durchliuft 7; alle Primzahlen, die Normen
von Primidealen dieser I’ Klassen sind, so ist nach dem Hilfssatz

1 ¥
Z—ﬁf s 18— T £:(5), (s>1)
und da
so ist
1 1 1 < b ¥ 1
s Ser g5 T, (s>1),

wo der lim inf. s =1 von f;(s) endlich ist. Also:
1t
& =397

t>%—u.

Andererseits wurde in 6. bewiesen, daB ¢ < % — u; also ist nur ¢ =% —u
mdglich, w. z. b. w.
Da jetzt
1
L= g 4RO
o 2D g —1 2
! (s>1),

1 1
23,? = W lg — +7(s)

so folgt: Sdmtliche Primideale der 1*—* Klassen von (f), denen ein Ge-
schlechi ewispricht, zerfallen in K in Primideale 1. Grades in bezug auf k,
mit Ausnakme der Primideale pF, fiir die

1
2 en
konvergiert.

8. Das Resultat von 7. liBt sich auf jeden in % relativ-Abelschen
Korper ausdehnen, falls derselbe die Eigenschaften von Kapitel I 1. hat.
Der dort definierte Korper vom Relativgrad N = I* setze sich aus den
zu k relativ-zyklischen Korpern K, K, ---, K, mit den Relativgraden

¥} Zahlbericht, 8. 265, Satz 84.
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74, I, - - -, 1“2 zusammen. Dieselben sollen keine gemeinsamen Unterkrper
besitzen, also u = u, + ug+ - - - + u, sein. Ist f das kleinste gemeinsame
Vielfache der den Korpern K,, K, -, K, zugeordneten Fihrer £, £, -+ 7.,
so ist nach Kapitel I f der Fiihrer des K zugeordneten Strahls in 2. In
K, zerfallen nun alle Primideale einer Klasse von (f}) in I* Primideale,
oder keine; um so mehr also anch in einer Klasse von (f). Eine Ausnahme
kénnen nur die Primideale p* machen, fiir die

2_1‘“

n(®”)

komvergiert. Ist 1% die zu ! gehorige Klassenzahl von (f), I die von
(), so zerfillt jede Klasse von (f;) in (f) in i*—% Klassen. Also gibt es
I—=. pri—% = J*=+ Klassen von (f), denen ein Geschlecht in K, entspricht.
Alle Primideale emmer Klasse von (f) in k zerfallen in I Primideale in K
oder Leine zerfallen in 1 Primideale. Ausgenommen sind die p¥, fir die

Zn N Fonvergiert.
Ist also ¥ die Anzahl der Klassen von (f), denen ein Geschlecht in

K entspricht, so ist nach dem Hilfssatz, wenn p; alle Primzahlen, die
Normen von Primidealen der I Klassen sind, durchliuft:

21) 21* s+ (s>1).

Durchliiuft p; alle Primzahlen, die in Primideale 1. Grades in K zer-
fallen, so ist¥®)

= a8 oy A (s>1).

Also ist
210‘ 2 P Zn(p;‘)‘ = (21* ~§’;"7) lgs._1 +1(8) (s>

Nun konvergiert aber 2;(;*? fiir lim inf. s = 1. Also muf

1
2

l\')

R
Y
t

Il

—_
sein.

Hauptsatz: I Ist K ein 2u k relativ-Abelscher, absolut Galoisscher
Kérper vom Relativgrad 1“4, der sich in eine Rethe von relativ-zyklischen
absolut Galoisschen Korpern auflosen it (sS = Stis); ist ferner I* die
grifte Potenz von 1, die in der Klassenzahl des K zugeordneten Strahls (f)
von k enthalten ist, so existieren genau 1*—* Geschlechter in K.

%) Zahlbericht, S. 265, Satz 84.
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II. Ordnet man K den Strahl f* zu, dessen Fiihrer ein Vielfaches von
(f) ist, und ist I*° der entsprechende Faltor der Klassenzahl von (f*), so
existieren genaw 1**—* Geschlechter in K.

Denn jede Klasse von (f) zerfillt in #*—* Klassen in (f¥), die I~

Klassen, denen Geschlechter entsprechen, also in I~ #. [*~#=]*-* Klassen (f*).

9. Wihrend der Fall 1=3, (§) =0, 6= 2 leicht mit behandelt
werden konnte, verlangt ! = 2 eine besondere Betrachtung. Die Beweis-
methode bleibt dieselbe, nur daB der engere Aquivalenzbegriff voraus-
gesetzt wird. Wir geben der Kiirze halber die Abweichungen an, die
gegeniiber dem allgemeinen I eintreten. Im Satz 3c¢) §) lauten die Un-
gleichungen fiir die g;:

r

GP— 14— i>u 6=1,

2u°—i7

qi.%t?i—?'f‘?.%, 1<% 6=1

Fiir 6 =2 ist
r

Gt —1+4+ - =2

2140—3"

oder das erste g, fiir das A, + O ist, hat den Wert

r

Qo ¢

q=1t2"—3 +

und alle weiteren ¢; (i >1) sind eindeutig bestimmt. Dabei hat » die Be-
deutung der Erginzung zu Hilfssatz III, Kapitel IL¥) Ist
Vyr = 6201 — 26 4 1,

5o bleibt alles weitere gleich, nur treten im ganzen 2%(+2-¢) Klagsen in
(2) anf und entsprechend 23®+2-9) Klassen der B,. Der Hauptsatz bleibt
derselbe. Ist dagegen w, = 62%*+1— 6 4 1, so treten geringfiigige Ver-
dnderungen ein, die dem Falle I =3, 6 =2, A'-7=1 (£°) entsprechen.
Der Satz ist anch jetzt zu beweisen.

Der Hilfssatz von 5. ist fiir I = 2 leicht mit denselben Mitteln zn
beweisen, falls f=4=1. Denn fiir f >3 muB die Norm jeder Strahleinheit
=1 (mod f) sein, also sicher gleich + 1. Ist aber f =2, so ist m = — 1
und m = — 3 sicher ausgeschlossen; ebenso ¢ = 1. Wenn aber 6 = 2, so
ist f=2 nicht mit den einfachen Mitteln zu behandeln. Der Haupisatz

gilt dann wer fiir > 2.

* 8. 202.
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Kapitel IV.
Die Diskriminante der Korper K(f).

Mit Hilfe der Sitze von Kapitel IT. und TII kann fiir die Kérper
K(f)¥) diejenige Eigenschaft bewiesen werden, die der Eigensehaft 4.%%)
der KreiskGrper entspricht:

Hauptsatz: Die Relativdiskriminante von K(f) in bezug auf k ent-
hilt nur die Primzaklen von f; die Primteiler von [ treten wmgekehrt alle
in der Relativdiskriminante ouf mit Ausnalhme:

a) von 2, wenn 2 wur einfach in [ enthalten ist und m = 1(8) oder

m=—1;

b) von 3, wenn 3 nur einfach in f enthalien und m = — 3.

Der Satz wird fiir jeden Unterkorper K,(f) von K(f) bewiesen und
gilt dann allgemein.

1. Zunichst werde der zweite Teil des Satzes bewiesen. Gibt es eine
Primzahl [, die auch =1 sein kann, die inf, aber nicht in der Relativ-
diskriminante enthalten ist, so ist der dem Kérper K(f) nach Kapitel II.
6.%%%) gugeordnete Fiihrer f von % zu I, prim, falls man zandchst von
den Ausnahmefillen {=2, (%) =1, oder m=—1; =3, m=—23 ab-
sieht Dann zerfallen nach Kapitel 1II. 8.1) alle Primideale der Haupt-
klasse des Strahls (f) in K,(f) in Primideale 1. Grades, abgesehen von

px*) pz*; s fir die
1
2

fiir lim inf. s = 1 konvergiert. Nun gibt es nach dem Hilfssatz Kapitel IIL.
7.4%) unendlich viele Primideale 1. Grades in jeder Strahlklasse. Also
gibt es unendlich viele Primideale 1. Grades, die in der Hauptklasse des
Strahls (f), nicht aber in der Hauptklasse des Strahls (I,) resp. (I*) liegen.
Fiir diese Primideale p, (=1, 2, - - -) existiert auBerdem der 11'1:1 i1n£ 77(::-)7
nicht. Somit gibe es unendlich viele Primideale, die sicher nicht in der
Hauptklagse des Strahls (f) von % liegen und die trotzdem in Primideale
1. Grades in K,(f) zerfielen; dies widerspricht dem Zerlegungssatz 2. der
Kérper K(f).+1T)

In den Ausnahmefillen wiirde £, wenn 2 resp. 3 in f zu hoherer als
1. Potenz enthalten wire und die Relativdiskriminante trotzdem zu 2 resp. 3
prim wire, die Primzahl 2 resp. 3 nur zur 1. Potenz enthalten. Dieselbe

* 8. 183. ) 8. 182, =) 8. 217. 9 S. 236
+9) 8. 235. +9 S. 183
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Uberlegung wie oben fithrt anch hier zum Ziel. Der Fall, daB 2 nur ein-
fach in f enthalten und (5;1) —~ 1, 0, wird spiter behandelt.

2, Die Relativdiskriminante von K(f) entholte eine Primzahl 1,==1,
wo b zu f prim ist.

a) I =& 2. «) Wir betrachten K(I,f). Dieser Korper ist relativ-Abelsch
zu K,(f) und enthilt letateren vollstindig®). Sein Relativgrad ist die

groBte in
2 6= (- ()

enthaltene Potenz 1% von I#¥). Dabei sei I =3, m = — 3 zundchst aus-
geschlossen. K,(I,f) hat einen Unterkorper K,, der denselben Relativgrad
= N zu k hat wie K,(f), und dessen Relativdiskriminante zu I, prim ist.
Denn naclr dem Satz Kapitel IT. 1.%%%) hat die Triigheitsgruppe der in {; ent-
haltenen Primideale héchstens den Grad 1. Der Triigheitskorper hat aber
eine zu I, prime Relativdiskriminante zu % und hat wenigstens den Grad
I“=N. Zu K, gehdre der Fihrer f in k. [ ist also prim zu l,. Bilden
wir das kleinste gemeinsame Vielfache f* von f und f, so ist auch f¥
zu 1, prim. Die zu 1 gehorige Klassenanzahl des Strahls f* in % sei I
Nach Kapitel III. Hauptsatz{) existieren genau *'~* Geschlechter in K,
in bezug auf den Fiihrer f* Andererseits entsprechen jeder Klasse von (f)
I=-» Klassen von (f¥), da I* die Klassenanzahl von (f) ist, die zu 1 ge-
hort ).

B) Die 17 —* Klassen von (f¥), denen Geschlechier in K, entsprechen,
liegen alle in der Houpthlasse von (f).

Denn es zerfallen (I** — ¥~ ) Klassen von (f*) wicht in K,. Fiele
eine derselben in die Hauptklasse von (f), so gabe es, da I, zu f* prim
ist, unendlich viele Primideale p, (i=1, 2, .-.), fiir die der

lim inf. !
s=1 Z w(p)

nicht existiert und die in der Hauptklasse des Strahls (7, f) ligen. Dies
ist gegen Zerlegungssatz 2.41) der Korper K(f) resp. K(I,f), nach dem
alle Primideale dieser Hauptklasse zerfallen miissen, abgesehen von endlich
vielen. Alle (¢ — 1 -%) Klassen von (f*) miissen also in Nebenklassen
von (f) liegen. Den I“—1 Nebenklassen von (f) entsprechen aber genau
(I — ¥ —%) Klassen in (f¥). Also miissen alle Klassen von (f¥), die in
Nebenklassen von (f) liegen, nicht zerfallen, und die I*'—« Klassen, die

%y Weber: Algebra II, 8. 451. Hilbert: Zahlbericht, S. $30 u. £
) 8. 183, Eigenschaft 1. ) 8. 188. +) 8. 237.
9 8. 183, Eigenschaft 1. ) 8. 183,
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in der Hauptklasse von (f) liegen, entsprechen den existierenden Ge-
schlechtern.

7) Die Kérper K, und K,(f) haben denselben Relativgrad zu % Sie
sind beide relativ-Abelsch zu k. Die Primideale 1. Grades sind nach )
und wegen Zerlegungssatz 2.%) dieselben, wenn man von den Primidealen
p* (i=1,2,---) absieht, fiir die

existiert. K, und K,/(f) sind dann identisch.

Um dies zu zeigen, adjungiere man die I** Eipheitswurzeln zu K,
und zu K,(f), auBer wenn { =3, m = — 3. Die beiden Kdrper sollen in
K, und K/(f) tibergehen. Die oben angegebenen Eigenschaften bleiben
dann erhalten. Denn da (I—1) der Grad des Kdrpers der [/** Einheits-
wurzeln ist, kann keiner der beiden Korper X, und K,(f) dieselben ent-
halten. K, sei ein Unterkérper von K (f), zu dem K/(f) den Relativgrad I
besitze. K, (f) entstehe aus K, durch Adjunktion von Vw. Andererseits
miiBte, wenn K'(f) nicht identisch mit X, ist, bei dem algebraischen Aunf-
bau des Korpers K, der Fall eintreten, da8 der Unterkorper K, von K,
noch in K(f) Legt, der durch Adjunktion von V% erhaltene nichst
hohere Unterkérper von K, aber nicht mehr. Dann gibt es unendlich
viele Primideale %; (=1, 2,.--) 1. Grades in K, fiir die

lim inf, > (‘;%»’
ns,

wicht existiert, und fiir die:

w1, (% i=1,2 ...
)=t (g)+1 (i=1,2,--2)
ist, wo (%) das I* Potenzrestsymbol bedeutet®¥). Alle B, zerfalten in K, (f)

“in Primideale 1. Grades, nicht aber in X,. Dies widerspricht der Annahme.
Also muf K/(f) mit K, und K,(f) mit K, identisch sein. Nun ist die
Relativdiskriminante von K, in bezug auf % zu I, prim. Also ist die An-
nahme, diejenige von K,(f) in bezug auf % enthalte I, hinfillig.

8) I=3, m =— 3. In diesem Falle darf man =1 immer durch 3
ersetzen, da (1) und (3) in bezug auf 3 die gleiche Klassenanzahl haben,
also K,(3) = K,(1). In jedem Falle ist dann der Relativgrad von K;(l,f)

2 Ky(f) gleich der groBten in 3 (h—1) (L,— (1)) ***) enthsltenen Po-
tenz von 3. !

# 8. 183.
** Hilbert; Zahlbericht, S. 426, Satz 152 uad sein Beweis.
*** Biehe die Formel von %, S. 183,
Mathematische Annaien. LXXV. 16
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Die tibrige Uberlegung bleibt gleich.

b) I=2 Ist m=—1, f=1, so kann man f stets durch 2 ersetzen,
da (1) und (2) in diesem Fall dieselbe Klassenzahl haben, also K, (1) = K, (2).
Somit ist in jedem Fall der Relativgrad von K,(l, ) zu K,(f) gleich der

groBten in %(l1 -1 (l1 - (%)) enthaltenen Potenz von 2. Der Korper

K, (I, f) hat demnach einen Unferkérper vom Relativgrad 2* = N, dessen

Relativdiskriminante zu 2 prim ist. Denn zerlegt man K,(/,f) in den

absolut Abelschen Kreiskérper und den relativ-Abelschen Korper der kom-

plexen Multiplikation, so haben die beiden Kérper nach Kapitel 1.¥) jeden-
n—1

falls den quadratischen Unterkorper V(-—— 1) 2 1,, dessen Relativdiskrimi-

nante 7, enthilt, gemein. Vergleicht man dies mit dem Satz Kapitel II. 4.%¥),

so erkennt man sofort, daB die Trigheitsgruppe von den in /; eathaltenen
d

Primideslen hchstens als Grad die groBte in %(ll—— 1) (Zl - (—Zl-)) enthal-
tene Potenz von 2 besitzen kann. Alles weitere bleibt sich gleich. Nur
ist nun 2¥°+e+e¢ die Klassenanzahl von (f¥) im engeren Sinne®*¥) und es
gibt nach dem Hauptsatz von Kapitel IIl. 2#°+o+e—% existierende Ge-
schlechter in K,, da f* > 2. Alle Klassen von (f¥) im engeren Sinne, die
existieren, fallen aber in die Hauptklasse von (f) im weiteren Sinne. Also
haben wieder K,(f) und K, dieselben Primideale 1. Grades, abgesehen von
jenen p¥* (i=1,2 .-.); der SchluB ist derselbe wie vorhin.

3. Die Primzahl ! sei in f nicht enthalten. Die Relativdiskriminante
von K,(f) in besug auf k ist damn 2w U prim.

a) !4 2. Man denke sich die K (f) aus den Kreiskdrpern und den
Korpern der singuliren Moduln aufgebant. Fir den KreiskGrper kennt
man die Diskriminantet). Der Satz gilt dann und ist nur noch fiir den
in K,(f) enthaltenen Kdrper K;”(f) der singuliren Moduln zu beweisen.

Wir betrachten die Relativgruppe

S:x S;z P Syzv (Og xi < Zﬂ;:, Z — 17 2’ ooy ’l/)

von K, (I“%*2—°f) in bezug auf k. Dabei ist u, so gewihlt, daB [ in K" (f)
genau die I%" Potenz eines aus lauter verschiedenen Primidealen zusam-
mengesetzten Ideals wird. K”(f1*+2- ) ist relativ-zyklisch zu X,”(f). Denn
die Gruppen sind holoedrisch isomorph mit den Gruppen der Klassen des
Ringes (I%+2—7f) yesp. (f)i) und fiir dieselben gilt, wie leicht zu sehen,
diese Tatsache. Der Relativgrad ist I%. Die Relativgruppe soll nun etwa

* 8. 183, Beweis von 1. ) 8. 213.
¥ 8. 220. Man unterscheide das jetzige ¢ von dem sonstigen,
+ 8. 182, Eigenschaft 4. +1) S. 183. Eigenschaft 3.
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gerade durch die Potenzen von S,*7 gegeben sein. Dann ist die Re-
lativgruppe von K;’(f) in bezug auf % gegeben durch:
0z, <%
0Lz, <% (1=2,3,---,v).
Dabei kann #2—% auch gleich Eins sein. Wir wollen beweisen, daB
es dann immer einen Unterkorper K,” in X, (I%+2—f) vom Relativgrad I
zu k gibt, dessen Relativdiskriminante zu ! prim ist.
Die Verzweigungsgruppe (gleich der Trigheitsgruppe) der in [ ent-
haltenen Primideale ist zyklisch®). Ist dieselbe eine zyklische Unter-
gruppe von

»

SEgn . 8 {

S;a._.sfr {Oéxi<lﬂi (@::::2,3,-..,’”),

s0 ergibt sich ohne weiteres der gewiinschte Unterkdrper. Ist dagegen eine
Potenz von S, die Basissubstitution der Verzweigungsgruppe, so miiBte
dieselbe den Grad 2% haben. Denn da dieselbe zyklisch ist und schon in
K/(f) den Grad I* hat, miiBte sie wenigsiens den Grad I haben, oder
8~ * miiBte eine ihrer Substitutionen sein. Wire aber anch KR

nicht in ihr, so wiirde, da §,”* " die Grundsubstitution der Relativgruppe
von K;"(l%+2—°f) zu K,”(f) ist, auch I in K"(f) nicht die I+* Potenz
eines Ideals werden. Somit ist sicher »n,— 2u, = 0 oder n, > 2u,.
Wegen- des holoedrischen Isomorphismus mit den Klassen der Ringe
von (f) resp. (I t2-°f) gibt es aber eine Ringklasse 4, fiir die
AT (e < k)
im Ring (f), nicht aber im Ring (I=+*~°f) liegt; fir die dagegen 4™ im
Ring (%+2-°f) liegt. Diese Klasse 4 ist der Substitution S, in K,"(f)
und K;’(l%+2—f) umkehrbar eindeutig zugeordnet. Dies ist unmdglich.
Denn ist p ein Primideal (prim zu ) von 4, so gibt es in K (f)
eine Zahl TI, fir die
(M) =p; THes+ +8T0_g gm=t ()
wo # im Ring (f) liegt**). Dabei ist m = — 3, =3 zuniichst ausge-
schlossen. Nach Hilfssatz VI, Kapitel I1.##), ist aber, wemn [ =3, 6 =2,
At-7 =1 (%) ausgeschlossen wird, = auch im Ring (I¥). Also ist 2™
schon im Ring (l%+2-°f) oder p™ ™' liegt im Ring (I%+2-°f) gegen
Obiges. _
Somit ist dieser Fall auszuschlieBen, und es gibt einen Unterkbrper K",
dessen Relativdiskriminante zu ! prim ist. Fiir denselben beweist man ge-

* Kapitel I 3, S. 208.
*) Weber: Algebra IIL S, 449. 8. 439.
*s%) . 205.
16*
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nau nach «), f) und p), daB er mit K;"(f) identisch sein muB. Man hat
bloB beiderseits den Kreiskdrper K (f), dessen Relativdiskriminante zu !
prim ist, zun adjungieren, um den Satz fiber Geschlechter anwenden zu
konnen.

Ist 1 =3, 6 =2, so fiilhrt man den Beweis gleich; nur ist p durch
pt=+ und TT durch TT*—* zu ersetzen. p'—*hat aber in bezug auf die Prim-
zahl 3 die gleichen Eigenschaften wie p; also ergibt die Anwendung der
1. Brginzung von Hilfssatz VL*¥) den Beweis wie vorhin.

Ist schlieBlich I = 3, m = — 3, so ist K;”(1) = K,"(3). Wir nehmen [
immer einmal durch 3 teilbar an und setzen f= 311,---1.. Die Klassen-
zahl der Korper k= (J/— 3) ist Bins. Man kann deshalb die Klassen-
gruppe des Ringes (f) durch

Slxls;z"'sfr (O§x£<3"i: 2'=1727“';’">
gegeben denken, wo S; der Primzahl I, zugeordnet und 3% die grofite in

(Z,.— (—jz—o)) enthaltene Potenz von 3 ist. (8%*1ll,---1) hat dann die

Gruppe:
88,28+ - 87 (0<%, 0L, < 3%, i=1,2,-,7).

Diese Gruppen sind holoedriseh isomorph mit den Gruppen von K;”(f)
und K,"”(3%f). Wird (3) in K,”(f) die 2. 3%* Potenz eines aus lauter ver-
schiedenen Primidealen zusammengesetzten Ideals, so erkennt man sofort
aus obigen Gruppen, daf K,” (3%+1l,-.-1,) einen Unterkérper vom selben
Relativgrad zu & wie K;”(f) haben muf, dessen Relativdiskriminante zu 3
prim ist; denn die Verzweigungsgruppe jedes in 3 enthaltenen Primideals
ist zyklisch*¥). Alles weitere ergibt sich wie frither. Daraus schlieft man
riickwiirts, daB der Satz auch fiir zu 3 prime f gilf.

b) I =2. m = — 1 werde zuniichst ausgeschlossen. Ist 27 die Anzahl
der Geschlechter des Ringes (f) von %, so wird die Gruppe der zu 2 ge-
horigen Klassen des Ringes (f) gegeben durch

S:IS;:"'S:Y (Oéxi<2”i,i=1,2,"',7)-

Denn jede ambige Klasse enthilt auch ein ambiges Ideal¥¥¥), Also ist
die Anzahl der unabhingigen Basissubstitutionen y. Betrachtet man bei
. mngeraden [ die quadratischen Unterkdrper{), so sieht man, daB dieselben
eine zu 2 prime Relativdiskriminante beztiglich % haben, daf+) stets:

* 8. 207. ¥ 8. 208, Kapitel II, 3. Satz.
*%) Vgl. hierzu Zahlbericht, 8. 302 u. ff., insbesondere den Satz 107, 8.305. Aufer-
dem Dirichlet-Dedekind, S. 315 u. ff.
+} -8, 183, Kapitel I, Beweis zu 1.
%) Siehe Fueter: Der Klassenkdrper der quadratischen Korper ete. Diss.
Gottingen 1903, 8. 7u.ff.
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(—1)F 1= 1(4);

dasselbe gilt auch im Fall m = 1(4), ¢ = 1, wenn f nur einfach durch 2
teilbar ist. Wir unterscheiden:

@) m=1(4), 6 =1; es sei f=2l1---1. einmal durch 2 teilbar.
Dies ist keine Beschrinkung, da K,”"(l,l,---7) = K;"(241;---1). Gehen
wir zum Ring (2%+7f), wo u,+ t>2, so wird, da sich die Anzahl der
ambigen Klassen vervierfacht*), die Klassengruppe gegeben sein durch

Sf‘S;?' S/"/S"’y+1s=¢1§2 (O§x£<2’~‘i,i=.1,2,--»,y,y+l,y+2).

y+1
Den neuen Substitutionen S,,,, S,,, entsprechen aber die quadra-

tischen Unterkérper Y—1, /2 %%), die einen Korper ergeben, in dem 2
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ferner ist », ., + m,, ;=14,+ v und n,
oder #,,, gleich Eins®¥)

Wird nun (2) in K,”(f) die n,*= 2%™ Potenz eines aus lauter ver-
schiedenen Primidealen zusammengesetzten Ideals, so setze man 7 =1,
wenn die Verzweigungsgruppe zykliseh, sonst 7 =0. Im letzteren Fall
sxeht man dann ohne weiteres nach dem Satz Kapitel II. 4.%) wegen

By Ny = ty, daf K7(2%f) einen Unterkorper K,” vom selben R«e
latlvgra.d zu k besitzt wie K,”(f), dessen Relativdiskriminante zu 2 prim
ist. Ebenso im Fall v = 1.

B) m=£1(4), 6 =2; ist dann f ungerade und wird (2) die 2-2«'
Potenz eines aus lauter verschiedenen Primidealen zusammengesetzten
Ideals, so ist K,”(2%f) relativ-zyklisch zu K,”(f) vom Relativgrade 2%.
Die relative Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen Primideale ist jetzt
zyklisch*#%¥), Die Anzahl der ambigen Kiassen des Ringes (2*f) ist doppelt
so grof wie diejenige von (f). Die Gruppe von K,"(2f) ist also

88 878t

v+t

Algebraisch entspricht der Substitution S, der quadratische Unter-
korpert) V2 resp. V— 2, dessen Relativdiskriminante zu %k 2 sicher ent-
hilt. Die Existenz des Unterkorpers EK,” folgt dann gleich wie unter &),

7) m = —1, 6 = 2. Dieser Fall erledigt sich gleich wie g); nur ist f
zunichst als einmal durch 2 teilbar anzunehmen (es ist K, () = K" (1))-
Damit ist in jedem Fall die Existenz eines Unterkérpers K,” bewiesen,
der den gleichen Relativgrad zu % hat wie K,”(f) und dessen Relativ-
diskriminante zu 2 prim ist. Da8 die beiden Kérper identisch sein miissen
folgt wie im fritheren Fall 2b).

# Dirichlet-Dedekind : Vorlesungen, S. 316. ¥y 8. 183 und 184, Kapitel L
) 8. 213, Kapitel I, 4. 1) S. 183 und 184, Kapitel L.
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Der Satz ist damit in jedem Fall bewiesen. Denn nur im Fall m=1(8)
ist die Klassenanzahl von (f) und (2f) bei ungeradem f gleich. Sonst ist
sie das dreifache (m = b), resp. zweifache (m == 1(4).

4. Aus dem Hauptsatz erkennt man das Resultat:

Satz: Der dem Korper K,(f) sugeordnete Strahl von k hat einen Fiihrer F,
der ein Teiler des Fikrers f ist. Dabei ist nur im Foll m =1, 1 =2
f durch 2, im Fall m = — 3, 1 =3 f durch 3 teilbar angenommen.

Kapitel V.

Die Vollstindigkeit.

1. Es sel K ein beliebiger in % relativ-Abelscher Korper vom Relativ-
grade N. Von diesem setzen wir voraus, daB er absolut Galoissch sel. Wir
erreichen dies immer durch Adjunktion der konjugierten Korper, da die-
selben auch relativ-Abelsch sind. Wir bestimmen denjenigen Unterkorper
K, von K, der zur Primzahl I gehort, d. h. dessen Grad die groBte in NV
enthaltene Potenz I ist. K, wird dann ebenfalls absolut Galoissch und zu %
relativ-Abelsch sein. Die Relativgruppe sei

S = S?S;z e S:r (ngi<lui) i=1727"'17):
wo also 8,8,= 8,8, und =lututtur s (Ym:—VYm) sei die
Substitution von Z.

2, 14 2. Da der Kérper K, absolut Galoissch ist, ist seine Galoissche

Gruppe durch
(O La<2
)

8 ... 87 0L o<, i=1,2,--,

'~

gegeben. Es muB also fiir jedes i=1,2,---, r:
s8,=8s, S;s=3s8
sein, wo S sich wieder in der Form 8;* --- 8 darstellen laft. Es sei
S§=8"8,
wo 8 nur von S, (h+1i,=1,2, --,r) abhiingt. Setzt man
S, =88 =g87*s,
Spe= 8,8 =818,
so ist, weil s§%= S/%s, fiir jedes u:
8, =388 =8s8§ =88s =28s ,
§8p=58;8"1= 8581 = 88, s =Sx's.
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Da [ ungerade ist, so ist o,+ 1 oder v,—1 zu 7 prim. Jenachdem
nehme man S, oder Sy, und setze es gleich S;. Dann ist §8 = §/%ts.
Nun gehort aber S; zum selben Exponenten wie S;, und da 8, in 8; zu
einem Exponenten, der nicht durch ! feilbar ist, aunftritf, so darf man §;
als Basis sukzessive (i=1,2,.--,7) durch S, ersetzen. Man erhilt so die
Relativgruppe

Sl,%’sfzw2 e S;zr (0§x5<l"5, é=1;2;"':r)7
und diese Gruppe ist identisch mit der vorigen. Wir diirfen deshalb von
vornherein voraussetzen, daB die Relativgruppe von K, gegeben sei durch

SJ.J;1 S;z e err (ngi<lu": i= 1; 2: Ty 7)1

s8,—= 8ts (i=1,2,-,7).

K, bat dann alle Eigenschaften, die in Kapitel II. 6.%) vorausgesetat
sind. Man kann also K, einen Strahl (f) von % eindeutig zuordnen. Dabei
ist £ im Fall m = —3, 1 =3 durch 3, im Fall m =—1, I =2 durch 2
teilbar. Wir betrachten den K&rper K,(f)**) der singuliren Moduln und
Kreiskorper und bilden den Oberkdrper K = K(K,, K,()). Derselbe ist
wieder absolut-Galoisch, relativ-Abelsck zu % und die Relativgruppe hat die
vorigen Eigenschaften. Also wird anch K ein Strahl in % zugeordnet sein.
Der Fiihrer ist das kleinste gemeinsame Vielfache der den Kérpern K (f) und
K, zugeordneten Fiithrer**). Nach dem SchluB von Kapitel IV.§) ist aber
der dem Korper K,(f) zugeordnete Fithrer ein Teiler von f. Also ist [
selbst der Fithrer von K.

Es sei nun N =[* der Relativgrad von K zu %, und * die zu I ge-
horige Klassenzahl des Strahls (f). Die Anzahl der in K existierenden
Geschlechter ist I7~*{). Nun muB wenigstens ein Geschlecht existieren.
Denn es gibt in jedem Korper unendlich viele Primideale 1. Grades
B, (=1,2,---), fiir die

lim inf, ——
s=1 N (%z)‘
nicht existiert, da sonst die Klassenzahl von K Null wire. Also ist
F—»>1,
x> .

Andererseits ist der Relativgrad von K(f) in bezug auf & gleich #;
somit ist der Grad I+ von K wenigstens gleich dem Grad ¥ von K (f), oder
2l u>x.

# 8. 217. #) 8. 186, Kapitel L. 7.
++) 8, 218, Hauptsatz, Kapitel IL 7. 1) . 246,
9 S. 287, Kapitel III. 8., Hauptsatz,
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Darauns folgt u =%, oder der Korper K, mufl in dem Kérper K,(f)
enthalten sein. Zugleich ist hiermit das Mittel gegeben, um denjenigen
Korper der singuliren Moduln zu bestimmen, in dem ein vorgelegter
Korper K, enthalten ist.

Satz: Jeder Korper K, ist in einem Korper der singuliren Moduln
und der Kreiskirper enthalten

3. I =2. Wenn sich die Relativgruppe des Korpers K, auf eine Gruppe

S;,S;,___Srzr (ngz'<2uiyi::172;"')r)7

wo s8;= SF's ist, zuriickfithren 1i8t, so ist der Beweis wortlich derselbe
wie unter 2., falls der dem Korper K, zugeordnete Fiihrer (1) oder eine
ungerade Primzahl () ist. Denn in diesem Falle stimmen die beiden
Strablklassenzahlen®) miteinander éiberein. Satz 8, Kapitel 111.#¥) darf dann
angewandt werden. Gehen aber mehrere Primzahlen oder zwei in f auf,
so zerlegt man K,(f) in seinen absolut-Abelschen und relativ-Abelschen
Teil K;'(f) und K,”(f); ebenso K, in K,” und K,”, was wegen der An-
nahme iiber die Relativgruppe maglich ist. Wire nun z B. K(K,”, K,”())
von hoherem Grade als K,”(f), so miiBte die Relativdiskriminante vom
K(K,”, K,"()) in bezug auf K"(f) wenigstens zwei ungerade Primzahlen
l,, I, oder [ =2 enthalten. Denn sonst hitte dieser Korper einen Unter-
korper, dem der Fihrer (1) oder (I,) zugeordnet wire und dessen Relativ~
grad zu & von hoherem Relativgrad als K,”(1) resp. K,”(l,) wire gegen
obiges. Wiirde nun I, in K,”(f) die n* Potenz, in K(K,”(f), K,") die
2n,* Potenz von einem Ideal, so miiBte nach Satz 1 Kapitel IL (7, == 2)%%)

5, — (;i) =0(2n,).

Dies ist unmoglich, da %, schon die grofite in I, — (—?—) enthaltene
1

Potenz von 2 ist{). Ist aber 2 in f enthalten, so ist fiir ¢ =1 die Ver-
zweigungsgruppe von (2) nicht zyklisch. Wire also 2 in der Relativdiskri-
minante von K(K,"(f), K,") zu K,”(f) enthalten, so miifite die Verzwei-
gungsgruppe der in 2 enthaltenen Primideale fiir 6 = 1 drei voneinander
unabhingige, im Falle 6 — 2 zwei voneinander unabhingige Grundsubsti-
‘tutionen haben, was nach Satz 4., Kapitel IL S. 213 unmiglich ist. Damit
ist bewiesen, daB K,” in K,”(f) und ebenso K, in K, (f) enthalten ist.

* Siehe Kapitel III. 1. 8. 220.
*+§ 8.61. Ausgenommen ist f<2, m==—1. Doch ist hier die Klassenzahl A =1.
% 8.188. Pir m=—1 ist I, die 2#,% Potenz eines Ideals und

| =) (6= (D) =0 @nm,
was unmdglich.

) 8. 182, Kapifel I. 4. Eigenschaft 1.
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Wenn jedoch die Relativgruppe von K, nicht die obige Eigensehaft
hat, so kann man dieselbe im allgemeinen nicht auf die gewiinschte Form
wie in 2. bringen. Es ist dann notwendig, Strahlen mit Fithrern zu be-
trachten, die nicht rationale Zahlen, sondern irgendwelche Ideale von %
sind. Ein Fall, wo sich auch durch Bildung des Galoisschen Korpers die
Relativgruppe nicht auf die gewiinschte Form bringen liBt, ist z. B. ge-
geben durch

z=2,=V1+1; =iV 1+ti=iz; r,——Y1+i=—2;
#,=—iY1Fi=—iz; S=(z:i2); i=V)—1
Trotzdem liBt sich x als Unterkérper aus K(f) erhalten. Denn ist
{/1—1 143
VR -ViA
eine 32. Einheitswurzel, und y — ¥/— 2, so ist:
14i=2¢y.

y ist aber in einem K&rper der singuliren Moduln enthalten. Denn K(y)
ist relativ-zyklisch vom 8. Relativgrad zu k(}/—1):

y=u=7-2, Sty =ys=—y,
Sy=y,— f-y—l’zy"’, Sy =yy=— 150,
Sty =y, = — iy, 5%y =y =+ 1y,
8% = y,= =y, 8§y =y =19,
wo 8 = (3, : y). AuBerdem ist K(y,)/—1) absolut-Galoissch und wegen
sSyzsy2=£:2’_—£y5=y8=S7y anch
58 = 8-1s.

Nach dem Obigen ist also $®+ 2 =0 eine Gleichung, die aus den
Gleichungen der komplexen Multiplikation erhalten wird.

4. Trotzdem es fiir obiges Problem nicht notwendig ist, wollen wir
der Vollstindigkeit halber auch fiir ungerade Primzahlen I die Theorie
der Oberkdrper, die zu Idealen in % als Fihrer gehéren, durehfihren. Es.
sei also ! wungerade und I, irgendeine Primzahl <=1, die in % zerfalle,

(—d—) = 4 1; I* sei die hochste in }, — 1 enthaltene Potenz von I; (I,)=1,s1.

Die I,** Einheitswurzeln haben damn einen zyklischen Unterkérper K, ()
vom Z“‘e“ Grade, in dem I, und s, die [**® Potenzen eines Ideals werden.
T’ sei die Substitution der zykhschen Gruppe .von K;(}). Nimmt man
den Korper K;”(},) hinzu, so wird in demselben I, und sY, ebenfalls die
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I** Potenz eines Ideals. 7" sei die Grundsubstitution der Triigheitsgruppe
in K°(1,). Es ist dann
sT'=1Ts, sT"=1T"'"1s.

Bildet man nun K(K;'(,), K" (1)), so ist der Relativgrad dieses Korpers
zu £ die groBte in ([, —1)*h enthaltene Potenz von I; dabei ist 2 die
Klassenzahl von k. Da die Trigheitsgruppe jedes in I, enthaltenen Prim-
ideals £, von K zyklisch ist¥), und zugleich Untergruppe von

oo e x
T (o <r.< l“)
ist, so sieht man, daB I, durch Adjunktion von K,’(!)) zu K;(},) wohl
noch weiter zerféllt, aber nicht mehr in gleiche Faktoren. Nimmt man
also z. B. I'T" als Grundsubstitution der Trigheitsgruppe von £,, so ist

fiir jede Zahl Q von K:
Q=T"T"Q (&);

SQ=T'T"5Q (&) =sT'T"-1Q (&)

oder fiir jede Zahl Q in K:
Q=T'T"-1Q (s&).

I'T"—* ist dann die Grundsubstitution der Trigheitsgruppe von s,

und 7"7" ist sicher nicht in letzterer. Bildet man also den zu
(I 172y O=2<¥)

gehorigen Unterkdrper K, (1), so wird dessen Relativdiskriminante in bezug
auf % zu sl, prim sein*¥). Andererseits enthilt dieselbe aber alle in [, ent-
haltenen Primideale von K, also [, selbst. Der Relativgrad von K,(f,) in
bezug auf % ist auBerdem die groBte in (J, — 1)A enthaltene Potenz von I
Seine Relativdiskriminante enthilt nur das Primideal [, .*¥%¥)

Bildet man umgekehrt den Strabl (f;) in k, d. h. greift man alle
Zahlen ¢ von k% heraus, fir die

«=1 (mod L),

also anch

so ist die Strahlklassenanzahl —:;(Zl~ 1)k, wo w die Anzahl der Einheits-

wurzeln von % ist. Diesen Strahl ordnet man K,(I,) zu. Aus obigem geht
dann fiir 1 &2 der Satz hervor:

Zu jedem Primideal 1, das zu | prim st, existiert ein in k relativ-
Abelscher Korper, dessen Relativdiskriminante nur 1, enthilt und dessen Re-

# Zahlbericht, S. 254, Satz 71.
*%) Zahlbericht, S. 259, Satz 76.
¥ 3 239, Hauphsatz, Kapitel IV,



Abelsche Gleichungen in quadratisch-imaginiren Zahlkbrpern. 251

lativgrad gleich der groften in der Klassenanzahl des Strahls (1)) entholtenen
Potenz von 1 ist.
Im Falle 2(}/— 3) hat man den Fihrer Y, durch 3{, zu ersetzen.

Ist (?) =+ 1, so macht man dieselbe ﬁberlegung fir K,(I") und

K (I"), wo v irgendeine Zahl > 1 ist. Da nun (7) = Is1, so wird fiir jedes
in [ enthaltene Primideal € die Verzweigungsgruppe in K,(K,"(®), K,"(")
zyklisch sein miissen mit einer Grundsubstitution 7°77, wo

sT = 1T's; sI"=1T""1s.

Man beweist dies genau nach der Methode, mit der Satz 3 in Kapitel IT
bewiesen wurde¥®). 7'7T”7-! ist dann wieder die Grundsubstitution der
Verzweigungsgruppe von s£, und der zu

(T -y (0<z<P-Y)
gehorige Korper X,(I*) hat folgende Eigenschaften:
a) Er ist relativ-Abelsch zu k;
b) sein R«;lativgrad ist die groBte in —;Tlv"l(?,—l)h enthaltene Potenz
von I;

¢) seine Relativdiskriminante enthilt nur [;
d) { wird in ihm die ~1* Potenz eines Ideals, nicht aber die I'*.

Andererseits hat der Strabl (I*) in % die Klassenanzahl » I~(I— 1)k,

Also: :

Zu jedem Strahl (I*) in L existiert ein relativ-Abelscher Kirper K,(,
dessen Relativdiskriminante nur { enthilt, in dem { die I"-1* Potens eines
Ideals wird und dessen Relativgrad gleich der zu 1 gehirigen Klassenzahl
des Strahls () in k ist.

Durch Zusammensetzen der Korper K(L) (i=1,2,---,7) und K,(I")
erhilt man einen Koérper K,(f), wo f="0LL---1 ist, der in bezng
auf den Strahl (f) von % dieselben Bezichungen hat wie oben. Nur im
Fall m = —3, 1 =3 ist eine einfache erginzende Betrachtung hinzuzu-
fiigen. SchlieBlich kann man in f einen beliebigen rationalen Idealfaltor (f)
als Faktor hinzufiigen, wenn man dementsprechend den Korper K,(f) von
frither zu K,(f) adjungiert. Man erhilt den

Satz: Zu jedem Strakl (f) in-k, wo | ein belichiges Ideal von k ist,
existiert ein zu % relativ- Abelscher Korper, dessen Relativdiskriminante nur
die Primideale von | enthilt, wnd dessen Relativgrad gleich der osu 12
gehirigen Klassenzahl des Strahles (F) ist. Dabei heifen zwei Ideale in (f)
dquivalent, wenn ihr Quotient zu ciner Zahl gemacht werden kamn, die
(mod f) der Einheit kongruent ist.

* 8. 208.
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5. Ist dagegen ! = 2, so kann man den eben aufgestellten Satz nicht
beweisen unter Zuhilfenahme der in Kapitel IV betrachteten Korper. Es
ist dann notwendig, in hohere Korper, die Zeilungskirper von Weber®),
za gehen. Dies wollen wir zunichst an einem Beispiel zeigen. Es sei

E(Y/—=1) = k(3) der zugrunde gelegte Korper. Bilden wir K(10). Dieser

Korper setzt sich aus den 5. Einheitswurzeln, die durch Vf—i,l/i ge~
geben sind und V2 f.(y—100)**) zusammen. Letatere GroBe ist

o= 2EVE (14 75).

Also wird K(10) gebildet durch K O/a _;_2)/3 , f/g), was ein Korper

8. Grades ist. In demselben wird jedes der beiden in (5) enthaltenen
Primideale (1+2¢) und (1 —2¢) von k die 4. nicht aber 8. Potenz eines
Ideals™*¥). Ist S, die Substitution des Korpers der 5. Einheitswurzeln,

S, die Substitution des Korpers von (}/5), so ist
8,8, =28,85,, $8,=25;s, sS8,=28"1%, St=1, 8*=1,

und es kann die Substitution S, so gew#hlt werden, daf die Trigheits-
gruppe der in (1 -+ 2%) enthaltenen Primideale durch (8,8, (0<Lz<4),
der in (1 — 2¢) enthaltenen Primideale durch (8,8,7%) (0<z<4) ge-
geben ist. Daraus erkennt man sofort, daf K(10) keinen Unterkirper ent-
hdlt, dessen Relativdiskriminante zu (1 —21) prim ist, und in dem (1 + 2%)
die 4. Potenz eines Ideals wird. Denn im Trigheitskdrper von (1 — 24)
wiirde (14 24) nur das Quadrat eines Ideals, da er blof vom 2. Relativ-
grad ist. Derselbe ist namlich Y1+ 23.

Geht man in einen beliebigen Korper K,(f), wo [ ein Vielfaches
von 10 ist, so wird auch dieser Kdrper keinen solchen Unterkdrper ent-
halten. Denn derselbe ist Oberkorper von K (10)7) und die Relativdis-
kriminante muf zu 5 prim sein{). Er setzt sich zudem aus Kérpern
K,(2"), K,(21) zusammen, deren Relativdiskriminanten fiir ;<=5 zu 5
prim sind nach dem Hauptsatz Kapitel IV.{{) Somit:

Es gibt keinen Korper Ky (f) in bezug auf k(i), der einen Unterkirper
besitzt, dessen Relativdiskriminante zu (1 —23) prim ist, und in dem (1 +24)
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ein sélcher Korper ist aber

s=V1+ 2i,

* Weber: Algebra III (1908), S. 563 u. ff.
**) Tabelle Weber: Algebra III, 8. 724,
*#9 Denn die Trigheitsgroppe ist zyklisch.
1) Weber: Algebra II, 8. 451. 1) 8. 239,
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der relativ-zyklisch zu k(3) ist. Derselbe ist der Kérper K(2(1+44) (1 +29),
d. h. der zum Strahl (2(1+4) (1429)) gehorige Oberksrper. Die Klassen-

zshl des Strahls ist 5, - 28 [(1 +28) (1 —2))—1] =4,

Nehmen wir aber einen beliebigen Oberkirper K,™(f) in bezug auf
k(Ym), so muB, damit (5) die 4. Potenz eines Tdeals in demselben wird, m
zu 5 prim sein. Denn sonst ist K, (3) der Oberkdrper (V¥5) von E,m(1).
Ist dagegen m zu b prim, so kann (5) die 4. Potenz eines Ideals werden.
Da von allen Kreiskérpern nur die 5. Einheitswurzeln und deren Ober-
korper die Eigenschaft haben, daf in ihmen (5) die 4. Potenz eines Ideals
wird, so geniigt es, in K™ (f) pur die nicht absoluf-Abelschen Bestand-
teile zu betrachten. Konnte man aus K(10) und solchen Korpern einen
Oberkdrper bilden, der K(z) enthielte, so miifte in jedem m wenigstens
eine Primzahl J, aufgehen, die das Quadrat eines Ideals ist. Ist I, ungerade,
so wird aber (},) in K(2) nicht das Quadrat eines Ideals. Also miifite z
auch in dem zu s = (Ym: — Vm) und zu der aus s gebildeten invarianten
Untergruppe gehorigen Unterkdrper enthalten sein. Nun enthilt aber diese
invariante Unfergruppe, da

S-158 = 583,

auch die Substitution S2, oder der zugehdrige Unterkdrper wiirde aus 2 und

aus lauter Quadratwurzeln }/m, bestehen. In einem solchen Korper wiirde
aber 5 niemals die 4. Potenz eines Ideals. Ist I, =2, so wiiren die Oberkérper

von %()/—2) zu betrachten. In denselben wird aber wegen <:53) =—1

(5) hochstens das Quadrat eines Ideals, nicht die 4. Potenz. Somit erkennt
man den

Satz: Der zu E(d) relativ- Abelsche Korper Y1325 ist in keinem
Korper der singuldren Moduln und Kreiskbrper enthalten.

6. Dagegen gilt der

Haupisatz: Jede in einem imagindr quadratischen Korper Abelsche
Gleichung ist durch Kreiskirper wnd Teilungskirper der elliptischen Funk-
tionen loshar.

Wihrend die singuliren Moduln nur den Oberkérper in bezug auf
den im Kapitel I, S. 181 ausgesprochenen Aquivalenzbegriff der Strahlen im
Grundkorper lefern, ergeben die Teidungskirper die entsprechenden Qber-
Korper, die zum engeren Agquivalenzbegriff der Straklen, Kapitel HI, S. 220,
gehiren. Tn bezug auf die ungeraden Teiler der Klassenzahlen stimmen
beide iiberein, also auch ihre Oberkdrper, nicht aber fir die in den Klassen-
zahlen enthaltene Potenz von 2.

‘Dieser Satz ist nur fir die Oberkdrper von einem Relativgrad:2* 20



254 R. FueTeg,

beweisen, da derselbe nach 4. fiir alle Korper ungeraden Relativgrades
gilt. Dazn ist genau mit den Mitteln von Kapitel II der folgende, den
dortigen Resultaten entsprechende Satz zu beweisen, der sich nun auf einen
beliebigen Oberkdrper bezieht:
Hilfssatz: Wenn K ein beliebiger zu k relativ- Abelscher Korper vom
Relativgrad 2* ist, so st
.. d
L fir 1,42, (7) =+ 1, (&) =L
,—1=0 (wod?2"),
falls 2 der Grad der Trigheitsgruppe von 1, ist;
. d
2. fiir 1,42, (T) - 1:
2—1=0 (mod 2%),

falls 2 der Grad der Trigheitsgruppe von 1, ist;
d

3. fir L,+2, (T) — 0: die Relativdiskriminante zu 1, prim.

4. fiir (;é) =+ 1, (2)=1sl: die Versweigungsgruppe von | von der
Form 5

0<a <
5. fir (%) =+ + 1: die Versweigungsgruppe von (2) in der Form
0<La <2
(0 <22 )

Entsprechend ist die Theorie von Kapitel IIl durchzufiihren, unter
Zugrundelegung des Aquivalenzbegriffes im engeren Sinne. AuBerdem
kann man jedem relativ-Abelschen Oberkérper K vom Relativgrad 2«
einen Fihrer f zuordnen, der alle zu 2 primen, in der Relativdiskriminante
enthaltenen Primideale [, einfach und jedes in 2 und der Relativdiskrimi-
nante enthaltene Primideal { zur 2 +2%® Potenz enthilt, wenn » die groBere
der Zahlen v" und v vom Hilfssatz ist. Damit ist die Theorie dieser all-
gemeinen Gleichungen erledigt.

Um die Anwendung dieser Entwicklung auf die Teilungskorper durch-
zufiihren, muB deren Theorie besser bekannt sein, als dies bisher der Fall
ist. Man weiB, daB die Teilungskdrper in bezug auf den Klassenkorper
K(1) relativ-Abelsch sind, aber nicht, ob zn k relativ-Abelsch.*) Dagegen
weiB man, daB die Primideale der Hauptstrahlklasse in Primideale 1. Grades
im Teilungskérper zerfallen*¥) Wenn also die Korperklassenzahl von %
eins ist, kann man genau nach Kapitel IV den Satz beweisen:

T Vils

*) Weber: Algebra III (1908), S. 576.
**) ihid. 8. 596, Resultat 8.
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Satz: Die Relativdiskriminante des Teilungskirpers, der sum Fiilwer |
gehirt, enthilt wur die Primideale von f.

Damit ist dann auch der obige Hauptsatz genau wie in 2. zu beweisen.

Ist dagegen die Korperklassenzahl von % von eins verschieden, so ver-
langt die Untersuchung ein Eingehen auf die funktionentheoretische Seite
des Problems. Diese Betrachtungen habe ich noch nicht durchgefiibrt, sie
wiirden auch zu weit abseits filhren. Ich werde dieses Problem in einem
Teubnerschen Lehrbuche im Zusammenhange darstellen. Doch glanbe ich,
daB die zahlentheoretische Seite durch meine Entwicklungen ausreichend
gefordert ist.

Karlsruhe, 5. Juni 1913.
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