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Abelsche Gleichungen in quadra t i sch- imagin~ren  ZahlkOrpern. 

Yon 

RUDOLF FUETE~t in Karlsruhe. 

Einleitung. 
In meinen fr~iheren Arbeiten*) habe ich Abelsche Gleichungen in be- 

liebigen ZahlkSrpern betrachtet und die Entwicklungen dann auf den Fall 
tier komplexen ]Kultiptika~ion, d.h.  der quadra~isch-imagin~ren KSrper, 
angewandt. In der vorliegenden Untersuchung beschr~iakte ieh reich yon 
vornhereln auf den Fall, dab ein quadratisch-imaginiirer KSrper zugrunde 
gelegt ist. Es gelang mir dadureh, die Theorle bedeutend zu systema~i: 
sieren und zu vereinfachen. Aul~erdem waren verschiedene Lficken und 
Fehler zu verbessern. Insbesondere sind die im Grad der Gleichungen en~- 
haltenen Primzahlen, die frfiher nur andea~ungsweise behandelt wurden, 
jetzt volls~indig berficksiehtig~ worden. Es zei~e sieh, dat~ dieselben be- 
deutend mehr Sehwierigkeiten bereiten und eines ziemlichen Apparates "yon 
gilfss~tzen bedfiffen. 

Die Theorie ist soweit gefiSrder~, dab die KSrper, die die komplexe 
Mu~tiplikativn der dliptischen Mod~lfunktionen liefern~ vSllig beherrscht 
werden. Damit ist die Grundlage geschaffen, um alas interessanteste Problem, 
dasjenige der Vollsl~ndigkeit, in Angriff nehmen zu kSnnen: Si, nd alle in 
einem quadratisch-imagin~iren K~per Abelsctten Gleichungen in den Kgr~ern 
der singuliiren Moduln und der Einheitsuntrzeln enthalten? Diese Frage 
kann nut ~eflweise bej~ht werden, n~mlieh im Falle eines u~geraden Re- 
lativgrades. Jede in einem quadratisch-i~agin~iren Kgrper Abelsche Gleichung 
yon ungeradem Rdativgrad ist dutch JEinheit~wwfzeln und sing~dgre Modutn 
l~sbar. Die Primzahl 2 dagegen nimmt eine Ausnahmestetlung ein**). Der 
einfaehe, zu k(V-~l) relativ-zyklische KSrper 

*) Die Theorie tier Zahlstrahlen, J. f. Math. 130, S. 197 und Bd. 132, S. 255. 
Vgl. auch: Die KlassenkSrper dee kompl. ~[ul~iplik~t;ion und ibx Eintiut~ auf die Ent- 
wieMung tier Zahlentheorie, Teubner 1911. 

**) Vgl. fiber die Bedeattmg des Problemes Hilber~, M~thematisehe Probleme. GStt~ 
Mathema~che Anaalem IJXXu 1~ 
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i=V -I 
ist z.B. nicht UnterkSrper der KSrper der Einhei~swurzeln und singul~ren 
]~oduln, wie im 5. Kapitel bewiesen wird. Eimzig falls die Abelsehe Re- 
la~ivgruppe in bezug auf den quadra~iseh-imagin~ren KSrper sieh aus lauter 
Substitutionen S zusammenseizen lii•t, die mit der quadratisehen Substi- 
tution s des GrundkSrpers die Beziehung eingehon 

sSs  = S ~1 

(was bei ungel~dem Relativgrad immer m~iglich is0, sind die KSrper in 
den oben angegebenen en~halten. In den beiden noeh mSgliehen F~illen 

t s S s ~ - S ,  S '+S~ ' ,  

s S s = S  • S ~ = I  

wird dies im aUgemeinen nicht mehr der Fall sein. Man muB dann die 
Weberschen Teibangsk6rloer der elliptSschen Funktionen zu Hflfe nehmen; 
die Vollstiindigkeit wird somit erst erhalten, wenn die singuliiren Modubn 
durch die singulgren elliptischen Funktionen mit singuliirem Periodenverhiilt- 
his e~setzt werden. 

Prinzipiell mSehte ieh hervorheben~ dal3 die vorliegende Arbeit aufs 
neue zeig%, wie ~uBerst wiehtig die Galoissche Grul~e des vorgelegten 
K~irpers Ffir die zahlentheoretische Untersuehung ist. Der en~scJaeidende 
Sehritt in dieser Hiasicht is~ dutch die fundamentale Arbeit yon Hilber~*) 
fiber Galoissehe KSrper gemacht worden. Dutch diese Arbei~ is~ die tiefere 
Einsicht in das zahlentheoretisehe Wesen der ZahlkSrper ermiiglichl worden~ 
indem sie den Zusammenhang mit der Galoissehen Gruppe aufdeekh~. Meine 
Untersuehungen maehen besti~ndig yon Hilberts Begriffsbitdung Gebraueh 
und setzen deren Kenntnis voraus. Die wichtlgsten Siitze betreffen die 
Tr~gheits- und Verzweigungsgruppe der Primideale. Sie zeigen, wie den 
gruppen~eore~isehen Eigenschaften des 0berkSrpers zahlentheoretisehe 
Eigenschaften des GrundkSrpers entspreehen. 

AuBerdem werden die Arbeiten Webers fiber die in Linearformen ent- 
halienen Primzahlen eines imagin~ir-quadraidsehen KSrpers wesenffieh be- 

Naehr. 1900, S. 277, Problem 12. Der Aasnahmvfa]l ist in meinen frfiheren Arbeiten 
dutch einen grappentheoretisehen Fehlsehlut~ fibersehen worden (J. fi Math. 130, 
S. ~07). Andererseits is~ der yon It. Weber: Algebra HI (1908)~ S. 620 ausgesl~oehene 
Sa~z nut fiir Teiler rich~ig, die Primidealpotenzen sind, nicht aber ffir zuss.mmenge- 
se~zbe Teller, indem die Bemerkung am Schlul~ yon w 158 (S. 592) nicht stiehhaltig 
is~. Es wixd somi~ wixklieh ers~ die Votlst~ndigkeit erhalten, wenn die Teflungs- 
lrSzper hinzukommen, wie weiterhin gezeig~ wird. 

*) Hilber~, GSt~. Nachr. 189& S. 22& und ,,Die Theorie der algebraisehen Zahl- 
kiirpex", Bericht erst. de~ deutaeh. Math.-Ver. 1897, S. 247. Dieser Berieh~ wixd im 
folgendea kurz als ,,Zahlberich~" zi#iert werdeaa. 
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nutzt. Diese seh~nen Resultate stehen mi~ der Theorie der rela~iv-Abelschen 
OberkSrper in innigsf~m Zusammenhange und sind yon Weber im III. Bande 
seiner Algebra darges~ellt worden. Sie sind grundiegend ~ r  meine Betrach- 
tungen und bilden das einzige direkte~ ~ranszendente Element der Beweis- 
ffihrung. 

Der Inhalt der Arbeit ist der folgende: Das erste Kapitel beginn~ mit 
der Definition yon Ring mad Strahl im GrundkSrper. Mit dem Strahl 
steht der aus gewissen KSrpern der Einheitswurze]n und singul~en Mo- 
duln zusammengesetzte K5rper in enger Beziehung. Die Eigensehaften 
dieses KSrpers werden, soweit bisher mSglich, aus den bekannien Eigen- 
schaften der KS~er der Einheitswurzeln und singal~ren Moduln hergehitet 
und die Galoissehe Gruppe bestimmt. 

Das zweite Kapitel behandelt boliebige OberkSrper mit oiner Gruppe, 
wie sie die im 1. Kapitel besprochenen K5rper besitzen. F~r die in der 
Relativdiskriminante enthal~enen Primideale wird die Tr~gheits- und u 
zweigungsgruppe ngher bestimmt. Dadureh gelingt es, jedem OberkSrper 
den Ffihrer eines Strahls des Grandk5rpers zuzuordnen, so dab beim Zu- 
sammense~zen zweier OberkSrper ein OberkSrper entstebt~ dem als Fiihrer 
das kleinste gemeinsame Vielfaehe der den beiden KSrpern zugeordneten 
Fiihrer zugeordnet ist. 

Das dritte KapiteI bring~ die Einteilung der Klassen des relativ-Abel- 
sehen Oberk5rpers in OeseMeeht~r. Es wird bewiesen, dab nieht alle mSg- 
lichen Gesehleehter existieren, sondern dab die Anzahl der exis~ierenden 
gleieh ist dora Quotienten aus der Anzahl aller mSgliehen Oesehleehter 
und dem Relativgrad. 

Das vierte Kapitel bestimmt die Diskriminant~ der im 1. Kapitel auf- 
gestellien KSrper, d. h. insbesondere der KSrper der singulgren Moduln. 

Das [iinfle Kapitel behanclelt die Frage tier u Der Satz 
fiber die Anzahl der existierenden Gesehlbehter gibt bei ungeraden Rolativ- 
graden ohne weiteres die Antwort. Fiir die Primzahl 2 sind die Resulta~e 
oben sehon augeffihr~. Sehliel~lich werden die OberkSrper kurz besproehen, 
denen ein Ffihrer zugeordnet ist, der keine ganze rationale Zahl~ sondern 
ein beliebiges Ideal des GrundkSrpers ist. 
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Kapi te l  I. 

Die Grundlagen. 

1. Der  Ring*) .  Gegeben set ein quadratisch-imagin~rer KSrper 

k = k ( V m ) ,  we m ohne quadmtischen Teiler angenommen wird; 

r 1 r~ 
f = l  1 l~ . . . l :  ~ 

set eine beliebige positive, ganze rationale Zahl, we li, 1.2, . - . ,  !~ die von- 
einander verschiedenen in f enthaltenen Primzahlen bedeuten. 

Jede Zahl r yon k, deren Nenner einen auch in ihrem Ziihler e~dhal- 
tenen gr6flten gemeinsamen Idealteiler mit f gemein hat, liegt im l~ing mit 
dem ~iihrer f (kurz im t~ing f), wenn 

=- a (rood f ) ,  

we a irgend eine rationale Zahl ist; er heiflt dann l~ingzahl. 
Zwei zu f 2rime ldeale n und b vo~ k heifen tiquivalent im Ring f, wenn 

ft  
y = 

und a so mit einer ~inheit multipliziert werden kann, daft eine Ringzahl 
entsteht. &lle zueinander fiquivalenten Ideale bilden eine Ri~qgklasse; die 
Ringklassenanzahl h~ ist endlich; ist h die Klassenanzahl yon k, so ergibt 
sieh nach Dedekind**): 

h ~rO0 W W H l i  r i -1  (,l i -  1) 

i = 1  

h ~ = w  i=1 

d bedeu~ dabei stets die negativ genommene Diskriminanf~ yon k. 

2. Der  S t rahl .  Jede Ringzahl a~ deren Norm _~ 1 (rood f) ist, liege 
i~t Strahl mit dem Fiihrer / (kurz im St-rahl f) ,  a heiflt dann StrahlzaId. 

Die S~rahlzahlen reproduzieren sich duroh Multiplikation and Division; 
sie sind zu f prim, d. h. der grSBte gemoinsame Idealteiler ihres Nemaers 
mit f i s t  aueh der grSl~te gemeinsame Idealf~iler ihres Z~alers mit f 

*) Siehe fflr die Begriffe Ring und Strahl: R. Fue~r :  Die Klassenk~rper dor 
komptexen Multiplikation etc., Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 1911, Bd. 20, S. 6 u. ft. 

**) Zahlbericht, S. 245. 
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Zwei zu f prime Ideale a und ~o yon 1~ heiflen 5zluivalent im Strahl 
mit dem Fighter f (oder dquivaTent (rood f)), wen~ 

a 

and a so mit einer Einheit multipliziert werden kan% daft eine Strahlzahl 
entsteht. Wir schreiben hlerfiir km~ 

" ~ 1 (rood f ) .  b ~  

Sind zwei Id6ale einem dritten ~quiwlent (rood f) ,  so sled sie aueh 
untereinander "~quivaleat (motif). Alle zueinander (rood f) iiquivalenbn 
Ideale bilden deshalb eine Strahlklasse. Die StrahlklassenzaM h is~ end- 
lieh; um sie zu bereehnen, bedenken wit, dab jede Ringzahl _ a (rood f), 
also ihre Norm ~ a ~ (rood f). Nun gibt es %q') Kongruenzklassea (rood f), 
die RingzaMen enthalten. Von diesen sind nur diejenigen Strahlzahlen, 
ftir die 

a 2 ---- 1 (rood f ) .  

Diese Kongruenz ha~ 2~ +~ (rood f)  inkongruen~e Liisungen*); dabei 
ist ~ die knzahl der in f enthM~enen voneinander versehiedenen ungeradea 
Primzahlen; ~ = 0 ,  wenn f ~ 0  (rood4); a----l,  wenn f ~ 0  (rood4), 

0 (rood 8), und a = 2, wean f ~  0 (rood 8). Somit bilden je 2e+~ Kon- 
gruenzklassen eine Strahlklasse, und alle l~ingzahlen bilden 

n 
H r i -  1 

2 ~ + a  2~-t" a i=l 

versehiedene Strahlklassen. Die Klasse der Ringzuhlen (Hauptringklasse) 

zerfiillt deshalb in ~(f)  Struhlklassen, und da jede Ri~gklasse in gleieh- 

viele Strahlklass~n zerffillt, so ist 

h, 1 i 

h~ ~e + o- (l i -  1), 
i = l  

W �9 i----1 

3. Die Kre i skSrpe r .  Die Zahl Z 1 = e ~" leg~ einen im Bereich der 
rationalen Zahlen Abelsehen KSrper K~ fr Derselbe hat folgende Eigen- 
sehaften: 

*) IMrichlet-I)edekind: Vorlesungen fiber Zahlen~heorie, 4. Aufl., Br~mschweig 
189~ 8. 87. 
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i = l  

2) Eine zu f l~rime Bri~tzahl p zerf~illt in n t)rimideale in K1, wenn 

2 "  -----1 (modf) ,  

und wenn keine niedrigere Potenz yon p dieser Bedingung geniigt.**) 
3) D/e Abdsche GruTpe yon K i i s t  holoedrisch isomo~'ph mit der Gruppe 

der zu f lorimen Kongrue~2ztdassen (rood f).***) 
4) ~O/e lh'skriminante yon K i enth~ilt alle und nut die 2rimteiler 

yon f . t )  Hiervon bildet 2 eine Ausnahme, wenn es nut einfach in f ent- 
halten ist. 

4. Die K S r p e r  dot  s i n g u l ~ r e n  Moduln.  Es s e i f  der Fiihrer eines 

, 1 1 + Vd wenn m ~ 1 (rood 4), sei mi~ Ringes yon ~; co = ~- ] /d  resp. co T '  

positiv imaginiirem Teil genommen. Dann wird dutch Z~ =j(feo)  ein zu k 
rela~iv-Abelseher KSrper'K~ festgelegt-~t); j(z) bedeute die vollst~ndige In- 
variante der elliptischen ModulfunktionenJ-~). E.~ hat {olgende Eigen- 
schaften: 

1) K~ ist absolut Galoissch und hat den Bdativgrad 

in be~ug auf k'~).  
2) ~in  zu f primes _Primideal p yon k zerf'dl~t in K~ in n Prim- 

ideale, wenn 

und im t~ing f liegt, und wenn keine niedrigere i)otenz yon p dieser Bedingung 
gen/~gt, ttiervon kSnnen eine endliche Anzahl in einer bestimm~en Diskri- 
minante enthaltene Primideale ausgeseMossen sein t '~ ) .  

3) /)/e t~elativgrulrlae van K~ in bezug auf k ist holoedrisvh isomorph 
mit der Gru~pe der t~ingklassen mit dem _Fiihrer f yon kt'~*). 

*) Zahlberieht, S. S32. **) Zahlberieht, S. s33. 
~ )  Zahlbericht~ S. SB7, 338. t) Zahlberich~, S. 332, SSS. 
j-~) Weber: Algebra III (1908), S. 423, 427, 441--442. Ist ~ 1  (rood i),  so 

entsprechen dem Ring die Formen 2. Art. Siehe hie~ber die ~/ihere Dars~ellung 
von Weber: Ellipt. Funlrk und algebr. Zahlen~ 1891, S. 3S8 u. ft. 

tJ-~) Weber: Algebr~ HI (1908), .S. 15~. 
i'*) Weber: Alg~br~ HI (1908), S. 427, 448. 

~ 5  Weber: Algebra HI (1908), S. 445 u. ft. 
j-~f') Weber: Algebra HI (1908), S. 448. 
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Die der Eigenschaft 4 der Kreisk5rper entsprechende Aussage yon K 2 
ist bisher noch nicht bewiesen. Ihr Beweis ist eine der Hauptans 
dieser krbeik 

5. Der  aus K 1 und K~ z u s a m m e n g e s e t z t e  KSrper.  Adjungier~ 
man zu K2 den KSrper K1, tier zu demselben Fiihrer f gehSr~, so erhalte 
man den KSrper K(f). Derselbe hat folgende Eigenschaft~n: 

1) K(f )  ist abso~ut Ga2oissch und rdativ-Abdsch i~z be~ug auf b. Sein 
_Relativgrad in bezug auf k ist 

w.2 ~ ) + a - 1  ~, i=I 

2) Ein ~u f primes Primideal p yon k zerf~llt in K( f )  in n Prim- 
ideale, wen~ 

p ~ ~ 1 (rood f),  

und wenn keine niedrigere t~oten~ yon p dieser Bedingung geniigt. Hiervon 
k(innen eine endliche AnzaM in einer bestimmi:en DiskrJm{nante enthal~ene 
Primideale ausgesehlossen sein. 

3) D/e l~elativgru~e van K( f )  in bezug auf k ist holoedrisch isomorph 
mit der Grul~e der "Strahlklassen mit dem Fiihrer f in k. 

Beweis  yon 1): K(f)  ist Galoissch, du K~ und K, absolut Galoisseh 
sin& Weber hat bewiesen, dab die Gleichungen yon K~ bei Adjunktion 
yon Einheitswurzeln nur in der den Gesehleehtem des Rings f entspre- 
chenden Weise zerfallen*); d.h. K 2 enth~lt yon KreiskSrpern nur**): 

V ( - -  1 ) ~ l ,  wo l jede 

V ~- 1, wenn f~ -  

V - l ,   enn f -  

V2 oae  V z we-- f -  

V ~ ,  V ~ ,  wean f ~  

in fm enthal~ene ungerade Primzahl is~; 

0 (mod4), m ~ l  (rood 4); 

0 (,nod 8), m --~ 1 (rood 4); 

1 (rood 2), m _~ 2 (rood 4); 

0 (rood 2), m ~- 2 (rood 4); 

wenn m ~ 3 (rood 4); 

wenn f------ 0 (rood 4), m ---- 3 (rood 4). 

*) Weber: Algebra HI (1908), S. 619. FueCer, GS~. Nachr. 1913, S. 3~1--334. 
**) Weber: Algebra HI (1908), S. 513 u. if. In der bier gegebenen einfa~hea 

Form bewiese~ in Fue~er: Der Klassenk~trper der quadraCisehen K~irper e~c. Diss. 
G(tt~gen 190~, S. 5 u. if. 
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v - i ,  

Andererseits enth~lt K 1 nut folgende quadratische Unterk~rper: 

we l jede in f enthaltene ungerade Primzahl ist; 

wenn f ~ 0 (rood 4); 

wenn [ ~- 0 (rood 8). 

Gehen in f 0 ungerade versehiedene Primzahlen auf, so haben K 1 
und K s ~ voneinander unabhii~gige quadratisehe UnterkSrper gemein. Der " 

flrad yon K(f)  ist somit hSehstens (nach 1) yon 3. und 4.) 2 cv(f)h, Ist 
2, ~ 

f ~ 0 (rood 2), ~ 0 (rood 4), so haben K 1 und K s keiaen weReren Unier- 
kSrper gemein. Ist f ~ 0 (rood 4), ~ 0 (rood 8), so enthalten K 1 and K~ 

noch k(V---i) gemein. Der flrad yon .K(f) ist dann 2 vOqh~. Isl endlich 
2~+1 

f ~  0 (rood 8), so haben K1 und K s noeh k (]/2) gemeinsam. Der Grad 

yon K(f )  ist 2 ~ff)h~ In allen Fiillen isl der Relativgrad yon K( f )  in 
2~+ ~ 

bezug auf k nach 2. wegen der Bedeutung yon ~: 

2e+a h,. 

B e w e i s  yon 2): Es sei n" die kleinste Zahl, ffir die p~" im Ring (jr) 
liege; n' die kleinste Zahl, so dab 

1 (rood f) .  
t t  Ist da.~n n 1 das kleinste gemeinsame Vielfache yon n' und n ~ so ist sicher 

I (rood f). 
Andererseits ist ~1 auch die kleinste Zah~ f~ die diese Bedingung erf~lllt 
ist; denn g'~be es ein n* ~ ~ ,  ffir die 

p~ ~ 1 (rood f ) ,  

so mtiBte p"  im Ring (f) liegen lind 

=- 1 (rood f) .  
~h wiire dann nieht das kleinste gemeinsame Vielfache der kleinsten Zahlen 
~' und n". 

Wit haben noah zu zeigen, dab p in K(f )  in h~ = n Primideale zer- 

f~llt. Es seien O i und Os bestimmende Zahlen yon (Ki, k) und K s. Jede 
Zahl A yon K(f )  kann dann so mit einer bes~immten yon der Diskrimi- 
nan~e abhiingigen rationalen Zahl u multipliziert werden, da~ 

eine rationale Funk-tion mit ga~zen rationalen Koe~zienfe~ yon e iund Ss 
wir& Es sei p in der rationalen Primzahl ~ enthalten und zu ~ prim: 
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a) ~ = + 1 ,  p----n(p). Da p in K~t in ~ ,  in K~ in ~ Prim- 

ideale zerf~ll~, so is~ 

0 ~ ' =  ~ (rood ~o) 

0~ ---- O~ (rood_p), 
somit 

Da der Rela~iv~ad yon K(f) h, is~, zerf~ll~ somit p in K(f) in wenig- 

stens h~ Primideale. Wfirde p in mehr Primideate zerfalle% so miiBte ein n, 
n* < n~ exisfieren, flir welches 

A~**~ A (rood p).  

Da dies fttr jede Zahl A gelten mfiSte, so wiixe auch 

OP"*= O~ (moO. p), 
1 - -  

0~'"*-- A (rood.p) 

n 1 w~re dann nieh~ das kleinste gemeinsame Vielfache yon ~' and ~". 

b) (~)  : -  1, p = (p), n ' =  ~ ,  n " =  1. Dann is~: 

~" - e ,  (~oa~,), 
~ '  - o ,  (moa~o), 

somit 

A ~ - -  -- A (rood2). 

(p) zeffiillt in K(f)  in 2h_~, = h_.~ Primideale. Wfirde (P) in mehr 
2nl ~h 

Primideale zerfallen, so mfiB~e ein n * <  ~ exisfieren, ffir das 

also aueh 

was der &nnahme, dab ~h 
befriedige, widerslariehk 

= n' die kleinste Zahl sei, die diese Kongruonz 

Bowels  yon 3): Es sei a ein Ideal yon k, und es seien wieder ~" 
und n" die kIeins~en Extaonentea , so daft 

,(a)" -=- I (~od f), 
a ~"~ 1 im Ring f. 

Daun gib~ es nach Abselmit~ 3. und 4. in K, eino Substitution S~ 
mad in K s e i n e  Subs~i~fion ~ der Rdafivgrulape , so dab aus S~" ~-.1 
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und S~ ~''= 1 stets r'_----0 (moduS), r " ~ 0  (rood n") folgr Ist n das 
I t  kleinste gemeinsame Vielfaehe yon n" und n ,  so ist 

a ~ ~ 1 (rood f). 
Ist 
a) n ungerade, so kann~ da K, mad K~ nut quadratische Unterk~rper 

gemein haben kiinnen, SIR Ss ~ nut dann = 1 seth, wenn x x ~ 0 (rood n'), 
x2_----0(modn" ). Somit hat die Substitution S = S 1 S  ~ yon K ( f )  die Eigen- 
seha~ dab erst ihre n ~ Potenz die Einheitssubstitution wird. 

b) n gvrade, so kann entweder der gleiehe Fall, wie fiir n ungerade 

eintreten, der sieh gleieh erledig~; oder es kann 5]~= S ~  also (S1S2)'z = 1 
werden. Man setze, falls n' dutch die hShere oder gleiche Potenz yon 2 
wie n" teilbar ist~ S---- S1S~ ~. Dann ist sicher S ~ =  Sa"S~"= 1; dagegen 

Zu jedem Ideal a, dessert n t~ Pot~nz erst Strahlzahl wird, l~il3t sieh 
somit eine Substitution S der Relativgruppe zuordnen, ftir die aus S~= 1, 
r ~-0  "(rood n) folgt und S~'= 1 ist. Die Relativgruppe ist also Unter- 
gruppe der Gruppe der Sh-ahlklassen f in k. Da abet beide denselben 
Grad h, haben, so miissen sie hotoedriseb isomorph seth. 

6. Der  a b s o l u t  Galo i ssehe ,  zu k r e l a t i v - A b e l s c h e  Kiirper. 
Jeder absolut Galoissche, zu k relativ-/kbelsehe KSrper K kann zusammen- 
gesetzt werden aus absolut Galoissehen KSrpern, die zu k relativ-Abelseh 
sind mid deren Relativgrad eine Primzablpotenz l = ist. 

Denn jede Abelsehe Gruppe kann aus Abelsel~en Untergruppen zu- 
sammengesetzt werden, deren Grad eine Primzablpotenz ist. Es sei K~ ein 
UnterlrSrper yon K~ dessen Relativgruppe nur noch eine solche Unf~r- 
gruppe mit dem Relativgrad 1 ~ sei. Dann ist K, absolut Galoissch. Denn 
ist S eine Substitution der Relativgruppe und s = ( V m : - -  Vm) die Sub- 
stitution yon k, so ist, da K absolut Galoisseh: 

s S  = S ' s ,  

wo S* eine Substitution der Relativgruppe yon K zu L Daraus folg~. 
wegen s t = t ,  

sS~ = S*r  s~ 

d.h. S and S* gehiiren zu demselben Exponenten, also beide zur Unf~r- 
gruppe mit tier Ordnung 1 ~. Somit ist s~S, wo S alle zur Untergrappe 
geh6renden Substitukionen durchl~uft und x = 0 oder 1 ist, die Galoissche 
Grappe yon K~, w. z. b. w. 

7. Die  Un te rk i i rpe r  yon Kz(f).  Kz~ ~) set derjenige Un~erkiirper 
yon KO0, der naeh 6. als Relativgrad die griiBt~ in h, enthalhme Potenz l ~ 
dot Primzahl I besii~ und der absolu~ Galoisseh ist. 
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K ~ f )  liiflt sich zusammensetzen aus ether RmT~e yon absolut Galoisschen 
K6rpern, die zu k relativ-zyklisch sind, und deren Relativgrad ~u k eine 
Potenz yon 1 ist. 

Wit denken ans K(f)  aufgebaut aus den beiden Kih~ern K 1 und K~. 
Fiir K 1 ist der Satz evident, da K i absolut-Abelsch ist. Um ihn f i r  K~ 
zu beweisen, bedenken wit, daft die Relativgruppe yon K~ holoedrisch iso- 
morph mit der Gruppe der l~ingklassen (f) ist. Wit kSnnen das Basen- 
system dieser Klassen so wihlen, dab alle Klassen desselben zu Primzahl- 
potenzexponenten geh5ren. Nun enbpricht jeder Klesse k eine Klassen- 
invariante (k) = 8*), die mit Vm eine bestimmende Zahl yon K s ist. Ist 
S irgepdeine Substitution der Relativgruppe und SO die entsprechende 
konjugierb, so ist**) 

SO = f(O, ~/m), 

0 = f(ZO, - ] / -m)  = f (SO,  sVm--), 

wo f (x ,  y) eine ganze rationale Funk~ion yon x, y mit rationalen Koeffi- 
zienten ist. Da 0 ether Relalivgleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten 
geniigt, so ist sO ~ O. Somit 

sO = O = Sf(O,  s y m )  = Zs f (O,  Win) = SsBO;  
woralls 

s S = S - l s  und S s ~ - s S  -1. 

Wihlen wit also als Basensystem der Relativgruppe lauter Subs~i- 
tutionen, die dem oben definierten Basensystem tier I~ingklassen (f) ent- 
sprechen, and bestimmen wir alle UnterkSrper, deren Relativgruppe nut 
noch eine solche Substitution und deren Potenzen ist, so setzt sich aus 
denselben sicher/g(]') zusammen. Andererseits ist abet jeder dieser Unh~r- 
kSrper relativ-zykliseh yore Primzahlpotenzrelativgrade zu k. W e g e n  
sS  ~ S - i s  igt jeder aber auch absolut Oaloissch. Dean seine Galoissche 
Gruppe hat denselben Grad, wie er selbst. Nach dem Beweis van Eigen- 
schaft 1) yon K( f )  kSnnen wir noeh folgendes Resulhat aussl)reahen: 

Alle diese zu k relativ-zyklisehen Unter]Sirper yon K ( f )  haben aufler k 
keinen weiteren UnterkSr W gemein, ausgenommen im Falle l ~ 2, wo sie 
einen weiteren quadratischen KSrper gemein haben kSnnen. 

Dieselben Resul~ate ergeben sieh auch f/it jeden KSrper, der sbh aus 

UnterkSrpern der KSrper K 1 mid K~ zusammensetzt. 

*) Weber: Algebra Ill (1908), S. 4,36 u. ft. 
**) Weber: Algebra m (1908), 8. 441 
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Kap i t e l  II .  

Der dem relat iv-Abelschen K6rper zugeordnete  Strahl. 

1. Gegeben sei ein zu k rela~'iv-Abelscher, absolut Galoisscher KSrper K. 
Derselbe besitze die gleichen Eigenschaften wie K ( f )  (siehe Kapitel I, 7.): 
er sei veto Primzahlpotenzrelativgrade 2 r  l ~ und lasse sieh aus einer 
Reihe yon relativ-zyklischen, absolut Galoisschen UnterkSrpern zusammen- 
setzen. Alle seine UnterkSrper, die zugleich absolut Abelsch sind, sollen 
den OberkSrper K'" veto Relativgrade ~ r ,=  l~' aUe fibrigen UnterkSrper 
den OberkSrper K "  veto Relativgrade 2V"= 1 ~'' in bezug auf k bilden. 
Die Relativgruppe yon K'  in bezug auf k werde dutch die Substitutionen 
S ,  yon K "  durch die Substitutionen S"  gebildet. Es ist dann 

(~) sS '  = S's,  
sS"= S"-ls*), 

w e n n  

Satz: ~ sei ein in l 1 ~= 1 enthaltenes Primideal yon k. Wird dann 11 
in K" die n "t~, in K'" die n "t~ Potenz tines 1deals, so ist 

/1 - -  1 --= 0 (rood n'), l~ - -  V ~ 0 (rood n").  

Beweis :  n" und n" sind Potenzen yon l. Wit  nehmen sie so grog 
an, dab ~ nicht die In "~ resp. In "t8 Potenz eines Ideals wird. Da K '  und 
K "  absolut Galoissch sind, so mul~ auch s~ die n "t~ resp. n "t* Potenz 
eines Ideals werden; somit 

(11) = ~1' ~ '  in K ' ;  ( l l ) =  21 . . . .  " in K "  ( ~ )  �9 

Um die Zerlegung yon 11 in K '  resp. K "  zu s~udieren, benutz~ man 
am besten die yon Weber, Algebra Bd. II (1899), S. 661 u. ft. durohge- 
ftihrt~ Verallgemeine.rung der ttitber~schen Begriffe: 

a) Die K6r~ver K '  und K "  sind die trerzweigungskgrper atler in (tl) 
enthaltenen P~imidvale. Denn der Grad der Verzweigungsgruppe ist eine 
Pof~nz yon 11"*), also gleieh 1, da 1=4= 11. 

b) Die Trii!lheitslff~r~ger K t" und K;" vo~ K" und K "  sind fiir alle in 
~1 enthaltenen Primideale diesdben. Denn K '  und K "  sind relativ-zyklisch 
zu K," und K~"***), wobei dieselben ftir ein bes~immfes in tl enthaltenes 

�9 ) Siehe Kapi~el V, S. 246 u. ft. 
�9 *) Weber: Algebra II., S. 664. ***) ibid. S. 668. 
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Primi~eal ~l* resp. ~r  genommen seien. Sind T' und T" die Grund- 
substi~utionen der Triighei~sgruppen, so muB 

T''= 1, T"""= 1 

und keine niedrigere Potenz yon l wird diesen Bedingungen geniigen. 
AuBerdem is?: nach (a): 
(#) sT '  = T %  sT"  = T " - l s .  

Da K '  uncl K "  zu k relativ-Abelsch sind, und da fiir jede Zahl 
Q' resp. Q" 

e"  - -  TzQ" ~ 0 (~15);  Q"  - -  T u Q  "" ~ 0 (~1$$); 

T's ---- s T"~t** = s 

isi*), so erkennt man ohne weiteres, dab diese Bedingungen aueh f'tir aUe 
rela~iv-konjugierbn Primideale yon s resp. ~i** erffillt sin& Sie sind 
abet auch filr ss und ss erfiilll; denn wegen (fl) ist: 

- o ( s s  s e "  - '') - o 

T" (s~l*) = s~l*; T " -  b ~ * *  = s~**, 

we man ftir sQ wieder Q und ffir T " - I  wieder T"  setzen kann. 
c) Es sei T ' =  S "~', T " ~  S "r we S' und S"  Substitutionen der 

betreffenden [telativgruppe yon K '  resp..K." sind; es sollen jedoch keine 
Substihutionen S' und S" existieren, sodaB x = ~ , Dann ist 

S ' * ' " ~  1; S ' '~ ' ' '  = 1; sS" = S's; s S " =  S" - l s .  

Wir bestimmen die beiden zu k relativ-zyklisehen KSrper K'(ll) und 
K"(/1) , die Unbrk6rper yon K '  resp. K "  shtd, und deren Rela%ivgruppe 
dutch die Potenzen yon S'  resp. S" gegeben werden kSnnen. K'(/1) und 
K"(l,)  sind absolut Galoisseh, und es wird 

(:----1, ( ~ ) + : ) 2 ,  (1,)= s ' ~ '  in K'(/1); (~)-~ ~i "a ' '  in K"(I,) ( d ~ =  " 
x,,l/ 

a) (~-)@ = 0. Es sei At' eine dutch 9"1' teilbare Zahl yon ~7"(/I), A," 

die entsprechende Zahl yon ~E"(~i). Doch seien (th') (h,'3 9~' '  s zu /i prim. 
" 

Au6erdem darf man, da ss  s s ' ~ "  = s , d + 0 ist, A l ' =  sfh" , 

h / ' =  sA~" voraussetzen. Unter Benutzung der symbolischen Potenzen**) 
wird d&un 

/~'~-s'-- O' (%?; ^~"~-~"-- e" (&"), 

*) Weber a. ~. O. B. 661 u. ft. 
**) Hflbert: Zahlberieht, S. 271. 
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WO e'~ o"  Zahlen der Tr~gheitsk~irper sind~ d. h. Zahlen der zu k rdativ- 
zyklischen Un~erkSrper v 'u~ resp. v " ~  Relativgrades sin&*). Bilde~ man 
die Relativnormen dieser Triigheitsk~irper in bezug auf k~ so wird: 

Al ' (1 -s ' ) ( l+s '  + . - . + s " - ~ ) =  AI ~ - r ' - -  ~ (~); 

* ,  e " - -  ~ i i  1 - -  1 ~ " t l  ! Ai" (1-s  )( i+s'  + . - .+~"  i) Ai ~ ~ (~i'), 

wo ~', ~" Zahbn yon k sind. Unter Bedicksich~igung tier gema&bn An- 

nahmen folg~ 

s~' ~ sA( ~-*' ---- &'~-:"' -- ~' (9~'), 

a 'r T" ~ P'I 2" " - 1  "T"--I ~ 1 
S@"~--Sl~ 1 - ----A1 - ~ A i  --~'--; ( ~ i " )  

oder 
s ~ ' -  ~" (rood ZD, 

sa " -  # " ~  1 (rood 1,). 
Da aber 

so ist 
#%-1 ~ 1 (rood ll) ~ 

l d 0') - ( J  - i (moa z,). 
Andererseits ist 

Ai' (i- r' ~.) -- a"~ (~l ' ) ,  

A1 " ( i - z ' ' x ' )  ~-- # " ~  ( ~ i " ) .  

Sind x 1 und x 2 die kleinsbn Zalflen, sodaB 

Ai '(i-z''O ~- 1 (~i') oder A~' -- T% A I' ~ 0 (~I"), 

Ai "(1-r'~)--- 1 (~i '~) oder Ai"-- T"~A~"~ 0 ~ "~ 

so bes~imme man den 8tad f '  der Untergruppe T~,~ (y = 0 ,1 , .  . .). Zu 
dieser Untergruppe gehSrt ein KSrlaer** ). ~ sei die Differente yon A~' in 
bezug auf Jim; dann ist 

/*'--1 

a =/-~(A;-- I"~,AA - o (~2~'-,). 
y=O 

A ( r  ~A'"'-i q - . .  §  ( - - 1 ) ~ l , , = 0 ,  

die Rela~ivgleichung yon A l' in bezug auf densdben,  so ist auch 

a = ~ 'A( ." ' - '  --  (F'--I)i,A,'r -~ + . . . .  (--1)';t~, ~. 

*) Weber-  a. a. O., S. 668. 
*') Hflbert: Zahlbericht, S. 250. 
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Jedes ~, ist durch ~i~ also aueh dutch ~'~' ~eilbar~ da es im Un~er- 
kSrper liegk Somi~ wird, da ~" eine Po~enz yon l ~ 11 is~ 

----- ,~'A~'~ ' ' - I  ~ 0 ( ~ ' ' ) .  

Vergleicht man dieses Resultat mi~ dem vorigea, so folg~: 

Somit besitzL die Gruppe T ~v ( y=O,  1 , . . . )  nut die Einheitssubsti~ution 
T ~ = 1, d. h. x a = n'. Ebenso beweist man x~ = n". Deshalb siad #' 
und n" die kleinsten Zahlen, sodaB 

(a) 0 ' ' ~  1 (mod/~); #"" '  ~ 1 (rood/1). 

Aus (7) und (8) aber erkenn~ man 

zl -  

fl) )]  ~ 0. Da K'( l t )  absolu~ Abelseh ist, so kaml man den Be- 

weis ffir diesen K~rper wie unter a) fahren; d. h. es mug 1 l - -  1 ~--0 (mod~r ~) 
sein. 

Dagegen daft man nun in K"(Z1) fiir die Zahl At'" nich~ mehr 
i r  

h, = sA~" voraussetzen. Ist 

A~"'- ~" e O" (&~"); A( '~- ~" --  #" (~ '3 ,  
so wird 

s ( ^ ( " - : ' " )  = (s^,")  - (s^,")  = s#"  

( A~" ~i-r" #" 8~" s&"/ ~ �9 ~ 1 (s 

Denn ~ ist zu ~ prim und ffir jede solche Zahl ist die (1--T")  t~ sym- 

bolische Po~enz kongruent 1 (rood ~l")- 
Andererseits beweis~ man, wie obe% dab n" die niederste PoSenz ist, 

sodab a"~" ~ 1 (rood ~). 
Aus O"s#"~ 1 (I,) folg~ wegen ( - ~ ) = 0 ,  ~'-----+1 (l~). Somit 

kann n" nur gleieh 2 sein, l~ ist dalm ungerade. Be~rachtet man den 
absolut Galoisschen K6rper K"(l~), so is~ derselbe Verzweigungsk6rper 
yon /1, da sein Grad 2 ~'' isk In ihm wird (1,) die vier~e Po~enz eines 
Ideals. Die Triigheitsgruppe ist daher yore Grade 4, z y ~ h  und in- 
variant,*) und UnLergruppe yon s~S ''~ (0_<_x< 2; O ~ y < v ' n ~  und enf, hiilt s. 
Dies is~ unmfglich. Also is~ der Fall fl) ausgesehlossen in /C' and der 
Satz in alien Teilen bewiesen. Das letz~ere Resul~a~ soil noch besonders 
ausgesproehen werden. 

Die in d entl~alte~en, zu 1 ~rimen Primzahle~ si/nd l~rim zwr .B, dativ- 
diskrimina~te vo,a K'" in bezug auf k. 

*) l~ilber~: Zahlbericht, S, t51, 263. 
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2. Die  P r i m z a h l  1. H i l f s s ~ z e .  Is~ 1 in der Rela~ivdiskriminante 
en~hal~en, so gilt ein ~hnlicher Sa~z, wie der eben bewiesene. Um den- 
selben zu erhal~en, brauchen wit eine Reihe yon Hilfss~i~zen, die wir 
gleich so volls~ndig bier behandeln wollen, dag die Un~ersuchungen der 
folgenden Kapi~el auch nichg mehr unterbrochen werden mfissen. 

Es sol K ein zu k relafiv-zyklischer, absolug Galoisscher KSrper. Die 
Relafivgruppe bestehe aus den Potenzen der Substitution S, wo s S ~  S+ls;  
der Relativgrad sei die Primzahlpotenz n = l ~. Das in (~) enthaltene Prim- 
ideal I yon k werde in K die n o = 1% ~ Potenz eines Ideals, nicht abet 
die tno t" Po~enz eines solchen. Ftir alle in (/) enthaltenen Primideale ist 
der Tr~gheitskiirper in bezug auf k dorselbe. Somi~ ist 

(r �9 

Der Tr~gheitsk5rper is~ gleich dem VerzweigungskSrper, alles be- 
z~iglich k. Denn der Rela~ivgrad der beiden KSrper ist ein Tefler yon 
(be-- l ) ,  also in unserem Falle = 1.*) Die Verzweigungsgruppe besteht 

aus don Potenzen yon T =  S ~o, wo s l - ~  Ti*s .  

A eine dutch 2 teilbare Zahl yon K ,  wo "'(-~ zu I. Hi l f s sa tz :  Is t  1 

prim ist, und ist 
h x - z ~  1 (s ~# 1 (~"+t )  

fiir irgend einen _Primidealteiler ~" yon (1), so ist diese Bedingung fib, jeden 
anderen Primidealteiler erfiillt, und es ist 

r = a ,  fal ls  1 > 3 und  s T  = T s ;  

r = 1, falls 1 > 3 und s T =  T - i s  oder l ~- 3, ~ -~ 1, s T  =- T - i s ;  

r <__ 3, falls 1 =- 3, ~ = 2, s T  = T-~s;  

r ~ l + a, falls l =  2. 

B eweis:  Def. KSrper K werde aus dem VerzweigungskSrper sukzessive 
dutch die KSrper K~, K ~ , . . . ,  K~._~, K ~  = K ,  yon denen jeder den Re- 
lativgrad 1 zum vorhergehenden ha~, aufgebaut. 

a) Der Satz werde ftir n 0 ~-l,  K, = K bewiesen. Hier ist (1)= ~a~. 
Es soi 

wo 2' irgend ein Primideal yon (l) ist. Da T Substitution der Yar- 
zweigungsgruppe is~, so ist r > 0. A genfige der Relafivgleichuag: 

N - -  ;~h  ~-~ + ~ h  ~-~ . . . .  ~ ~ =- 0 

*) Web,r :  a, a. 0 . ,  S. 667. 
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in bezug auf den VerzweigungskSrper. Daan gilt F~r die Differente ~ yon A: 

= 1 N  - 1  - -  ( Z - - 1 ) A A  ' - ~  + . . .  +_ z , _ t  - -  0 (~'('+1~r 
Jedes Z~ ist dureh eine Potenz yon 1 = ~ teilbar; somit jeder Sum- 

mand yon 6 dutch eine andere Po~enz yon ~'; es mul~ deshalb jeder 
Summand wenigstens dureh ~,(,+~)(z-1) ~eilbar sein. Ist Z~ genan dutch 

~xi~ teilbar, so ist 

(s) a l + l - - l ~ ( r + l ) ( l - - 1 ) ;  x , l + l - - l - - i ~ ( r + l ) ( 1 - - 1 ) .  

a Ftir ~ = 1  ist r = l ,  Aus tier 1. Ungleiehung folgt r ~ 6 + l - -  1" 

wenn 1~=2; r~_~2, wenn 1 = 2 .  w . z . b . w .  
Ist dagegen ~ = 2, so nehme man zun~ehst 1 > 3, dana wird r ~ 2; 

also ist im Falle sT=T+~s der Sa~z bewiese% da dam~ r > t ~  wie leicht 
ersieh~lioh. Ist dagegen sT= T-~s trod fi~r jedes A:A ~-~'~--~ 1 (~,_o)~e 1 (~'~), 
so ist fiir jede Zaht 19 yon K 

O - -  : T O  - -  0 (~'~). 
Denn jede Zahl 6) is~ (rood ~) einer Zahl dos VerzweigungskSrpers = Tr~ig- 
heitsk6rpers kongruent, also yon tier Form a + A. Wir bilden 

A~ = A. sA. 
Dann is~ 

^ / - ' - -  1 (~")  * 1 (~'~). 

[hd~ ~-T 19~-r__-- 1 (~,s) ,  aueh Denn aus A ~ - r - ~  ~- 1 (~'~) folg%e, wegen \^,] 

A ~(~-r) ----- 1 (~'~), 

was ffir l >  2 unmSglieh. Setzt man A~ ~ - z =  1 q -~ . ,  so ist h~ genau 
dutch ~'e teilbar~ und es wird 

1 + s / ~  = AI 1-r-~ ,  
1 

1 + TsA~ = Ai r- i -- 1 -~-A~. ' 

Tsh~ = ~ = A. 
[ nc A, A~ -~" 

Nimmt man beiderseits die I~la~ivnormen in bezug auf den Ver- 
zweigtmgskSrper, so folg% da 1 + 2, 

8A21+T+-..+2/-I = __ A21+T+---+2'I-I 

Nun geht I sicher in m auf ((-~)=--0)" Somit enth~it die Relativnorm 

yon A~ in bezug auf k, ~ in ungerader Potenz als Fak%or, wobei der 
andere Faktor eine zu 1 prime rationale Zahl is~. ~" mfiB~e daher in h~ 
in einer ungeraden Pobenz enthalten sei% was unmSglich is~. A/so r ~  1, 
w. z. b. w. 

Mathsmat~che Amaalen. LXXV. 1~ 
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IS~ l = 3~ a ~ 2) SO is~ r <: 3. Man erkennt abet leicht, dai~ r ffir 
alle A dasselbe ist und aueh fiir alle Primidealteiler ~'. Im Falle s T ~  Ts  
ist zudem r gerade~ also = 2. 

Ist 1 = 2, a ~ 2, so ist r ~< 4; doeh kann man aueh hier dureh Be- 
trachtung yon A. sA zeigen) dat~ r =< 3. 

b) Wir nehmen an, der Satz sei ffir K~ bewiesen und beweisen ihn ffir 

�9 V ~-1 ist die K~+~. In K,. ist V =  T '~ Einheitssubstitution; 1, V, V~, . .  ., 

Relativgruppe yon K~.+I in bezug auf K~. In ]i7~+ 1 wird (l) = ~o~.+l. Hat 
A die im Satze angegebene Bedeuhmg im KSrper K , + I ,  und ist 

h l - r -  1 i 

1 + Ao 

we h~ eiae dureh ~ teilbare Zahl ist, so ist 

ha-r)(~+ v+...+ z~-~) = ( l + h , ) ( l + V h , ) - - .  ( I+V ' -~A, )  = 1 + Q + . . .  + 2z, 

wenn A i der Relativgleiehung 

A / - -  Z~h~-~ + - .  �9 =t= 4 = 0 

yon A,. in bezug auf K.<, genii#.  Nun is~ A~ = A x+ r+.-. + v ~-1 eine Zahl 
yon K.x, die genau dutch ~ teilbar ist. Sehliel~ man also zuniiehst die 
]0~lle l = 2 und 1 = 3, a ---- 2 aus und besehr~nkt sich auf den Fall s T  = T-~s ,  

so wird, da der Sa~ fiir K~ gilt: 

^ J - z - -  1 + ~ + - . -  + ~ - - 1  ( ~ ' ) ,  1 ( ~ ' " ) .  

h~ wenigstens zu einem in ~ enthaltenen Prim- Anderersei&s ist A = h~ 

ideal ~' prim; deshalb wird 

A ~- ,~ + ~h  + r h  ~ + . - -  + vh '  (~'~+~), 

wo a , /~ , . . - ,  v Zahlen des VerzweigungskSrpers yon ~' shad. Somit 

A -- TA ---- fl(A--TA) + 7(A~--.TA ~) + - - .  + v(A'--TA O (~"+~) 

= 0 

XV 
At-r__---- h*(t-r) (~'~+~) 

- 1 

A , - -  rA,-------0 A , - -  rA, 0 

Somi~ geni~g& die Differente ~ yon A~ der Kongruenz: 

8 = I A ] - '  - -  ( l - -  1 ) Z , A ] - '  + . . .  + 4 - ,  ~ 0 (B'~'O-')). 

W~re nun i ~> l, so w~ire A ~ -  TA~, also umsomehr h ~ -  VA~ wenigstens 
dureh 2~+x teflbar; Z, wiire dureh ~z~ ~eilbar und somi~ 

A0+ r+.. .+ z*-l)(x-r) ~ A X-i, ___ 1 (~,lz), 
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gegen obige Aussage. Also ist i < ~ und zu l prim. Jeder Summand 
des Ausdruckes ~ ist d~nn dutch eine andere Potenz vo'.1 ~' teflbar, muB 

also wenigstens durch ~,s~(~-~) teflbar sein. Ist ~t~ genau durch ~'~ tell- 
bar, so ist deshalb: 

x , l + i ( 1 - - k - - 1 ) = >  2 i ( / - - 1 )  oder %l>=i(1--k- -1) ,  

x.> i (1 +~-~)  a i. 
Somit 

Ad - ~ ' -  1 (~'~9, 
woraus sich~ wie vorhin, i = 1 ergeben muK w. z. b. w. 

Analog gestalten sich die Beweise ffir s T  = Ts; t = 3, ~= 2, s T =  T-~ s; 
t = 2 .  

II. H i l f s s a t z :  Es sei A genm~ d, urch ~ teiIbar, ~ ~u ~ l ~ m ;  dann 

ist fiir jedes in ~ entha~tene Primidea~ f f  

i i ,  e , .  . . , % - 1 ) ,  
w o  

v ~ = ~ ( l  + l + l ~ + . . . + l  ~) fiir s T =  Ts; v , =  t + a ( t + l ~ + . . . + l  ~) 

f i i r s  T =  T -  Is ist. Dabei ist 1 + 2 vorausgeset~t und der Fall l = 3, ~ = 2, 
s T =  T-*s ,  h ~ - r ~ -  1 (~,a) ausgeschlossen. 

Der Satz gi~t dann fiir jede durch ~ te~Toare Zahl h~, wo r ~  0 (mod l); 
und fiir jede Zahl A yon K gilt 

Beweis .  Es sei 

Ai-r/------i (~'"0 ~g i (~ , ,+ l )  ( i=0 ,1 ,2 , . . . ,%--1) .  

a) Dann ist v~ :~ lye_ 1. 
Denm wenn 

AI-T '-I -- 1 (g'"-'), 
so folgt #iir jede Zakl A 

A i- ~'-* _ = 1 (~'~'-0, 

da sich jede Zahl A in der Fore a-F #A-F7AS+ .-- (mod~ '~-I+~) dar- 
stenen IRBt, wo % #, y, ... Zahlen des VerzweigungskSrpers sin& Also 
ist, wenn A~ eine durch ~'~ teilbare Zahl bedeute~: 

A i - r # -1  == 1 4- A,~_~, 

A(i-~'-b':: 1 + A~,~_i, 
�9 �9 . �9 ~ �9 �9 �9 �9 

Aft-'i'z~-1)z= 1 + A~n_,. 
13" 
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Da aber 

( i -  r , ' - ' ) '=  1 + : ' - : +  r " - ' + . .  -~ I~- , )  , i - : -  ~ / ( r ' - 0  
ist, wo f ( 1 ) =  1, so folgt 

A,-."= A,X."-') (: + A,.,_,) = (: + A.,_:)"<'"-')(: + ^,,,_,) 

= i (~'"-0. 

b) Der Satz is~ far i = 0 dutch Hilfssatz I. bewiesen. Wit nehmen 
an, er gelte fidr Ki,  K~ , . . . ,  K,o_ i mid beweisen ihn ffir K.o. Da u o jede 
Zahl sein kann, is~ er dam: na~h dem Schlul~ der vollstiindigen IndulCdon 
allgemein bewiesen. Wi t  beschr~nken uns ferner auf den Fall s T =  T-is~ 
da der absolui Abelsche Fall s T  ~ Ts  gleich durchzuffihren ist. 

~,~ ist stets zu l pr/m. 
Zum Beweise nehme man an Sblle yon A eine dutch ~ teflbare 

Zahl A, ffir die sA = A. Wl~re nan V,o-1 ~ 0 (rood l), mid 

N- -  ~ N-i _p . . . .  i~ = 0 

die ~elativgleichung yon A in bezug auf K~o_I, so wl~re dann 

l - - 1  

~ =z^,-'-(~-i)~l^'-'+ ... + i,_, =/][(^- r,-~ o (~'-.-,+~ 

Ist ~t k genau durch ~a% teilbar~ so folgt dutch dieselbe SchluBweise, 
wie schon friiher, 

(~) 6 ~ x ~ + ~ ( z - l - ~ - ) > = ( ~ _ ~ + ~ ) ( z - i )  od~ ~Zx,=>_~_i(z-1)+~k, 
(k = i,2,. . . ,(Z- i)) 

ode h da V~o_ i durch ~ and ( /--1)  durch 2 teilbar ist: 

~x, =>-~' (~- i) + ~ (~ = 1, 2,..., (~- 1)). 

Sorer  ergib~ die Relativgleichung 

A '  - -  t ,  = 0 (:~.-'('-')+~'+~ 

A '  - -  . T T  A '  ---- 0 (~"o-:('-~)+"'+"+",-~), 
(-)  ^, ,_,T __=_ i (~.o~ 

iaderorseRs ist 

( : + ^  , -  ,, 

, i (e'-,-,+~ 



Abelsche Gleichungen in quadrt~tiseh-imagln~ren Zahlk~rpem. I97 

da genau nach dem unbr  d) gefiihrten Beweise auch 

v~_~. ~ 1 + ~(l + . . .  +l~-1),  

also Iv~_" 1 -F 6 ~ 6% -4- V~o_l gezeigt werden kann. Aus dem Wider- 
spruch folg~, dab ~ - 1  zu / prim ist. 

W~ire ~ - ~  0 (rood 1), i ~ % -- 1, so setze man v~ ==/q und 

AI-~" = 1 + A,, = (i +A~) (1 +A~Aj (~>0), 

wo A~ eine Zahl~ yon K~_ 1 is~ und r zu / prim angenommen werden 
daft. Bilde~ man beiderseits die Relativnormen in bezug auf K~_I ,  
so wb'd 

A *~-rg  ~ (1 + Aq) z (1 A- Aq~' A- h~/~ ' -1- �9 �9 �9 -1- h~'~t~, 
w o  

A,J -- li'A~ ~-i --]-- . . . .  ~.[ = 0 

die gelativgloichung yon A, in bezug auf K~_ 1 ist. Da r zu / prim ion, 
folg~ wiecler durch genau dieselbe SchluBweise wie friiher 

x~z + r(~-  1 - ~ )  > r(~-  l) + %_~(~- i), 
~,z =~ , , ._ , (z-  i) + ,% 

~venn L~ gonau dutch ~ z  beilbar angenommen ist, Nun ist aber nach a) 
V~o_ 1 ~ ql ~ v~; also: 

x ~ > q l ( ~ - l ) + r ~  o~r  x ~ > d ~ - l ) + l .  
Somit 

A * ( i - r ~ )  ----- (1 q- A~r) ' -~- 1 -]- A~ z ~ 1 (9.,q~+ 9 

= i ( ~ ' Q .  

Nach Annahme gilt aber der Sa~ schon fiir A* in K~_l .  Also is~ 

Diese beiden Resulfate widersprechen sich. w. z. b. w. 
c) Aus a) und b) folg~ somit 

~ l +  1, 

v~ ____~ 1 ~ + l + 1, 

v ~  l ~ + 1 ~- ~ + - "  �9 + l + 1. 

Fiir # ~-1 ist der Sa~z bowiesen, falls auch eine obere Grenze f i r  
v~ gefunden ist~ wie es in el) geschehen wird. Es sei also #-~ 2) und 

zunihs~ i ~ % - -  I) A 1-r*~ ___ 1 Jr An. ~enau wie in b) finder man dann 
~r die Norm A*  yon h . in bezug a,uf K~_~: 

A * i - r ~ ' ~  1 + i i' +/~" + ' - -  +. X~', 
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und, wenn l~" genau dutch ~ teflbar ist, da v i zu 1 prim ist, 

x~t > ~o_~(~- i) + ~,~ (k=  l, ~,..., (z- i ) ) ;  
odor, da 

% . _ l > = l " o - l + l " o - ~ + . . . + l ,  % > Z ~ + . . . +  1: 

x~l ~ n o - l + ~ + zi-l  + . .  . + l + l ,  

_>- ~o + l~ + ~-~ + . - .  + z (k = 1, 2,..., ( l -  1)). 
Daher wird 

A *fi-~e)  - -  1 + I/ (~+z%z'-~+. . .+~);  

;~[ is$ genau dutch s  teilbar. Andererseits is~ nach Annahme 

A * ( ~ - r ' )  ~- 1 (~['+~q+'"+")]') * 1 (~+~( '+ '"+~)] ' ) .  

Sobald also n o A- 1 + .- �9 + / ~ > l ( 1  + 2(l+.---J-/~)) ist, was fiir i < u  o -  1 
erFdlll ist ,  so ist somit l v ~ = l [ l + 2 ( l + . . . + l ~ ) ] ,  v~= 1d-2(l-l-. . .+l~). 
w. z. b. w. Ist dagegen i = u o --  I~ so is~ 

%, ~ > lv,~ ~ + 1  

=> 2(Z~o-~ + . - . +  Z~) - l -Z+  1. 

Ferner is~ v~_ l  u~erade,  wie man leieh~ einsieh~*). Also 

%0_1 = 2 ( l ~ 0 - ~ +  . - - + l  ~) + l + 2r, 
z + l  

wo r eino der Zahlen 1 , 2 , . . . ,  2 

aus den Ungleichungen (a) yon b): 

21x~ => 2(~o-e)  + z, 
2 x ~ > 2  m ( l + l )  

odor, da r ~ Z-~ 1, 

2x~ > 2 n~ -- (1 + 1) + 2 r  
~--- T 

2xk=_>2- ~ - - ( 1 + 1 ) +  2 r +  2, 

Somi~ ist far alle k = 1, 2 , . - . ,  ( Z -  1), 

und 

I-}-1 sein wird. Wiixe r < - - ~  ~ so folg~ 

- -  / + 2 r (Z- -1 )  + 2k,  

+ 2r  A_ 2 k - r  

worm k g  z-1 
2 ' 

worm k_> z + l  
2 

I ~ N  - k  = 0 (i~'~-w+1)+~+~+ I) 

A ~ -TTAz~  0 (~s~-~+l+~;+"o-1), 

*) Siehc den Beweis S. 198. 
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andererseits is~ 

( ' )  
N ,_: ,5-  

also mfiBte, dR 

ist, 

far 

a + ̂ . ._,) ' :  i + ^' 

l~,.~ < 2% + v~_ i 

2n o -- l' -- l + 1 + 2rl + V~o_ i -4 l%._i , 

%o-1 =- 2( l~-1 + ' "+ lS )  + 1 + 2r, 

. . . l + l  
sein, was unmSglieh ist. Somit ist r ~ - - E - '  und 

% _ :  >_ i + ~(z+. . .  +Z~o-9. 

d) SehlieBlieh bleibt noeh zu beweison, dMl ~,~ nieht grSBer als der 
zngegebene Weft sein kann. Wire  nimlieh i der grSgte Exponent, far den 

A i - ~  -=- 1 (~'~+~(~+'+'"+~)), 

so wiire die Differenb ~ yon A in bezug auf K~ teilbar dttroh ~,k, wo 

�9 no [~(/~+aq_...+/.{.1)4_l[ t-- h = ~-~-: ( z - i ) [ ~ ( z , + . . . + t + l ) + i ] +  

. .  -{- (1--1)[a(l~.-xq-.. .q-l+l)+ l ] W a ~  (/--1) 

Ist ~aerarseits 

A z~ -- ZiA ~ q- . . . .  ~,o == 0 
-'7 

die Relativgleiehung yon A in b~ug auf K~, so muB 

oder 

Somit ist 

~t~ A {i 

no_ 1 

~ A ~ ~ 0 (~'h 

Set~ man den Weft yon h ein, so finder man leieht 
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da l -~  2, und 1 = 3~ a = 2 ausgesohlossen sind, is~ diese Ungleichung 
unmSgilcb. Somit sind die gefundenen Wert~ flit v~ die ~SB~m5glichen 
w. z. b. w. 

Mit genau denselben Mit~eln beweist man im Falle l = 3, a-~ 2, 
s T  = T - i s  die 

1. E r g ~ n z u n g :  3~+1--2_<__v~3 TM, l = 3 ,  a = 2 .  
Wenn fiir ein i : v, = 3 ~+ 1, so ivt diese Relation auch fiir a~e gr6fleren 

i erfiillt. 
Is~ schlieBlich 1-~ 2, so zeig% man 

woraus die 
2. E rggnzung :  a 2 ' + ~ - - 2 a +  l ~v~<=62~+~--(a--1) ,  l = 2 .  
v~ ist bei a = 2 ungerade. Wenn fiir ein i die obere Summe yon v, 

erreicht ist, so wird sie auch fiir all, grgfieren i erreicht. 
III. t i i l f s sa t z :  Wenn A~-r=---1 ( ~ o ) ,  wo k > O, so ist 

A ~-T~' =_ 1 (~o+"('+'"+~)),  falls s T  = Zs ,  

h~-:"r~ 1 (~0+*+"~+'"+~')), falls s T =  T-~s ,  

fiir alle i < u o. Dabei ist l + 2 vorausgesetzt. 
Beweis.  Wit beschl4nken uns auf den Fall s T  ~ T - i s  und szhlieilen 

zuniichst auch 1 . : 3 ,  a = 2  aus. Es sei 2 eine genau durch ~ m ~ l ~  
~eilbare Zahl yon k. Dram daft man se~zen: 

A ~-~-~ (1 +Za)  (1 +XA),  

wo a i m  VerzweigungskSrper liegt, und A wenigstens dutch ~ teflbar ist. 
Daraus folg~: 

( ~-~ ~-~ ) 
A~-"  ~ (1 + ~a) * 1 + X ~ T ' A  + ; 1 3 ~  T'A T~'A + �9 .. 

.~=0  * - - 0  

~--1  

--  1 + Z L ~ .T'A (~(~+ I)~,). 
t----O 

man A 1 = 2 ~ T 'A ,  so ist nach Bdlfssatz Se~z~ II 
t=O 

A 1 -- TA1 = A -- T~A = 0  ( ~ + s ) .  

W~re A~ dutch ~q teilbar~ wo g zu l prim, so w~re 

A, --  TA~t s 0 (Bq + ~ ) ,  0 ( ~  + ~), 
also 

q + l ~ a l + 2 ,  ~ a l + t .  

Ist d~gogon q ~ - 0 ( / ) , s o  ist hx wenigst~ns dutch ~' teflbar. Sioher folg~ 
deshalb in beiden F~len: 

A - -  1 
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Somit gilt der obige Sa~z flit i = 1. Wit aehmen ihn deshalb tiir 
1, 2, 3,--- ,  i - - 1  als bewieson an und beweisen itm fiir i. Dana ist 

/ - 1 _  1 

*=0 
/ - i  --1 

AI ~ 2 '  T'A is~ daher durch ~+~(~+...+~-i) teilbar. Da ~ ein Ideal 
(=0 

yon K.._ I is~, k6mlen wir deshalb immer 

A t = A t + Aq 

setzen, wo A z ein dutch ~+~(~+...+i-x)teilbare ZaM yon K,,o_ 1 ist, die 
auch 0 soin kann, und q > l +  o( /~+- . -+ /*-1)  und zu / prim angenom- 
men werden clarf. Somi*: 

A I -- 2A I = A -- T '-~ A = (A,-- TAt) + (A~ -- fAq). 

Nun is~ nach Hilfssatz II A- -  Tr  dureh ~+~q+---+~-b teilbar, 

und naeh Hilfssatz I h ~ -  TA t durch ~z(~+aq+ ..+~-~)); also auch 

hq -- TAq ~ 0 (~q+~+...+~r ; 

weil aber q zu l prim is~, kann A ~ -  TAq h6ehstens durch ~ + ;  ~eflbar 
sein, d. h. 

q + 1 >= a ( l + . . . + l  '-1) + (2--a)2, 
q >= + +z' -0 .  

Deshalb folg% weiter: 

Ai-r~ ~ (1 +lA1) i+~"~-1+''" + ~,(~_~)i-I 

(I +~A, +~ Aq) I+ ~z~-~ +... +~(,-I#-~ (~@+ I)~) 

~=0 ~----0 

Ktirz~ man die beiden Summea rech~s mi~ A' und h" ab und nimmt die 
erstere genau durch ~r die aadere genau durch ~r ~eilbar an, so is%, wegon: 

A" -- Tr "= At -- TeA,, h" -- T #-x h"~- h~ -- TCA~, 

wenn q' und q'" zu / prim w~ren: 

q" + l + ~ ( Z + . - - + l ' - ' ) > _  (i  + ~ ( ~ + - . - + r  

~ " + 1 + * ( / + - - - +  V-~) >__~/+1+ e( l+- . .  +19~_(4--2~)+ 2* ( t+ - - .+ l ' -  0 +  al~, 
also siaher: 

l~' > 1 + ~(l~ + - . -  + ~'), 

& k  . ,  
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Es sei also q" resp. q" durch 1 teilbar. Sind dan~ l i '  , % ' , . - . ,  it; r~sp. 

�9 - ~" die elementarsymme~rischen Funkfionen yon T ~ - i  A~ resp. ;t~', ~t~", -, 

T'~-Ihq (~----0, 1 ,2 , . . . , l - -1) ,  so ist l a ' =  A' , 21"= A". Is~ nun its' resp. its", 

durch ~ resp. ~ '  ~eilbar, so beweis~ man genau wie oben, dab ent- 
weder q,' resp. q~" durch 1 teilbar sind, oder dab 

q ;  >__ [ i  + ~(l + - . .  + ~'-~)]~ + ~ 
resp. 

q, = [ ( ~ - 2 o )  + ,,(z + . . .  + z,-*)],, + ~z,. 
Nun ist abet nach Hilfssa~z II: 

l - - 1  

H(A,-- r ' r  = IA / -~  - -  ( l - -1 ) ; t l  ' A/-~ + . . . +  ,~;_~ 

l - - 1  

= ZA~'-~ --  (Z--i)i,"h~'-~ + . . .  + li'_~ 

_= 0 (~('-~)<~+,(~+-- +~-~)+q)). 

Die Glieder mi~ its' resp. ;~", ffir die q~," resp. q," zu 1 prim sind, siad 
sicher dutch den Modul teflbar, wegen der vorigen Ungleichungen, fallen 
also fort. Die noeh fibrig bleibenden Summanden sind alle dureh vet= 
sehiedene Potenzen yon ~ teilbar, miissen also jeder fiir sich, durch den 
Modal f~ilbar sein, woraus ffir s ~ 1: 

ql' + ( i . + ~ q + . . . +  r (Z--2) >_ (Z--i)  (2+2~(Z+- . .+~  '-~) + ~ l , - i ) ,  

g~"-kq(l--2) :> ( /--1) (1-}-o(/-k..--kl '-~)+q) 

oder (da q~" resp. q(" dureh l teilbar angenommen ist): 

q~'z ~ z + ~(z*+. . .+~) ,  

~1" _ z + ~ ( l*+ '"+~) ,  
d. h. in jedem .Fall 

A I -~" '  - -  i (~".+'+~(~+'"+'~). 
Ffir l ~ 3, ~ =,: 2 wird der Satz en~sprechend bewiesen. 

Erg~ inzung :  /~//r ~ - 1 ,  1 =~ 2 ist A 1 - ~ d - -  ~ 1 ( ~ ~  ~enn 
i~e~,  wo ~ gin" I n d ~  ist, f'wr den v,_ 1 =2"- -1 ,  v~=2~+�89 d~oeOen ist 

A i-~'~;-- 1 (1~"~+"-*). 

F//~ ~ == 2, l ~ 2 ist bei g/e/abet Bedeut~ng yon u; 

1 i 
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IV. Hi t f ssa tz :  1st ~ = ~ ein 1deal yon K~. und ist A,~_1 e/he ge- 

nau durch ~:x-1 teilbare Zahl yon K.~, wo v~_ 1 die friihere Bedeutung (siehe 
Hilfssatz II) hat, so ist: 

~,,~'-1T'A,,-I {_~O0 (modlO ~_ O (modl ,  D, falls sT__ Ts, 
h = - - ~  ([~-(0- ')) ~ 0 (rood I~"+~-~ falls sT=- T - ' s .  

Jede andere dementarsymmetrische Funl'tion 2~ der T ~ A~_ t  , mit Ausnahme 
yon 1~ ( x > l ) ,  ist dutch/~+l, resp. I ~~ re,bar; l~ ( u > l )  ist wenigstens 
dutch t ~ res19, l ~- (~  teilbar. Dabvi ist l----3, ~ ~ 2, s T =  T - i s ,  und 
1-~ 2 ausgeschlossen. 

Beweis.  Wir ktirzen h~._, mit h ab; A geniige der Relativgleichtmg 
in bezug auf den Verzweigungskiirper: 

A '~ -- QN ~-i + .... If =-0. 

Die Rela~ivdifferen~e ~(A) ist nach Hilfssa~z I i ,  da ~ - 1  zu 1 prim 
ist, dutch ~ genau teilbar, wo 

s T  = Ts: h -- l ' ( / - -1)O,~_l+l)  +/~-~( / - -1)(v~_,+a<l+ 1)) + - -  
�9 . + ( z - i ) ( ~ _ l + ~ ( z ' - l + - - . +  1)) 

= v~_l(F'--l) -5 ~al ~ -- ~(1 +/_[_...+/x-~); 

s T = / ' - i s :  h----/ ' .- ,(1--i)(~_~+l) + /* -~ ( / - -1 ) (~_ ,+  1+ ~0 + ' -  
�9 . + (1- -1) (v , ._ l+lTa(Z+'"+l ' - l ) )  

= , ,~ ,_ l (z ' . - i )  + ~ l  ~ -  ( , ~ -  i)z" - ( I  + ,~ ( z+ . . .  + l - - - , ) ) .  

Aadererseits ist 

Z, Ar-1 ( z ~ _ l ) h ^ r - ~ + . . . + b _ ~ _ _ = o  (~"~ 
Da y~_, zu l prim ist, ist jedes Glied durch eine andere Potenz yon 

~ ~eilbar. Ist (/~--k)l~ genau dutch ~ - ~  I~ beilbar, so folg%: 

s T =  Ts: l~x~+ (/~-- 1--k)vx_l ~- ( l ~ - - l ) v , _ l + u ~ l ' - - a ( l + ' " + l ~ - ' ) ,  

s T =  T - ' s :  lXx,+ (/~--l--k)~,~_l >- ( / ' - - l )v ,_~+u~l~--(a--1) l  ~" 
- (1 + ~(l+. . .+l~-~))  

oder, wegen des Wer~es yon ~,~_~: 

sT---- Ts: l~x~ ~ (k--1)~_~ + ~ 1 5  
sT~-r-~s:  t*x~ >= (k--1)v~_~ + ~ - ( ~ - I ) K  

Wenigs~ens in einer Ungleichung mu~ das Gleichheit~zeichau ~uf- 

%-a~ten. Man sieh~, da6 dies nut ffir k = 1 ein~eten lman; somi~ 

sT = Ts: x~ -- ~, 
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Dagegen ist ffir ]~ > 1: 

s l '  = Ts:  x~ ~ xa  --}- 1, 

s T  = T - i s :  x~ ~ ~a + 2 - -  a.  

Daraus schliel~t man~ wenn k zu I prim isl, wie z. B. fiir k = 1, 
(tab i~ selbst durch F~ ~eilbar is~. IsL dagegen k = / i q ,  wo q zu / prim 
ist und O < i < u ,  so ist 

_>- (~'+'-~+"'+ z~')a + ~ 5  
x~ ~ ~(1+~+ . . .+ /~ - i )  + ~a, 

x~ - -  ia ~ a ( l  + l + . . . + l ~ - i - - i )  + ~a. 

Das Gleichheit.szeichen kann nur fiir q = 1 einfxeten. Daraus erl~ennt 
man, dab 2 2 ftir q = 1, i = 1 wenigs~ens durch ~ = 1 ~, ftir alle iibrigen 
Fil le  wenigsteas durch ~ q + ~= 1 ~- + ~ teilbur ist. Entsprechend fiir s T--  T - '  s. 
W. Z. b .  w .  

1. E r g i n z u n g :  l ~ 3, a = 2. Wenn A l - r ~ - l ( ~ S ) ,  so ist 

3 z -  1 

Zl = ~ Y*A,~_ 1 ------ 0 ( l~+l) ,  

und ebenso fi~r jede andere elementarsymmetrische .Funktion. Is t  dagegen 
A ~- : 'm  1 (~a), so gilt der obige Satz. 

2. E r g i i n z u n g :  l =* 9. De~" obige Satz gilt~ falls 

v~._ 1 = a2 ~ - -  (9a--1) .  

I n  jedem anderen _FaU ist sicher fi~r s T  = T - i s :  

2 X - 1 

V. H i l f s s a t z :  Die S W  jeder Zahl yon K S i~ bezag auf  den Va,'- 
~weigungskgrper ist wenigstens dutch 

F " ( s T : =  Ts)  resp. ][~a-(a-1)(sT= T - i s )  
~ r .  

Beweis .  Man kann den Beweis yon Hilfssatz IV s~aY~ fiir A,u_I au~,tl 
fiir A~ ftihren, wo A~ eine genau durch ~ ~ilbare Zahl yon ~ is~, und 
r zu 1 prim is~. Dann iblg~ wieder 

x ~ z a  resp. xl ~ _ u a - -  (a- -1  ). 
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Also ist der Satz fiir "aUe A~ bowiesen. Nun kann man aber jeder 
gahl A yon Ky. die Form geben*) 

A = a + A,~, + A~2 + �9 �9 + A%, 

we a i m  VerzweigungskSrper, hq~ eine genau durch ~[qi teilbare Zahl 
yon K i mid q~ q~ 0 (1) ist. Somit 

~x--I ~--I ~-'--1 ~--I 

i = 0  i = 0  ~ = 0  $ = 0  

oder naeh dem eben Bewiesenen: 

~ , T ~ A  ~ 0 (~"~" 1o~-(o-1)). resp. 
i = 0  

Der Satz gilt somit stets. 

VI. H i l f s s a t z :  Ist  s S  = S - i s  und A ixgend eine zu I prime Zahl  
yon KI~ so kann man  stets eine zu l pr ime Zahl  r angeben~ sodafl die r ~ 
Potenz der l~eIativnorm yon A in bezug auf  k im t~ing mit  dam _V, iihrer 
l ~" liegt. Dabei i~  1 = 3, a = 2, A l - r ~ -  1 ( ~ )  und l = 2 ausgeschlossen. 

Beweis .  Es sei A = a + h*, we a i m  Verzweigungsl~Srper liegt, 
A* durch ~ toilbar, und 1 = ~q  ist. Man bestimme % so prim zu l, dab 
a ~, einer ganzen ralionalen Zah] a (rood ~,z) kongruent wird, we ~' ein 
in ~ en~hallenes Primideal ist. Man seize 

h ~ a  + A, 

we A dutch ~' teilbar ist mid die Relativgleichtmg 

A ~ -  l i A ~ - l +  . . . .  ~L, = 0 

in bezug auf den VerzweigangskSrper besitze. Dama wird 

t 5 = A~,(l+r+-.-+r '- i)  = a ~ + a~- l~  + - . .  + ~.  

Wiiro A -  0 (~'~), so wfirde ohne weiieres a~ ~ a z (~'~) folgen, was 
den Satz ergibk Ist also A durch ~'~ teilbar, we r < l, so folgt wiede b 

wenn ~ genau dutch ~ ' ~  teilbar ist,**) 

x ~ l ~ = ~ + i - - 1  oder x ~ 2  ffir i > l .  
Somit: 

~, = a' + l i  a ' -x  + ~, ---- a' + iL t + l,  (rood ~'~'), 

da ~i und ~ wenigstens dutch ~'~ teilbar sin& Welm r > 1, so isl ix und l~ 
abex auch dutch ~'~r teilbar. In diesem FaUe und wenn 21 + l~ dutch ~s~ 
teflbar is~, wird 

�9 ) Siehe Kapi~el IIL S. 223. 
�9 *) Siehe die, es Kapitel die Gleiehungen (~) S. 193. 
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a, ~ a~ ~(A)r~ ~ a ~ (~) ,  
und 

~(A)-  __ i (e). 

Man kann also annehmen: dab ~ zu ~" prim sei. Man seize 

A~-~ = #O+A ' ) ,  

A i - r  = f l i+s+. . .+s-o i Jr S i A "  -F . .  �9 , 

. i =O  

wo fl im VerzweigungskSrper ]ieg~ also fll+...+s~ ~-#* in k. Da 

N - r  = 1 (~'), 
wird # * ~  1 (Z). Man setze 

A '-~'=: tm ( I  +A" )  A" = ~ , ,  S~A" + �9 �9 i 

i 

i =O  

Besi~zt A "  d ie  Re la~vgb i r  

A "Z -- ll"A ' ' - 1  Jr . . . .  i / '  = 0, 

und bilde~ man in N - I " ~  fl* (I-FA") die Relativnorm in bezug auf den 
Verzwe~gungskSrper, so fol~,  wie oben, 

i: #*,(1 + i , " +  ... + z;'), 
i l " +  i / ' ~  0 (~'~$. 

Andererseits ist auch .,I " ~ Sil"  , wie man sofort erkennt. Setzt man 

h_ ~-b-A*, wo ~ im VerzweigangskSrper liegt lind A* durch ~' teilbar Apt 

is~, so wird 
h --- ~'l, "~ (~'~), 
~ ~ i / '  (~"~'), 

z~ + i,--- ~z/'~- ~ % - -  ( ~ - ~  z," (~'~,), 

i 

(r = + ~ o~,~ : o ,  ~o ~ ~ - z . ~  (~.,), ~ o :  Wenn abet 

~ , '  s~(~- ~) ~ o (~',), 
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(-~)-------1, so ist +'~SS~'~+ (g"), Wenn a l s o  

~o 

eine Zahl, Nr die sa* ~ -  ~*. Dami ist aber 

~V(A)' ,-  sN(A)~- , * .  a ( ~ - ' )  ' (~," + sZ,") (~'~'). 
Es erfibrigt also noch, ~ " +  s&" zu uatersuchen. Dazu betrachte man 

A ' - v  = #*(1 + A'% 

(sA)'-~"-~ = s # * O  + sa") ,  

(sA)~-~ = s#*(z + TsA"), 

( ^ ] l - r f f i  s/? el*s#*(1 + h") (1 + rsh'~), 

^ g, #*=_ woraus, da sA = Q zu prim ist, und I (s 
^-. 

I r sA"=  l + A "  (g'~)' 

" ^" (~'~9- : , + ^ , ,  

i=O 

Nun gentigt aber A = 1 + ^'" der Relativgleichung 

A ~, - ~ / ' X , - , ( ~ - X )  + . . . .  ~ ," (1 -X) ,  = o,  
w o r a l l S ;  

( 1 +  " , r, ~ + ~, 3 A - ~ , " A ' - ' O -  X) - ~" (1-..- X), _= q (~',,+'),  

~"  A,_~ ~.. (~,,,+,), A' , + ~ , " + l ; '  - -  ~ 0  

oder, da 1~"+ Jt~" dutch 9., ' t~ teilbar ist:~ 
l - - I  l - - I  

~ r,X= ~ T J ,~" , §  = ;~""(S"9;'  
,+=0 +=0 

also is~ �9 + 
s 1 1 " ~ - - 1 1 "  oder  ~(/" + s~" = O  (~ "tr) 

oder 
N(A)-  - -  s~ (A)"  --= O (~'~ 

also such 
---0 (P) w. z. b. w. 

1. E r g ~ n z u n g :  Wenn 1-~ 3, ~ = 2, so ist die Norm i~ bezu 9 au/.k 
der ( i - - s )  ~ symbolischen )Pol~nz jeder Zald van K1, die zu (1) ~ ist, 
im Ring mit dem Fiihrer 3. 
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Dean es is~ A I - ~  1 (2~), da s e i n e  Substitution der absoluten Ver- 
zweigungsgruppe ist. Daraus ergibt sich ohne weiteres fiir die Norm in 
bezug auf den VerzweigungskSrper: 

(Ai-0  I+r+r~ =-- 1 (~s) 

oder flit die Norm in bezug auf k: 

lV(A 1-~) --  1 (3) w. z. b. w. 

Wi t  kehren zum KSrper K(K' ,  K") yon 2. zurtick. 
3. Es soll der Satz bewiesen werden: 
Satz :  1)ie Verzweigungsgruppe der in (1) enthaltenen P~imideale des 

KSrpers K '  resp. K"  ist zyklisch, wenn 1 + 2. 
Wit  gehen yon dem Gegenteil aus. G'~be es in K '  resp. K "  zwei 

zum VerzweigungskSrper relativ-zyklische KSrper K 1 and K s yore ltelativ- 
grade l, sodat~ im OberkSrper K ( K , ,  K~) yore Relativgrad Z2: 

(o-1, 
wo ~ aus lauter voneinander versehiedenen Primidealen zusammengesetzt 

(^) 
ist, so nehme man eine ,durch B teflbare Zahl A; -~  sei zu B prim. Um 

unnStige Fallunterschiede zu vermeiden, schlie~en wit den Fall s T =  Ts, 
a ~ 2 aus. 

a) Es seien T 1 und T. 2 die Grtmdsubstitutionen yon K 1 and K~ 
re]ativ zum Verzweigungsk~irper. Man seize 

A ~ - r , ~ l + A ~ l  (~). 

Ist  ~' ein Primideal yon ~ and (Ai) ganau dureh 2'~ teflbar, so 
wiirde dutch Bildung der Relativnorm yon A in bezug auf K 1 folgen 

A(, + r: +-.. + r j  - ~) c -  r~) = A* (* - r~) ~ 1 (B' ~). 

Nach Hilfssatz I ist deshalb r ~  l, wenn Z=3 ,  ~-~2, A i - T - ~ I  (B'a) 
zunii~hst ausgasehlossen wird. Es sei 

Ai z -  ) . , 'h ,  z-1 + . . . .  )~/= 0 

die Relativgleichung yon A 1 in bezug auf Kl~ dann is~ 

Somit diirfen nieht alle 2/ dutch B ~+~ teflbar sein. Nun ist aber 

A, ~-r, ~ 1 (~), A, -- ~ A ,  ~ 0 (B'"+~) 
also; 

i =H(A,--TJA,) = IA,~- ~-- i/(/--l)h**-~ +... + )-~_, ~0 
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Wenn r < l, so folgen hieraus, wie frfiher~ die Ungleichungen: 

x ~ l ~ l - -  1 + r i l l - -  1 +r ,  

wenn Z~' genau dutch ~,~'~z ~eilbar isk Also ist nur r ~ 1 mgghch. 
W~re abet r = l ,  so iblgt aus h - -T1A- - -O  (~'2+1) und tier Rela- 

tivgleichung 
N - -  Z lN-1  + . . .  + ~ _ l h _ _  Z~= 0 

yon A in bezug auf K~, wie oben, 

x~l ~ l~-- l + i. 

Einmal mtfl~ hier das Gleichheit~zeichen auftreten, was nur fiir i ~ 0 
eintreten k6nnte. Somit ist auch dieser Fall zu verwerfen und r ~-1  bo- 
wiesen. Dies zeigt man fiir jedes ~' yon ~. 

Ist A, eine dutch or teilbare Zahl, wo r ~ 0 (mocl/) und (At)) zu 

prim ist, so ist h__c_~ = q2 eine zu O prime Zahl, fiir die Ql- r .  ~ 1 (~*). 
A * 

Somit ist anch 
= $ 1  

- -  1 

denn 
1 + 1 

R e s u l t a i :  1st A~ eine dutch ~" teilbare Zald, wo (^J-) zu ~ prim ist~ 

so ist 

falls r ~ 0 (rood l) fiir jedes h, ~ e~,thaltene Primide~ ~'. Dieser Satz 
gilt f'~r jede Substitution T der VerzweigungsgruFpe yon K(K~, K~.) 

mit Aasnahme yon I x~ = O, 
I X~ =- O. 

b) Es sei T~ = S: ~, .T, ~- S,'b wo S~, S~ Substitutionen tier Relativ- 
gruppe yon K(K~, I~) in bezug auf k sind, dagegen seien T~ und T~ 
nicht die lu r resp. lye. Potenzen solcher Substi~tionen. Dann kann man 
unter K~ speziell den relativ-zyklischen KSrper mit der Relativgruppe 

unfer K,  denjenigen mit der Relatrivgruppe 

verstehen. K(K1, K~) hat dann die Rela~iv~oTuppe S~ ~, S~ ~, (0 s x~ < h,~)- 
Es ^abe A die frtihere Bedeutung und h ~- =,1 = 1 + h~. Dana ist 

~ - - S , ^ ,  
h('-s,) ~-r,)  = 1 + u  S, ^, " 

M a t h ~ m a ~ h ~  A.~0oaalea. LXXV. 14 
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Nun ist abet A ~-s, -~ ~ eine zu ~ prime Zahl, semiS: 

~+1 

Die Zahl (~s^~) l , die 
Eigensehaften 

A, -- S, A, --= o (~),  
A~ ~-~, -~ 1 (~). 

wir wieder mit A abkfirzen, hat deshalb die 

1. A - ~ 0  (~"); 2. ~ zu ~ prim; 3. A = s h ;  4. A l - S ~ = l  (~). 

man A i - s I a l - I - A 1 ,  so ist (-~)- zu ~ prim Setz~ tlnC] 

h l - r ,  = (t +hl)l+s~ + " - k  z z ~ ' l -  1 .  

Wird durch A seine genau durch B~ teilbare Zahl bezeichnet 

(r ) zu ~ prim \ ~  
so fo l~  sukzessive: 

A(~- ~ '  = (1 + ^~ = r~A-~ ~+~' + + ~ ' " ~ - ~ ~  + z~ ̂ ~ / : (1 + A # + ~ + + ~ : " - ~  

�9 o ~ o . . . . . . . . .  . �9 �9 o �9 , , �9 , o 

I A T A \ l+s~+" '+s~  v~-I 
A<~-T# -I \_§ ~ - ~  ) =O+A~_#+~,+...+~',-' 

Wenn also T irgend eine Substitution der Verzweigungsgruppe be- 
deutet, so wird 

A(1-  ~")(1- r~)z- 1 (1 _~ Az)i+ s'~ + �9 �9 + s ~ , -  1 

A m-~)(~-~#-~ ~ (I+A/)~+~ + + ~ ' ~ - ~  ( ~ + 5 ,  

Am-~m-~# -~ ~ 1 (~+~). (~) 

Jede Zahl ist (rood s einer Zahl des Tr~gheits- ~esp. VerzweigtmgskSrpers 

kongment*), somit aueh - - ,  we 2 eine dureh gr- teilbare Zahl yon k ist 

e,.or 

zweigungsk5rpers (rood B~+~) kongrnenL. AuSerdem kann man S 1 so ge- 
w~llL denken, dab die sLets zyklische Relaiivgwuppe des TriigheitskSrpers 
zum Zer]egungsk5rper*) in S~ ~ ( 0 ~ x t  < v~) en~halt~en isi. Dann ist 

(I -F A/) ~+s~+''+s#'-I einer Zahl des ZerlegungskSrpers (rood s kon- 
gruent. Ist B' ein Primideal yon ~, so seize man B1 = B, wenn B '=  sB'; 

*) W e b e r :  A lgeb ra  II, S. 663. 
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gl ~ ~ 'Sg,  wenn s + s~' .  JeAe Za&l des Zerle~lng~ kSrpers is~ (rood 9q ~) 
einer Zahl yon k kongruent*). Weil  aber 

AZ(i-r)(i-r,)z-i~ 1 -]- A * ( ~ + l ) ,  

A* wo A* im Zerleg-angskSrper lieg% und dutch s teilbar ist, so ist T einer 

Zahl yon k (mod ~l) kongruent and 

N ( 1 - r x l - r ~ ) ~ - ~  = (rood ~ f l + 0  - -  1 (rood ~l ~) 

$ 1  (rood ~i ~ +l), 

wo g in k liegt. Wi t  setzen 

A~(1-r~)(1-rD~-I ---- ~o (~l~+i), 

^ ~ ( 1 - ~ ( 1 - ~ , ) , - 1  _ =~ ( ~ + 1 ) ,  

�9 ~ ~ . . . . . . . . .  

N ( : -  r~ r j -  1) (~ _ r d - 1  __: g z  _ ~ ( ~ 1  ~ + ~)" 

Wenn 
a) s T  1 = T I -~s ,  s T  2 = T~- l s ,  so folg~ weg~n ~ = s~, ,  h ~ sA: 

s N ( 1 - r ) ( 1 - r J - l =  N(1-r-~)(1-r~-~)~-I ~ A-Z(~-r)O-r.)z-l~ s : z ( ~ + 1 )  

oder 

~ s ~ ;  ~ s ~  i ( s  ~ - -  1 ( s  �9 1 ( ~ 0 .  
q ~  

Dies gilt ffir jedes ~c Da es abet nut l - - 1  inkongruente Zahlen 
~ (rood s in k gibfi, die diesen Bedingungen gentigen, so mui~ fiir be- 
stimmtes i and k 

~, ~_ ~ ( ~ - )  (~ + ~), 

N (r~ n - r j  ~%) (i- r~)~- i _-- 1 (~l ~ + 1), 

N (I - r j- b (~- r~)~- i _----- 1 (El ~ + i). 

Dies widersprich~ der Formel (r Die Ann~hme is~ daher zu verwerfen. 
fl) s T  1 = TlS , sT~ = T~s, a = 1. Durch dieselbe Oberlegung wie im 

FaUe r folgt 
- s =  (rood l~), ~ - 1 (rood l) ~ 1 (rood ~). 

Da es nur (1--1)  solcher ~ gibt (rood l~), folgt der Widerspruch atff 
gleiche Weise wie oben. 

Fa~l 1 = 3, ~ = 2; hier ist ( 3 ) =  ~8;  wir beschr~nken uns auf den 
Fall s S  = B - i s  und greifen~ wie vorhin~ ~ l  und ~ heraus. Es sei 

h ~ -  ~, = i + ^ ,  - i (~'  9 �9 i (~' - § ~). 

*) Weber: Algebra lI, S. 662. ~'~ ist ein Primide~l 1. Grades. 
14" 
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Dutch Normbildung in bezug auf K 1 erkennt man, dab r ~ 9. Es sei 
;~ die in b) definierte Zahl, far  die h----sA, h ~ 0 (~ ) .  Dann folg~ 

s A l - r l  = hl-r~ - '  = 1 + sAt, 
aL 

Tlsh~---- l+^~ ,  

woraus man schlieBt, dab r ungerade sein muB. Wiire 
a) r = 3, so wfi, re A - -  T1A------- 0 (~  '~) ~ 0(~'6). Bedeutet 

h ~ -  ,~ h ~ +  12 A - -  Z~ = 0 

die l%elativgleiehung yon A in bezug auf K_~, so ist, falls Z~ genau dureh 
~6~ (wegen sA ~ A) teilbar ist, 

3 ^  ~ - 2z~^ + z~ _= 0 (~  ',0) . (~'-); 
6x~ >= 6 + 2i.  

In dieser Ungleichung muB fiir i = 1 oder 2 das Gleichheitszeiehen 
auf~reten; da dies unmSglich ist, ist die Anna^me r = 3 zu verweffen. 

b) r = 9. In diesem Falle sei ). eine genau dureh ~s ~eilbare Zahl 
des VerzweigungskSrpers. Man kann dann se~zen: 

^~-~, : (1 + Z)(1 + Z^'), 

wo A' wenigstens dureh s ~eilbar ist. Bildet man die Norm in bezug auf 
/[1, so wird 

^<~+ r;+r~=)~-r~) : ^,(~-r,) = (1 + Z)~(1 + ZXl'+ z ~ '  + z~Xs ') 

---- 1 (S'I~), 

was nach Hilfssatz I. unmSglich ist. 
e) r kaan also nur  eine ungerade zu 3 prime Zahl < 9 sein; somit 

r = 1, 5 oder 7. Da dasselbe f i r  T~ ~It ,  so kann man setzen: 

A l - l ~ =  i + A. ;  A i - r = =  1 -F A~ ; r l l  = 1, 5 oder 7. 
} 

W~ixe r, > 1, r~ > 1, so folgt dutch Normbildung yon A l-T, = 1 q- A~ in 
bezug auf KI: 

A *~-r ,  = A (1+r=+r~)(i-rD = 1 + ; t l '+  l ~ ' +  i~', 
WO 

A S _  , . , 

"die Rel~tivgleichung yon h~ in bezug auf K,  bedeu~e. Die l%elativdifferente 
yon A~, ist abet 

al~o, da ~1 �9 0(3)  . ~d  V--= 0 (~ - , ' ) :  

'___ 3x~ _ 2r~+ rx~ ~ 10 + 5i  ~ 15 
oder 

= ;~),  A , ( ~ - r , ) _ i k  . 
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was tmmSglich, wegen Hilfssatz I. Also ist wenigstens z. B. r 1 
au(~h dann ist bei r~ ~ 5: ~ 

3 x ; ~  lO + ~ >= ~ ,  
A *(~-r,) -~ 1 (21~), 

was unmSglich. Also ist r~ = r ~  = i und der Satz genau wie frtther zu 
beweisen. 

~. Im Fall k=* 2 liegen die Verh~ltnisse anders; bflden doeh 'schon 

K ( ~ ,  V ~  zwei zu k relativ-zyklisehe KSrper, deren Relativdiskrimi- 
nante 2 wesentlieh en&h~ilt. 

Sa tz :  D/e Ver~weigungsgru~e relativ zu k der in (2) en~haltenen Prim- 

yon K" resp. K "  ist zyklisch, wenn ( d ) =  0; zy~lisch oder yon ideale der 

A~ZOr~7$ {;<<. 
wo .~ irgendeine Zaht sein kann. wenn ( d )  + o, 

Beweis .  

913 

= 1. Abet  

:i a) ~ �9 Wir  nehmen zuniichst an, die Verzweigungsgrappe sei 
6 ~  

r l~  r , . :  resp. r l "  T~'~r~'., ~o o <= x, < ~, r,~ = 1 (i = 1, ~, 3). 

(A) 
~ -  zu 2 prim, so wird ftir irgendein T +  1 tier Verzweig-angsgruppe 

A:-r= 1 d- h,.: i(~") $ i(~"+:). 

W~re r ~ ~,, so finder man z.B.  im FaUe T = T1, ~ = 8 ohne waiteres 
A(1 - T~) (1 + r,) (1 + r,) = A* (~- r~) ~ 1 (~,s), 

was gegen Hils I. ist. Somit mut-~ ste~s r < v sein. r /s~ abet auch 
ungerade; denn es is~ 

A(1-r)(l+r)= 1 = I + (A~+ TAr) q- A.TA,. 
oder 

0 = ( A . +  TAr) + A,.TA. = (A. - -  TA,.) + 2TA, .+  A.TA. 

A. - -  ?A. + A. TA. (~" +'). 

Da aber A.--TA. dutch ~,~.+i teilbar is% sobald r gerade i~, well 
/A.V-~ \-~.-] -~ 1 (~,.+l)~ so wi~re auch A.TA. durch ~,~.+i teilbar, was un- 

mSglich. 
/an Fall ~ ~ 4 ist abet wenigs~ens f~r ein T das zugehSrige r = L 

W~re n~nlich 
A 1 -  ~, ~ 1 (~ ) ,  ^~- ~ ~_ 1 (~) ,  
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SO wi~re 

was gegen Hilfssatz I. verstSgt. Somit sind nur die beiden F~lle m~glich: 

~- AX-r ,~  1(~) ~ 1(~'~), 

A ~- r, ~ 1 (~) ~ 1 (~").  A ~- r~ ~ 1 ( ~ s ) .  1 (&"). 

Im Fal]e ~ = 8 ist deshalb ebenfalls ~ r  wenigstens ein T = 1~ das 
zugehSrige r = 1. Denn w~re 

A ~- r~ e 1 (~3), (i = 1, 2, 3) 
so w~ire 

was gegen die beiden einzig mSglichen F~lle a) und fl) w~re. 
W~re aber nun 

A~-~;~_ 1(~) ~ 1(~'~), A~-~o~ 1 ( ~ ) ,  A~-~,----- l t~:) ,  

so wfirde auch 
A~ + r~)(~- r~ _~ A<~ + r,)(~- ~-~) ~ 1 ( ~ )  

folgen, was wieder gegen di~ F~lle ~) und ~) verst6Bt. Somit sei 

A ~ - r ~  l(&) * 1(~'~), A~-r,-~ 1(2) ~ (2'~), A ' - r ,  = 1(2 ~) @ 1(~'~+~). 

r i s t  ungerade. Nun ist 

Somit, wegen der F~]e ~) und fl) sicher 1 + r ~ 6, ," <: 5. Es kann also 
nur r = 1 oder 5 sein. Ist r = 1, so sehlieB~ man genau wie im allge- 
meinen Fall, dab 

_= ~ (~?) .  (~ = ~, ~, ~). 

T is~ dabei eine durch die Zerlegungsgrup~e yon ~ = ~'s~" fes~gelegt~ 
Substitution. Da es (rood 4) nur vier inkongruente Zahlen ~ ~ 1 (2) gibt, 
so m~issen zwe~ =~ eina~der (rood 4) kongruent sein, also 

A,<,-v<~-;,> ~ A,<~-~<~-r~(~),  

A'( ~- ~ ' - ~ , ~  ~ 1 ( ~ ) ,  

was obigem widersprich&. 
Ist dagegen r ~ 5, so folgt 

= ( i  + A~-  ~ A ,  % 2 ~ A ~ §  A~?~A~) ~- 1 + A~T~A~(~ ~) 

1(~ ~.) . 1(~'~). (~=  ~, 2) 
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Nehmen wit mit IIilfe der Substitution T s die Normen aller Z~hlen, 
so erhalten wit deshalb einen UnterkSrper, dessen Verzweigungsgruppe 
dutch T I ~ , T ~  ~', gegeben werden kann und in dem 

(2) = ~ ,  A 1- r~ ~ 1 (~) ~ (~'~), (i = 1, 2) 

falls A eine genau durch ~ teilbare Zahl ist. Wit betrachten diesen Unter- 
kSrper ftir sieh allein, szhreiben wieder ~ an Stelle yon ~ und beweisen, 
dab er nicht existieren kann. Setzt man 

T 1 = $1" b T 2 = S s ' .  und S~ + S(  s, Z~ + S~ "~, 

so greife man den OberkSrper mit der Relativgruppe 

S,~ S~ x, (0 =< x ,<  2~,, i = 1, 2) 

heraus. In demselben ist entweder 

h I~A+sA oder A, 2 2 

deft die Potenzen yon S 1 die Zerlegungsgruppe, so folgt genau wie frtiher 

AI.~ (1- r,) o -  r~ ~ (1 + A~) ~ § s, + + '~ ' -  ~ (~6) ~ 1 (~,5) 
- �9 

we ~I = ~'S~'. Es mfiBte also :~ ~ - -  1(4). Nimmt man fiir T einmal TI~ 
einmal T~, so erh~lt man den Widerspruch wie frtiher. Damit ist be- 

dab im Fall (~ )  + 0 die Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen wiesen, 

Primideale hSchstens zwei unabh~ngige Substitutionen enth~lt, deren Qua- 
drat die Einheitssubstitution isk 

(-~) = 0, a =  2. Dieser Fall wird mit den Mitte]_u yon a) erledigt, b) 

wenn man dabei nur die absolute Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen 
Primideale betraehtet, also die Substitution s neben den T mit hinzuzieht. 
Man findet, dab die absolute Verzweigungs~uppe nur die Form 

s~r  ~ ( 0 s  < 2 ,  0 s  
haben kazm. 

Es bleibt noch fibrig, im Falle (-~) + 0 zu beweisen, dab niemals c) 
der Fall ether Verzweigungs~'uppe 

T = / ' 1  ~, r~ ~ , ( 0 s  4) 

wo ( 2 ) =  ~ ist, auftreten kann. Hat A die frfihere Bedeutung, und ist 

A'-~= 1 + h ~ -  1 ( ~ ' ) .  1(~"+'), 
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so zeig~ man mit  den frfiheren ]~Iitteln, dab r ~ 4. Es sei 

we r, ~ % < 4. Dann folgt: 

A 
and somit 

A (l+r,~)(l+r~)0-r:)-~ 1(~ ~(~+r~)+l resp. ~4~, wenn 4r~ < 2( t iEr  ~) + 1). 

:Nun lieg~ A(l+rl ~)(1+r~) in einem Unterk~irper, wie er in Fall a) studiert 
wurde; da nur die dortigen F~ille a) und fl) auftretea kSnnen, ist 

4r  I ~ 4; 2(r~ +r~) § 1 s 12. 

Man zeigi~ dal~ r 2 ungerade, also = 1, 3 sein muB. Der Fail r~ = 1 
erledigr sich wie frfiher als unmSglich. Also bleibt nu t  der Fall r I = i,  
r~-----3 iibrig. Man beweis~, dat~ 

N-~=~--- I(B a) ~ l(B'a); A * - r , ' ~  1(B5). 

Dann sieht man, dab 

A 4(~-7~ )(~- ~:) ~ =~ ( ~ ; )  ~ 1 (~1 ~6) ~ 1 (~ ~7), 

we =,, g~ in k liegen und ~l = ~'sg" ist. Da abet = i ~  =~-- -- 1(4) seia 
m ~ ,  so folgt 

h ~ (~ - r~) ( ,  - r~) ~ A ~ ( , -  r , )  < ~ -  r ~  r~) ( ~  ~), 

N (1 - r,)(~ - ~'~) = 1 (~l ~) , 

was unmSglieh ist. Damit ist die UnmSglichkeit unserer Annahme in jedem 
Fall erwiesen und der Satz bewiesen. 

5, Wir  kehren nun wieder zu dem KSrper K(K',  IK") zuriick. Es 
werde (l) = g'~'o' in ~i~' resp. = g""=o" in K"~ we ~(') ein aas laut.er von- 
einander verschiedeaen Primidealen zusammengesetztes Ideal ist. Haben 
wir einon entsprechenden zweiten KSrpe r /~ (K ' ,  K") ,  in dem alle GrSl~en 
gleich, nur iibers~richen bezeichnet seien, so bilden wit den gemeinsamen 
OberkSrper der beiden Kiirper K*(K* ,  K*"), we sich somit K * '  aus K"  
und ~'~ K * "  aus K "  und K "  zusammensetzt. Es werde nun (1) in K * '  

�9 t~ ~, ,, ,~, te u die no* Potenz, in die n o Potenz eines Ideals s resp. ~"* 
der ~'riiheren Eigenschaft. Dann gilt der Sa/~z, daft no*" die grSflere der 
beiden Zahlen n~ und no', no*" die gr6flere der beiden ZaMen ~o'" und no" 

/s~ Dabei ist nur der F a l l / =  2, ( d )  + 0 ausgenommen; i~ letzterem 

_Fa~ ist n o'* rest. no"* ebenfalls die grS~re der Zahlen n o" und no" res~ 
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no" und no", falls die Verzweigunysgruypv in beiden K6r~rn K" u~l ~,' 
resp. K"  und K "  nicht zykliseh ist; im anderen ~'alle kann sie aucIt das 
&)ppd~e desjen, igen %(0 oder go (0 werde% in dessen Kgrl~er die Verzweigungs- 
grulope zyklisch ist. 

Beweis :  a) l # 2  oder 1-~2, (2 d - ) - 0 .  Man darf K(~) und K(~ als 

ohne gemeinsamen UnterkSrper auger k annehmen ( i =  1, 2). Dann setzt 
sich die ttelativgruppe yon /i:*(0 zusammen aus den Relativgruppen yon 
K('? und ~0~. Die Verzweigmagsgruppe yon den in (1) enthattenen Prim- 
idealen ist in K (~), K('3 und K*(0 zyklisch. Die Verzwei~mangsg~'uppe des 
letzieren KSrpers ist also zyklisehe Untergruppe der Gruppe 

/'(,~ 2~o~ (0 <x < %~; 0=<~<~o( % 

Die grSgte hierin enthaltene zyklisehe Untergruppe besitzt aber als Grad 
die ~Sgere der Zahlen 2so(~) und go(~l~ w. z. b. w. 

~ =  2, (~-) + 0. Ma~ zeig~ auf gleiche Weise, dag wenn die Ver- b) 

zweigung~gruppea yon K(O und K(O beide nicht zyklisch sind, K*(O eine 
Verzweigungsgruppe der Form 

besi~z~, die Unter@'uppe einer Gruppe 

%(0 ) 
o~<y< T ,  o=<.~o<2 

%(0 
0=<x<-~ 

0=<xo<2 

o < ~ <  

o<zo<2  

is~. Ist dagege- die Verzweigungsgruppe z. B. yon ~'(o zykliseh, so ist die 
VerzweignJmgsgruppe .T~.To~o von K*(0 UnLergruppe yon 

<:xo< 2 

woraus sich wieder obiger Sa~z ergibL. 
6. Der  zu K geh i i r ige  S t r a h l  (f) yon k. Man bestimme alle ia 

der Relativdiskriminante yon /it in bezug auf k aufgehenden PrimTatrlen 
Ii, l~, . .  ,, lr; resp. l, ~l, l~ , . . - ,  l~. In lef~terem Falle werde (1) = ~,O'~o' 

�9 r t  t ia K ,  =- ~,,o~" in K , we n o ~ 1 ~o' und ~o"~ ~~ ist. Dama setze man: 

[ =  ~zA , .  . . U ;  
W O .  
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~ 2  fiir m ~ - - l ,  ~ - ~ 3  fiir m-------3, ~ 1  in jedem anderen Falle; 
p !  

v = O  fiir % ' = u  o ~ 0 ;  

wen~ uo'~Uo" und U o ' > 0  ist, und 1 = 2 ,  ( ~ )  ={=0 ausge- ~,  ~ u o '  -.I I - 1, 
schlossen wird; 

. . . . .  

v = u  o - t - 2 - - ~ ,  wenn u o > %  ~ 0  ist, und 1 ~ 2 ,  ~=0 ausge- 

schlossen wird. 

2, (d)=~= 0, v ~  1, wenn die Verzweigungsgruppe Ist im Falt / -~ in 

K(O zykliseh ist, sonst ~ i=  0, so ist 
t e I , 1  

v = v i - b U o - F 1  , wean vl -bUo >~z,-FUo , Uo'> 0, 
t r  

v = z~ q- u o q- 2 - -  ~, wenn ~ § Uo" > t i  + uo' ~ 0 .  

Der Strahl (f) hei/3t der dem Ki~r~er K zugeordnete Strahl vm~ L Der 
Ffihrer f enthiilt alle und nur die in der Relativdiskriminante auftretenden 
Primzahlen, ausgenommen fiir ~ =~ 1. Der der Potenz 1 ~ entsprechende 
Faktor der Strahlklassenzahl*) geniigt den" Kongruenz 

Denn fiir ( ~ )  =Jr 0 , 6  = 1  enth~lt der Ausdruck den Faktor ~ - ~ ,  we 

v = uo (i) + 1 resp. ~ + %(~ q- 1 und %(0 die grSBere der beiden Zahlen %" 
und %" ist. Also is~ i ~ - ~  sieher durch no'no"=l"o'+~o" teilbar. Ist 

-~ 0, 6 = 2, so ist l ~ - ~  Faktor des Ausdruckes. ][st dana v -~ u o + 1 

resp. zl-~ Uo" q- 1, so ]st no'no"= l~o'+~o" ~ l~o' < l ~o'+l = l s ' - l ,  resp. 
~o no ~ 2~~ ~ ~ , . - I  Ist dagegen v = % resp. t~-b Uo, so ist wegen 
Uo . . . . . .  > U o :  r~on ~ ~ l~,o'-i = 1 ~ - I  resp. no'no" ~_~ 2 ~ ' - i .  

7. Haup t sa t z :  Sind K und K zwei zu k relativ-AbelscI~e KSrper 
yon den in 1. angegebenen Eigenschafte% so ist der ~iihrer des dem Ober- 
k6ri~er K*(K ,  K)  zugeordneten Strahls (f*) yon k das ldeinste gemeinsame 
Vielfache der Fiihrer fund f der den KSrpern K und K in k zugeord- 
neten StraIden. 

Der Satz ist ffir alle yon 1 verschiedenen in fr enthaltenen Prim- 
zahlen selbstvorstiiadlich. 

Um ihn fiir 1 zu beweisen, nehme man l in f zur Po~enz t ~, in f 
~zur Potenz 1 ~- und in f* zur Potenz l** als Faktor enthalten an. Da~n 
ist sicher 

v * ~ ;  v* => v. 

Der S~tz 5. und die Definition yon v in 6., insbesondere die Bedeu- 

tung yon v, im Falle l = 2, ( 2 )  ~ 0 zeigen uber, dab wenigstens in e iner  

der Ungleichungen das Gleichheitszeichen auf~reten mug, w. z. b. ~. 

*) S. l s l .  
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K a p i t e t  HI .  

D e r  K l a s s e n s t r a h l .  

1. D e f i n i t i o n .  Es sei K ein zu k relativ-zykhseher, absolut Galois- 
seher KSrper mit der Relativgruppe S~(O<_~x<n=l~), wo 1 eine Prim- 
zahl, und sS  = S~ls ist. Es sei f der Ffihrer des K zugeordneten StruMs 

~ o ,  k: f =  a 3 ~ . . .  U ~, w o  g,)  = ~,",, (l) = ~ . , o , . ,  = ~ , ,  % = z% ~ma ~, 
resp. s aus lauter voneinander verschiedenen Primidealen zusammengesetz~ 
ist. Die Zahlen e und v sind nach Kapitel II, 6. genau bestimmt. Man setz~ 

wo # = 2 ,  wenn % = 0 ,  l = 2 ,  m = - - I  oder 1 ~ 3 ,  m = - - 3 ,  sons~ 

# = O, wenn % =  O, und, falls man zun~ehst die Fane l =  2, (d)+ O; 
m = --  1, 1 = 2; oder m = -- 3, 1 = 3 ausscMieB~: 

~ = ( a % + a - - 1 ) % + l ,  wenn % > 0 ,  und s S = S s ,  
,a = (auo+  l - a ) % +  1, wenn %>0,  and s S =  S-is .  

In den F~llen 1=2,  ( - ~ ) + 0  oder 1 = 2 ,  m = - - l ,  oder 1==3, 

m = - -  3 sei 

# = (a%+ 2a-- 1 ) % +  1, wenn % >  0 und sS = Ss, 

# = ( 6 u o + l ) n o + l ,  wenn % > 0  und s S = S - l s .  

Alle Zalden A yon K, die (rood ~)  der Einheit kongruent sind, 

A = 1 ( ~ o d  ~),  

b,2de~ den Klasse~uctratd. Wenn eine Zahl yon k im Klassenstrahl begS, so 

liegt sie auch im Strahl (f). Dean wenn 

a - - 1  ( m o d e ) ,  
so ist aueh 

Wean  aber 1=2,  ( d ) + O ,  oder l = 2 ,  m = - - 1 ;  oder 1 = 3 ,  m = - - 3  

ausgeschlossen sind, so is~ wegen der Definition yon g: ~ = % +  1 oder 
% - - ]  

--  u o +  2 --  a (da 2 = 3 6 - -  ~ ) ,  je naehdem s S =  Ss oder s S =  S-is. 
Naeh den Fesgsetzungen Kapitel II ,  6 ist daher ~ = v. Im Falle l -~  2~ 
m ~- - -  1; l = 3, m -~ - -  3 ist ff = v + 1; denn danfi enthi l t  f wegen e 

einen weiteren Faktor  2 resp. 3. Wenn l =  2, (~) + 0 SO is~ die Ver- 

zweigungsgr.uppe yon ~ zykliseh, und ~ = v, weiI ~ mi~ der Fes~se~zung 

voa v tibereins~immt (naeh Kapitel II, 6. is~ ~ = 1). 
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IS~ umgekehrt ~ eine Zahl des Sirahles f in k, so ist nach Kapitel 1, 2. 

a ~ -~ 1 (rood f ) ,  

also a ~' aueh im Klassenstrahl, da naeh obigem ~t ~ ~n o. 
Mit Hilfe dieses Klussenstrahls ~ kSnnen wit die Klassen des 0ber- 

kSrpers K in Strahlklassen einteilen. Zwei ldeale ~ und f~ yon K l~eifien 
iiquivalent (rood ~) oder liegen in derselben Klassenstrahlklasse, wenn 

91 
= (A), 

und A so mit einer Einheit multi~liziert werden kann~ daft eine Zahl des 
Klassenslralds entstetd*). Man schreibt 

~ @ (rood ~). 

Alle (rood 9)  ~quivalen~en ldeale bilden eine Sfrahlklasse, alle Strahlklassen 
eine Abelsche Grappe. &us letzterer greffen wir die zur Primzahl 1 ge- 
hSrende Untergruppe heraus; d.h.  is~ 1K die ga'SB~e in der Strahlldassen- 

zahl H enthaltene Potenz yon l, so betraehtet man mtr die 2 ~  Poteaz 

aller Klassen resp. Ideale. l K is~ die Anzahl dieser Klassen. 
. Ist h die Klassenanzahl des StruMs f yon k, l" die grSBte in h ent- 

haltene Po~enz yon l, so macht man auch hier dieselbe ~berlegung: 1 ~ ist 
die Anzahl der zu l gehSrigen St~ahlklassen in k. 

Wenn 1 ~ 2 ist, so erkennt man ans obigem, dab alle Ideale jeder 
zu l geh/Srigen Kl~sse veto Strahl f" in k in dieselbe zu 1 gehSrige Klasse 
yon ~ in K f~llen. Jede Kl~se  des Strahles f bleibt also Klasse im 
S~rahle ~ des OberkiSrpers. 

Ist l ~ 2, so bleibt dies nicht mehr bestehen. Man fiihrt dunn in k 
den enger~ fil~uivalenzbegriff ein, naeh dem zwei Ideale a trod ',~ yon k 
nut  dann ~iquivalen~ sind, wenn 

-r = 

und (a) so gewfihl~ warden kann, da]~ 

a ~ 1 (rood f ) .  

Ist  h~* die Kl~ssenz~hl des S~ruhls im engeren Sinne, so ist 

h*  = 2"+~-~h.**)  

Bei Zugrundelegung dieses engeren Begriffes gilt das vorige aueh 
f f i r l = 2 .  

*) Siehe hierzu Fueter: Der KlussenkSrper der komplexen Mul~iplik~tion etc., 
Teubner 1911, S. 12 u. ft.: 

**) Siehe Kapi~el I S. 181, wo a u]acl e e rk l~  sind. 



Abelsche Gleichungen in qua~Irstisch-imaginiren Za~alkSrpern. 2~1 

2. Satz:  IAegt d/e ( i - - S )  ~ symbolische Potenz einer Zahl A i m  Klassen- 
strahl, so ist A nach jedem in ~ enthaltenen Ideal ~ ,  das zu (1) gr im ist, 
einer Zahl vo~ lc kong~ent. 

Es sei 
A ~-s : H = 1 (~,), 

so seize man 

Ai 
daun ist 

1 + H + Hi+S+  -F H l + s + s ' + ' + s ~ - ~  �9 . . ; 

A~ - -  , ,  ~ o c t , ) .  

A i i s t  deshalb yon Null verschieden; und da H i + s + ' ' ' + s ~ - l - ~  A 1 - s ~  ! 
ist, mug 

H ~ A11-s = Al-S; 

A 
somit ist ~ eine Zahl g yon k und 

A = ~A~ - - n ~ ( ~ ) .  

3. Ffir das in (1) onthaltene Ideal ~ liegen die Verhiltnisse kompli- 
zierter. Wir  beweisen schrittweise: 

a) Wean A eine Zahl des ZerlegungskSrpers in bezug a~f  k der in (l) 
enthaltenen 1)rimideale in K ist, und wenn A zu 1 pr im ist, so foot  aus 

Al-S ~ 1 (Ii), 

daft A (rood' P) einer Zahl yon k kongruent ist. i ist eine beliebige gauze Zald. 
Denn jedes Primideal ~" yon (1) ist im ZerlegungskSrper yore 

1. Grade. 1st A" dureh 9' resp. ~'s~', wenn ~ =~ 2 ist, teilbar, aber so, dab 

(h3 resp. (^') ~-~ ~ zu (1) prim ist, so seize man: 

A ~ A "s+s':+''+srz-1 

(r, der Grad der Zerlegungsgruppe). A is~ zu ~ ' s~ '  prim; die Spur 
yon h in bezug auf k ist ebenfalls zu (1) prim. Setzt man: 

A l - s =  H, A i =  A + ASH + AS~Hl+S+ -- �9 + h s ~ - I  H l + s + ' s ~ - ~ ,  

so ist wegen der knnahme A~ ~ 7 (mod P) ~ O(t~); A~ ist somit yon Null 
A 

verschieden, und da A~l-s- -  - H, mug wieder ~ eine Zaht a yon k sein; 

dieselbe ist zu (D prim; also 

A = ahl -- ay( l~) .  

b) Wenn A eine zu (~) prime Zahl des Tr'dgheitskSrpers in bezug auf  
k der in (D entJ~dtenen P r i ~  ist, so foo  t aus 

A 1-s ~- 1 (mod P), 

daft A (mod I ~) e/net Zah/ yon k kongrue~ /st. 



Wegen a) haben wit nm" zu beweisen, dab A (meal 1 ~) einer Zaht des 
ZerlegungskSrpers kongrnent sein mug. Wit  nehmen an, der Satz gelte 
ffir elnen beliebigen UnterkSrper des Tr~gheRskiirpers und beweisen iha 
ffir den nichst  hSheren, relativ-zyklischen K~irper veto Rela~ivgrad 1. Da 
der Sa~z fiir den ZerlegungskSrper bewiesen ist, folgt daraus dureh den 
SehluB der vollstiindigen Indukfion der Satz allgemein. Z sei die Sub- 
stitution der Relativgmppe, Z ~= 1; Z ist eine Potenz yon S. Aus 

A i - s ~ -  1 (.l i) 
folgt dann such 

Al-z  ~ t (Ig- 

Da 1 prim zur Relativdiskriminante des TrigheitskSrpers ist, gibt 
es wenigstens eine Zahl 0', fiir die 13'--Z13' zu ~', einem Primideal 
yon (/), prim ist. Somit wegen Z ~ ' ~  ~': 

a ( e ' )  = (13'-- z 13') (13 ' - z ' 13" ) . . .  (13'--Z,-,13 3 , 0 (~') 

= . . . .  ( - i ) % _ i ,  o ( g ' ) ,  

we l~l, @~,-.-,  @z-~ Zahlen des UnterkSrpers sin& AlIe I~ sind nich~ 
dureh g' teilbar. Ist I~ i dasjenige unter itmen, das zu g'  prim ist and 
den kleinsten Index besitzt, so setze man 13'/= 13, die Spur ~ yon 13 in 
bezug anf den Unterkiirper ist dann zu g' prim, da sie kon~uen t  
i@~ (rood g') ist. Jetzt se~zg man: 

A 1-z = H, A~ = 13 + 13ZH + GZ'~H l+z  + - "  + 13z~-I H l + Z + ' " + z ~ - " ,  

so wird wie fl'iiher: 

A~ ~ - z ~ H ;  A ~ = a ( m o d P ) ;  A x=~0; A = a A t - - a a ( m o d ~ ' ~ )  
oder 

A ~ .*  (rood ~'9, 
we ~* im Unterk5rper liegt. Da aber nach Annahme 

A i - S ~  1 (rood ~'~) 

und der Satz flit den UnterkSrper gel~en sell, so is~ a*, d. tL auch A (rood g'~) 
einer Zahl yon k iiquivalent. Da dies ffir jedes Primideal g'  gilt, so gilt 
es such flit Y. 

e) Der Triigheitsk~irper relativ zu k der in (l) en~hal~enen Primideale 
is~ mi~ dem VerzweigungskSrper identisch, da tier I~elativgrad eine Pot~nz 

yon 1 ist. Setzt man S ~o = T, so is~ T ~' (O~x<no)  die Verzweigungsgruppe. 
Wir  bauen K sukzessive aus dem VerzweigungskSrper auf dureh .K1,K~,.. 
. . ,K~_i ,  K~ =/(7, we jeder KSrper den Relativgrad 1 zum vorher- 

gehenden hat. Ist (l) = 9.J'o in K,  (1) = ~ ,~  in K~, so ist ~ = ~/~~ 

*) Die Bezeiehnung gl ist nut vorfibergehend and daft nich~ mi~ den fnSheren 
Teilem ~i yon 1 i verwechselt werden. 
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a) Jede Zahl A yon K~ lii[3t sich in der F~rm darstet2en 

h = a 4- h ~  + h ~  4- �9 �9 " 4- h~.; q, T <: q~ -Y ~ "  " " ~ q* ~ ' 

wo A~ eine genau durch s teilbare Zahl yon K~ oder gla'eh Null und q~ 

zu 1 prim ist. ~ liegt im Verzwdgungsk6~Ter; s ist ein in Ki liegendes 

d ' Denn jede Zahl A ist (too s  einer Zahl a des VerzweigungskSrpers 
kongruent; is~ A = a + A~, und s die gr56te in h,. entha/tene Potenz 
yon ~.,  r =  l~o-~qi, wo q~ zu ~ prim, so ist, wenn h% die obige Be- 

deutung hat, ^~ einer Zahl a i des YerzweigungskSrpers kongruent (rood s 

a/so, da a zu s prim ist und ffir aiA~ wleder Aql geschrieben werden 
k&n n :  

A = a + A% -I- A,~, r l>Po-~qi .  

r i kann als die gr56~e Zahl angenommen werden, ffir die A einer 
Zahl yon K~ (rood B~,) kongruent wird. Ist r~ = Po-~*q6, so ist deshalb 
i 1 > i; denn sonst kSante A,. in der eben angegebenen Weise nochmals 
umgeformt werden, wodurch ein r, > r 1 erhalten wtirde, fiir das A einer 
Zahl yon K~ (rood s kongruen% wtirde, gege~ Annahme. A~ forint 
man welter in der angegebenen Weise um und erkelmt so die Riohtig- 
keit des Satzes. Aulterdem is% Po-~q6 > Po-*q~. 

fl) Wir  beschriinken uns yon jetzt an auf den Fall sS  = S - i s .  Der 
KreiskSrperfall s S = S s  ist ftir a =  1 geaan gleich, fiir a = 2  entsprechend 
durchzufiihren. Au6erdem seien, wenn nicht das Gegonteil angenommen 
wircl, die Fglle l = 2 und l = 3, ~-----2 ausgeschlossen. 

~?-en~ 

A ~ - T ~  i (s ( t > 0 ) ,  A - -  0 (s A = ,~ + A~ + - - -  + A~,,o, 

wo s ein _Primideal yon (1) und h~ die in ~) angegebene Bedeutung hat, 
so wird 

q~ >= t~ - 1 + ~o_---~ - ( ~ -  1), 

q, ~ tl ~ -  1 + ~ - ~  - - ( a - - 1 ) l  ( i=2 ,3 , . . . ,%) .  

Die Ungleichungen gelten n~,r fiir diejenigen q{, f i~ die A% yon Null ver- 

schieden ist. 
Um Doppelindices zu vermeiden, beweisen wit nut  den allgemeinsten 

Fall, dab alle A~ '.~0 sin& Beschrinken wir uns anf K~, wo A = a + A ~ + A s ,  

so folgt aus A - T * A = h~ - -  T~A~, wegen Hilfssa~ II und III  : 
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also 

oder 
" (~ -1 )z .  q~ ~ t l  ~ - -  1 "-i- ~,,~_~ - -  

Nehmen wir allgamein dan rSrper KZ._X~ SO iSt nach Hiffssatz III :  

Wit  nehmen an~ in cliesem KSrper sei fiber A nioh~s anderes als 
diese Kongruenz vorausgesetzt, und as gelten dann die Ungleichungen: 

(~- 1)z ( i=2,3, . . . ,~-0.  q~_~ tl i -  1 + ?o_~ 

Beweisen wit in K~ fiir eine Zah lA dieses KSrpars, ttir die 

(e 
ist, dieselben Unglaichungen, so gelten diaselben allgemein, naah dem Sahlv~ 
der vollst~ndlgen lnduktion, da ftir x = 2 die Ungleichhei~ oben bewiesen 
ist. Es sei in K~: 

A = - a + A ~ , + - - - + A , ~ . _ I + A % ,  A ' = a + A ~ + . . . + A % _ I ,  

also 
A = A' + A~, 

wo A" in K~_ 1 liegt. Dann ist 

h -- T~'-~A = h ~ - -  T r h~.., 

oder wegen der Hdfss{itze I[ uad III: 

~ + 1 + ~ ( ~ +  . . .  + z~--9 _>_ t~ ~- + ~ + 1 + a ( ~ +  . . .  + z~ -% 

9" 
q~ ~ tF" -- 1 + F - .  ~ -- (6--  1)1. 

Deshalb ist 

- -  TZA ~ A' --  T~A" --~ 0 ~ t~o-~ , 

oder, da A' wegen der Unglaiehungen in Satz a) dureh genau diaselbe 
Po~enz yon ~ '  teilbar ist, wie A: 

"- t ~ - 1  / "  

Andererseits is~ 

wema a = 1, fo l~  daher 

A',-,"_= I 
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"vVenn a = 2 und Z oine genau durch ~,***-t teilbare Zahl des Verzweigungs- X--1 

1 
k5rpers ist, so kann man A "1-r = 1 -t- ~ seizen, wo A durch ~ - t  genau 

bi lbar  ist. Dann wird 
l - - I  

t~O 
I-I 

1 = A' is~ wegen oben weaigsbns dureh ~ - 1  teilbar; man beweis~ 
t = O  

wie rruher ),  dab es dann wenigstens durch g~_ 1 teilbar ist. Also wieder 

1 

A' liegt aber in K , _  1 und nach • fo l~  hieraus 

r - - ( a - - l ) /  ffir i = 2 , 3 , - - . , x - - I .  ~i_>_tz ~ - 1 + r~  ~ 

Da ffir i = x die Bedingung sehon bewiesen, folgen dieselben all- 
gemein. Es bleibt nur noch iibrig, die Bedingung fiir qt zu zeigen. Man 
erkennt aber sofort 

( ."-+--r-~-~o-~)A 
t t  - -  T A  = A~, - -  TA~, ~ 0 t , ~  l"o-= } ,  

~" ( ~ - 1 ) ,  qt + 1 ~ tI + l~o_ 1 

~" ( a - l )  w . z . b . w .  q~ ~ t l -  1 + p~_~ -- 

y) Wenn Ai-r~ 1 (~t~,~ (t > 0), so kann ~2an A stets so mit einer 
Zahl des Verzweigungsl~rpers multiplizieren, daft das Brodukt zu ~ prim wird. 

Wit  beweisen den Satz zun~chst ~tir jedes in ~ enthaltene Prim- 

ideal ~'. Ist nimlich A genau dutch ~q~ bi lbar  (q~ zu I prim), so ist 

A : h~. + h~+l + ' ' "  + h%, 
also nach fl) 

= 1: q~ >: t l  - -  1 + ql  - -  ( a - - l ) ;  oder tl ~ a, 

> 1: q~ _>_ a - -  1 + ~. - ( a - 1 ) t ;  oder ~'__< ~ + ( ~ - - l ) Z ,  

was unmSglich ist, falls 1 ~ 2. Also k~nn A nur durch ~'*~ teflbar sein, 
woraus der Sa~z folgt. 

~) Wenn 

N - r =  1 (~(<'~.+~-~)~.+~) und A = a + A~ + - - -  "4- A%, 

*) Bowels yon Hilfssa~z IH S. 200. 
Mathemat ische  A-unaien. LXXY.  15 
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so darf man wegen 7) a zu ~ prim annehmen~ also r ~ 0 in fl) setzen. 
Es is~ somi~ 

q~_~ ( a % +  1--~)Z ~ -  1 -- (~-- 1)Z q > l ) ,  

e~_>_ ( 6 %  + 1 - 6)z  - 

ffir slle q~, Nr die h~ & O. D~raus folg~ 

~, > 6(% - ~)z~ (i = 1, ~,. . . ,  %); 

man kama A deshalb auda in der Form sehreiben, wenn man es noch 
m i t a  - t  multipliziert denkt: 

+ +%o), 
w o  

q, :> l ~ -  (6--1) 1--1 ( i > 1 )  
�9 'Sl ~,q~ ~u~ 

fiir alle q~, flit die hs~ + 0 ist. Daboi ist As, genau dutch gi = 

teilbar, and ~' is~ irgend ein Primideal yon ~. 
Es frag~ slch, wie viel (rood ~,(o~~ inlrongmente A es gibt, 

deren ( 1 - - / ' )  ~ symbolische Potenz die Bedingung 

A~-r~ 1 (~(O~o+~-O)~o+X) 
efffillen. 

Zun~ichs~ in K~ folgt aus A = 1 +/~o-~A~, ~ ~ l -- o: 

As, - -  TA~ e 0 (gt ~+~) 

oder wogen Hilfss~z I 

und 
ql + 1 ~ / + 1 ,  q 1 > l  

A =- 1 (9~ '(~+1-~)*+1) 

mid 
/(qt + 1 )  ~ / ~  q- 1, q ~ > l ,  

d .h .  

oder es ist 

d. h. es gibt n~r ein A. 
In K S wird 

A = t + > - I ( A ~ +  A~,), q~ > ~ - -  6 ,  q,  => ~ - -  ( ~ - -  1)Z - -  1 ,  
und 

A -- TA = l~o-1[(As --I 'A~) + (hq --:TA~)] ___ 0 (~(o~o+~-o)~+x). 

bar. Entweder ist also 

q~ + 1 ~ / ~ +  1, q2>/~ 
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daraus ergeben sich die beiden LSsungen 

~ = ~ -  ( o - 1 ) Z - -  1, q ~ = ~ - e  
und 

q~ = I ~ -  I, ql = l - -  I, 

die ffir a = 1 zusammenfaUen. Nile inkongruen~en A sind dann gegeben 
dureh 

Ai = 1 +/~~ ~t (A,-, + Ar lAtl-r _A t - f _  1 (~;(~o+'-~)~+'), 
Ao = 1 + Vo-I g~(A~_.+ Azo_~(o_ t)_t),/  

wo ~i, ~ alle Zahlen ~ "des VerzweigtmgskSrpers (rood ~'~o) dureKlaufen. 
Man ka~n dann gl, ~ s~ets so bestimmen, dab 

A --  A,A~ (mocl ~;(~o+~-~)~+~). 

Denn wegen obigem kann man A sgets in der Form 

A = 1 -F l ~o-~ [aA,_,, -F #A,:_,(~_,)_, .+ 7A,_, -F aA~_,] 

annehmen. Z~Timmi~ ma~ 

~ r  ~ , ~ 7  (mod~e) ,  
so wird 

A --  A~A,, ~- l ~ - i [ ( f l _  ~,,)A~_,(o_,)_, H- (7--~t)Ap-t]  �9 
Da aber 

s ohne weiteres auch 

# - ~ _ = o ,  7 - ~ - = o ( ~ 0 ,  ~ .~ .b.w.  
Allgemein seien in K~_~ av~_ i Zahlen 

A,, A~, (~= i,~,..-,~,_~) 
der Form 

A = I  +/~~ (A~ + ... + Aq,_t) 

gegeben, r die A, '-~' reslx A:, -~ ~ 1 (~(o_~+i-o)r Wit nehmen 

an, jedes wei~ere A, fiir das A l - r ~  1 v~,,_i lasse sieh dureh 
die Kongruenz 

/o'(~,,~o+ i _o) y.-x+~ A ~ A~A~ A~A~,~ �9 .- A~_ A ~ _  i V-'~-i ! 

geben, falls man nut die ~ im VerzweigungskSrper riehtig (rood ~;~T l) 
besiimm~ Naeh obigem ist dann v~ = O, v ) =  1. 

Urn eine Rekursionsformet fiir v~ zu finden, gehen wit yon K~_ t zu 
~ , . a ~ .  ~ A--- i + ~ - '  (^~ + . . . +  ^~), ~o q~ ~_ ~ - -  (o-- l )~--  i ~ -  
mug, so sind nur die Fiille mSglieh q~>l", q..=l ~-  1, q~ = l  ~ -  (~--1)~--1,  
wie man gleich wie oben erkenn~. SeCz~ man 

15" 
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WO 

A o ~ ,  : 1 -r- ~ ,~ .  (h~ 1 + " "  + h v , _ ~  + h~.-(o-~)~- ~), 
WO 

A 1 - z' [c~ '(a .o + ~_- a) ~z + ~.,~ 

SO Bi~ ~, ~g~. ~bestimm~e Zahlen des Verzweigungsk5rpers (rood ~'~o). Ist 

e i a e  beliebige Zahl, s die 

so nehme man 

- - -  einer Zab] A" yon K,._~ kongruen~ (rood ~(,~o+ 1-~)~+ ~), Dana ist A 

~md da aueh 

so 1 ~  sich A' durch die A~,A~,--.,A~_ Ao~_~ d~rstellen, oder 

A ~. A1A . . . A,~._l A ~ _  i A~ Ao~ " ( ~ ( ~ o + , - . ) z ~ + l )  . 

Daher wird ~ ~- ~,.-i + 1, und da z~ = O, v~ = 1, so is~ aUgemein 

�9 ~ = z - -  1, %o=UO--I. 
Dami~ is~ der allgemoine Sa~z bewiesen: 

Sa tz :  Es gibt hSchstens ~(%--1)  verschiedene Zahlen A der Form: 

(i=1,2,...,%--1), 

i 
deren ( 1 -  T) ~ symbolisehe ~otenz der Einheit kongruent wird 

(moo ~'<~~o+ ~-~ 
sodafl hei riehtiger _Bestimmung clef Zatden a, ~, ~,~ ( i=1 ,2 , . . . ,%--1)  
(rood g'~o) im VerzweioungskSrper jede andere Zald A, fiir die 

h 1 - ~  ~ 1 (~'<~+I-,)~o+1) 

@t, sich in der Form darstellen lti~t: 

e) Wenn A eine zu 2 prime Zahl ist~ ffir die 

A ' - s - -  - -  1 (~<~'+~-~>~0+9, 
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so hat A die Form A = a + Z=o-I(A~ + . - .  + / b ~ ) ,  wo a im Verzweigungs- 
kSrper ]ieg~ und zu ~ prim ist. Daun ist such 

a - -  Ba --- 0 oder a l - s ~ -  1 (9.,'('o+~-'~)~-.), 
d. h. nach b) a ~-- a o (~'(~.0+2-~)~o), wo a o in k liege. Da A~-S-=(a~A)~-s ,  
so kann man A immer mit ao i multipllziert, oder in der Form 

A = i + Z~.-~(h~ + . . .  + A~,) 
annehmen. Es  frag~ sich, wieviel (rood 2 '(~o+ ~-~),o+l) verschiedene solche 
A es gibt. Dazu haben wit  nur die A~ und Ao~ yon d) zu betrach~en. Es 
gebe A~ resp. A,~, fiir die bei nun festem ~-~ ~o~: 

A, ' l - s =  1, h ' l - s ~  1 (~(au.+l-o)~+l), 
" - -  6 i  

W O  

A, '~  1 + I~o-~(A~, + - - .  -k Aq~) (h : ,  entsprechend) 

is~. Dann ist 

A / - -  S A , ' =  l"o-~((^~ --S^~.)  + --. + (^~,--S^~,)) ------- 0 ( ~ ( " " + ' - ~  

Beriicksich~igl man die Bedingungen*), denen die q~ unf~rliegen, so 
erkenni man sukzessive: 

A,, -  SA , = o (,=- i ,  ..., O. 
Daraus sieh~ man, dab Aq, auch genau dutch $ 2 [  ~' ~eilbar ist, d. 1~ 

somit dureh ~,q' oder: fiir ane Primideale yon ~ erh~.lt man dieselbe Dar- 
stellung yon A. Wir  diiffen yon nun an die Kong-ruenzen rood. 2(~176 
nehmen. Ist A~ = 1 + ~/"o-i(h~, + . - -  + hq~) das allgemeine ~ ,  so ist 
nur dann A~ 1 - s  - -  1 (~(,~o+1-,).o+1), wenn 

~,(Aq~ + - - .  -}- hq,) --  S~,(SA~, -k . ' -  -k SA~,) 

=_ (~, - s ~ , )  (A~, + . . .  + %) + S~.[(A~. -- SA~) + . . .  + (A~,-- SA~,)] 

- -  ( ~ , - - S ~ , ) ( A q , + . . .  +A~,) ~- 0 (~.o+l) 

wird. Da q~< %,  so is~ dies nur mSglich, wenn 
~,-- S~,---- 0(I), i , : - s  - -  i(~) 

oder wegen b) ~i ether Zshl yon k (rood [) kongruent ist. Dasselbe be- 
weist man fiir ~ i  in A~. Somit unter Beriicksichtigung von.~): 

Jede Zahl A, fiir d/e Al-S--~ 1 (~(q,o+X-o).o+~), /s~ in der ~'orm daz- 

stdlbar : 
A ~ aoA~A~- - �9 A~_~Ao~_I) (9,(~~176176 

wo % und die ~ ,  ~ irgend welthe Z a h ~  v(ra k sind. 
Die ~-, ~ k(innen [~ verschiedene Werte annehmen (rood I). Das  

System AIA~..-A~_IA~(,o_I) stellt somit W(~0-~) = F ("~ (meal ~(~"o+~-~)'*+') 

*) 8iehe t) S. 225  u. ft. 
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versctdedene Kongruenzklassen dar. Wir ktirzen das System durch ~ ab. 
Man erkennt somi~ den Satz: 

Satz:  Wen~ A l - S ~  1 (~(~o+l-~),,o+l), so kann man A stets so mit 
ether Zahl van k multi~lizieren, daft es ether der /~('o-~) Kongruenzk~sen 
des Systems I (rood ~(~o+i-O~.o+l) ~angruent wirs  

Der Fall l ~ 3, a----2 erledi~ sich ganz entsprechend. Nut  besteht, 
falls A l l - r ~ -  1 (2is), das System Z aus 3 ~o Klassen. 

4. Kehren wit  zum Klassenstrahl ~ yon 1. zuriiek. Um die Resultate 
yon 2. und 3. zu vereinigen, k5nnen wir annehmen, dab die Kon~o'ruenz- 
klassen I siimilieh der Einheit kongruent werden (rood o )  (i ~- 1, 2 , . . . ,  r). 
22 set yon nun an stets dieses System. Dana folgt der 

Sa tz :  Wenn h 1-s eine Zahl des Klassenstrahls ~ ist, so kann man 
A stets so mit ether Zahl van a multiplizieren, daft alas BroduI~t tier E lm 
heir (u o = O) resp. ether tier l~('o-i)(Uo>0 ) Klassen yon Z (rood ~)  t:or~ 
gruent wird. 

Im Fall l =~ 3, a = 2, A ~ - r , ~  1 (~l 3) ~ritt 3 ~o an Stelle yon p(~.-1). 
5. H i l f s s a t z :  Im  JKlassenstrahl gibt es ein System yon u unabhdngige~ 

Ein]~iten Hi, H , , . . . ,  H~, deren _P~elativnormen in bezug auf  k eins sind 
und fi~r di~ ein Ausdruck der Form: 

HX~ M ~  z u  i . . ~  . . . H ~  , wo O ~ x~ < l (~= t ,  2, .. , u), 

nut  dann die ( 1 -  S) ~ symbolische t)otenz ether Strahleinheit wird, wenn 

~1 ~ X 2 . . . . .  X u ~  O. 

Beweis .  Wir bauen K sukzessive durch Kt,  }E~, - - . ,  K~ aus k auf, 
wo jedes K x relativzyklisch yore Rehtivgrad 1 zu K~_ i is~. 

a) Fiir K 1 folgt der Satz aus einem Hilbertschen*) Satze, falls man 
dort das System der tmabh~ngigen Kiirpereinheiten dureh ein solehes yon 
Strahleiaheiten ersetzt. 

b) Der Satz gelte fiir K~_ 1. Hi, He, - . . ,  H~_ 1 seien die betreffenden 
Einheihm in K~_ 1. Dami wird auch in K~ niemals 

H~H~ . H~-i Ei-~ __ �9 _~ .- ,_~ = wo 0 _ ~ x ~ < l  ( i = 1 , 2 ,  . - ,~--1) ,  
sein kSnnen, es set dean x i = x, . . . . .  x,_~ = 0. Denn dureh Bildung 
der Norm f~inde man nach Annahme: 

1 ~ -  [H~'.-. H.~a']~+s+'"+d~-~-~= E ~-sr~-' oder E ---- d~'-IE, 

d. h. E l~ge in Kx_ ~ gegen Annahme. Um die Existenz einer ~t~ Ein- 
hei~ H, in K .  nachzuweisen, benutzen wir die relativen Grundeinheiten 
yon K ,  in bezug auf K~_l**), indem wieder ein System yon unabhgngigen 

�9 ) Zahlb~a-ich~,  S. 2 7 5 ,  Sa(sz 92. 
�9 *~) Z a h l b e r i c h ~ ,  S. 272  u .  ft. 
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S~rahlelnhei~ea den H~ber~schen Entwicklungen zugruude geleg~ wird. Es 
sei H die Einheit, deren Relativnorm in bezug auf K~_ 1 eins ist, und die, 

mi~ irgend einer Einhei~ yon K~_ 1 mul~iplizier~, niemals die ( 1 - - S ~ - i )  ~ 
symbolisehe Pobnz einer Einhei~ wird. Es sei E~_ i irgend eine St-ra~- 
einheit yon K,_ i und 

E,_  I H ~ E( 1-z)~, 

~ o  E eiue Stra]alein]aoit yon K X sei; dagegen sei, bei be~el)igem E~_l, 
E:_ 1H nieht die (1--S)  ~+1~ symbolische Pobnz einer S~hleiaheik Dann 
is~ v < 1 =-x. Denn aus der Identitiit 

( i  - s y - '  =_ fi(s) ( i  - + f Cs) + s ,x-'  + . . .  + 

wo fi(S) trod f~(S) ganze rationale ganzzahlige Funk~ionen yon S sind*), 
folgt 

E(1-s)Z~'-i = E:_ i [Ei~(s)] i -s~- i  
also ~ir ~ ~ H-I- 

E" H = [E1,(s)] I - ~ - ~  
gegen Annahme. 

Man wihle E~_ I so, dab das zugehSrige v den grSB~mSgliehen Wer~ 
yon v ~ I ~-i, tier f'~ir irgend eine Strahlei~hei~ yon K~_I eintreten ka-% 
annimmt. Maa setze H~== E~(/=F2)i dann is~ die gela~ivnorm yon H~ in 

bezug auf k gleich 1. Denn ist E l+~+ ' ' ' +d~-~ -  ~, so mt~B, da E im 
KlassenslraM liegt, 

,o ~ 1 (rood f) 

sein. Im Fall ~ = -  1 oder ~ ~ - -  3 enth~l~ aber f sicher 2 resp. 3 

und da + i ~ 1(2), + - - i •  ~ 1(3), so ist nur e ~----- 1 mSglich; 

die ~Torm yon H~. is~ daher ~ oder 1. W~re nun 

H l=~ H~:" - , "  H~,~" = Ell- z (0 g x~ < 1, i = 1, 2 , - -  -, ~), 

wo E 1 eine Strahleinheit und x~ =F O, so wire 

E ~ H ~ , ~- s)~+~ ,-1 = E~-i E( 
& h. es g~be eine Strahlei_ahei~ yon K~_l, mit der W, also auch H mal~i- 
pliziert, die ( 1 - - 5 )  ~+i~ symbolische Potenz einer Eiaheit wtirde, gegen 
Annahme. Also miiB~e x ~  0 sein. Das ist aber nach dem obigen an- 
mSgiich. Also is~ H~ die gesuchte Einhei~. 

Der Sa~z giI~ auch fiir l =  3, (~-) 0. 

6. E in~e i lung  der  Klassen  des Klassens~rah l s  in ~eschlevh~;er. 
De f in i t i on :  A//e Ideedklassen des ~ a h l s  (~), def, seu B.e2w~v.. 

�9 u~rme~ in bezug auf k in d~iesd~ StraldM.a.~ vo~ (f) fallen, bildv~ ei~ 

�9 ) $iehe Fuetez- Theorie der Zahls~rahten H, J- s ~[a~b. 150, S. ~ ,  $~t: 



Gesc]dec.td. Diese Definition gelte nich~ nur fiir den relativzyklisctien 
K5rper K, sondern fiir jeden Relativ-Abelsehen 0berkSrper yon k. Alle 
Klassen yon (~)~ deren Relativnormen in bezug auf k in der Haup~strahlo 
Masse (f) liegen, bilden das Hauptgeschlecht. Is~ h die St-rahlklassenanzahl 
yon (f), F" der grSgte in h enthaltene Faktor yon l, so gibt es~ wenn wit 
wieder, wie in 1., ailes in bezug auf 1 betrachten, h6chstens l ~- Geschlechter, 
die zur Primzahl 1 geh~iren. 

Satz:  D/e Anzahl der wirklich existierenden Geschlechter des relativ- 
zyktisehen K~6rpers K yore ~elativgrad l ~ ist h~chstens F --~. 

Beweis:  a) 1st ~ ein Ideal yon K,  so ist ~ l - s  in einer Klasse des 
Hau2tgeschlechtes. Denn die Relativnorm yon 9~l-s ist (1). 

b) Es set 9.11-s~ 1 (rood ~), also 

~ -  s = (A), 

wo A i m  Klassenstrahl liege, A ~ 1 (rood {~). Die Rel~tivnorm yon A in 
bezug auf k ist eine Einheit 0, fttr die o ~ l ( f ) ,  also 0 = + 1 .  Ist 
p = - - l ,  so ersetze man 2 dureh 2~ was erlaub~ ist fiir 1 + 2 .  Dana 
wird e = + l  und A = A ~ - S ~ I  (mode).  Naeh dem Satz yon 4 ist A~ 
dann einer Zahl des Systems 2_$ .(rood ~) kongruent. Andererseits ist 

Da 9~ und A 1 zu ~ prim sind, muB ~ ein Ideal a von (f) in k sein. 

Also wird 2 ~ (Ai)a oder~ wenn mit 2: eine Zahl des Systems bezeichne~ 
wird, 

- ( ~ ) a  (i~). 

~) Is~ ~ l - s ~ _  ~ l - S  (~),  ~o i ~ t / % 1 - s  \94/ ~ 1 ({~), also naeh obigem 

94= 

d.h.:  Die Anzahl aller Strahl'klassen, deren ( l - - S )  t" syrabolische Botenze~ 
diesdbe Klasse des Hau$tges&lechts sind, ist gleich der Anzaht tier Strahl- 
klassen, in die die ldeale (2;)a ,erfalle% wenn (22) alle Ideal~ des Systems Z 
und a alle Ideale yon 0 e) i~ k durchlguft. 

d) Die Anzatd aller JKlasseu des Strahls ({~), deren (1 -- S) ~ symbotische 
t)o~mzen diesdbe Klasse des Hauptgeschlechts erggoen, ist ldichsNns gleich 
t ~ -~  ( % = 0 )  ~'esp. l~+~(~o-~)-~ ( % > 0 ) .  

Denn nach dem Hilfssatz yon 5. und naeh 4. kann man jede dor~ige 
Einheit H~ in der Form darsiellen 

~, = a ? - 5  (i = l ,  ~, . . ;  ,,), 
wo (Ai) eine Klasse yon 22 sein wird (rood ~). AuBerdem ist (A~) eine 
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Klasse a~ yon (f)  in L Es seien v der Zahlen ~ zuglei~h im Ktassen- 
strahl. Ffir u o = 0 ist dann ~ = u. Das System dieser ~ Klassen ~,1, a,,,..., a,~ 

~' ~ �9 < :  (0=<x,<Z,  i =  t,  % .--, ~) f 1 f i t =  " " 

stellt dann 1 ~ versehiedene Klassen yon (f) dar. Denn w~re 

~I,~ ~ ~= " ,~ 

WO a m (f) w~re, so g~be es eine Einhei~ H des Klassens~rahls, sodM] 

A,~ ~ - - 'A  ~ '=  aH oder H~'H~'.-. H'**'----- H 1-s 

was n ~  f~r ~ ~ x~ . . . . .  x~ = 0 mSglich is~. Somi~ fallen l ~ KIassen 
yon (f)  im Klassenstrahl (~) in die Hauptklasse D a v  = u, s % = 0, 
gibt es in diesem Fall also nut  ~'-~ Klassen des Systems a(2~) (mod ~). 
Im Falle u o > 0 gibt es noeh F +~<~o-'~-* verschiedene Klassen in a(2~). 
Da abet die noch bleibenden l ~-* Klassen a , =  (Ai) Klassen des Systems 
(22) sind, die alle voneinander verschieden shad, da ja die A,, A~, . - . ,  A~ 
den aufeinandeffolgenden KSrpel=a K1, K ~ , . . . ,  K ~ = K  angehSren, so 

bleiben aueh in diesem Falle nur = l "+~(~o-1)-~ verschiedene ~-~ 

A ~-~ :_ i (~ ) ,  ist fiir u o > 0 die Amahl  hSchstens 3 "+~o-~. 

e) .Die A~za.hl der existierenden GeschIechter sei g; jedes Geschlecht um- 
faflt g~eichviel = e Klassen. Dean man erhiilt are Klassen eines Geschleehts, 
wenn man eine seiner Klassen.mit a rea  e Klassen des HauptgescMeeh~s 
multipliziert. D/e Anzahl aller Klassen ist somit eg. 

f) Ist u o = 0, so gibt es h~Aehstens l ~-~ Ktassen, deren (1 --  8) to sym- 
bolisehe Po~enz eine der e Klassen des Hauptgesehlechts isk Also ist die 
Anzahl aller Klassen hSchstens el~-~; oder 

e g ~ e l , - ~ ;  g < : l  ~-~. 

Der Satz i~t in dlesem Fall bewiesen. 

g) Is~ dagegen % > 0 ,  so # h i  es hSehstens l~+~(~o-X) - "  Klassen, deren 
( 1 - - S )  t~ symbolische Potenz eine Ktasse des Haup~gesehleeht~ isk Wi t  

werden n~ekher zeigen, da~ es andererseits hSchstens e Klassen im 

Hauptgesehleeh~ gibt, die die ( l - - S )  ~ symbolise3ae Po~enz einex Klasse 

e /~+ ~(%- t)-~ oder werden kSnnen. Also is~ die Klaasenzahl ~ / ~ ( ~ _ ~  

eg < o e .,~+=(~.-V-,,: g ~ / ~ - , .  
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e Um noch zu beweisen, dab es h6chs~ens ~(~_~ verschiedene Klassen 

im Haupigeschlecht gibl, die die ( 1 -  S) t~ symbolische Po~enz einer Klasse 
siafl, nehmen wh" die in Hilfssatz IV, Kapitel II defmierte ZaM A,~o_ 1" 
Dieselbe nehme~ wir noch durch ~i, ~ ,  "" ", ~ teilbar an and selzen ihre 
Spur in Bezug auf k in der Form 

i~o-~a, wenn s S  = Ss; s wenn s S  = S - ~ s  

ist, voraus, wo a zu 1 prim ~st und 1 durch [ teilbar, abet (~! zu 1 prim 

is~. Letzbres dtirfen wir annehmen; denn es ~b~ im VerzweigtmgskSrper 
stets eine Zahl O, deren Spur  in bezug auf k zu l prim is~.*) Wenn die 
Spur yon h~o_ 1 in bezug auf k nicht obiger Bedingung geniig~, so steUe 
man die Spur yon A,.~o_ 1 in bezug auf den VerzweigtmgskSrper in der 
Form )Y~oO', resp. ~"~o-("-~)E)' dar, wo O' zu (1) prim ist. Dann geniig~ 

~. A ~ _ l  allen gestellten Anforderungen. beschr'~nken uns yon sicher Wit 

nun an auf den Fall sS = S - ~ s  und setzen 

!~---- (i  d- a~Z-'A,~o_~) ( i = 2 ,  3, ..-, ~%--(~-- i ) ) .  

a~, ~ sbld Zahlen yon k und ~ hat obige Bedeu~ung. !B~ sind ldeale des 
ttaulatgeschlechts. Denu bedeu~et/~ die Norm in bezug auf k, so ist nach 
Annahme 

oder, da i > 1: 
IV(1 +a,l '-~A,. o_~) --~- 1 (["~.+'~-") 

~-1 (t,) (~= l ,  2, . .  ., r). 
Aus  der Annahme 

fo@t 
~ . . .  ~B.~o_(._l) ~ 1 (~)v 

_= o (t) = 2 ,  3 , . . . ,  ( ,  - i ) ) .  

Dema sons~ miiBb es eine Eiaheit H geben, sodaB 

1 Jr l~~176 

wo A wenigstens duroh ~ teilbar wire. Bilde~ man bier die P~la~ivnorm- 
in bezug auf k, so wird~ wie obeu, wegen N(H) = 1, 

�9 (1 + ~ i ~ ~  ~- -~ ~ + 1 7 , ~  1 + i ' ~ o - ( ~ - l ) ~ ,  
a u o  - -  ( a  - I )  ~ " ~ u o - -  a -  1 "~ - - ]  ~--- 

*) Siehe dieses Kapitm] S. 2~2, ~. b) Beweis. 
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wo a sieher zu 1 prim ist. Lies~ man diese Gleichung sukzesaive als 
Kongruenz mit den Moduln ~ o + s - ~  1~o+~-~, . . .  [~o-(~-1) so folgr 

a~ ~ as ~ " "  ~-  ao ~o_ ( ,_ i) ~- 0 (l). 

Genau ebenso beweist man, daft aus 

~ . . .  ~ , _ ( o - 1 ) ~  ~ - ~  ti~) : m = o  (l) 
folgt ( i =  2,---, ~u o - ( ~ - 1 ) ) ,  da dann ~ l - z =  F u n d  

H Q  + m; A%o_O �9 �9 �9 (1 + 

sein miiBte, was wegen N(H) = 1, N ( F ) :  1 unm5glioh ist, auBer wenn 

m = 0 (~). 
Wenn also die a, die ~* inkongruen~en Wer~e (rood f) durchlaufen~ so 

s~ellen ! ~ a - . .  ~ o - 0 - 1 )  im ganzen 1~(~o-1)Klassen des Haup~geschleehts 
dar~ die nich~ die ( 1 -  S) t~ symbolisch8 Potenz einer Klasse werden. Diese 
Klassen bilden eine Abelsche Un~ergruppe dex Abelschen Gruppe aller 
e Klassen des ttauptgesehleehts, e ist dureh 1 ~(~o-~) teilbar, uad es gibt 

e Klassen mit der verlangten Eigenschaft. hSchstens Z~(~ ~ ~) 

Ist 1 ~- 3, (~)  = O, ~ = 2, A l-r-- 1 (~s), and bedeu~ef A~ eine durch 
(a~) 

$~,'~, -.-, ~. und ~ ~eilbare Z,.h], wo ~ zu fl prim is~, so s~tz~ man 

~ = ( l + a ~ A ~ o + ~ + ~ ) ,  i = 0 ,  1 , 2 , . . . , 2 u o - - 1 + ~  \ ~ = 1 ,  m = - - 3 / "  

Man beweis~ wie oben, da~ dadurch 3 ~o versehiedeno Klassen des 
Haup~geschlech~s gegeben sind, die nicht die ( 1 - -S )u  symbolische Po~enz 

einer anderen Klasse werden. Es gibt also nur ~ Klassen des Haupt- 

gesehlechts, die die ( 1 - - S )  ~ symbolisehe Potenz werden. Dabei is~ auch 

k-~ k ( V : - 3  ) mig eingesehlossen. 
7. In  K exis~ieren genau  l ~-" Geseh lech te r .  
Dies is~ eine Folge des yon H. Weber bewiesenen 
Hi l f s sa tzes*) :  DurcM~iuft ~ alle ~rimzahlen, die Norme~ yon Prim- 

idealen einer StrahlIdasse in bem~g auf die Primzahl l**) yon k mit dem 
1;'iihrer f sind, und ist H die StraId']dasse~zahl in be~ug auf l, so ist: 

~ ,  = ~ -  lg  ~ + f(s) (s  > 1),  

wo f(s) fiir lira inf. s = 1 endlieh bteibt. 

Math. Ann. 49, S. 89; Algebra, Bd. HI, S. 606, 608, 612. Dex Hflfssatz gilt 
auch flit ~ 2 und den enge~en Aquivalenzbegriff. 

�9 *) S, 220 dieaer Axbeit. 
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Durchliuft  niimlich andererseiis p~' die Primzahlen, die Norman yon 
Primidealan 1. Grades des Galoisschan KSrpers K yore Grade 21 ~ sind~ 
s o  

1 1 1 
~-~ ~-~ lg s ~ i  -}- f~ (s), ( s >  1), 

wo fl (s) f~r lira inf. s = 1 endlich bleibt. 
Wenn 1 t die AnzaM der existierenden Geschlechter in K bedeutef, so 

gibt es 1 t Klassen ~im Sh-ahl (f)  yon k~ die Relativnormen yon Klassen in 
(~) yon K sind. Nut  die Primideale dieser 1 t Klassen kSnnen also in 
l~'imideale 1. Grades zerfallen. DureM~uft ~ alle Primzahlen, die Norman 
yon Primidealen dieser l t Klassen sind, so is~ nach dem Hilfssatz 

I Z t , I 

und da 

2 2 
so is~ 

i lg i z~ i ~---~ ~ =< ~V lg ~ + fa(s) ,  ( s > l ) ,  

Also: wo der lira inf. s = 1 yon f3 (s) endlich ist. 

1 I t s 

t > _ u - - u .  

Andererseits wurde in 6. bewiesen, dab t ~_< x -- u; also ist n u r t  = ~ -- u 
mSglich, w. z. b. w. 

Da je~z~ 
1 1 1 

i i * I (s > i), 

so folgt: Sdmtliche _Primideale der 1 ~-~ Klassen yon ( f ) ,  denen ein Ge- 
sehleckt entslaricht , zerfallen in K in Primideale 1. Grades in be~ug auf  k, 
mit  Ausnahme &~r B~mideale p~*, fiir die 

konvergiert. 
8. Das Resultat yon 7. l~d~t sich auf jedan in k relativ-Abelschan 

KSrper ausdehnan, falls derselbe die Eigenschaften yon Kapitel II. 1. hat. 
Der dort definierte KSrper yore Relativgrad .ST= l ~ seize sich aus den 
zu k relativ-+zyklischan KSrpern Ki ,  _ K ~ . . . ,  K~ mit dan Rela~ivgraden 

*) Zahlbericht, S. 265~ Satz 84. 
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]% t% --- ,  l"~ zusammen. Dieselben sollen keine gemeinsamen UnterkSrper 
besitzen, also u = u~ + u s + - - - +  u~ sein. Ist  f das ldeinste gemeinsame 
Vielfaehe der den KSrpern K ~ , ~ , . . . ,  K~ zugeordneben Fiihrer f~, s  ...~ f~, 
so ist naeh Kapitel II  f der Fiihrer des K zugeordneten Strahls in k. In 
K~ zerfaUen nun at/e Primideale einer Klasse yon (f~) in /~ Primideale, 
oder keine; um so mehr also aueh in einer Klasse yon (f). Eine Ausnahme 
kiinnen nur die Primideale p,* machen, fiir die 

n (~,*) 

ko~ivergiert. Isi l~ die zu 1 geh5rige Klasseazahl yon (f~), 1 ~ die voa 
(f), so zerf~lli jede Klasse yon ~ )  in (f) in 1 " - ~  Klassen. Also gibi "es 
l~-~.i, l~i -~= l ~-~ Klassen yon (f), denen ein Gesehlecht in K i entspricht. 
AUe Primideale einer Klasse yon ( f)  in k zerfallen in 1 ~ Primideale in K 
oder kvine zerfallen in 1 ~ Primideale. Ausgenommen sind die p,r fiir die 

, 1 l',mvergiert. 

Is~ also 1 ~ die Anzahl der Klassen yon (f) ,  denen ein GescMeeh~ in 
K entsprichi~ so ist nach dem Hilfssalz, wenn p~ alle Primzahlen, die 
Normen yon Primidealen der Z ~ Kla~se- sind~ dureht~uft: 

1 /t 1 
- lg  + f ( s )  (s> 1). 

DureM~iuft p~" alle Primzahlen, die in PrimideMe 1. Grades in K zer- 
fallen, so is~*) 

1 1 1 lg + f (s) ( s> 1). 
Also ist 

~ 1 ~ d  1 "~'~__!_ = { ~ __ I ~ 1 

Nun konvergiert aber ~-(-~ ffir lira inf. s = 1. Also mug 

~U 2/u ~ 

t = u - - u  
sei~. 

Haup t sa t z :  I. Ist K ein zu k rela~'v-Abdseher, absoZut Galoisschex 
K6rper yore t~elativgrad ~, der sich in eine l~eihe vo~ relativ-zyldische~ 
absolut Gal~gsschen Kibpern auflgsen l~flt ( sS  ~ S+ls);  ist ferner l x die 
gr6flte Potenz van l, die in der Klassenzatd des K zugeordm@n Slrah~s ~f) 
yon k enthalten ist, so existieren genau ~-~ Gesc/dechter i~ K. 

*) ZaJalbericht, S. 265, Sa~z 84. 
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II. Ordnet man K den Strahl f* ~ ,  dessert Fiihrer ein Vidfaches yon 
( f)  ist, und i~  ~* der entsprechende 2"aktor tier ,Klassenzahl yon (j~), so 
existieren genau ~*-~ Gesehlechter i~ K. 

Denn jede Klasse yon (f) zerFallt in 1 ~ -~  Klassen in (f*), die l ~--" 
Klassen, denen Geschlechter entspreehen, also in 1 "~- ~'. l ~- u = l  ~'- ~ Klassen (f*). 

W~iJarend der Fall 1 = 3, ( - ~ ) =  O, a = 2 leicht mit  behandelt 9. 

werden konnte, verlangt 1 = 2 eine besondere Be~raehtung. Die Beweis- 
methode bleibt dieselbe, nu t  dab der engere ~_quivalenzbegriff voraus- 
gesetz~ wird. Wir geben der Kfirze halber die Abweichungen an, die 
gegeniiber dem aUgemeine.u l eintreten. Im Satz 3 c) fl) lauten die Un- 
gleichungen Ftir die qi: 

q ~ > _ t 2 ~ - - l +  ~o_~, i ~ z ;  o----l, 

q~ >= t2 ~ -  2 + ~ _ ~ ,  = 

Fiir 6 = 2 ist 

q~ ~ t2 ~ - 1 +  ~o_~, a ~  2, 

oder das ers~e q,, ffir das A ~ +  0 isf, tm~ den Wert  

q~= t2 ~ -  3 + ~o_, 

and alle weiteren q~ (i > t) sind eindeutig bestimmt. Dabei hat z die Be- 
deutung der Erg~nztmg zu Hilfssa~z III, Kapi~el II.*) Ist 

v , , ~ _  1 ----- 02 ~o+1 - -  20 + 1~ 

so bleibt alles weitere gleich, nur treten im ganzen 2 ~(~o+2-0) Klassen in 
(Z') auf und en~spreehend 2 ~(~o+~-~ Klassen der !~ i. Der J=lauptsatz bleibt 

a2 ~o+1 a + 1, so treten geringFfigige Ver- derselbe. Ist dagegen V~o_~ = 
~inderungen ein, die dem Falle 1 = 3, a = 2, Al-r--~ 1 (~ )  entspreehen. 
Der Sa~z ist aueh jetz~ zu beweisen. 

Der Hilfssatz yon 5. ist ffir l ~ 2 leicht mit denselben Mittetn zu 
beweisen, falls f +  1. Denn fiir f ~  3 muB die Norm jeder Strahleinheit 
~- 1 (rood f )  sein, also sieher gleieh + 1. Ist aber ] ---- 2, so is~ m == -- 1 
und m = --  3 sicher ausgeschlossen; ebenso a -~ 1. Wenn abet a ~ 2, so 
is~ f ~  2 nich~ mit den einfachen Mitteln zu behandeln. Der ttauptsatz 
gilt da~'n nut fib" f > 2. 

*) S. 202. 
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Kapi te l  IV. 

D i e  D i s k r i m i n a n t e  d e r  K d r p e r  _K(f). 

Mit Hilfe tier S ~ e  yon Kapitel ]I. and YII. kann fiir die Kiirper 
K(f)*) diejenige Eigensehaft bewiesen werden, die der Eigensehaft 4.**) 
der Kreisk5rper entspricht: 

Hauptsatz:  Die l~elativdisT~riminante yon K ( f )  in bezug auf k ent- 
hS, lt nut  die t)rimzahlen yon f ;  die t)rimteiler yon f treten ur~ge~hrt alte 
in der l~elativdisbriminante auf mit Ausnahme: 

a) van 2, wenn 2 nur einfach in f enthalten ist und m-~  1(8) oder 
m = - - l ;  

b) yon 3, uenn 3 nut  einfach in f enthalten und m = -  3. 

Der Satz wird fur jeden UnterkSrper Kz(f) yon •(f)  bewiesen und 
gilt dann allgemein. 

1. Z~m~chst werde der zweite Tell des Satzes bewiesen. Gib~ es eine 
Primzahl l 1 die auch -~ l sein kann, die in f,  aber nicht in der Relativ- 
diskriminante enthalten ist, so ist der dem KSrper K(f)  nach Kapi~l II. 
6.***) zugeordnete Fiihrer f yon k zu l~ prim, falls man zna'achst yon 

den Ausnahmef~llen ~-~ 2, (~ )  = 1, oder m ~ -- 1 ; / ~ -  3, m = ab- 

sieht Dann zeffallen nach Kapitel HI. 8.-~) alle Primideale tier Haupt- 
klasse des Strahls (f)  in Kz(f) in Primideale 1. Grades, abgesehen yon 
PI*, P2*, "" ", fiir die 

fiir lira inf. s = 1 konvergier~. Nun gibt es nach dem Hilfssatz Kapi~el III. 
7.'~') unendlioh viele Primideale 1. Grades in jeder S~rahlklasse. Also" 
gibt es unendlich viele Primideale 1. Grades, die in der ttaaptktasse des 
Strahls (f), nicht aber in der l=Iauptklasse des Strahls (/i) resp. (l') liegen. 

Fiir diese Primideale p~ (i = 1, 2,-- .) existior~ auBerdem der lira inf. 1 �9 .=~ n(~j" 

nicht. Somit g~be es unendlieh viele Primideale, die siehor nicht in der 
Hauptklasse des Strahls (f) yon k liegen und die trotzdem in Primideale 
1. Grades in K~(f) zeriielen; dies widersprir dem Zerlegtmgasatz 2. der 
xS er K(W). 

In den AusnahmefSllen wfirde f ,  wenn 2 resp. 3 in f ~ hSherer als 
1. Po~enz entI~alten w~re und die Relafivdiskriminante ~ro~dem zu 2 recap. 3 
prim wiire, die Primzahl 2 resp. 3 nur zur 1. Potenz en~hal~en. Dieselbe 

*) S. ~sa. **) S. is~. ***) S. 217. "t) S. ~6. 
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lr~berlegung wie oben fiihr~ auch hier zum Ziel. Der Fall, dab 2 nut ein- 

f enLhalten und ( d ) = _  1, 0, wird sp~t~er faeh in behandel~. 

2. .Die  ~P~elativdiskriminante yon K~(f) enthalte eine Primzald l 1 + l, 
we 11 za f prim ist. 

a) 1 ~= 2. a) Wir betrachten K~(ltf). Dieser KSrper ist relativ-Abelsch 
zu K~(f) und enth~It letz~eren volts~ndig*). Sein Relativgrad ist die 
grSi~te in 

enihaliene Potenz l~-~ yon l**). Dabei s e i l  = 3~ m ~ -  3 ztmiiehst aus- 
geschlossen. K~(1 l f )  hat einen UnterkSrper K ~  der denselben Relativgrad 
1 ~ = N zu k hat wie ~ ( f ) ,  und dessen Relativdlskriminan~e zu / i  prim ist. 
Dean hack dem Saiz Kapitel H. 1.***) hat die Tr~gheilsgruppe der in ll ent- 
haltenen Primideale hSchstens den Grad l~'~. Der Tr~igheitsk~irper hat abet 
eine zu l~ prime Relativdiskriminante zu k and hat wenigstens den Grad 
1 ~ = A 7. Zu K-~ gehere der Ffihrer f in k. f ist also prim zu 11. Bilden 
wir das kleinste gemeinsame ~ielfaehe [~ yon f u n d  f ,  so ist auch f*  
2u l~/n'im. Die zu I gehSrige Klassenanzahl des Strahls f*  in k sei ~'. 
Nach Kapitel III. Hauptsa tz t )  exisiierea genau l ~ - u  Gesehleehfer in K~ 
in bezug auf den Ffihrer f*. Andererseits entsprechen jeder Klasse yon (f) 
l ~.*- ~ Klassen yon (f*), da 1 ~ die Slassenanzahl yon (f)  ist, die zu l ge- 
hentt). 

fl) Die 1 ~.~ Klassen van (f*), denen Geschlechter in K~ eatszn'echen , 
liegen alle in der ttau_ptklasse yon (f). 

eenn  es zerfanen (1 ~-*- 1 ~-~)  Klassen yon (f*) nicht in K~. Fiele 
eine derselben in die Hauptklasse yon (f), so g~be es, da 11 zu f*  prim 
ist, unendlich viele Primideale Pi (i-~ 1, 2 , , - . ) ,  ffir die der 

hm inf. ~ ,  1 
, = 1 n (~)i) ~ 

nicht existier~ and die in der Hauptklasse des StraJals (11 f )  l~gen. Dies 
ist gegen Zorleg'angssatz 2 . t t t )  der KSrper K ( f )  resp. K(/~f) ,  nach dem 
alle PrimideMe dieser tiauptklasse zerfaUen miissen~ abgesehen yon endlieh 
vielen, hlle (l ~* -  1 ~ ' -")  Klassea yon (f*) miissen also in Nebenklassea 
yon (f) liegen. Den l ~ -  1 Nebenklassen yon (f) entsprechen abet  genau 
(l ~~- l ~ - ~ )  Klassen in (/~). Also mtissen alle Klassen yon (f*), die in 
Nebenklassen yon 0 r) liegen, night zeffallea, und die F "~-~ Kiassen, die 

*) Weber: Algebra II, S. 451. Hilber~: Zahlbericht, S. 330 u. ft. 
**) S. 188, Eigensch~ 1. ***) S. 188. t) S. 237. 
tt) s. 183, Eigenschafr 1. #tt) S. 183. 
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in der Hauptklasse yon (f) liegen, entsprechen den ex~stierenden Ge- 
schleehtern. 

7) Die KSrper K s und ~ ( f )  haben denselben RelativgrM zu L Sie 
sind beide relativ-Abelsch zu k. Die Primideale 1. Grades siad nach G) 
und wegen Zerlegungssatz 2.*) dieselben, wenn man yon den Primidealen 
Pi* (i-~ 1, 2 , . . . )  absieht, ffir die 

lim inf. ~ l ,=l ~(I's 

exis~iert. K, und Kz(f) s#~Z dann identisch. 
Um dies zu zeigen, adjungiere man die 1 t~" Einheitswurzeln zu K~ 

und zu K~(f), auger wenn l-~ 3, m = -  3. Die beiden KSrper sollen in 
Kz' und Kz'(f ) iibergehen. Die obea angegebenen Eigenszhaften bleiben 
dann erhalten. Denn da (1--1) der Grad des Kgrpers der 1 ~ Einhei~- 
wurzeln ist, kann keiner der beiden KSrper /~2~ und K~(f) dieselben enb 
halten. K 1 sei ein UnterkSrper yon K~'(f), zu dem K/(f) den Relativgrad 
besitze. K~'0 e) entstehe aus ~'1 dureh Adjunktion yon ~/w. Andererseits 
mfit~Le, wean K'(f)  nieht identisch mit ~ "  is[, bei dem algebraisehen kuf- 
ban des KSrpers Kj' der Fall eintreten, dag der UnterkSrper J~' yon ~ '  
noch in K[(f)  liegt, der dureh Adjunlddon yon ~ erhalf~ue niichs~ 
]a~here UnLerkSrper yon X'[ aber nieht mehr. Dana gibt es unendlieh 
viele Primideale ~i ( i =  1, 2 , . . . )  1. Grades in Ki, ffir die 

lira inf. X 

nicht exis~ier~, und ffir die: 

( ~ ) = 1 ;  ( ~ ) + 1  ( i = 1 ,  2, ---) 

ist, we (~)  das l ~ Potenzrestsymbol bedeutet**). Alle ~,  zertMlen in K[(f)  

"in Primideale 1. Grades, nicht aber in ~ ' .  Dies widersprieht der Ann,3,me. 
Also mug K[(f) mit K--[ und K~(f) mig K'~ identiseh sein. Nun ist die 
Relativdiskriminante yon ~ in bezug auf k zu I 1 prim. Also is~ die An- 
nabme, diejenige yon ~ ( f )  in bezug auf k enthalt~ ll, hinfifllig. 

~) 1 = 3, m ~- --  3. In diesem Falle darf man f =  1 immer dutch 3 
ersetzen~ da (i) und (3) in bezug auf 3 die gleiche Klassenanzahl tmben, 
also K~(3) = / ~ ( 1 ) .  In jedem Falle ist dann der Relativgrad yon K~(/~D 

~u Ka(f) gleich der grS~en in 1(~ l -  1) (~,--(~-)) *~)  en~htiltenen Po- 

tenz yon 3. 

*) s. 18~. 
**) Hflbert: Zahlbericht, S. r Sa~z 152 uad sein Beweis. 

~ )  Siehe die Formel yon hj S~ 18~, 
Mathema~ohe Annalen. LXXV, I6 
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Die iibrige ~berl%o~mg bleibt gleich. 
b) ~ = 2. Ist m ~ -  1, f = I, so kann man f stets dutch 2 ersetzen, 

da (1) und (2) in diesem Fall dieselbe Klassenzahl haben, also K S (1 )=  ~ (2). 
Somi~ ist in jedem Fall der Relativgrad yon K~(llf  ) zu K2(f) gleich der 

1 in ~-(/~-- 1 ) ( / 1 -  (~))  enthaltenen Po~enz yon 2. Der KSrper gr~Bten 

.K~(llf ) hat demnach einen Unterk6rper vom Relativgrad 2 ~  3/~ dessen 
Relativdiskriminante zu 2 prim ist. Denn zerlegt man K~(llf  ) in den 
absolut Abelschen KreiskSrper und den relativ-Abelschen KSrper der kom- 
plexen Mul~iplikation~ so haben die beiden KSrper nach Kapitel I.*) jeden- 

falls den qlmdratisehen UnterkSrper - V ( -  IS~-i , -  dessen Rela~ivdiskrimi- 
nante /1 en~h~ilt~ gemein. Vergleich~ man dies mit dem Sa~z Kapitel II. 4.**), 
so erkennt man sofort~ dab die Tr~gheitsgruppe yon den in 11 enthalteaen 

Primidealen hSchstens als Grad die grSl~le in 

tene Pof~nz yon 2 besitzen kann. Altes weitere bleibt sich glelch, l~ur 
ist nun 2~'+"+r die Ktassenanzahl yon (f*) im engeren Sinne***) and es 
gibt nach dem Haup~satz yon Kapitel III. 2 ~" + "+ e-  ~ existierende Ge- 
schlechfer in K~, da f* > 2. Alle Klassen yon (f*) im engeren Sinne~ die 
existieren, fallen aber in die Hauptklasse yon (f) im weiteren Sinne. Also 
haben wieder K~(f) und K 2 dieselbea Primideale 1. Grades, abgesehen yon 
jenen p* ( i =  1, 2, . .-);  tier SehluB ist derselbe wie vorhin. 

3. Die Primzahl 1 sei in f nicht enthalten. Die Retativdiskriminante 
yon K~f)  in bezug auf ~ isr dann zu 1 prim. 

a) 1 =~ 2. Man denke sich die K:(f) aus den KreiskSrpern and den 
K~irpern der singul~en Moduln aufgebaut. Fiir den KreiskSrper kennt 
man die Diskriminmate~'). Der Satz gilt dann und ist nut noch i~tir den 
in K2(f) enthaltenen KSrper K~"(f) der singuliixen Moduln zu beweisen. 

Wir be~raehten die Relativgruppe 

. . .  ( o <  < i = i ,  

yon K~"(Ho+~-~f) in bezug anf L Dabei ist u o so gewiihl~, da$ [ in K['(f) 
genan die ~o~ Potenz eines aus lauter verschiedenen Primidealen zusam- 
mengesetzten Ideals wird. K,"(fl ~o + ~ - ~) ist relativ-zyklisch zu K~" (f). Dean 
die Gruppen sind holoedriseh isomorph mii den Gruppen der Klassen des 
Ringes (l~*+~-"f) resp. (f)'~-~) und fftr dieselben gilt, wie leicht zu se.hen, 
diese Tatsache. Der Relativgrad ist l~. Die Relativgruppe soU nun e~wa 

*) S. 18S, Beweis yon I. **) S. 213. 
***) S. 220. Man unterscheide das jet~ige a yon dem sons~igen. 

t) S. 182, Eigenschaf% 4. -~) S. 183. Eigenschaft 3. 
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gerade durch die Poienzen yon $1 ~-~~ gegeben seim Dann ist die Re- 
lativgruppe yon K/ ' (f)  in bezug auf k gegeben dutch: 

s s; - . .  s? 

Dabei kann l~ -~o aueh gleich Eins sein. Wir wollen beweisen, dab 
es dann immer einen UnterkSrper ~ l "  in K['( l~+ ~-~f)  vom Relativgrad lUo 
zu k gibe, dessen Relativdiskriminante zu l prim isk 

Die Verzweigungsgruppe (gleich der Trigheitsgruppe) der in ~ ent- 
hal~enen Primideale ist zyklisch*). Ist dieselbe eine zyklische Unt~r- 
gruppe yon 

S ~ - - .  ~ "  {0=<x,<Z', q = 2 , % . . . , v ) ,  

so ergibt sich ohne weiteres der gewfinsehte UnterkSrper. Isl dsgegen eine 
Potenz yon S 1 die Basissubstihition der Verzweigungsgruppe, so mfiB~e 
dieselbe den Grad l 2 ~o haben. Denn da dieselbe zyklisch is~ und schon in 
Ki ' ( f  ) den Grad 1 ~~ hat, mfitt~e sie wenigstens den Grad lm haben, oder 

Si ~ -  ~o miiBte eine ihrer Substitutionen sein. W~re abet auch S1 ~ -  ~ 

nicht in ihr, so wfirde, da Si m~- ~~ die Grundst~bstitution der Relativgruppe 
yon E,"( l~+~-~f)  zu ~ : f ( f )  ist, auch I in K~'(f) nicht die Z ~ Potenz 
eines Ideals werden. Somi~ isl sicher n l - - 2 %  ~ 0 oder n~ ~ 2u o. 

Wegen. des holoedrischen Isomorphismus mi~ den Klassen der Ringe 
yon (f) resp. (1 ~o + ~- a f) gibt es abet eine Ringklasse A, f'~r die 

A + < %) 

im King (f), nicht abet im Ring (l~+~-~f) liege; {iir die dagegen A m im 
Ring (l~o+~-~f) liegt. Diese Klasse A is~ der Substitu~i6n S~ in ~ " 0  r) 
und K~"(1 ~o + ~'-~f) umkehrbar eindeutig zugeordnet. Dies is~ unmSglich. 

Denn is~ p ein Primideal (prim zu ~) yon A, so gibt es in ~K~"(f) 
eine Zahl ]J, ffir die 

n . . . .  (=),  

wo z im Ring (f) liegt**). Dabei is~ m = -  3, l = 3 zunichs~ ausge- 
schlossen. Nach Hiffssatz VI, Kapitel II.***), is~ abet, wenn 1 = 3, ~ -~ 2, 

A ~ - r ~  1 (~s) ausgesehlossen wird, ~ aach im Ring (Is). Also is~ s  

sehon im Ring (l~o+~-"f) oder p~, - i  lieg~ ira" Ring (l~+~-~f) gegen 
Obiges. 

Somit ist dieser Fall auszusehlie~er~ un4es gibt einen Un~erkSrper --" 
dessen Relativdiskriminan~e zu l prim ist. Fiir de~selhen beweis~ man ge- 

*) Kapitel H. S, S. 208. 
*') Weber: Algebra HI. S, 449. S. ~ 9 .  

**') S. 205. 
16" 
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nau nach a), fl) und y), dat~ er mi~ K['(f) iden~isch sein mui3. Man hat 
blol~ beidersei~s den KreiskSrper .K[(f), dessen Relativdiskriminante zu l 
prim ist, zu adjungieren, um den Sa~z fiber Geschlechter anwenden zu 
kSnnen. 

Ist 1 ~ 3, ~ ~ 2, so fiihrt man den Beweis gleieh; nur ist p durch 
p l - ,  und Y[ dutch I~P -* zu ersetzen, p 1 - '  hat aber in be-z.ug auf die Prim- 
zahI" 3 die gleichen Eigenschaften wie p; also ergibt die Anwendung der 
1. Erg i i~ung yon Hilfssatz VI.*) den Beweis wie vorhin. 

Ist schlieBlich 1 = 3, m = --  3, so ist Ks"(1) = Ka"(3 ). Wir  nehmen f 
immer einmal dutch 3 teilbar an und setzen f =  3111~...l~. Die Klassen- 

zahl der KSrper k = ( ] / ~ 3 )  is~ Eins. Man kann deshalb die Klassen- 
gruppe des Ringes (f) durch 

gegeben denken, wo S~ der Primzahl l~ zugeordnet und 3'~ die grSl~te in 

(=~))  en~haltene Potenz yon 3 ist. (3"~ hat dana die 

Gruppe: 
S ~ S ; ~ S ~  . . .  S~ ~ ( 0 ~ z < 3  ~ 0 ~ x ~ < 3 ~ ,  i = l ,  2,--;r) .  

Diese Gruppen sind holoedrisch isomorph mit den Gruppen yon 1~3"(f) 
und Ka"(3~of). Wird (3) in Ks"(f) die 2 -3  ~ot~ Potenz eines aus lanier ver- 
schiedenen Primidealen zusammengesetzten Ideals~ so erkennt man sofort 
aus obigen Gruppen~ dai~ K3" (3 ~o+ 111-.. l~) einen Unterk5rper yore selben 
Relativgrad zu k wie K3"(f ) haben mut~, dessen Rela~ivdiskriminante zu 3 
prim ist; denn die Verzweigungsgruppe jedes in 3 enthaltenen Primideals 
ist zykliseh**). Alles weitere ergibt sich wie friiher. Daraus schlieBt man 
rfickw~ir~s, dal~ der Satz aueh ffir zu 3 prime f gilt. 

b) l -~ 2. m ~- ~ 1 werde zun~ehst ansgesehlossen. Ist 2r die AnzaM 
der Geschlech~er des Ringes (f) yon k, so wird die Gruppe der zu 2 ge- 
hSrigen K[assen des l~inges (f) gegeben durch 

S ; ' S ~ . . .  C ~  ( 0 < ~ < 2 ~ ' ,  i =  1,2,-- . ,~).  

Denn jede ambige Klasse enChiil~ uuch ein ambiges Ideal***). Also ist 
die Anzahl der unabh~ingigen Basissubstitu~ionen $. Betrachtet man bei 

. ungeraden f die quadratischen UnterkSrpert)  ~ so sleht man, daft dieselben 
eine zu 2 prime Relat/vdiskriminante bezfiglieh k haben, d a ~ )  stets: 

*) S. 207. **) S. 208, Kapitel II, 3. Satz. 
***) Ygl. hierzu Zahlbericht, S. $02 u. ft., insbesondere den Satz 107, S. $05. Aui~e~- 

dem Dirichlei-Dedekind, S. 315 u. ft. 
~)-S. 183, K~pi~el I, Beweis zu 1. 

~f) Siehe F u e l :  Der KlassenkSrimr der quad~a~ischen Kilrper etc. Diss. 
GS~t~ngen 1903, S. Tu.ff. 
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( -  1) -z - 1(4)  

dasselbe gilt auch im Fall m ~ 1 (4), a = 1, wenn f nut einfach dutch 9 
teilbar ist. Wir unterscheiden: 

a) m----1(4), 6 = 1; es sei f =  2111.2...1,. einmal dutch 2 ~eflbar. 
Dies ist keine Beschr~nkung, da Ko."(l~l~...lr)=K~"(211ls...lr). Gehen 
wit zum Ring (2~o+~f), wo uo+  v ~ 2, so wird, da sich die Anzahl der 
ambigen Klassen vervierfacht*), die Klassengruppe gegeben sein durch 

S:~ S~ . . . S~'~ S~r+l S ~  § ( 0 < x , < 2 ~ ,  i = 1 , 2 , - . . , 7 , 7 + 1 , r + ~ ) .  
7 } ' + 1  7+ '2 -  - -  

Den neuen Substitntionen Sy+l , Sy+2 entsprechen aber die quadra- 

tischen Un~erk6rper V-----l, ]/:2*~), die einen KSrper ergeben, in dem 2 
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ferner ist nr+ 1 -]- nr+ ~ = u o + v und nr+ 1 
oder nr+ ~ gleich Eins***). 

Wird nun (2) in K~"(f) die n o ~  2 ~o~ Potenz eines aus lau~er ver- 
schiedenen Primidealen zusammengesetz~n Ideals, so setze man v = 1, 
wenn die Verzweigungsgruppe zyklisch, sonst v----0. Im letzteren Fall 
sieht man dann ohne weiteres nach dem Satz Kapitel II. 4.***)wegen 
nr+~ + nr+~-~ ~o, dal~ J~"(2~f) einen Unterk5rper Ko'" yore selben Re- 
lativgrad zu k besitzt wie K.~"[r dessen Relativdiskriminante zu 2 prim 
isk Ebenso im Fall v = 1. 

~) m ~ 1 (4), a = 2; ist dann f ungerade und wird (2) die 2-  2 ~o~ 
Po~nz eines aus lauter versehiedenen Primidealen zusammengesetzten 
Ideals, so ist K~"(2~f) relativ-zykliseh zu g:ff(f) yore Relativgrade 2 ~. 
Die relative Verzweigungsg~ppe der in 2 enthaltenen Primideale is~ jetzt 
zykliseh***). Die A-zahl der ambigen Klassen des Ringes (2~'~f) ist doppelt 
so grol~ wie diejenige yon (f). Die Gruppe yon ~"(2~of) ist also 

S S 
7 7 +  1 " 

Algebraiszh entspricht der Substitution Sy+l der quadratiBche Unter- 

kSrpert) ]/~ resp. ] / =  2, dessen Relativdiskriminante zu k 2 sicher ent,- 
h~lt. Die Existenz des UnterkSrpers g~"  folgt dann gleich wie unter e~). 

7) m = --  2, a = 2. Dieser Fall erledigt sich gleieh wie fl); nur ist f 
zun~ichs~ als einmal durch 2 teilbar anzunehmen (es ist K~"(2)~-J~"(1)). 
Damit is~ in jedem Fall die Existenz eines UnterkSrl~ers X~" bewiese~ 
der den gleichen Relativgrad zu k hat wie ~ : " ( f )  und dessert Relativ- 
diskriminant~ zu 9 prim ist. Dal~ die beiden KSrper identisch sein mfissen 
folg~ wie im fr~iheren Fall 2b). 

*) Dirichle~-Dedekind : Vorlesungen, S. 316. "*) S. 18~ und 184~ K~i~t  L 
***) S. 2~3, Kapi~el II, ~. -~) S. 183 und t84, Kapitel L 
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Der Sa~z ist damit in jedem Fall bewiesen. Denn nur im Fall m ~- 1 (8) 
ist die Klassenanzahl yon (f) und (2f) bei ungeradem f gleich. Sonst ist 
sic das dreffache ( m -  5), resp. zweifaehe (m ~ 1(4)). 

4:. Aus dem Hauptsatz erkennt man das Resultat: 
Satz:  Der dem K6r~er Kz(f) zugeordnete Slxahl yon k hat einen Fiihrer f ,  

der ein Teiler des ~'iihrers f ist. Dabei ist nut ira Eedl m - ~ -  1, 1 ~ 2 
f dutch 2, im Fall m - - - -  3, 1 ~ 3 f dutch 3 teilbar angenommen. 

Kapit~l  V. 

D i e  Vol l s t i i~tdigkei t .  

1. Es set K ein beliebiger in k relativ-Abelscher KSrper vom Rela~iv- 
grade N. Von diesem setzen wir voraus, daft er absolut Galoissch sei. Wir 
erreichen dies immer durch Adjunktion der konjugier~en KSrper~ da die- 
selben auch relativ-Abelsch sind. Wit  bestimmen denjenigen UnterkSrper 
K~ yon K, der zur Primzahl 1 geh5rt, d.h. dessen Grad die grSi~te in 2V 
enthaltene Potenz 1 ~ ist. K~ wird dann ebenfalls absolut Galoissch und zu k 
rdativ-Abelsch sein. Die Relativgruppe set 

S-= S ~  ~ ~" . . .  S;" (O<=x,<Z~,, i----*,~,.-.,r), 

wo a~so S,S~= S~S, ~-d ~~ Z~ +~-. ~ = ( V ~ : - Y ~ )  s~i die 
Substitution yon k. 

2. 1 ~ 2. Da der KSrper K z absolut Galoissch ist, is~ seine Galoissehe 
Gruppe dureh 

(O_<x <2 ..,,r) 
gegeben. Es muB also ffir jedes i = 1, 2, - . - ,  r: 

sS~= Ss, Z,s = sS 

seth, wo S sich wieder in der Form S~ ---  S~ ~ dars~ellen l~$t. Es set 

S = S,~ ", 

�9 wo S'  nur yon S a ( h + i , = l ,  2, . . , r )  abhiingt. Setzt man 

& = s , s  = s , '~+~z ", 

so ist, weft s S ~  S~s,  FOr jedes u: 

s 8 ,  = s ,S ,Z = Z s S  -= Z Z ,  s --= Sos , 

s S ~ =  sS~S  -~ = 8 s 8  -~ = S S , - ~ s ~ = . ~ s .  
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Da I ungerade ist, so is~ v~ ~- 1 odor v~--1 zu7  prim. Jena~hdem 
nehme man S O odor S~ mid setze es gleich St'. Dann ist sS[-~ S~• 
Nun gehSrt abet S t' zum selben Exponenten wie St, and da S~ in S i" zu 
einem Exponenten, der nicht durch 1 teilbar ist, auftritt, so daft man S~ 
als Basis sukzessive (i ~-1, 2,.--, r) durch S~' ersetzen. Man erh~t so die 
Relativgruppe 

SI'~'z " ~ . . .  S: ~" (Ogx~<l~,, i~ l ,2 , . . . , r ) ,  

und diese Gruppe ist identisch mit der vorigen. Wir d~iffen deshalb yon 
vornherein voraussetzen, dab die Relativgruppe yon K~ gegeben sei dureh 

xx ~ 
z l  . . .  s i  + 

~rO 

sS = 
K~ hat dann alle Eigenschaften, die in Kapitel II. 6.*) vorausgesetzt 

sin& Man kann a l so /~  einen S~rahl (f) yon k eindeutig zuordnen. Dabei 
i s t~f im Fall m ~ - - 3 ,  1 = 3  dutch3,  im Fall m = - - l , l ~ ' 2  dureh 2 
~eilbar. Wit betrachten den KSrper KS]')** ) dot singul~ren Moduln mid 
KreiskSrper und bilden den OberkSrper K = K(K~, K~(D). Derselbe is~ 
wieder absolubGaloisch, relativ-Abelsch zu k und die Relafivgruppe ha~ die 
vorigen Eige~schaften. Also wird auch K ein Strahl in k zugeordnet sein. 
Der Ffihrer ist das kleinste gemeinsame Vielfache der den KSrpern Kz(f) und 
~:~ zugeordneten F~ihrer***). Nach dem Schlul~ yon Kapitel IV.~') ist abet 
�9 dem KSrper K~(f) zugeordnete Ffihrer ein Toiler yon f. hl~o ist f 
selbst der Ffihrer yon K. 

Es sei nun iV = 1 ~ der Relativgrad yon K zu k, mid l ~ die zu l ge- 
hSrige Klassenzahl des Strahls (f). Die Anzahl der in K existierenden 
Geschlechter ist F--~ ' t ) .  Nun muff weaigstens ein Geschlecht existierem 
Dean es gibt in jedem KSrper unendlieh viele Primid~ale 1. Grades 
~ , ,  (i = 1, 2,-..), fiir die 

lira inf. 
= l  2~($.,)" 

nicht exis~iert, da sonst die Klassenzahl yon K Null w~re. Also ist 

l~-~ ~ 1, 

~ t .  

Andererseits ist der Relativgrad yon K~(f) in bezug auf k glelch l~; 
~omit ist der Grad I ~ yon K wenigs~ns gleieh dem G r a d  1 ~ yon K~(f)~ odor 

l ~ l ~ ;  u ~ .  

�9 ) s. 217. **) s. 186, Kapltel I. 7. 
�9 **) S. 218, Hauptsatz, Kapi~et IZ ~. ~) S. 2ts. 
~-~) S. 237, Kapi~el HI. 8., Haupt~a~z, 



248 R. F~rER. 

Damus folg~ u ~ ~, oder der K~rper ~ muff in dem K6rper K~(f) 
enthalten sein.. Zugleic~ ist hiermit das Mi~tel gegeben, um denjenige~ 
KSrper der sibgul~ren Moduln zu bes~immen, in dem ein vorgele~er 
KSrper K z enthal~en is~. 

Satz: Jeder KSrper li'~ ist in einem K~p~ do" singul~ren Modul@ 
und der Kreisk6rTer enthalten. 

3. 1 ~ 2. Wenn sich die Relativg~uppe des KSrpers K~ auf eine Gruppe 

S~ S;~ . . . S ?  (0<=x,<2~', i=1,2 , . . . ,~) ,  

wo sS~= Si+*s ist, zurfickfiihren l~t~t, so isi der Beweis wS~lich derselbe 
wie unter 2., falls der dem KSrper K~ zugeordnete Ftihrer (1) oder eine 
ungerade Primzahl (11) ist. Denn in diesem Falle s~immen die beiden 
Strablklassenzahlen*) miteinander iiberein. Satz 8., Kapitel ]II.**) daft  dann 
angewandt werden. Gehen aber mehrere Primzablen oder zwei in f auf, 
so zerlegt man K~(f)  in seinen absolut-Abelschen und relativ-Abelsehen 
Teil Ks ' ( f  ) und K~"(f);  ebenso K s in K S' und K~',  was wegen der An- 
nahme fiber die Reiativgruppe mSglich ist. W~ire nun z. B. K(K2"" , K~"([~) 
yon hSherem Grade als /(~"(f),  so miiBte die Relativdiskriminante yon. 
JX~(K~', K~"(f)) in bezug auf /~7 ' ( f )  wenigstens zwei ungerade Primzahle~ 
/1, l~ oder 1 ~ 2 enlhalten. Denn sonst b~itte dieser KSrper einen Unter- 
kSrper, dem tier Fiihrer (1) oder (/1) zugeordnet w~re und dessen Relativ- 
grad zu k yon h~iherem Relativgsrad als K.2"(1) resp..K~"(1,) wi~re geger~ 
obiges. Wiirde nun /1 in K~"(f) die n, ~" Potenz, in JK(K~"(f), K.~") die 
2ni t~ Potenz yon einem Ideal, so miil3te nach Satz 1 Kapitel II. (11=~ 2)***) 

Dies ist unm~iglich, da n~ schon die gr6B~e in l , - - ( d )  enthaltene 

Potenz yon 2 ist~). Ist  abet 2 in f enthalten, so ist fiir ~ -- 1 die u  
zweigungsg,ruppe yon (2) nicht zyklisch. W~re also 2 in der Relativdiskri- 
minante yon K(.K~"(f), .K~'O zu K~"(f) enthalten, so miifite die Verzwei- 
gungsgruppe der in 2 enthaltenen Primideale tilt ~ = 1 drei voneinander 
unabh~ingige, im Falle ~ -~ 2 zwei voneinander unabhi4nglge Grundsubsti- 

.tutionen haben, was nach Satz 4., Kapitel IL S. 213 unmSglieh ist. Damit~ 
is~ bewiesen, da~ .K~'" in K~"(f) and ebenso J~ '  in K~'(f) enthalten isk 

*) Siehe Kapltel HI. 1. S. 220. 
**~ S. 61. Ausgenommen is~ f ~  2, m ~- ~ 1. Doch ist bier die Klassenzahl h = 1. 

***) S. t88. Fiir m ~ -- 1 ist/~ die en~ t~ Po~nz eines Ideals und 

�9 ( r  
was n~ miiglieh. 

"~) S. 182, Kapi~el L &. Eigenschaft 1. 
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Wenn jedoeh die RelativgTuppe yon K= nicht die obige Eigenschaf~ 
hat, so kann man dieselbe im allgemeinen nicht auf die gewfinschte Fore  
wie in 2. bringen. Es fist dann notwendig, Strahlen mit Ffihrern zu be- 
~raehten, die nicht rationale Zahlen, sondern irgendwelehe Ideale yon k 
sind. Ein Fall, wo sich aueh dutch Bildung des Galoissehen K~rpers die 
Relativgruppe nieh~ auf die gewiinsehte Form bringen li4Bt, fist z.B. ge- 
geben dutch 

x , = - - i ~ ' l ~ - i = - - i x ;  S~ -~ (x : i x ) i  i = V ~ - l .  

Trotzdem li~Bt sieh x als UnterkSrper aus K(f) erhalten. Denn is~ 

eine 32. Einheitswurzel~ und y-~  ~ / ~ 2 ,  so ist: 

y fist aber in einem K~irper der singul~ren Moduln enthalten. Denn/~(y) 

Y = Yl -~'~-- 2~ 
i - -1  1-- i  

S y = y ~ = ~ y ~ _ _ g _ y S ,  

S~Y = N = - -  iy, 
- - x - - i  5 S3y = y ~  -~- y ,  

S 4 y = y ~ = - - y ,  
1--i  Ssy = y~ - - ~  _ ---v-y 5, 

S6Y = Y7 = -b  i y ,  

1-~i 5 
STY -~- Ys = - - ~ Y  , 

wo S = (Y1: Y~)- AuBerdem is~ K(y,  ~/~1) absolut-Galofisseh und wegen 

sSy  = sy~ = ~ _ ~ y S =  Ys---- STY each 

sS = S -  ~s. 

~ach dem Obigen ist also yS~_ 2 = 0 eine Gleiehung, die aus den 
Gleiehungen der komplexen Multiplikation erhal~en wird. 

4. Trotzdem es fiir obiges Problem nieht notwendig is~, woden wir 
der Vollstiindigkeit halber auch ffir ungerade Primzahlen l die Thebrie 
der OberkSrper, die zu Idealen in k als Fiihrer geh6ren, durehfiihren. E s  
sei also l ungerade und l 1 irgendeine Primzahl ~ l, die in k zerfatle, 

( ~ ) =  + /~ sei die hSehs~e in i enthaRene Potenz yon (/1)==~s~. 1; 5; 

Die /1 ~ Einheifiswurzeln haben dann einen zyklisehen Un~xk6rper K~'(/I) 
yore /=~n Grade, in dem [I und s~ die /=~ P o t i o n  eines Ideals wexden~ 
T" sei die Substitution der zyklischen C~appe .yon  ~'(/~), Nimmt man 
den KSrper i~"(/1) hinzu, so wird in demselben ~ and s~ ebenfalls die 
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/ ~  Pohmz eines Ideals. T"  sei die Grtmdsubsti~u~ion tier Triigheitsgruppe 

s T ' =  T ' s ,  s T " =  T " - l s .  

Bildet man nun K(K/( lx)  , K/'(lx)), so ist der l%elativgrad dieses KSrpers 
zu k die gr~iBh~ in (11- 1)~h enthaltene Potenz yon l; dabei ist h die 
Klassenzahl yon k. Da die Triigheitsgruppe jedes in I~ enthaltenen Prim- 
ideals ~x yon K zyklisch ist*), und zugleich Untergruppe yon 

r (o _< ::, < 
ist, so sieht man, dab l~ durch Adjunktion yon X/ ' ( l l )  zu K~'(ll) wohl 
noch welter zeff~illt, aber nicht mehr in gleiche Fak~)ren. Nimm~ man 
also z.B. T ' T "  als Grundsubstitution der Tr~gheitsgruppe yon ~ ,  so ist 
fiir jede Zahl Q yon K:  

e _-- r ' r " e  (~); 
also aueh 

s e  - r ' r " s e  (~:) _=_ s r ' r " - ~  (~) 

oder fiir jede Zahl Q in K:  

T ' T  "-~ ist dann die Grundsubsti~ution der Tr~gheitsgruppe yon s~  1 
und T ' T "  is~ sicher nieht in letzterer. Bildet man also den zu 

( r ' r " -x ) ,  (o < ~ < ~9 

gehSrigen UnterkSrper lf~(~l) , so wird dessen Relativdiskriminante in bezug 
auf  k zu sl  x prim sein**). Andererseits enth'~l~ dieselbe abet  aUe in ~ ent- 
haltenen Primideale yon K, also ~ selbst. Der Relativgrad yon K~(I~) in 
bezug auf k ist aul~erdem die grSi~te in (l 1 - - 1 ) h  enthaltene Potenz yon 1. 
Seine l%ela%ivdiskriminante enthiilt nur das Primideal %.r 

Bildet man umgekehrt den Strahl (%) in k, d.h.  greift man alle 
Zahlen a yon k heraus, !~tir die 

- -  1 (rood ~), 
1 

so ist die S~rahlklasseaanzahl ~ ( tx--1)h,  we w die Anzahl tier Einhei~- 

wurzeIn yon k is~. Diaum Strald ordnet man K~([,) zu. Aus obigem geht 
dann fiir l =~ 2 tier Satz 'hervor:  

Zu  jedem Primideal l~, das zu 1 prim ist, existiert ein in k rdativ- 
Abelsaher KSr2er , dessen t~lativdis~iminante nut  ~ enth51t und dessen 

*) Zahlbericht, S. 25a, Sat~ 71. 
"~) Zahlberich%, S. 259, Sa~z ~6. 

***) S~ 239, Haupt~satz, Kapit~l Iu 
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~ativgrad gleieh der gr6flten in tier KIa~sena~zaId des Stralds (I~) entho2tene~ 
Potenz yon 1 ist. 

Im Falle k(V--3) hat man den Ftihrer 11 dutch 3[ 1 zu ersetzen. 

Ist ( d ) =  + 1, so macht~ man dieselbe Oberlegung fiir ~ ' ( l  ~) mid 

K,'dl~h ~o j, we v irgendeine Zahl > 1 ist. Da nun (~) = [si, so wlrd ffir jedes 
in ~ enthal~ene Primideal ~ die Verzweigungsgruppe in K~(K/'(I~), K['(l*)) 
zyklisch sein mfissen mit einer Grundsubstitution T'T",  we 

s T ' =  T's; s T " =  T"-~s.  

Man beweist dies genau nach der MeEaode, mit der Satz 3 in Kapitel II 
bewiesen wurde*). T ' T  "-1 ist dann wieder die Grundsubstitutfion tier 
Verzweigungsgruppe yon s~, und der zu 

geh~rige KSrper K,([") hat folgende Eigenschaft~n: 
a) Er ist rolativ-Abelsch zu k; 

b) sein R elativgrad ist die grSl~e in 1-- l ' - l (1-- t )h  ent;haltene Pohmz 
yon l; 

c) seine Relativdiskriminante enth~t nut I; 
d) [ wird in ibm die l *-it~ Po~enz eines Ideals, aicht aber die 1 "re. 

Andererseits hat der Strahl (~') in k die Klassenaazahl 1 l ' -x ( 1 - 1 ) h .  
W 

Also: 
Zu jedem Strahl ([~) in k existiert ein relativ-Abelseher K6rper ~z(~'), 

dessen Relativdiskriminante ~r ~ enthSZt, in dem [ die t ~-lte t)otenz elms 
Ideals wird und dessea l~elativgrad gleich der zu 1 gehSrigen Klassenzald 
des Btrahls ([*) in k ist. 

Dutch Zusammense~zen der KSrper ~',([,) ( i - -1 ,  2,.--, r) and K~([') 
erhiil~ man elnen KSrper R,(~), we [ = ['l[tl~.-. [~ is~, der in bezug 
auf den Stxahl (~) yon k dieselben Beziehangen hat wie oben. Nut im 
Fail m = -  3, ~ = 3 ist eine einfache erg~nzende BeLa'aehhmg binzazu- 
fligen. SchlieBlich kann man in ~ einen beliebigen rationalen Idealfald~x (f) 
als Faktor hinzafiigen, wenn man demen~preahelgt den KSrper K,(f) van 
friiher zu ~7,(~) adjungien. Man exhi~l~ den 

Satz:  Zu jedem Strahl (~) in-k, we ~ ein beliebiges Idea~ vo~ k 
existiert ein zu k relativ-Abelseher KUrl~, , dessea t~ la t ivd i skx imix~  nut 
die Primideale yon ~ entMilt, und dessen l~Z~ivgrad gleieh der z/u 1 =~ 2 
geh6rigen ti:lassenzahl des Strahles (~) ist. Dabei heiflen z/wei Ideale in (~) 
tiquivalent, wenn ihr Quotient zu einer ZaId gemavht werden ka.~, die 
(rood ?) tier ~ i ~ i t  ~ t  ist. 

�9 ) s. ~os. 
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5. Ist dagegen ~-~ 2, so kann man den eben aufges~llten Satz niehJ; 
beweisen un~r  Zuhiffenahme der in Kapitel IV be~rachteten KSrper. Es 
ist dann no~wenclig, in hShere KSrper, die Teibangsk6rper yon Weber*), 
zu gehen. Dies wollen wit zun'~cbst an einem Beispiel zeigen. Es sei 

k(]/-----I) = k(i) der zugrunde gelegte gSrper. Bilden wit K(10). Dieser 

KSrper setzt sich aus den 5. Einhei~swurzeln, die durch __ 2 ge- 

geben sind und ~ f l ( ~ * * )  zusammen. Letztere GrSBe ist 

1 . =  (1 + 

Also wird K(10) gebilde~ dureh K ( ~ / ~ + ~  ]/g , ~/5), was ein KSrper 

8. Grades isk In demselbeu wird jedes der beiden in (5) enthaltenen 
Primideale (19-2i)  und (1- -2 i )  yon k die 4. nicht aber 8. Potenz eines 
Ideals***). Is~ 81 die Substitution des KSrpers der 5. Einheikswarzeln, 

S~ die Substitution des KSrpers yon (~/5), so ist 

s , ~  = s . z .  ~ ,  = z,~, s& = & - %  z / =  1, & ' =  1, 

und es kann die Substitution S~ so gew~i~lt werden, daiS die Tr~gheits- 
gruppe der in (1 + 2 / )  enthaltenen Primideale dutch (S~S~)" ( 0 s  
der in ( 1 - - 2 i )  entaal~eaen Primideale dutch (S~S~-a) �9 ( 0 s  ge- 
geben ist. Daraus erkenn~ man sofor~, daft K(10) keinen Unterk6rper ent- 
h~ilt, dessen l~ativdiskriminante zu (1 ~ 2i) j~rim ist, und in dem (1 9- 2/) 
die 4. Potenz eines 1deals wi/rd. Denn im Tr's yon ( 1 -  2i) 
wiirde (1 9- 2i) nut das Quadrat eines Ideals, cla er bloiS ~om 2. Relativ- 

grad isk Derselbe isl n~imlieh V ~ 2 i .  
Geh~ man in einen beliebigen KSrper Ks(f) , wo f ein Vielfaches 

yon 10 ist, so wird aueh dieser KSrper keinen solchen Unterk5~er ent- 
halten. Denn derselbe isl OberttSrper yon K(10)j ')  und die Rela~ivdis- 
k.-iminaate muff zu 5 prim seinJ~). Er setzt sieh zudem aus KSrpern 
K~(~), K~(21~) zusammen, deren Relativdiskriminanten ffir /,={=5 zu 5 
p~im sind na~h dem Haup~satz KapRel IV.j'J-) SoreR: 

Es gibt keinen K'6~er ~K~f) in bezug auf k(i), der einen Unterk6~er 
~sit~t~ dessert l~elativdiskri/mi~ zu (1 ~ 2 i) prim is~, und in dem (1 9- 2 i) 
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ein sbleher KSrper ist abet 

�9 ) Webor: Algebra III {1908), S. 563 u. ft. 
�9 *) Tabelle Weber; Algebra III, S. 724. 

�9 **) Denn die Trgghei~grapl~ ist zyklisch. 
"f) V~ber: Algebra HI, $. ~J~l. tJ') S. 239. 
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tier rela~iv-zyklisch zu k(i) is~. Derselbe is~ tier KSrper K(2(td-~] (I d-2~), 
d. h. der zum S~;rahl (2 (1+~ (1+2~)) gehSrige OberkSrper. 'Die Klassen- 

zahl des Strahls ist 2!S-23.  [(1 ~-2i)(1 - - 2 i ) - - 1 ]  = 4. 

Nehmen wit abet einen beliebigen Oberkiirper ~(~)(f) in bezug auf 

k (I/m), so muB, damit (5) die 4. Po~nz eines ]deals in de'mselben wird, m 

zu 5 prim sein. Denn sonst ist K( ' ) (5)  der OberkSrper ( ] /~  yon K~(~(1). 
Ist dagegen m zu 5 prim, so kann (5) die 4. Poteuz eines Ideals werden. 
Da yon allen KreiskSrpern nur die 5. Einheitswurzeln und deren Ober- 
kSrper die Eigenschaft haben, dab in ihnen (5) die 4. Poteuz eines Ideals 
wird, so geniig~ es, in K ~ ) ( f )  nut  die nicht absolut-Abelscheu Bestand- 
tefle zu betrachten. KSnnte man aus K(10) und solchen KSrpern einen 
OberkSrper bilden, der K(z) enthielte, so miiBte in jedem m wenigs~ens 
eine Primzahl l~ aufgehen, die alas Quadrat eines Ideals isk Ist l~ ungerade, 
so wird aber (lt) in K(z) nicht das Quadra~ eines Ideals. Also mfigt;e z 

auch in dem z~ s = ( V ~ : -  V ~ )  u~d zu de~ a~s s gebilde~n invaria~ten 
Untergruppe geh5rigen UnferkSrper enthalten sein. Nun enthiiit abet diese 
invariante Untergruppe, da 

S'~sS = sS ~, 

auch die Substitution S ~, oder der zugehSrige UnterkSrper wiirde aus z und 
aus tauter Quadratwurzeln ~ bestehen. In einem solchen KSrper wtirde 
abet 5 niemals die 4. Potenz eines Ideals. Ist 1 t ~- 2, so wiiren die OberkSrper 

bo  aoh e  aenselbO  abe  wego  

(5) hSehstens das Quadra~ eines Ideals, nich~ die 4. Potenz. Somit erkennt 
man den 

Sa~z: 1)er z~ k(~) rdativ-Abelsche K6rt~" ~/'1+ 2i ist i~ "keinem 
K6rt~er der singulY~ren Moduln und Kreislc6rper enthalten. 

6. Dagegen gilt der 
Hauptsa tz :  ]ede in einem imagintir quadratischen KSrper Abelsehe 

Gleichung ist dutch KreiskSr~er und TeibmgskS~er der dliptiscl~eu l%'un~ 
bionen 15sbar. 

WShrend die singuliiren Moduln nur den OberkSrper in bezug auf 
den im KapiteI I, S. 181 ausgesproehenen Xquivalenzbegriff der Strahlen hn 
GrundkSrper liefern, ergeben die TegungsIK~rper die e n t s p r ~  Ober- 
kiir~er, die rum engeren fi_quivalenzbegriff der S t r ~  Kapit~l HI~ S. 220, 
getdiren, tn bezug auf die ungeraden Teiler der KlassenT~hlen 
beide iiherdn, also auch ihre OberkSrper, niche abet fiir (lie in den KIassen- 
zahlen en~hal~ene Po~enz ~on 2. 

Dieser Sa~z ist nur ffir die OberkSrper volt d ~ m ' R d , ~ d v g r ~  ~ ~"z~t 
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beweisen, da derselbe naeh 4. f'fir alle KSrper ungeraden Relativgrades 
gilt. Dazu ist genau mit den Mit~ein yon Kapitel II der folgende, den 
dortigen Resultaten entsprechende Satz zu beweiseu, der sich nun auf einen 
beliebigen OberkSrper bezieht: 

H i l f s sa t z :  Wenn K ein bdiebiger zu k relativ-Abelscher .K6rper yore 
l~elativgrad 2 ~ ist~ so ist 

1-fi lr  l, 4= 2, ( ~ ) =  + 1, ( l , )= 171si,: 
/1 - -  1 - -  0 ( aod 2",), 

falls 2 ~, der Grad der Tr6gheitsgru2pe yon ~ ist; 

h ~ -  1 ~ 0 (mod 2"~)~ 
der Trggheitsgruppe yon 1 t i s t ;  

(~)-----0: die Relativdiskriminante zu l, pm,m. 

+ 1, ( 2 ) =  ~sI: die Verzweigzvngsgruppe yon ~ yon der 

falls 2 ~, der Grad 

3. fiir 11 4= 2, 

_7~orm 

O ~ x ' <  ~' ; 

5. fiir ( ~ )  4= + 1: die Verzweigungsyruppe yon (2) in der Form 

T'x'T'~" \ 0 ~ x "  < 2"7" 

Entsprechend ist die Theorie yen Kapitel II[ durchzufiihren, unter 
Zugru~delegung des ~quivalenzbeg-riffes im engeren Sinne. Au~erdem 
kann man jedem relativ-Abelsehen OberkSrper K yore Relativgrad 2 ~ 
einen Ffihrer f zuordnen, der alle zu 2 primen, in der Relativdiskriminante 
enthaltenen Primidesle ~ einfach and jedes in 2 und der Relativdiskrimi- 
nante enthaltene Primideal ~ znr 2 +~t~n Pote~z enthiilt, wenn ~ die gr~Bere 
tier Zahlen v" und v" vom Hilfssatz ist. Damit ist die Theorie dieser alt- 
gemeinen Gleichungen erledigr 

Um die Anwendung dieser Entwieklung auf die TeilungskSrper durch- 
zufiihren, mull deren Theorie besser bekannt sein, als dies bisher der Fall 
ist. Man weiB, dal~ die Teilungskiirper in bezug auf den Klassenk5rper 
K(1) re lativ-Abelsch sind, abet nieht, ob zu k relativ-Abelsch.*) Dagegen 
weiB man, dab die Primideale der Hauptstrahlklasse in Primideale 1. Grades 
im TeflungskSrper zerfallen.**) Wenn also die KSrperklassenzahl yon /~ 
eins is~, kama man genan naeh Kapi~el IV den Satz beweisen: 

*) Weber: Algebra HI (1908), S. 576. 
**) ibi& S. ~ ,  R~almt 8. 
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Sa~z: J~'e ~dat ivdiskr iminante  des Teilungsk6r1~ers , der zum Fiihrer 
9ehSrt, enthii~ nu t  die Primideale yon ~. 

D a m i t  is~ d a n n  a u e h  d e r  o b i g e  H a u p t s a ~ z  g e n a u  w i e  i n  2.  z u  b e w e i s e n .  

I s t  d a g e g e n  d i e  K ~ i r p e r k l a a s e n z a h l  y o n  ]~ y o n  e i n s  v e r s c h i e d e n ~  s o  v e r -  

l a n g ~  d i e  U n t e r s u e h u n g  e i n  E i n g e h e a  a u f  d i e  f u n k ~ i o n e n t h e o r e t i s c h e  S e i t e  

des Problems. Diese Betrachtungen habe ich noeh nieht durchgefiihr~, sie 
wiirden auch zu welt abseits fiihren. Ich werde dieses Problem in einem 
Teubnerschen Lehrbuche im Zusammenhange darstellen. Doch glaube ich, 
d a b  d i e  z a h l e n t h e o r e t i s c h e  S e i t e  d u t c h  m e i n e  E n t w i c k l u n g e n  a u s r o i e h e n d  

g e f d r d e r t  i s t .  

K a r l s r u h e ,  5 .  J u n i  1 9 1 3 .  
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