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Beitrage zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion.

Von

Hararp Bonr in Kopenhagen und Epmunp Laxpav in Gottingen.

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit enthilt eine Reihe von Resultaten, die wir
unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung tber die
Nullstellen der Zetafunktion beweisen kénnen. Diese Vermutung lautet
bekanntlich: Alle nicht reellen Wurzeln von §(s) = {(o + ¢i) liegen auf der
Geraden ¢ = % Manche dieser Resultate tragen einen recht definitiven
Charakter. Zu den wichtigsten Hilfsmitteln unserer Untersuchung gehért
eine Methode, welche von Herrn Littlewood herrithrt und von ihm in
einer kurzen, aber sehr inhaltreichen Note publiziert worden ist.

Im folgenden werden wir mehrfach mit I, II, III, IV die Abband-
lungen zitieren:

I) Bohr und Landau, Uber das Verhalten von &(s) und &,(s) in der
Nihe der Geraden 6 =1 [Nachrichten von der Kéniglichen (fesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang
1910, 8. 303—330].

II) Landau, Zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion [Vierteljahrs-
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich 56 (1911), 8. 125-—148].

IIT) Bohr und Landau, Uber die Zetafunktion [Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 32 (1911), 8. 278—285].

IV) Die oben erwihnte Note des Herrn Littlewood, Quelques consé-
quences de Uhypothése que la fonction £(s) de Riemamn w'a pas de séros

dans le demi-plan R(s) > -;— [Comptes rendus hebdomadaires des séances

de I'Académie des Sciences 154 (1912), S. 263—266].

Indem wir nunmehr die Hauptresultate der vorliegenden Abhandlung
im voraus kurz erwihnen, wollen wir nochmals hervorheben, daf diese
10
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Resultate simtlich unter Annahme der Riemannschen Vermutung abge-
leitet gingd.

Im § 1 beweisen wir: Es gibt eine positive absolute Konstante a mit

folgender Eigenschaft. Fiir jedes 0 der Strecke 0 < 6 <—;— und jedes reelle
hat die Ungleichung
[log&(s)| > (log &)
im Gebiete 6 >1— 6, t >t eine Lisung.
Dies Resultat ist deshalb recht bemerkenswert, weil Herr LittlewPod
(IV) andererseits aus der Riemannschen Vermutung die Hxistenz einer
positiven absoluten Konstanten b erschlossen hat, so daB fiir jedes 6 der

Strecke 0 < 9 <—;— im Gebiete 6 >1 — 0

log §(s) = o((log?)")
ist; fiir jedes b > 2 beweist er dies niimlich.
Es sei N(T) die Anzahl der Nullstellen von £(s), welche dem Recht-
eck 0 <o6<1, 0Lt L T angehdren, und es werde

, 1 11+log@
N(T) ~ (5, Tlog T — L2282 1) — p(7)

gesetzt. Dann ist (mag die Riemannsche Vermutung wahr sein oder nicht)
bekanntlich (von Mangoldt, 1905)

P(T) = O(log T).

Andererseits hat Landau (II) bewiesen, daB unter Annahme der Riemann-
schen Vermutung

P(T) 4= o(loglog T')
und sogar

P(1) P(T)
lll;lnilf 10g log T < 0 < llm sup W

ist. Wir beweisen nunmehr in § 2 den weitergehenden Satz: Es ist bei
passender Wahl einer positiven absoluten Konstanten c

P(T) + O((log 1))
und sogar

lim inf - TE)L - = — 00, 1 m sup 2
= (log TY (log T)°

§ 3 enthlt den Beweis des folgenden Satzes: Bei jedem gamezahligen
v = 1 ist auf der Geraden 6 =1, d. h. fiir s =1+ ¢

&gk

P O(dog log t7).

Durch diesen Satz wird es ups gelingen, unter Annahme der Riemann-
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schen Vermutung die ,wabhre GroBenordnung® jeder der Funktionen
" log £(s) . o EE)

2 also speziell der Funktion —&5) auf der Geraden 6 = 1 festau-
stellen; denn, wie in § 3 aus einem friiher von uns (III) bewiesenen Satze
leicht gefolgert werden wird, ist (mag die Riemannsche Vermutung richtig

oder falsch sein) fiir jedes ganze v > 1 auf der Geraden ¢ =1

d” log ¢(s)

27 =+ o((log log t)").

Im § 4 schlieBen wir aus den Krgebnissen des § 3 einen Satz iiber
spezielle Diophantische Approximationen, in welchen die Primzahlloga-
rithmen vorkommen.

SchlieBlich beweisen wir in § 5: Es sei 32« <a<Lf<1. Donn wimmi
¢(s) tm Streifen « < 6 < f jeden Wert aufler O unendlich oft an.

§ L

_Fe_ logp
§(S) 2 pm [

P,

Fir ¢ > 1 ist

Da diese Funktion fiir s =1 einen Pol erster Ordnung besitzt, und da

=1 i(()) fiir positiv ins Unendliche wachsendes s den Limes O hat, gibt

es eine positive absolute Konstante k, derart, daf fir s> 1
_{® k
146} < s—1
ist.
Desgleichen bezeichnen wir in der Folge mit %, &y, . . . positive abso-
lute Komnstanten.
Hilfssatz 1: Es gibt ein k, derart, daf die Ungleichung
i((s)) > k,loglogt
fiir jedes reclle © in der Viertelebene 6 > 1, t > v eine Lisung besital.
Beweis: Vgl. 1, § 9; II, § 5; III, § 2.
Zusatz: Wegen der fiir ¢ >1 giiltigen Abschitzung

£e) £
‘ £(8) \ =- o)
k
<

ist in jedem Punkt, der die Bedingungen des Hilfssatzes 1 erfiillt, und fitr

den ¢ >3 ist, .
1<a<l +k,10g110gt'
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Auf Grund des Hilfssatzes 1 wihlen wir eine Punktmenge o, + %%
(n=1,2 .. adinf) derart, daf
tn% 3!

lim §, = o0,

n=x

1 . S
<o, <l+ kyloglogt,’

i’((::_;l__ ;,1:1&:)1‘ > kyloglogt,.

Wir erinnern nunmehr an den zuerst von Herrn Hadamard®) ohne
Angabe seines Beweises*) ausgesprochenen Satz#**):

Hilfssatz 2: Es sei 0 <r, <r,<r;. Es sei F(s) fiir |s — 5| =75
regulir. Es seien M, My, M, dic Mazima von |F(s)| auf den Kreisen
|8 — 8| =1y, 75, 75. Dann ist

_Mg log-::— g Ml log:—: _Ms log %

Um in der Folge die Rechnungen durchsichtiger formulieremr zu
konnen, wollen wir auch den folgenden Hilfssatz 3 explizit aufschreiben,
obgleich er ein unmittelbares Korollar des Hilfssatzes 2 ist.

Hilfssatz 3: Es sei 0 <r, <ry<ry. Es sei F(s) fiir [s — 5| <73
regquldr. FEs seien M, My, M, die Maxima von |F(s)| auf den Kreisen

*) Sur les fonctions entiéres [Bulletin de la Société mathématique de France
24 (1896), S, 186—187], 8. 186.

**) Derselbe lautet, wie wir mit seiner Zustimmung erwithnen, etwa s80: o sei

irgend eine reelle Zahl. (si(::)a ist auf | s —3, | =1, hochstens %? , auf-| s—s, | =7,
hchstens 7;"3’ also tberall im Kreisring  <|s—s,| <1, (weil ja jeder Zweig von
G{-‘-(%}jf, an jeder Stelle des Ringes reguliir ist) < Max. (%, -Ejl) Daher ist

Wird im Falle M, >0 (sonst ist der Satz trivial) speziell

oz_—-log}!!:logﬁ

. . M, n

geselzt, so ergibi sich
@

M, <3, ()
1
logv:—: :log —:;:

M,
= 2, (37)
wie behsuptet. Vgl auch die FuBnote auf 8. 49—50 der wihrend des Druckes dieser
Arbeit erschienenen Notice sur les traveur scientifigues de M. Jacques Hadamard,
Teil 2 (Paris, 1912).

*+*) In dessen Nutzbarmachung fiir die Zetafunktion liegt die Pointe der Little-
woodschen Untersuchung.
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$— 8y =1y, 75, v5. Es sei ferner ry<<2r,. Dann ist fiir jede Zahl M*,
die zugleich >1, > M, und < M, ist,

1 n—n

Mg\ 2 Ta=Ty
M,> (M,) .

Beweis: Aus der Relation des Hilfssatzes 2 folgt wegen M *> M,

B, < (0 3,
also wegen M *>1

log log =2 10353
M, n<(MF) My,

log 2 log

()"

Nach Voraussetzung ist

r,—r
8__;;__1 <1,
also
7. T
log;; = log(l + -2 . ‘)
1 ry—r,
>y i r H
andererseits ist
1 = log (1 + )
< fL}'l_fl
Daher ist
log * :log 2 > 5+ 227,

womit wegen M, * < M, der Hilfssatz 3 bewiesen ist.

Wir nehmen in der Folge an, daB die Riemannsche Vermutung
richtig sei,

Hilfssatz 4: FEs gibt ein ky, so daf fiir jedes 6 der Strecke O<0<
und jedes reelle v die Ungleichung
40)]

)

im Gebiet 6 >1—0, t > 1 eine Lisung besitat.

Beweis: Wir konnen fiir alle hinreichend groBen n den Hilfssatz 3 auf

> (log )%°
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¢
£’

t .
S= 5 + 1,2,
it 2k,
=T (1+kloglogt )

ty
9’2=‘?’:°—5

7w

F(s)=

ry=2— (1),

M* = %’ loglog?,

anwenden. Demn fiir alle hinreichend groBen # ist nach Definition der
Punkte 6,4 ¢, erstens 0 <7, < 7, < 73< 27y, sowie M*>1; zweitens
£ .
HE)
hilt und der Halbebene ¢ > . angehdrt; drittens, da im Kreis [s — s)| <1

im Kreise |s — 55| < 7, regulir, da dieser den Pol s =1 nicht ent-

jede Abszisse > 1+ "1 k,loglo T ist,

:(1 +k, loglo )

M<—
1 7;( +I-:2 IogIOg tn)

viertens, da der Punkt o, + 4,4 auf dem Kreise |s — s,| = r, liegt,
M, > kyloglogt,
> "Ml"
Die Anwendung des Hilfssatzes 3 ergibt wegen
S %, loglogt
A T
— loglog i,
=2
und
2k,
h—r +k loglogt
Ty=—~1, 2k,
' Toglogr, —
6
5k,
k log logt,

kl log logt,
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die Abschitzung

_kzﬂ_
M, > 2h

log log ty,

kqy 6 log 2
—_ &,
- (IOg' tn) th
%, 0

> (log,) %

Auf dem Kreise |s — s,| = r; liegt daher ein Pumnkt, in welchem

40

ho
o | > (ogh)®™

ist. Seine Abszisse ist > 1 — @; seine Ordinate ¢ liegt zwischen ‘t;'l' (1—8)
und %’l — (1 —8). Diese Ordinate ¢ wird also mit » unendlich, und

wegen £, >%t ist in jenem Punkte
k0

!%g))l > (log (-?2;- t))'ﬂ ’

also fiir alle hinreichend grofen »

40)]

f},ﬂ
b | > Qg™

Diese Ungleichung gilt also bei gegebenem 7 in einem passend wihlbaren
Punkte der Viertelebene 6 >1— 8, ¢ > 7; die Zahl 9%; = F, erfiillt also,
was im Hilfssatz 4 verlangt wird.

Wir gehen nunmehr zum Beweise des folgenden Satzes iiber, der das
Hauptziel dieses Paragraphen bildet, und in dem, wie auch spiter, log {(s)

den in der von 1 bis % aufgeschnittenen Halbebene ¢ > —;— reguldren, fiir

s > 1 reellen Zweig bedeutet.

Satz I: Es gibt eine positive absolute Konstante a mit folgender Eigen-
schaft. Fiir jedes 6 der Strecke 0 < 6 < —;— und jedes reelle v hat die Un-
gleichung

| 1og £(5) | > (log#)"
im Gebiete 6 =1— 6, t > v eine Losung.

Beweis: Wir bestimmen auf Grund des Hilfssatzes 4 eine Punktfolge

s,=0,+ti(n=1,2,3,... adinf) derart, daB
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9
6%.2-1—?7
t, =2,
lmt =w; h
£
)

14

ks
ot 2
( n)

ist. Nun ist aber wegen
{;’(s) dlog ¢(s)
o) ds

nach einer Cauchyschen Ungleichung

>~

Max. von |log {(s)| fir s —s, | =

< 0

2

£ (3

B
£ )

Es moge |log£(s)| sein Maximum auf dem Kreis |s —s,| = 'Z‘ im Punkte
§'=¢'+ {7 annehmen; dann ist 6'>1— 0, sowie fiir alle hinreichend

groBen »n die Ordinate ¢ > — % = v und
k, 8
9 —_—

|log §(s)| > 5 (log?,) *

2 5 (tog(f ~ 7))

Iy
> (log#)? °.
Die Zahl _7%_ = g erfiillt also, was im Satze I verlangt wird.

k; 0

2

§ 2.

Es habe P(T) die in der Einleitung erklirte Bedeutung, und es sei
die Riemannsche Vermutung wahr.
Satz II: Es dst bei passender Wahl einer positiven absoluten Kon-
stanten ¢
P(T) + O((log TY)
und sogar
P(T}

lim inf —0 = — O _
u;n_l e oo, hm L sup s log 77

Beweis: Bekanntlich (vgl. z. B. II, §§ 1—2) ist fiir wachsendes, nur
die Wurzelordinaten tiberspringendes 7

P(T) = aro {3+ Ti) + 0(1),
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wo arcf(s) den Wert bezeichnet, der sich bei stetiger Fortsetzung lings
der Ordinate 7' aus der Halbebene ¢ > 1 heraus ergibt, in der

arc {(s) = Jlog§(s)
1
-9 ;ﬂmm
ist. Es sei nun fiir alle hinreichend grofen 7'

P(T)< k,(Qog T bzw. — P(T) <k, (log T'Y,

wo k, irgend eine absolute positive Konstante und ¢ irgend eine absolute

positive Konstante <% bedeutet, ¢ im Sinne des Satzes I genommen.

Daraus werden wir einen Widerspruch zur Riemannschen Vermutung her-
leiten. Damit wird dann natirlich der Satz II bewiesen sein; ¢ braucht

in ihm ja nur z B. die Zahl -a7— zu bezeichnen.

Unter der gemachten Annahme wire fiir alle hinreichend groBen
wurzelfreien T

arcf (% + Tz') < ks (log Ty bzw. — a.rcC(—-;— + Ti) < kg (log T'y.
Nun sei arc{(s) in der Viertelebene ¢ > %, >0 durch stetige Fort-
1

setzung definiert, auf der Halbgeraden ¢ =2, >0 einschlieBlich der

Wurzeln als Limes von rechts. Dann ist fiir alle hinreichend groBen T
arc g(—%— + Ti) Lk (log T bzw. — arcg(—;— + Tz‘) < ks (log T)4
denn in einer Wurzel —;— + T,¢ ist bei positivem, zu Null abnebmendem &

1 . L1 1 ) 1 ;
are ¢ (—2- 4 Toz) = 1515) o (arcg(—z— + (T, + e)@) + arc §(—2~ + (Tp — ¢) z)) .
Fiir alle 7> 0 ist daher
arcg(-g- + Ti) <Iy(log(T+ ) baw. — arcs (-;— + T4) <Iy(log (T + )Y

Wir wihlen eine absolute Konstante ¢, welche kleiner ist als die
Ordinate der ersten Nullstelle in der oberen Halbebene und dem Intervall

0 < ¢ <2 angehort. Aus der Viertelebene ¢ > —;—, t > g schpoeiden wir
jede Nulistelle s, = —;— + T3 durch einen Halbkreis nach rechts (der s,
zum Mittelpunkt hat) derart aus, daB erstens jeder Radius < % ist, zweitens

die Halbkreise sich nicht treffen, drittens der unterste nicht unter die
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Ordinate ¢ herunterreicht, und viertens auf jedem Halbkreis, wenn s der
obere bzw. 5" der untere Endpunkt ist,
arc £(s) < arc £(s”) + 1 bzw. arc {(s) > arc {(s) —1

ist. Es bezeichne G das Gebiet, welches aus dem Halbstreifen —;—~§6§4,
£ 2> g durch Weglassung jener Halbkreise entsteht. log£(s) ist in G (inkl.
Rand) reguliir. Auf dem linken Rand (inkl. der halben Kreisperipherieen) ist
arc ¢(s) <k, (1og (t+2+ %))Jr 1 bzw. — arc £(s) <k, (log ¢ + ) + 1,
d. h

Jlog £(s) < Ky (log (¢ + 2))° bzw. — Jlog¢(s) <k, (log ¢ + 2))%
auf dem unteren und rechten Rand ist

|3log £(s)| < ks

Also ist auf dem ganzen Rand von G

Jlog £(s) < &y (log ¢ 4+ 2))° baw. — Jlog £(s) < ky (log ¢ + 2))°.

Fir ag% ist bekanntlich bei wurzelfrei wachsendem # gleichmifig
Slog &(s) = O(logt);

wegen der Annahme der Riemannschen Vermutung gilt dies also im Innern

von G gleichmiBig bei stetig wachsendem .

Nun werde o
9(s) = &% baw. g(s) = 180

gesotzt. Dann ist auf dem Rand von G
19(6)] < s+,

lg(8>l <ek“10g(¢+2)'

Jetzt verstehen wir unter logs resp. (logs)® den in der von O resp.
1 bis — oo aufgeschnittenen Ebene reguliren Zweig, der fiir s > 1 positiv
ist. Dann ist auf dem Rend von G und im Innern gleichmibig

logs=1logt 4 O(1),
(log sy = (log )y + O(Qogte-1).
Auf dem Rande und im Tonern ist also durchweg

im Innern

2(l0g 6+ 2)) + by > R (logs)f > - (log ¢+ 2))° — .
Wir setzen mun
h(s) = —1¢

2k (logs® 3
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dann ist auf dem Rande von G

lg@) |
lh(s)l = egkvm(aog:)cj

< ek9 (log (1 +2))° — &, (log (£ + )Y+ 3%, by,
. = ki,
im Innern
]h(s) | < ekmlog'(t+2)—k,(log(t+2))c+ 2Ry kg
= O(tho).
Nach dem bekannten Satze der Herren Phragmén und Lindelsf (vgl. z. B.
I, S. 816) ist daher im Innern

[1($)| < Fusy
folglich

[g(s) I = lh(s) [ 621‘«;9!((10”)0)
< 79136““’(“3 ¢+ 2))° 4 2k, by ’

R logg(s) <k (log ¢+ 2))°.
Das bedeutet

Slogi(s) <k (log@+2)° bzw. — Jlogt(s) < ky,(log ¢+ 2));
dies gilt in G, also spegiell im Gebiet . <o<4, t>2.
Die Anwendung der bekannten Carathéodoryschen Ungleichung auf

die Kreise mit dem Mittelpunkt 2 + #7 und den Radien —;—, Z

her fir > 339 auf der geraden Strecke von —2— + t7 bis 2 + ¢4

ergibt da-

5 7
log4(s) | < 1ogd(2) + log £(2) 5~ + 2k, (log (¢ + 2+ 5))" -
b [

< ks (log 8)e.
Folglich ist in der Viertelebene & g% , t>2
{log §(s)| < kys(log 2y,
also wegen ¢ < —g— fiir alle hinreichend groBen ¢ und ¢ > %
a- X
|[log&(s)| < (log®)” °©,
im Widerspruch zu Satz I (nﬁmlich bei der Wahl 6 = —;—)

Damit ist der Satz 11 bewiesen.
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§ 3.
Es sei » eine ganze Zahl > 1 und fest. Fir ¢ > 1 ist

'l
) = (1 g

-y i’ 1Iog‘ P

77L3

Da diese Funktion fiir s =1 einen Pol #** Ordnung besitzt, und fiir
positiv unendlich werdendes s ihr Produkt mit (s—1)” gegen O strebt,
80 gibt es eine positive Konstante K, = K, (v) derart, daB fiir s > 1

X,
f » (3) < (;N_li)‘?’

ist. Wir wollen nunmehr aus der Riemannschen Vermutung den folgenden
Satz bewseisen.

Satz II: Bei jedem ganzsahligen v > 1 ist auf der Geraden 6 =1,
d h fir s=1+1t

d”l
%L _ 0((loglog ).

Beweis: Aus der Riemannschen Vermutung folgt bekanntlich (vgl.
2. B. IV) fir 6>+
log £(s) = O(logt);

daher ist fiir 6> iy 6 = da ja » fest ist,

6 )

17,6 = | g

2! Max. von | log £(s) | auf dem Kreis um s mit dem Radius %

= B

= O(logt).

Es werde nunmehr angenommen, der Satz III sei fiir ein » falsch.
Dann gibe es eine unendliche Folge von Zablen #, >3 mit lim ¢, = oo

derart, dab die durch T
1,1 +4,9) | = «,(loglog,)’
definierte Zahl &, mit # ins Unendliche wichst.
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Wir kénnten alsdann fiir alle hinreichend groBen » den Hilfssatz 3 auf

F(s) =“f ()
= - T + tnz

tn 1

=%~ (1+ Ggiege)
tﬂ

r2=—2——— 1,
t, &

s=% T e

M*= K, (log log ¢,)”
anwenden. Denn fiir alle hinreichend groBen # ist erstens
O <y <ry< 2ry,

sowie M,* > 1; zweitens f,(s) im Kreise |s—s,| < r; regulir; drittens

M, <f, (1+---~ )
< XK, (log logt,y
= M¥;

viertens, da der Punkt 1 4 ¢,i avf dem Kreise |s — s;| = 7, liegt,
M2 2 @, (log 10g tn)v

> K, (loglogt,)”
== Ml*.
Nun ist aber
0!
ék
und
1
rg—r, 6 ' loglogt,
rp—r, 1
loglogt,

> % loglogt,.
Der Hilfssatz 3 ergibt also fiir alle hinreichend groBen n

1
T loglog s,
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Auf dem Kreis |s — s,| = r; liegt daher ein Punkt, in welchem

1£08)| > (log £)™ &

5 . . . .
; seine Ordinate liegt zwischen

ist. Die Abszisse dieses Punktes ist > 'Y

%’E + ~2— und %’i — %- Die Ordinate wird also mit » unendlich; wegen

> %t ist in jenem Punkte

1 227

ng

61> (g (29)° %,

also fiir alle hinreichend grofien #

1 @,
—log—"—
|£.(8)| > (logt)® ~ &
Da aber «, mit # ins Unendliche wichst, so widerspricht dies der obigen

fiir 62%—

giiltigen Gleichung
f,(s) = 0 (log?).
Damit ist der Satz III bewiesen.
Durch diesen Satz III ist es uns, wie in der Einleitung erwihnt,

gelungen, unter Annahme der Riemannscien Vermutung fiir alle v =1, 2, 3,- -

die wahre GroBSenordnung der Funktion f,(s) = (— 1)"%%@

Geraden ¢ =1 festzustellen. Wir haben nimlich friiher (III, § 2) bewiesen:
Es ist fiir ¢ > 1

auf der

1,(s) == o ((og log £);
d. h. es existiert ein K, = K;(v) >0 derart, daB die Ungleichung

|£,(s)| > K; (loglog #)*
fiir jedes 7z im Gebiete 6 > 1, ¢ > eine Losung besitzt, und hieraus
konnen wir durch die folgende (unserer #lteren aus I, § 5 nachgebildete)
SchluBweise ableiten, daB auch auf der Geraden ¢ =1

£,(8) + o(ldoglog )
ist, genauer, daB
. (1 4t
lm o g iog o 2 5
ist.
Wire dies namlich nicht der Fall, so gibe es ein h < K, derart, daB
von einer gewissen Stelle an, d. h. fiir alle ¢ >z

|£,(1+22)| < h(loglogt)”
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wire. 7 kann dabel > 3 angenommen werden. Wir betrachten alsdann
im Gebiet 1 <6 <2, £ > die dort regulire Funktion

— f(s) 8
9(s) doglogs) s+7°

hierbei bezeichnet loglogs den in der von 1 bis — oo aufgeschnittenen
Ebene reguliren Zweig, welcher fiir s> 1 reell ist, und p ist eine so
gewihlte positive Konstante, dal auf der unteren Randstrecke ¢ = =,
1 <6< 2 und dem rechten Rand 6 =2, £ >+

g(8) | <h

ist. Auf dem linken Rand ¢ =1, { > v wire (nach der zu widerlegenden

Annahme)
1,()] <k (loglog ),

also wegen der dort giiltigen Ungleichung (vgl. z. B. I, § 5)
|loglogs|> loglogt

h(loglogt)’ |o-1t7]
19O <oz log e o T T 6]

< h.
Also ist anf dem ganzen Rande des Gebietes 1 <o L2, ¢ 2>

l9(s)] <.
Fir 1 £6 L2 ist gleichmibig (vgl I, § 5)

. jlogl
lim Lloglo8 8] _ 4

Tloglogt

t=o

Wegen der im Innern des Streifens gleichmiBig giiltigen Relation

Fo(s) = (— 1y T80
— o)

ist daher dort gleichmiBig
t t
‘q(S) (log log &)” ¢ )
= 0(?).
Der Phragmén-Lindeltfsche Satz ergibt also im Innern des Gebietes

g <A,
d h

1£,(5)] <3| *H2| |1oglogs .

Mathematische Annalen, LXXIV, 2
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Der Quotient der rechten Seite durch (loglogt?)” hat bei ¢ = oo gleich-
mafig fiir 1 <6 L2 den Limes h; also wire gleichmiBig fir 1 <6 <2
: [ £+(8) | )

Hm SUP og gy =

dies gilte also gleichmiBig fiir 6 > 1, was wegen k < K, einen Wider-
spruch darstellt.
Also ist, wie behauptet,
f,(1 +#i) & o ((loglog ).
Wir gehen nun zur Betrachtung der GriBenordnung der KFunktion

f,(s) = (—1y gﬂ%%g(_s) in der Halbebene ¢ >> 1 tither. Wie oben erwihnt,

ist einerseits fiilr ¢ > 1
1, (8) = o (doglog 9)*).

Andererseits folgt unmittelbar aus der fiir ¢ = 1 bewiesenen Abschiitzung
7,(s) = O((loglog ),

d. h. aus der fiir # > 3 giiltigen Ungleichung

|f,(1+#4)| < K (log log £y,

1,(s) = O(loglog #”)
ist; denn sonst hitte die Ungleichung
11591 > (K; + 1)(loglog £}’
bei jedem 7 in der Viertelebene 6> 1, ¢ > ¢ eine Lisung, und hieraus
wiirde nach dem vorangehenden Beweis folgen, daf

daf auch fiir 6 >1

At
B S og g = K6+ 1

) > K,
wire.
Auch fiir 6 > 1 gilt daher das oben fiir 6 =1 gefundene Resultat’

@ log £(s) {= 0 ((oglog 1),
as” =+ 0 ((log log #)*).

8 4.

In diesem Paragraphen wollen wir aus dem Resultate des § 3, also
unter Voraussetzung der Riemannschen Vermutung, einen Satz iiber Dio-
phantische Approximationen ableiten.

Es seien die N reellen Zahlen 7, 7,, - - ‘s Ny, BOWie die ganze Zahl
g >1 beliebig gegeben. Dann hat Kronecker bekanntlich bewiesen: Es
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gibt ein ¢ im Intervall 1 <¢<¢¥, welches nebst gewissen N ganzen
Zahlen g,, go,- - -, g, die N Ungleichungen

1
'ltm —a <
] 1
[ty — g5 | <
1
[ty — gy < 7
befriedigt.
Dureh Anwendung dieses Satzes auf den speziellen Fall
{m= logp,,,
g==56

(wo p, die #*® Primzahl bedeutet), wo also die Ungleichungen

1
[tlogp,— 9.l <5 (n=1,2,-, N)

durch ein ¢ des Intervalls
1 g i é elog6~N

(nebst zugehdrigen ganzen g,) befriedigt werden, haben wir in einer
fritheren Arbeit (III, § 2) das schon oben erwihnte Resultat bewiesen:

Es ist fiir 6 > 1
£

g(% = 0 (loglog?).
Nun haben wir in § 3 der gegenwiirtigen Abhandlung andererseits aus
der Riemannschen Vermutung abgeleitet: Es ist fiir 6 > 1

£6) _

i O(log log ).
Wir wollen nunmehr umgekehrt aus diesem Resultate tiber die Zeta-
funktion einen Satz tiber die obigen speziellen Diophantischen Unglei-
chungen herleiten, nimlich den

Satz IV: Es gibt zwei positive absolute Konstanten ay wund ay mit

folgender Eigenschafi. Wenn die N Diophantischen Ungleichungen

ltlogpn—g,,l<%- (n=12--,N)
durch die Zahl t > 1 befriedigt werden, ist
t> el

Vorbemerkung: Die obigen N Diophantischen Ungleichungen, welche
nach Kronecker fiir alle N eine Losung im Intervalle 1 <t < elog® 4 De-
2*
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sitzen, haben also, wenn die Riemannsche Vermutung richtig ist, fiir kein
N eine Losung im Intervalle 1 << en¥™,
Beweis: Es ist fir 6 > 1

7 _ log p
—“@ - 2 pms

p’m

— DR824 D),

P

wo D(s) eine fiir 6> % absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist;

gpeziell ist also fiir 6 > 1
D(s) = 0(1).
Es sei der Satz IV falsch. Dann wiirde offenbar zu jedem &> 0 eine

ganze Zahl N = N (&) 2> 2 derart existieren, daB die N Diophantischen Un-
gleichungen

1
Itlog.pn——gnl<—6— (n=1}2).”)'N)

durch ein ¢ des Intervalles 1 <¢ < %’el‘" erfiillt sind. {Denn sonst hitte
ein gewisses ¢ = &, die Eigenschaft: Fir alle N > 2 ist jedes ¢ > 1, das
jene N Ungleichungen befriedigt, > %e” *; fiir alle hinreichend groBen N

&

(d. h. fir N> N,) ist jenes ¢ folglich > e"’?; bei passender Wahl eines
a, > 0 wire also fiir alle N > 1 jenes £ (da ¢ = 1 offenbar wegen

log2 = 0,6 - - - nicht zuldissig ist) > e“:N?; die Zahlen @, und a,= —2’
wiirden also den Satz befriedigen.]

Wir werden zeigen, daB diese Annahme zu einem Widerspruch mit
dem Resultate

¢ "
% = O(loglog ) (fir >1)
des § 3 fiihrt, d. h. zu einem Widerspruch mit der Relation
282~ 0(loglog?) (fiir 6> 1),
»

Es sei 6>0. Die ganze Zahl N=N(¢) >2 und das ¢=1,=1,(N)=1,(¢)
auf der Strecke 1 <¢< gl;el" * selen so gewihlt, daB

1
|t01°gpn—'gn[<? ("’=1:2)"'7N)
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ist. Wir setzen alsdann ¢ = f,(c) = 2aty; dann ist fir 1 <n< N

Itl logpn— 2”-%1! < %?
also
cos (¢, log p,) > —;

Es sei 0 eine positive Zahl, iiber die wir spiter noch verfiigen we
den; wir betrachten die Funktion

o % log p,
f(5> =1 + 4_;, p;‘

im Punkte 14 & + #,4, wo ¢, das obige #,(¢) bedeutet. Dann ergibt si

R had 1
lf(1+3+t1%)]=(1+ ;1—'%%{2‘

n=l i'n

N
Y logp logp
2 ‘ 1+ 1+J+':1.' - 1"-FT+’:1-
n=1 n n=N+1p
N ) 00 ]
ogp og P,
214+ R 2 i — METETY
w=]1 L0 n=N41 2,
N ) o0 .
1 og P, og 7,
>3 +2 “1ie cos(tlogp,) — 2 %7
n=1 Pn n=N4+1Pn
N . o
1 og p, logp
>?(1+2 1+§)~2 136
=1 pn n=N+1 pn
1 < log p, 8 N log p
2 (1 + 116 ) T g 2 170
n=1 n n=N+1 2

Nun ist fiir >0 bei passender Wahl einer positiven absoluten Koz
stanten a5 <1

N logp, . a,(1--6
1 + —21 ;i" + & > 2 d:{_ )
und nach Tschebyschef fiir # > 1 bei passender Wahl eines o, > 1

& (x) =210gp < a.

FEE

Daher ergibt sich
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(140 3 N G — @ —1)
FA+a+4]> “GE -5 DT 7o —ig
1'=pN4-l
)
a,(1+a) 3 a() n 3 O{Py)
= 2 oy 9 TIA¥S
;i ( +d (+N+J 2 Pl
141
> &Crd 1 2a4v(1+6)f,+6
¥= PN

1483 341 &)
>%(+> a, (144 /ZH

u%“tﬂ 3%O+ﬁ}
28 0
N
a,(1 + &) 8a,
R ),
a(1+8) (o ba,
> G (L)
also

1 ag [ 6a,
Fa+o+a0]> 1 (2 0%

Nunmehr withlen wir § = §(N) = 6(s) 8o, daB
NO o 8%

a,
ist; d. h. wir setzen

§ - log(6a,) — log ay
log N ’

was > 0 ist. Far dies & ist
[FA+8+49)]1> 3

= a; log N,
wo G, eine positive absolute Konstante ist.
Wegen
2x <t L e
ist
loglogt, < elog N,
also

fl+0+49)|> f:” log log ¢, .
Fiir jedes & > 0 ist also die Ungleichung

7)1 > % log log¢
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im Gebiste ¢ > 1, ¢ > 2x lésbar, was mit

Z Eg—,?” = O(loglogi) (fir 6> 1)
n=1 n
in Widerspruch steht.
§ b.
Es werde wie bisher angenommen, dafl die Riemannsche Vermutung
wahr sei.
Fiir jedes o' > % ist bekanntlich, wie schon erwihnt, in der Halb-
ebene ¢ > ¢’ gleichmifig
log £(s) = O{log ?).
Herr Littlewood (IV) hat fir 5 < ¢’ <1 in der Halbebene o > o sogar

mit jedem &> 0
log £(s) = O((log §?¢=+*)

bewiesen, wihrend fiir 6’ > 1 in der Halbebene o > ¢
log £(s) = O(1)
trivial ist. Andererseits haben wir in § 1 die Existenz einer positiven
absoluten Konstanten a bewiesen, sodal fiir ~‘1,—< 6 <1 in der Halb-
ebene 6 2> ¢ )
log £(s) + o(dlog 8°0-)
ist; fiir ¢’ > 1 ist in der Halbebene ¢ 2> ¢" bekanntlich¥)
log £(s) + o(1).
Wir definieren nunmehr » = »(¢") fiir ¢ >~; als untere Grenze der «,
fiir welche in der Halbebene ¢ > ¢
log £(s) = O((log #7)
ist; nach dem Gesagten ist v fiir jedes o’ >% eine endliche Zahl derart,
daB fiir jedes ¢ >0
log £ (s) = O((log &) **)
log £(s) + O(dog #*~*)
ist; fiir ¢' = 1 ist nach dem Obigen
v(6) =0,

und

*) Denn sonst wire lim log ¢(6"4- 1+ £4) = 0, also lim {(¢’ 41 4-£4) = 1, withrend
=0 =
aus der Beweismethode des §1 der Arbeit I sofort
lim sap | §(6'+ 1+ ¢)] = £( + 1) >1
=
folgt.
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withrend fiir ; < ¢’ <1 nach dem Obigen

v(¢’) >0
ist und die Ungleichungen

a(1—0) <v(e) £ 2(1—0)
erfillt. Offenbar nimmt v(¢") mit wachsendem ¢ niemals 21
Wir behaupten punmebr den

Hilfssatz b: Die fiir ¢ > definierte Funktiore v (o) ist eine kon-
veze Funktion.
Vorbemerkung: Die Behauptung lautet: Wenn 5 < 6, < 6 < 6

und dabei 6, = 7 j» ® ist, 8o ist

v(6,) < 5 (v(0) + v(ay)).
Beweis: Wir wenden den Hilfssatz 2 fiir alle £ = 2065 an auf:
F(s) = log £(s),

Die Voraussetzungen jenes Hilfssatzes sind offenbar erfiillt, da

O<r <<y
ist, und der Kreis |s—s,| < 7, den Punkt 1 nicht enthiilt. Wegen der fiir
jedes & > 0 gtiltigen Relationen

M =0 ((103 (t+ —;— — 6,))'(0')“)

- () ((log t)' (9:) + ')

M, -0 ((log (t+ ‘; - a,))vwl)“)
= O((log t)yri+e)

und

ist nach Hilfssatz 2
M <1

loz = log 22
(v(oa)+0) — -2 + (o)t e) —— T8
- 0\ (Jog #) s log 22

r, *

log = log
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Nun ist aber wegen

T
lim=*_ =0,

=0 2

. Ty — 1T
lim 21 =10

d (=00 1
un
. Pa—T
Iim* 7" =0
. . t=o 71
einerseits
log :5 log (1 + 7 r_ r*)
lim — r’=lim - Lo
1=00 ]ogra =00 log(l + j‘r‘ l)
1 1
— lim ’js—"'s h
(= s — 71 Ty
=56
T g oy
1
=5
andererseits
r —
log:’ log (1 + ; f‘)
him ~~-r‘v==lim r»_»_~‘_r
Y logra -] 108 (1 + H . l)
1
N
==lim * !
= Ts— N
— 030
T gy —o,
o 1_
T2
Daher ist

MS = 0 ((log t)(v("a)+£) (“; + 6) + (v{o))+e) (; + s))
also bei jedem ¢ >0

1
M= 0 <(10g 1y (v(ru)+v(v,))+a)_

4

)

speziell auf der Strecke @, -+ #i bis 2 + #7 ist also gleichmiiBig
1
log £(s) = 0 ((tog £y3 *¥*7*)
Dies gilt also in der Halbebene ¢ > g, gleichmiBig, womit

v(5) < & (w(6) + v(6p)

bewlesen ist.
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Aus dem bewiesenen Hilfssatze D folgt nach einem bekannten Satze
iiber konvexe Funktionen, daf »(o") fiir ¢' > —;— stetig ist. AuBerdem ist

fiir 3 < 6y < 6y < 1
v(d) > v(d);
denn aus der Konvexitdt folgt

1—
1,(62) é 1 —

'”(61) + 1= a4 tv(1);
wegen v(1) =0 < »(q,) ist daher
v(6y) < v(6y).

Dies letzte Resultat (nimlich, da8 das Gleichheitszeichen ausgeschlossen
ist} wird fiir das Folgende von ausschlaggebender Bedeutung sein.

Hilfssatz 6: Es se: —;—<61<62<1. Dann gibt es eme Zahl

¥ = v(q,, 6,) > 0 mit folgenden Eigenschaften. In der Viertelebene 6 2> a,,
t >3 st bei passender Wahl einer Lonstanten, d. h. von @ und t nichi
abhingigen positiven Grifie K = K(6y, )
Ig(s) ‘ < e\K(Iog t)w’
wihrend fir kein k> 0 in der Viertelebene 6 2> 6,, t 2> 3 durchweg
Ig(s)‘ < ck(logt)‘l’
ist.
Beweis: Wir werden zeigen, daf die Zahl
v =3 (o +v (25%)
diese Eigenschaft hat.

Woegen

. . . ¥ > v(3,)
ist fiir ¢ > 6, gleichmibig

log (s) — O(dog 1Y),
also bei passender Wahl von K fiir 6 > 6,, t >3

|log £(s) | < K (log ¢)¥,
[E(s)| < eltosi@l
< flogy®,

Andererseits ist fir ¢ > 5——-:—2 wegen
w < v (61 + 62)

log £(s) =+ O(dog ¥);
zu jedem % > O existiert daher eine Zahl ¢’ + ¢'¢ derart, daB
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vz ot
>
|log ¢(s)| > ¥ (log t')¥

ist. Wir wenden nun die Carathéodorysche Ungleichung

|F(s)| < -2 | F(sy)]

=r—g

wo A das Maximum von RF(s) fir [s—s,| =7 bedeutet, auf die Funk-
tion F(s) = log ¢(s) und die Kreise mit dem Mittelpunkt sy = 2 + #'4 und

den Radien g=2—-ﬁ%ﬁ und r =2 —¢;, an. Damn ergibt sich fiir

|s —s,| < @, also speziell im Punkte s =4¢" 4 ¢'¢

A2 TR FE)| — 5 | Fs)]

> r;@ & ¥ (log t)¥ — —;; log £(2).
Es liegt also auf dem Kreise |s—s,| = # ein Punkt ¢” -+ ¢”¢ derart, daB

Rlog §(0" +479) > g2 T W (log )Y — 4 _(6_ _‘11)6 log £(2)

ist; seine Abszisse ¢” ist > 6,5 seine Ordinate ¢” ist > ¢ — (2 —¢,) und

<t'4+ (2—0,). BEs ist daher t" >¢—22>5 und ¢’ >1¢" — 2. Zu jedem

¥ >0 gibt es also einen Punkt ¢” + ¢”¢ derart, daB ¢">¢,, {">5 und
Hlog &(6” +¢"4) > ¢,k (log " —2))¥ — ¢,

ist, wo ¢, >0 und ¢, >0 nur von 6, und ¢,, nicht von % abhingen.
Hieraus folgt aber unmittelbar, daB es zu jedem % >0 einen Punkt
s=0 -+ ti im Gebiete ¢ > 6,, £ = 3 derart gibt, dab

R log £(s) > & (log ¢)?,

> ¢hlog)?
ist. Damit ist der Hilfssatz 6 bewiesen.
Wir gelangen nunmehr aus der Riemannschen Vermutung zm dem
wichtigen
Satz V: Es sei é—<oc<;3<1. Dann nimmt £(s) im Streifen a<<a<<p
Jeden Wert auper O unendlich oft am.

Beweis: Hs ist also zu beweisen, daB bei gegebenem v > 3 die Funk-
tion §(s) im Gebiete e <6< B, t> 7 jeden Wert auBer 0 annimmt.

d. b
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Nach dem Hilfssatz 6 gibt es eine Konstante

¢=¢(u~;ﬁ_(3:rx’ a—;ﬁ)

derart, d2B bei passender Wahl von K >0 im Gebiete 6 > ot f =3
‘g(s)l < eK(logt)w
ist, wihrend es keine Konstante & > 0 gibt, sodaB im Gebiete

62 TP P22 453

durchweg
[£(s)] < gtosa?
ist.

Wir erinnern nunmehr an den folgenden von Landau herrithrenden ,
funktionentheoretischen Hilfssatz (I, § 6): Es sei F(s) fiir |s—s,| <r re—
guldr, +=a und <+=b, wo o und b zwei verschiedene Komstanten sind. FEs sc&
0 <9 <. Dann ist fir |s—s,| < 8r

Dlog (| Fsy) +2)
[F&)|<e =7
wo D= D(a,b) bei festen a,b eine positive absolute Konstante ist, d. h-
nicht von F(s), s,, r, & abhingt.

Es werde angenommen, der Satz V sei falsch; dann gibe es zwei

Zahlen a =0 und b= 0 derart, daB fiir o« < 6 <, t > v bestindig

{(s)+a
und
§s)+d
ist. Wir wenden nun den genannten Hilfssatz an auf: Die Funktion
F (S) = §(s),
den Punkt
8y = E;;@ + ¢,
wo t 2>t + ﬁ;“ ist, den Kreis
ls—s | <E5%—r
und die Zahl
b=

Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind, da das Kreisinnere [s—s,| < »
dem Gebiste ¢ <6< B, ¢ >t angehdrt, offenbar erfiillt. Der Hilfssatz

ergibt also flir |[s—s5)| < 9r = (i:;mu, also insbesondere auf der horizon-

talen Strecke = 5 B __ E,EE + t¢ bis %ﬁ + ¢ die Abschitzung

Ig(s\s < g2 Dlog( St} +8)
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Bei Benutzung der fiir 6 > “+ 4 , $=> 38, also insbesondere fir ¢ =“—"—2*-—ﬂ ,
t>v 4+t ﬁ % gilltigen Unglexchung

€(s)| < exogt”
ergibt sich also im Gebiet

etp f—o
2

D!+ﬂ tZT ﬁ'_'x
4

2 ?

1A
(A

G

die Abschétzung
4(9)] < s K020

< ekatogn’
wo K,, sowie in der Folge K, und K; positiv ist und nicht von s abhiéingt.
Hieraus folgt unmittelbar, daB fiir —- +ﬁ ﬂ Lot +ﬂ =3

6] < e <‘°g*>"’
ist. Weil aber fir o> %FF >3
|€(s)] < exaoe9”
ist, so ergibt sich schlieBlich fir ¢ > 7 f 7% ¢>3

l g(s)l < 6K3 (log z)ll'
——u

im Gegensatz zu der Tatsache, daB fiir kein >0 im Gebiet 6_2_5———:-@——- .ﬁ_z,_ R
t>3
|€(s)] < ehtosn”
ist.
Damit ist der Satz V bewiesen. Er lehrt offenbar, daB unter An-
nahme der Riemannschen Vermutung §{(s) fiir jedes ¢ >0 im Gebiet

% Le< % + ¢ simtliche Werte unendlich oft annimmt.

Schluf.

Aus den Betrachtungen der vorliegenden Abbandlung wollen wir noch
eine neue Kigenschaft der Zetafunktion folgern, die sicher richtig ist, mag
die Riemannsche Vermutung wahr oder falsch sein: Es existiert eine reelle
Konstante ¢ derart, daf §(s) fiir jedes & >0 -im Streifen ¢ —¢<<e<<c-+e

jeden Wert unendlich oft anmimmé. In der Tab sei 0 diejenige Zahl > %,

fiir welche §(s) bei jedem &> O zwar in der Halbebene o >0 —¢ un-
endlich viele Nullstellen hat, in der Halbebene 6 > 6 + ¢ dagegen nicht;
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wir behaupten, daB ¢ = @ die erwdhnte Eigenschaft hat. Denn entweder
ist 6 < 1; dann erhilt die Beweismethode der §§ 1 und 5 offenbar, daB

¢(s) im Streifen 6 + —;— <6< 0+ ¢ jeden Wert auBer 0 unendlich oft

annimmt, und die Behauptung ist richtig. Oder es ist 6 = 1; dann folgt
die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar daraus, daf Bohr (Uber das
Verhalten von &(s) in der Halbebene o > 1 [Nachrichten von der Konig-
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physi-
kalische Klasse, Jahrgang 1911, 8. 409—428]) bewiesen hat: ¢(s) nimmb
fiir 1 < o<1+ ¢ jeden Wert suBer O unendlich oft an.

Gottingen, den 12. November 1912



