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Bei t r age  zur  Theor ie  der  R i e m a n n s c h e n  Zet~funkt ion .  

Von 

HARALD BOHR in Kopenhagen und EDMUI,~D LANDAU in G~ttingen. 

Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit enthMt eine Reihe yon Resultaten, die wir 
unter Annahme der Richtigkeit tier Riemannschen Vermutung fiber die 
l~ullstellen der Zetafunktion beweisen kSnnen. Diese Vermutung lautet 
bekanntlich: Alle nicht reellen Wurzeln yon ~(s) ~ ~(~ ~- ti) liegen auf der 

1 
Geraden ~ ~ .  Manche dieser Resultate tragen einen recht definitiven 

Charakter. Zu den wichtigsten Hilfsmitteln unserer Untersuchung gehiirt 
eine Methode, welche yon Herrn Littlewood herrilhrt und yon ibm in 
einer kurzen, aber sehr inhaltreichen Note publiziert worden ist. 

Im folgenden werden wit mehrfach mit I, II ,  III, IV die Abhand- 
lungen zi~ieren: 

I) Bohr und Landau, {)bet das Verhalten yon ~(s) und ~(s) in get 
~ ihe  der Geraden a = 1 [Nachrichten yon der KSniglichen Gesellschaft der 
Wisseaschaften zu GSt~ingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 
1910, S. 303--330]. 

II) Landau, Zur Theorie der t~iemannsehen Zetafunktion [Vierteljahrs- 
schrift der Natufforschenden Gesellsehaft in Ztirich 56 (1911), S. 125--148]. 

III) Bohr und Landau, ~7ber die Zetafunktion [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo ~2 (1911), S. 278--285]. 

IV) Die oben erw~hntc Note des Herrn Littlewood, Que/ques conM- 
quences de l'hypoth~se que la fonction ~(s) de Riemann n'a pas de zdros 

1 [Comptes rendus hebdomadaires des s~ances 4arts le demi-~lan ~(s) ~ - ~  

de l'Acaddmie des Sciences 154 (1912), S. 263--266]. 
Indem wit nunmehr die Hauptresul~ate tier vorliegenden Abhandlung 

im voraus kurz erw~hnen, wollen wit nochmals hervorheben, dal3 diese 
1" 
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t ~ s u l t a t e  siimflich under Annahme der Riemannschen Vermu~ung abge- 
leite~ sin& 

I m w  1 beweisen wir: Hs gibt eine positive absolute Konstwnte a mit 
1 folgender Bigensclumft. F~r jedes 0 der Strecke 0 < 0 < -~ und jedes reelle v 

h a t  d ie  Ungleichung 
t log ~(s) ,, > Oog t )  ~176 

Gebiete a ~_ 1 -- 0, t >= �9 eine Li~sung. 
Dies Resultat ist deshalb recht bemerkenswerG weft Herr Liitlewood 

( I V )  tmdererseits aus der Riemannsehen Vermutung die Exis~enz einer 
pos i t iven  absoluten Konstanten b erschlossen ha% so dab fiir jedes 0 der 

1 S t r e c k e  0 < 0 < ~ -  im Gebiete a _ ~ l - 0  

log ~(~) = o(Oogff ~ 
isle; f t i r  jedes b > 2 beweis~ er dies n~mlich. 

:Es sei N(T) die Anzahl der Nullstellen yon ~(s), welche dem Recht- 
eck  0 < a < 1, 0 ~ t < T angeh5ren, und es werde 

~ Y) = P(2') 

gese~zK Dann is~ (mag die Riemmlnsche Vermu~ung wahr sein oder nicht) 
bekannf l ieh  (yon Mangold~, 1905) 

~(T) -- O0og T). 
Anderersei ts  hat Landau (II') bewiesen, dab unter Annahme der Riemann- 
s c h e n  Vermuttmg 

P(T)  + o(log log T) 
u n d  sogar 

lira inf lo(r) r---| log log T < 0 < lira sup P(T) r=~ log log T 

isK W i r  beweisen nunmehr in w 2 den woitergehenden Satz: Es ist bei 
passenger  Wahl einer positiven absoluten Konstanten c 

P(T)  +O((log Y>9 
u n d  sogar 

lira inf-~(Y) --_ _ oo, lira sup P(T____Q_) _-- oo. 
~_-| (log T/  r=~ (log T) c 

w 3 enthiilt den Beweis dee s Satzes: Bei jedem gamzzahlige~ 
v ~_ 1 @t auf der Geraden a =  1, d. h. fiir s =  l W ti 

d*log ~(s) _-- 0((log log ty). 
ds* 

D u r c h  diesen Sa~z wird es uns gelingen, unter Annahme der Riemaan- 
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schen Vermutung die .wahre Gr~Benordnun~ ~ jeder der Fun~tionen 

- (also speziell der Funktion ~'(8)~ auf der (]eraden ~--~ 1 festzu- 
d s ~ ~(s) / 

stellen; denn, wie in w 3 aus einem fr~her yon uns (III) bewiesenen Satze 
leicht gefolgert werden wird, is~ (mag die Riemannsche Vermulung rich~ig 
oder falsch seth) fiir jedes ganze v ~ 1 auf der Geraden ~ = 1 

d" log ~(s) 
d8' ~= o ((log log t)'). 

hn w 4 sehliel~en wir aus den Ergebnissen des w 3 einen Satz fiber 
spezielle Diophantische Approximationen, in welchen die PrimzahUoga- 
rithmen vorkommen. 

1 
Sehlieglieh beweisen wit in w 5: 5Es set ~ .< a < fl < 1. Dann nimmf 

~(s) im Streifen a < ~ < fl jeden Weft aufler 0 unendlieh oft an. 

w  
Fiir ~ 1  ist 

~'(s) ~-~ log~ 

Da diese Funktion ffir s ~ 1 einen Pol erster Ordnung besitzt, und da 
(s -- 1) ~'(s) -~s) ftir posi~iv ins Unendliche wachsendes s den Limes 0 hat, gibt 

es eine positive absolute Konstante k I derart, dab ffir s > 1 
.~'(8) kl 

- -  < 
;(8> 8-- 1 

isi. 
Desgleichen bezeichnen wir in der Folge mi~ lq, k s , . . ,  positive abso- 

lute Konstanten. 
Hi l f s sa tz  1: .Es gibt ein k~ derart~ daft die Ungleichung 

~'(8) 
~-~ > k~ log log t 

fiir jedes reelle �9 in der Viertelebene ~ :> 1, t :> ~ eine JL6sung besitzt. 
Beweis :  Ygl. I, w 9; II, w 5; I I I , w  2. 
Zusa tz :  Wegen der ffir ~ > 1 gtiltigen Absch~itzung 

kl 

ist in jedem Punkt, der die Bedingungen des Hilfssatzes 1 erfiillt~ und filr 
den t ) 3 ist~ 

1 < ~ < 1 § k, log log ~" 
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A u f  Grand des ttiffssa~zes 1 w~hlen wir eine Punktmenge  as + t~i 
(t ,  ,~  1,  2 , . . .  ad int'.) derart, dab 

t ~  3, 
lira t~ = 0% 

kl 
1 < a~ < 1 + k~ log logt a ' 

r + t , j )  ~ k, log log t~. 

Wi t  erinnern nunmehr an den zuerst yon Herrn ~adamard*)  ohne 
.Angabe seines ~Beweises**) ausgesprochenen Satz***): 

H i l f s s a t z  2: yes sei 0 < r 1 < r~< r s. Es sei F(s)  fiir is - -  so [ ~ r3 
regul~ir. ~,s seien M1, M s, M s die Maxima yon iF(s)] au f  der~ Kreisen 
[ s ~ sol =. rl, r~, r 3. Dann ist 

U m  in der FoIge die Reehnangen durchsichi;iger formulierer~ zu 
kDnnen ,  wollen wir auzh den folgenden Hi]_fssatz 3 explizit~ aufschreiben, 
obg le i ch  or ein unmittelbares Korollar des Hflfssat;zes 2 ist. 

H i l f s s a t z 3 :  Es sei O < r~ < r~ < %. Es sei F(s)  fiir [S - -  Sol ~ r~ 
reguldr. JEs seien M1, M2, M a die Maxima yon [F(s)]  auf  den Kreisen 

*) Sur les fonctC, ons ent<hres [Bulletin de la 8ocidtd mathdmatiquo de Fr~nco 
24 (1896), S. 186--187], S. 18s. 

**) Derselbe lautet, wie wir mit seiner Zustimmung erw~hnen, e~wa so: a sei 

ixgend einereelleZahl, t ~ ] i,t auf [ s-So , --= r, h6chstens M,r~ ' auf" [ s--s~ [ "='-r' 

h0chstens ~rs also fiberall im Y~eisring v 1 <Is--so [< r  s (weft ja jeder Zweig yon 
r'T' 

F(s) ( M s )  (s--So) ~ an jeder S~elle des l~inges regular ist) _~Max. M1, -~- . Daher ist 

. =  ~ ) "  
Wird im Falle M~ > 0 (sonst ist der Satz trivisl) spezie]] 

o" M~ T$ 
~ Io~ ~: log r-1 

ge~etzt, ,o ergibt sich 

log r~ : log r~ 
[~/s h r ,  r ,  

= M, t,-~,/ 

wie behaupt~t. Vgl. auch die FuSnote auf S. 49--50 tier wi~hrend des Dmckes dieser 
~xbei t  er~r ~ro$ice sur les travaux sdzntifiques de 21I. Jacques 2~adamard, 
Teil 2 (P~ria, 191~). 

***) In dessen Nutzbarmachung flit die Zetafunktion liegt die Pointe tier Little- 
woodschen Unter~uchung. 
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s -- so] ~ rl, ~ ,  ~ .  Es  sei ferner r s < 2r~. 
die zugleich ~ 1, >= M 1 und ~ M~ ist, 

Beweis :  Aus der Relation des Hiffssatzos 2 folgt wegon MI*_> - M~ 

also wegen / ] /1"> 1 

, ,o C ,  ", 

__ log~ :Iogr* 

Nach Voraussetzung ist 

also 

andererseits is~ 

Daher ist 

rs--r ,  <I, 

I r s ~ r 1 . 

> ~ " rl ' 

�9 ~ r t log r~ log + h 

< r~-------rt �9 
$ ' 1  

rs r s i r s - -  r~ log ~:Iogr-~ ~' ~ r~--rL' 

7 

Dann ist fiir jede Zabl MI* , 

womit wegen M~* ~ M s der Hilfssatz 3 bewiesen ist. 

Wir nehmen in der Folge an, dab die Riemannsche Vermutung 
richgig sei. 

H i l f s s a t z  4: Es gibt ein ks, so daft fiir jedes 0 tier Stred,e 0 < O < - ~ -  

und jedes reelle v die Ungleichung 

f(s) > (log t)*,~ 

im Gebiet a ~ 1-2- O, t > v eine Z6sung besitzt. 
Bewe i s :  Wir k~nnen ffir alle hinrelchend groSen n den Hilfssatz 3 auf 
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F(s) = :(*-~) 

0 + 
t,, 

,~ = ~ - (1  - 0), 

MI* = ~ log log t~ 

anwende~. Denn fiir allo hinreichend groBen n ist naeh Definition der 
Punkte  a .+t . i  erstens O < r l < % < r s < 2 r ~ ,  sowie M ~ * ~ I ;  zweitens 

~(-~*) im Kreise I s -  so i~  r 8 regulgr, da dieser den Pol s-----1 nicht ent- g(s) ' - -  

1 hgl t  and der I:Ialbebene ~ > T angehSrt; driitens, da im Kreis Is--So{ ~ ~'~ 

2k, ist, jede Abszisse ~ 1 + ~ log log t, 

( 9 k  1 _ ~  

( 
~'\1 + k~ log log t ~ /  

~- log log t. 

= M l * ;  

viertens, ds der Punkt e . +  t.i auf dem Kreise [ s - - s o ] = r  ~ liegt, 
Ms > ks log log t~ 

> M J .  

Die Anwenclung des Hilfssa~zes 3 ergib~ wegen 
M~ _ /r Ioglog t. 
~,~ > ~, ~ 

~2 og tog ~= 

'tmd 

r j  - -  r 1 

0 + k~ log log t n 

1 + ~. log lo$ t~ 
e > 

~,lOg log,. 
k~ e . . 

== ~-~- log  log t .  

a n 
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die Abseh~itzung 
k~O 

M~ > 2 ~k; 1o~ log ,,, 

kt 0 log 2 

= (log t.) ~*, 

> (log t~) s~,. 

Auf dem Kreise i s - - s o l =  r s liegt daher ein Punkt, in welchem 

~ 0  

_~>~"  (s) (log t,) 8~; 

ist.  

st,, _ ( 1 -  o). und -~- 

wegen t~ > ~ t ist 

Seine Abszisse ist ~ 1 -- 0; seine Ordinate t liegt zwischen -~ + (1 --  0) 

Diese Ordinate t wird also mit n unendlich, und 

in jenem Punkte 

also fiir alle hinreichend groBen n 
k~ O 

~'(~) t),-~7 ~(s) > (log . 

Diese Ungleichung gilt also bei gegebenem �9 in einem passend wilhlbaren 
ks Punkte der Viertelebene ~ ~_ 1 -  0, t ~ v; die Zahl ~ ~ k s erfiillt al'so, 

was im Hilfssatz 4 verlangr wird. 
Wir gehen nunmehr zum Beweise des folgenden Satzes fiber, der das 

Hauptziel dieses Paragraphen bildet, und in dem, wie auch spilter, log ~(s) 
1 1 aufgeschnittenen Halbebene a > y regul~e~, ffir den in der yon 1 his -~ 

s > 1 reeUen Zweig bedeut:et. 
Satz  I: 5Es gibt eine positive absolute Konstante a rail folgender JEigen- 

1 
schaft. Fiix jedes 0 der Strecke 0 < 0 < ~ und jedes redle v hat die Un- 

gleichung 
I log I > (log 0 ~176 

im Gebiete a >_ 1 - -  O, t ~ v eine L6sung. 

Beweis :  Wir bestimmen auf Grund des Hilfssatzes 4 eine Punkffolge 
s~ -~ ~,, + ~i  (n ~ 1, 2, 3, . . .  ad inf.) derar~, da~ 
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0 
~ , _ > 1 - -  y ,  

t, >_ 2, 

lira t , - -  ~ ,  

~'(s.) (log 
:Ts.  > 

isis. Nun isg aber wegen  
~'(s) -~ d log ~ ( s )  
~(s) ds 

n a e h  einer Cauchysehen Ungleiehung 
0 

M~. yon I log g(s)[ f~ir is --  s, I = y 

2 
0 

E s  mSge flog l(s)  l Bein Maximum auf dem Kreis I s --  s, I = g im Punkte  

s ' ~ - a ' +  t'i annehmen;  dann ist a ' _ ~ l - - O ,  sowie f[ir alle hinreichend 
o grol~en n die Ordinate t" >___ t~-- y ~_ v und 

k3 e 
0 I l og  ~(s') ] > ~- (log t.) - -~ 

000g( , - 0)) 
/q- 0 > 

D i e  Zahl ~ = a erffill~ also, was im Satze I verlang~ wird. 

w 

Es habe P ( T )  die in der Einleitung erkl~rte Bedeutung, und es sei 
d i e  Riemannsche Vermutung  wahr. 

S a t z  II: JEs is t  bei 2assender Wah~ einer positiven abso~ute~ Kon- 
stanten c 

P(T)  + O((log T) ~ 
~ n d  sogar 

lira in f  2 ( / 3  . . . .  oe 2,=~ (log T) ~ -- 0% lira sup /~(T) 
r = .  (log T) r 

B o w e l s :  Bekanntl ich (vgl. z. B. II, w167 1 - -2 )  is~ flit wachsendes, nur 
d ie  Wurzelordinaten tiberspringendes T 
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we arc ~(s) den Wer~ bezeiehnet, der sieh bei stetiger Fortsetzung l~ngs 
der Ordinate T a u s  der Halbebene a > 1 heraus ergibt, in der 

a r c  = ! o g  

X 
p~ m 

ist. Es sei nun fiir alle hinreiehend grogen T 

2(T) < k, (log T) ~ bzw. -- P ( T )  < k, (log T) ~, 

we k s irgend eine absolute positive Konstante un~l c irgend eine absolute 

positive Konstante < T bedeutet, a im Sinne des Satzes I genommen. 

Daraus werdeu wir einen Widerspruch zur Riemannschen Vermutung her- 
leiten. Damit wird dann na~lrlieh der Satz II bewiesen sein; c braueh~ 

a 
in ibm ja nur z. B. die Zahl ~- zu bezeiehnen. 

Under der gemachten Annahme wKre fur alle hinreichend groBen 
wurzelfreien T 

a r c ~ ( 1  + Ti) < ks (log T) ~ b z w . - - a r e ~ ( l +  T 0  <k~( logT)~  

Nun sei are~(s) in der Vier~elebene ~ > 1 t >  0 durch stetige Fort- 

setzung definlert, auf der Halbgeraden ~ = ~ ,  t > 0 einsehlieBlich der 

Wurzelu als Limes yon reehts. Dann ist ffir alle hinreichend groBen T 

1 
denn in einer Wurzel ~- + T o i  ist bei positivem, zu Null abnehmendem 

arc~(~- + Tel ) = lira- 2- arc~(-~ + C a  +e ) i )  + arc ~ (~  + (T O - e ) i ) ) .  
~ = 0  

Ffir alle T > 0 ist daher 

~rc~ (~  + Ti) < k~(log(T+ 2)) ~ bzw. - - a r c ~ (  1 + Ti)<k6(log(T+ 2)) ~. 

Wit  w~hlen eine absolute Koustante q, welehe kleiner ist als dis 
Ordinate der ersten I~ullstelle in der oberen Halbebene und dem Intervall 

0 < q < 2 angeh~rt. Aus der Viertelebene ~ ~ 1 ,  t :> ~ schneiden wir 
1 jede l~ullstello so= ~ + Tel dutch einen Halbkreis nach rechts (der s o 

zum Mi~telpunkt hat) derart aus, dab erstens jeder Radius < ~ ist, zweitens 

die Halbkreise sich nich~ treffen, drittens der unterste nicht unter die 
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Qrdina~e q herunterreieht, und vier~ens auf jedem Halbkreis, wenn s" der 
obere bzw. s' der un~ere Endpunkt ist, 

arc ~(8) <: arc ~(s") + 1 bzw. arc .~(s) > arc ~(s') - -  1 
1 

ist~ Es bezeichno G das fiobie~, welches aus dem Halbs~reifen -~ ~ a ~ 4, 

t :> q dutch Weglassung jener Halbkreise entsteht, log ~(s) is~ in G (inkl. 
Rand) regal~ir. Auf dem linken Rand (inkl. der halbert Kreisperipherieen) ist 

d . h .  
~ log ~(s) < k z (log(t + 2)) ~ bzw. -- ~log~(s)  < k 7 (log (t + 2))o; 

auf dem unteren und rechten Rand ist 

I ,~ log ~(s) I < k~. 
A19o ist auf dem ganzen Rand yon G 

~log~(s) < k, (log (t + 2)) �9 bzw. -- ~ log ~(s) < k 9 (log (t + 2)) ~. 

a 
Fttr ~ :> u ist bekannflieh bei wurzelfrei waehsendem t gleichm~iBig 

~log {(s) = O(logt); 

~,egen der Annahme der Riemannsehen Vermu~ung gil~ dies also im Innern 
~on ~ gleiehm's bei stetig waehsendem t. 

Nun werde 
g(s) ~-- e - ' '~ bzw. g ( s )  = e '1~162 

gesetzt. D~nn is~ atff dem Rand yon G 

I~(s) t < e ~'(~~ 
im Innern 

Jetzt wrstehen wit unter logs resp. (logs) c den in der yon 0 resp. 
1 bis -- c~ aufgeschnittenen Ebene regul~ren Zweig, d~r f~ir s ) 1 posi~iv 
ist. Dann ist auf dem Rand yon G und im Innern g le ichm~ig  

logs ~ log t % 0(1), 

Oogs)o.~ (logt)o+ O(~og~)o-~). 

&uf dem Rande und im Innern ist also durehweg 

2(iog (t + ~))~ + ~,, > ~ (logs)' > ~ (~og(~ + 2))o-- k~.  

Ws setzen ~un 

g(s) o h(s) = ~ o ~  ; 
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dann ist auf dem Raude yon G 

I g(8) I 

< e~, (lor (t-e~)) r ~, (lo~ (~ + s))~ + s k, ~,~ 

im Innern 
I h(s) I < ehol~176 %~k,a,~ 

= o ( t ~ , . ) .  

Naeh dem bekannten Satze der Herren Phragmdn und Lindellis (vgl. z.B. 
I t S. 316) ist daher im Innern 

Ih(s) l < 7r 
folglich 

lg(s)  l = l h(s)[~ "~'~'(~~176 

iR log g(s) < lq~(log (t + 2)) o. 
Das bedeutet 

.~ log ~(s) < k,,(log (t + 2)) ~ bzw. -- ~ log ~(s) < ku(log (t + 2))*; 

2 dies gilt in G, also speziell im Gebiet 3 ~-~ a ~ 4,  t ~ 2. 

Die Anwendung der bekannten Carathdodorysohen Ungleiehung auf 

7 ergibt da- die Kreise mit dem Mittelpunkt 2 + t i  und den l~adien ..~ 6 

her f i i r t  ~ auf der geraden Streeke yon ~ + t i  bis 2 + t i  

5 7 

0 llogC(s) t __< logC(2) + log~(~ )~  + 2k.  o g ( ~ + 2 +  y 
6 6 

< k15 (log t) ~. 

Folglieh ist in der Viertelebene ~ _~-~, t ~ 2 

t log ~(s) ] < k,6 (log t) r 
a 5 also wegen c < y ftlr alle hinreichend groBen t und (~ ~ ~- 

1 

I log ~(s) l < 0og t)~ 

im Widerspruch zu Satz I (ngmlich bei der Wahl ~ =  1 ) .  

Damit ist der Satz lI  bewiesen. 
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w  

Es sei v eine ganze Zahl ~ 1  und lest. Fiir a > l  ist 

1,)~ d ~ log ~ (s) 
f ,(s) .= (-- , 

, ~  m~ - 1 log~p 

Da diese Funktion ftir s = 1 einen Pol  v *~* Ordnung besitzt, trod fiir 
positiv unendlieh werdendes s ihr Produkt mit ( s - -1 )"  gegen 0 strebt, 
so gibt es eine positive Konstante K s = ~ l ( v )  derart, dag fiir s > 1 

K, 
f,(s) < ( , _  

ist. Wir wollen nunmehr aus der Riemannsehen Vermutmng don folgenden 
Satz beweisen. 

S a t z  III: Bei jedem ganzzahligen v ~_ 1 ist au f  der Geraden a = 1, 
d. h. fiir s =  l + ti  

d ~ log ~(s) 
ds~ = 0 ((log log tF). 

Bewe i s :  &us der Riemannschen Vermutung folgt bekanntlieh (vgI. 

z. B. IV) ftlr a ~ 
- - 3  

log ~(s) = O(log t); 

2 1 5 
daher ist fiir a ~ y + ~ - = = y ,  da ja v lest ist, 

t d'log~(s) 
t f,(s) I = ds" 

~! Max. yon I log ~(s) ] auf dem Kreis u m s  mit dem Radius 1_. 
_<_ 

= 0(logt) .  

Es werde nunmehr angenommea, der Satz III  sei ffir ein v falsch. 
Dann g~be es eine unendliche Folge yon Zahlen t,, > 3 mit lira t,,, = oo 

~----.r 

derart, dal~ die dutch 

[f,(1 + t,,i) i = a.( log log t,)" 

deibaiert;e Zahl ~ mit n ins Unendliehe wiiehs& 
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Wir k~5imt.en alsdann filr alle hinreichend groBen n den Hi]fssatz 3 auf 

E(s) ~ f ,  (s), 

So= ~'- + t~,i, 

r~-~ ~---"-- 1, 
2 

t n 5 

r S ~  2 6 ~ 

M~* = K~ (log log t,) ~ 

anwenden. Denn fiir alle hinreichend grol~en n ist erstens 

0 < r 1< r~ < r , <  2rl, 

sowie MI* > 1; zweitens f ,(s) im Kreise I s - s o l  <=r s regul~ir; drRbns 

< x ,  (log log t J,  
-~ MI*; 

viertens, da der Punk~ 1 + t,,i avd dem KreJse ! s - - so l  = r~ liegt, 

M~ ~ ~,, (log log tJ" 
> K~ (log log tJ" 

Nun ist aber 

und 
1 1 

r s - -  r 1 -6- + l o g  l o g  t n 

r 2 - -  r x 1 
l o g  l o g  $~ 

1 
> T log log t,,. 

Der Hilfssatz 3 ergibt also ffir alle hinreichond grol~en ~ 

. , I log log t n 

Ms > ~K,] 
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k u f  dem Kreis I s -  Sol= r~ liegt daher ein Punk~, in welchem 

I t;(s) I > (log l~ 

ist. Die Abszisse dieses Punk~es isi ~ 5 ;  seine Ordinate lieg~ zwischen 

-~-+Tt~ 5 und ~ - - -  ~ - . 3 t ~  5 Die Ordinate wird also mit n unendlich; wegen 

2 
t, > T t ist in jenem Punkte 

1 . Ct~ 
7"5 l o g  

h h > (log 

also far alle hinreichend grol~n n 
1 a" n 

I f, (s) I > (log t) 1-~ log < .  

Da abet r mit n ins Unendliche w~chst, so widerspricht dies der obigen 
5 

ftir a _> -d- giilfigea Gleiehung 

f~(s) = 0 (log t). 

Dami~ isi der Satz III bewiesen. 

Dnreh diesen Sa~z III ist es uns, wie in der Einleitung erw~hnt, 
gelungen, unter Annahme der Riemannsch'en Vermutung fiir alia v ~ 1, 2, 3,.-. 

d ~ log g(s) auf der die wahre Gr~iBenordnung tier Funktion f~(s)= (--1)  ~ ds~ 

Geraden a ~ 1 festzustellen. Wir haben ni~mlich frtiher ( I I I ,w 2) bewiesen: 
Es is~ fiir a > 1 

f,(s) + o ((log log t)*); 

d. h. es existier~ ein K~ = K~(v)> 0 derar~, dab die Ungleichung 

[f~(s) l> K~ (log log t) ~ 

ffir jedes v i m  Oebiete a > 1, t > v eine LSsung besitz~, und hieraus 
k~ianen wir dutch die folgende (nnserer i~lteren aus I, w 5 naehgebilde~e) 
SchluSweise ableiten, da$ aueh auf der Geraden a = 1 

f (s) + o (dog log 
is~, genauor, dab 

lira sup I h (1 + ti) I 
t= oo (log log ,)v ~___ K~ 

ist. 
W~ire dies n~mlich nieh~ der Fall, so g~be es ein h < K~ derart, da$ 

yon ether gewissen Stelle an, d. h. ffir alle t > 

If, (1 + t i) I < h (log log t)" 
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w~re. v kann dabei > 3 angenommen werden. Wir betrachten alsdann 
im Gebiet 1 < ~ < 2, t > v die dort reguliire Funktion 

h(s) s 
g (s) = 0og log ~y s ~ z' 

hierbei bezeichnet log logs den in der yon 1 his --cxa anfgeschnittenen 
Ebene regul.aren Zweig, weloher fiir s > 1 reell is~, und r ist eine so 
gewiihlte positive Konstante, dab auf der unteren Randstrecke t -~  v, 
1 _ < a ~ 2  und dem rechten Rand ~ = 2 ,  t ~ v  

I g(s)! < h 

ist. Auf dem linken t~and ~ = 1, t ~ v w~ire (hath der zu widerlegeaden 
Annahme) 

I t~(s) I < h (log log t/, 
also wegen der dort gtiltigen Ungleichung (vgl. z. B. I~ w 5) 

1 log log s I > log log t 

h (log log t) ~ ] a q- ti ] 
!g(s)! < Oog~o~t)" i r  

< h .  

Also ist auf dem ganzen Rande des Gebietes 1 _< a _< 2, t ~ 

l.q(s) I < h. 

F~ir 1 _< a _< 2 ist gleichmi~Big (vgl. I, w 5) 

lira ilog l_og s_j 1 
t=~ log logt = " 

Wegen der im Innern des Streifens gleichm~tBig gtiltigen Kelation 

lh ~ d"log ~(s) 
f,(*) = ( -  ~ a 7  

= o(~)  
ist daher dor~ gleiehm~Big 

o ~ ~ g(s) = (ilog log t)" ) 

= o(~) .  

Der Phragm4n-Lindel~ffsche Satz ergib~ also im Innern des Gebietes 

l a(s) I < h, 
d.h.  

]f,(s)l s  5_~ [loglogs[~. 

Mathematische Annalen. LXXIV. 2 
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Der Quotient der rechten Seite durch (log log t) ~ hat bei t = oo gleieh- 
mii~ig ftir 1 < a ~ 2 den Limes h; also wiire gleichmiigig fiir 1 __~ (~ _< 2 

lim sup tf~(8) i < h ;  ~=oo (log log t)" = 

dies giilte also gleichmiigig fiir ~ > 1, was wegen h < K S einen Wider- 
spruch darstellt. 

Also ist, wie behauptet, 

5(1  + ti) + o ((loglog tF). 

Wit gehen nun zur Betrachtung der GrSgenordnung der Funktion 

1~ ~d~l~ in der Halbebene a ~ 1 fiber. Wie oben erw~hnt, f,(s) = ( -  , 

ist einerseits fiir r ~ 1 
L(s) + o Oog log t)9. 

Andererseits folgt unmittelbar aus der fiir a = 1 bewiesenen Abseh~tzung 

f,(s) = O((loglog tF), 

d. h. aus der f i i r t  ~ 3 gfiltigen Ungleiehung 

Is + ti)] < Ks (log logt) ~, 
dag auch flit a ~ 1 

f, (s) -- 0 ((log log t) ~) 
ist; denn sonst h~it~e die Ungleichung 

lf~(s) I > (Ka + 1) (log log t) ~ 
bet jedem ~ in der Viertelebene a > 1, t > �9 eine Liisung, und hieraus 
wfirde nach dem vorangehenden Beweis fo]gen, dab 

lira sup ! f,,(1 + ti) l ~ J~3 + 1 
t= .o --(log log t) ~ 

wgre. 
Aueh fiir a > 1 gilt daher das oben fiir d =  1 gefundene Resuliat" 

d~log:(s) { ~  O((loglog t)'), 
ds~ o ((log tog tF). 

w  

In diesem Paragraphen wollen wir aus dem Resultate des w 3, also 
~nter u der Riemannschen Vermutung, einen Satz fiber Dio- 
phantische Approximationen ableiten. 

Es seien die _hr reellen Zahlen 01, ~ , ' "  ", ~v, sowie die ganze ZahI 
q > 1 beliebig gegeben. Dann hat Kronecker bekannflich bewiesen: Es 
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gibt ein t im Intervall 1 ~ t ~  q~, welches nebs~ gewissen N ganzen 
Zahlen gl, g~,'" ", g~ die N Ungleichuugen 

try2 --g2 ] < q ,  
, o o �9 o . 

1 

befriedigt. 
Dutch Anwendung dieses Satzes auf den speziellen Fall 

q = 6  

(we ~o~ die ~t te Primzahl bedeutet), we also die Ungleiehungen 

I ( n = l , 2 , . . . , N )  

durch ein t des Intervalls 
1 ~ t ~ d~ e'~v 

(nebst zugeh[irigen ganzen y~) befriedigt werden, haben wir in einer 
frfiheren Arbei~ ( I I I ,w  2) das schon oben erw~hnte Resul~at bewiesen: 
Es ist fiir a ~ 1 

r (s) =~ o (log log t). 

Nun haben wir in w 3 der gegenwiirtigen Abhandlung andererseits aus 
tier Riemannschen Vermutung abgeleitet~: Es ist~ fiir 6 > 1 

~'2) = 0 (log log t) .  ; (s) 

Wit  wollen nunmehr umgekehrt aus diesem Resultate fiber die Zeta- 
funktion einen Satz iiber die obigen speziellen Diophantischen Unglei- 
chungen herleiten, niimlich den 

Satz  IV: Es gibt zwei positive absolute Konstanten a 1 und a~ mit 
folgender ~igenschaft. Wenn die N Dio2hantischen U, ngteichungen 

1 = 1, 2 , . . . ,  I t l ~  <-6- 

dutch die Zahl t ~ 1 befriedigt werden, ist 

t ~> e a~a2 . 

Vor b e m er k u n g: Die obigen N Diophantischen Ungleichungen, welche 
nach Kronecker fiir alle ~ eine L(isung im Intervalle 1 _~ t ~ e a~ N, be- 

2* 
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8i~zen, haben also, wenn die Riemannsche Vermu~ung richtig ist, ftir kein  

eine Liisung im Intervalle 1 _~ t _~ e ~.~v~. 

Beweis :  Es ist f(ir a > 1 

~" (s) " ~  log 1o 
~(s) ~.~ ~-~'~ 

Zl~ iv + 9(s), 
P 

1 
wo D(s) eine ftir a ~ y absolut konvergente Dirichletsche l~eihe is~; 

speziell is~ also ftir a ~ 1 
D(s) = 0(1). 

Es sei der Satz IV falsch. Dana wiirde offenbar zu jedem e > 0 eine 
ganze Zahl h r = hr(a) _~ 2 derart existieren, dab die .N" Diophantischen Un- 
gleichungen 

i (n = 1,2, . . . ,hr)  I t l o g l ~ - - g ,  r < V  

1 
dureh ein t des Intervalles 1 _~ t N ~ e 'v~ erfiili~ sin& [Denn sonst; hi~t~e 

ein gewisses a----~ o die Eigensehaft: Fiir alle _hr~2 ist jedes t ~  1, das 

jene N Ungleiehungen befriedigt, > 1 er,O; fib alle hinreichend groBen h r 
eO 

(d. h. fiir .ST~ iV1) ist jenes t folglich > e ~z ; bei passender Wahl eines 
a 1 ~ 0  wKre also fiir alle _~r~ 1 jenes t (da t ~  1 offenbar wegen 

log2 ~ 0,6 �9 �9 �9 nieht zuliissig ist) > e~, ~ ; die Zahlen a 1 und a~ = ~Q- 

wiirden also den Satz befriedigen.] 

Wir werden zeigen, dab diese Annahme zu einem Widerspruch mit 
dem Result~ab 

~'(') ---- 0(log log t) (far a > 1) :(8) 

des w 3 fiihrt;, d. h. zu einem Widerspruch mi~ der Relation 

z l o g p  O(log log t) (fiir a > l ) .  
p 

Es sei a>0 .  Die ganze Zahl ~V=hr(e)~2 und das t=to=to(~)---to(s ) 

auf der Strecke 1 _~ r _~ l e y ,  seien so gewihlt, dag 

i (n -- 1, 2,... ,  N)  I t~176 < T 
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is~. Wir setzen alsdann it-----tl(~ ) ~- 2=f~; dam~ is~ ffir 1 s  N 

also 
1 

cos (t, log 1%) > ~ .  

Es sei ~ eine positive Zahl~ fiber die wit spgter noch verffigen w~ 
den; wir betrachten die Funktion 

f(,) = ~ + ~ ~og~. 
pf, 

im Punkte 1 + 6 + t l i  , wo t 1 das obige tl(~ ) bedeutet. Daan ergibt si, 

/ " 
I f ( l + ~ + t l i ) l =  1 +~.._1+~§ 

n = l  F n  

n = l  [ ~= . ,V+ l ~ n  [ 

* 2 log_~,, cos ('1 log_v,,) ~ log_~,, > -g --t- :~.u -- .r =,+,r 
. = 1  iUn a=2/+1 ae~ 

( " 2 1 . ~ log.p~'~ log p~ 

. _ - , . 1 , .  

=--1 1 + ~5 p ~ - ~  - - ~  ~-~-s~ ' 
I1 ~ = 1  ~ / n = N + l  r .  

Nun ist ftir r > 0 bei passender Wahl einer positiven absoluten Km 
stanten a~ < 1 

~ log/% a s (1 "t- ~) 

und nach Tschebyschef ftir x ~ 1 bei passender Wahl eines a 4 > 1 

a(x)  = , ~  log/0 < a~x. 
p-<x  

Daher ergibt sich 
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a l so  

I f ( l + d + t ,  O t >  
*' =p.y  + 1 

~,):' - -  & ( v  - -  1) 
v l + O  

~,(, + ~) a o(~) (;-+ :,, +,, = = ~  - -  -=-  - ~ - + - a  - -  + 

r = p  X 

1 4 - t  

> ---,a-a . . . . .  -~- ~ ga 
V=PN �9 

> a ,O+a)  Sa, O + a) , ;U~u 
~ 8  2 i + b  

P~V 

, .  a s ( l + ~  sa , ( t+a )  1 

_es,,~ a,(t + a) 2 - -  
anP,V] 

2> - --4-8 - - -  ( 2  a, N~ ] ' 

~" ( 2 -  Ga, ~ ] f ( l+~+t~i) i> 4~ a, XO/" 

lgmlmehr w~.hlen wir ~ =~ 8 ( N ) ~  ~(~) so, da~ 

aa 
ist; d. h. wir setzen 

�9 . log(6a,)-- log as 
log N 

was > 0 iet. Fllr dies 8 ist 

a s !f(I +e+t,i)l > ,~ 

-= a~ log N, 

wo a~ eine positive absolute Konstante ist. 
Wegen 

2 ~  < t~ < e ~'' 
ist 

log log t I ~ 6 log N, 
also 

a~ log log ft. 

F~Ir jedes m > 0 ist also die Ungleichung 

a 6 If(s) i > ; - log  log t 
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im Gebiete ~ > 1, t _> 2~  15sbar, was mit 

2 logp~ _ 0 (log log t) (far ~ > 1) 
= i P i l  

in Widersprueh steht. 

w  

Es werde wie bisher angenommen, dab die Riemannsche Vermutung 
wahr sei. 

1 
Fiir jedes a' > T is~ bekanntlieh, wie schon erwiihnt, in der Halb- 

ebene ~ >_ d gleiehmigig 

log ~(s) = O0og t). 
1 1t' Herr  Littlewood ( I V ) h a t  fiir ~ <: ~ 1 in der ttalbebene a >__ a' sogar 

mR jedem ~ > 0  
log ~(s) = O((log t) ~(~-"')+') 

bewiesen, wihrend fiir e ' >  1 in der Halbebeno a ~ a' 

log ~(s) = o(1) 

trivial ist. Andererseits haben wir in w 1 die Exisbnz einer positiven 
1 6' absolu~en Konstanten a bewiesen, sodag fiir ~ < < 1 in der Halb- 

ebene a ~ 6' 
log ;(s) =1= o((log O 'm-  ~ 

ist; fiir a ' ~  1 ist in der Halbebene ~ ~ a' bekanntlich*) 

log ~(s) + o(1). 
1 

Wi t  definieren nunmehr v = v(e ')  fiir a ' >  ~ als ungere Grenze der ~, 

ftir welehe in der Halbebene a ~ ~' 

log ~(s) = O(dog t) 0 
1 

ist; naeh dem Gesagbn ist v fiir jedes a ' >  T eine endliche ZaM derar~, 

dag ffir jedes e > 0 
log g(s) = O((log t) '+9 

und 
bg  ~(s) + o(.(bg t),-.) 

ist; ftir a'__> 1 is~ naeh dem Obigen 

~,(~') = 0, 

*) D e nn sonst wire lira log ~ (~'+ 1 + t ~') ~ 0, also lira ~(d + 1 + ~| ~ 1, w'ihrend 

aus der Beweismethode des w 1 der Arbeit I sofor~ 
lira sap I ~(a'+ 1 +t~)] = ~ ( d + l ) > l  

folgt. 
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1 a '  
wi~hxend fiir 2 < < 1 nach dora Obigen 

v ( d )  > 0 
ist and die Ungleichungen 

a ( : -  ~,') __< ~,(~') _< 2(1 - ,~') 
erfllUt. Offenbar nimmt v(~') mit wachsendem ~" nie~Is zu. 

Wit behaupt~n nunmehr den 
1 definie~e F u n k t i o ~  ~ , ( d )  ist eine lwn- t t i l f s s a t z  5: Die fiir a" > y 

vex.  Fun~ion.  
1 

Vorbemerkung: Die Behauptung lautet: Wenn -~ <: al < a~ ~ a a 

und dsbei a~ ~- o~ +~ ,  ist, so ist "2 

1 

B e w e i s :  Wir wenden den Hilfssatz 2 filr alle ~ ~ 2 a s  an auf: 

F(s) ~ log ~(s), 
t 

s o = -~- + ti ,  

t 
rt ---- -s- --  a,, 

r, = -~- --  as, 

$ 
r s = u  a~. 

Die Vomussetzungen jenes Hilfssatzes sind offenbar e r f f i l l t ,  da 

0 < r ~  < %  < %  

ist, uad der Kreis I s - s o l  ~ % don Punkt 1 nieht ent3x~i,lt;. Wegen der ftir 
jedes , > 0 g~Itigen Relationen 

= o (0o  § 
-- 0 ((log t)'(~ +') 

tmd 
- ~176 

- -  0 (( log t)'(", )+') 
ist nseh ttilfssstz 2 

]off ra �9 log r, 1o ~ r, 
M ,  ~ "~1 r , '  r, M8 g r , :  lo, r, 

io, ~-' § ,-, [ ("(".)+') _ {~ xog ~ \ 

log ;= log ~_* l 
- 0  (log t) , ,-~,j 
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Nun ist aber wegen 
lim r , -  r, = O, 
t = ~  r i  

und 

einerseits 

r .  - -  ~'1 lim . . . . . . . .  0 
l = ~  r l  

lim r, -- r, = 0 
t = ~  7'1 

log rs log ( 1 +  rs-- q) 
lim - - -  r~ = lim r 

r 1 1" t ] 

= lim rs - -  r ~  . r ~  

andererseits 

~ - -  O 1 

1 
2~  

r I 

lim - r ~ l i m  
t=** log rs t=| log (1 + r , - -  r,) 

r 1 r l  

= lim r ' - - r l  
t = o o  FS -- rl 

ffS -- GI 

1 

2 

Daher ist 

~, = o (0og ~)('c'~+') ( ', +')+~'c~ (; +')), 
also bei jedem e > 0 

= 

speziell auf der Streeke as + ti bis 2 + ti ist also gleichmiiBig 

log ~(s) = 0 ((log t) -~ ( ' ( "+"( ' ) )+ ' ) .  

Dies gilt also in der Halbebene a ~ a~ gleiehmiil3ig, womit 

v ( , , )  < 1 = ~- (v(~9 + v(~8)) 

bewiesen ist. 
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Aus dem bewiesenen Hilfssatze 5 folgt nach einem bekannten Satze 
1 fiber konvexe Funktionen, dal3 ~(~') fiir 6 ' ~  ~ stetlg is~. Aul~erdem ist 

1 fiir ~ - ~ 1  ~ ~ ~ 1 
> 

denn aus der Konvexit~ folgt 

__< 

wegen v ( 1 ) =  0 < ~(s,) ist daher 

Dies letzte Resultat; (n~imlich, dab das Gleichheitszeiehen ausgeschlossen 
is~) wird fiir das Folgende yon ausschlaggebender Bedeutung sein. 

1 H i l f s s a t z  6: JEs sei -~ ~ a~ < a 2 ~ 1 .  Dann gibt es eine Zahl 

fJ = ~p(al, ~ )  > 0 mit folgenden Eigenschaften. In  der Viertelebene a ~ ~.~, 
t ~ 3 ist bei passender Wahl einer konstanten, d. h. yon ~ und t nicht 
abhgngigen ~vositiven Gr6fle K = K(a~, V) 

Ir l < e 
w~ihrend fi~r kein k ~ 0 ir, der Viertelebene ~ ~ ~1, t ~ 3 durchweg 

ist. 
Beweis :  Wir werden zeigen, dal3 die Zahl 

~P=T 
diese Eigensehaft hat. 

Wegen 

ist fiir 6 )> ~. gleiehm~l~ig 

log ~(s) = O((log t)~), 

also bei passender Wahl yon K ffir ~ ~ ~ ,  t ~ 3 

Ilog ~(s) l < K(log t)w, 

( er(~og 0 ~. 

Andererseits ist fiir ~ ~ ~---~ ~--~ wegen 

log ~ (s) ~ 0 ((log t)~'); 

zu iedem k ' >  0 existier~ daher eine Zahl ~ ' §  t ' i  derar~, dag 
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t '>~7  

]log {;(s') [ > k" (log t')w 

ist. Wir wenden nun die Carathgodorysehe Ungleiehuug 

2,- 

wo A das Maximum yon ~ F ( s )  fib I s - - s o ] =  r bedeutet, auf die Funk- 
tion ~(s) = log ~(s) und die Kreise mi~ dem Mitblpunk~ s o ~ 2 + t ' i  und 

den Radien ~)~-2 *t + *~ und r ~ 2 - - a l  an. Dann ergibt sieh ftir 
2 

t s -  sol ~ q, also speziell im Punkte s ~ ~ ' +  t ' i  

r 

Es liegt also auf dem Kreise Is--sol ~ r ein Punk~ o"'+ t" i  derart, dab 

!R log ~(a" + t" i )  > ~(~---~i--:-~) ~ tl~ t')v' -- ~(~--~')_~, _ ~, log ~(2) 

ist; seine Abszisse a" ist ~ al; seine Ordinate t" ist ~ t ' - - ( 2 -  a 1) und 
____<t'+(2--a~). Es ist daher t " > t ' - - 2 _ _ _ 5  u n d t ' > t " - - 2 .  Zujedem 
k ' >  0 gibg es also einen Punkg a " +  t " i  derart, dab a = 1, t " > 5  und 

~R log ~(a"+ t" i )  > qk" (log (t"--2))w -- c~ 

ist, wo c ~ > 0  und c ~ > 0  nur yon a~ und a~, nicht yon k' abhiingen. 
Hieraus folgg aber unmittelbar, dab es zu jedem k > 0 einen Punkt 
s ~ a + ti  im Gebiete a __>_ al, t ~ 3 derarg ~bt ,  dab 

~R log ~(s) > k (log t)% 
d . h .  

t~(s) l = e~lOgr 
> e~(i~ * 

ist. Dami~ ist tier Hilfssatz 6 bewiesen. 
Wir gelangea nunmehr aus der Riemannschen Vermutung zu dem 

wichfigen 

Satz V: Es sei l < c c < f l < l .  Dann ninzmt ~ (s) im Streifen u < a < fl 

jeden Wert aufler 0 unendlich oft an. 
Beweis:  Es is~ also zu beweisen, dal~ bei gegebenem v >_ 3 die Funk- 

~ion ~(s) im Gebieb a < a < fl, t > v jeden Wer~ auBer 0 annimmt. 
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Nach dem Hilfssatz 6 gibt es eine Konstante 

, , 

. + r  
derart, dal~ bei passender Wahl  yon K > 0  im Gebiete o ~ - - ~ - - ,  t ~ 3 

ist~ w~hrend es keine Konstante k > 0 gibt~ sodaB im Gebiete 

durehweg 
I ~(s) I < e ~(1~ 

is~. 
Wir  erinnern nunmehr an den folgenden yon Landau herrtihrendent~- 

funk~ionentheoretischen Hilfssatz (.I, w 6): Es  sei F ( s )  [iir t s - -  sol < r r e -  
guldr, ~ a u n d +  b, we a und b zwei verschiedene Konstanten sind. ~Es se~  
O < @ < l. 3)ann ist fiir l s -  so l ~ # r  

Dlog(IF~,~o) + 2) 

IF(s )  l < ~  ~-  ~ , 

we I ) ~  D (a, b) bei [esten a, b eine_positive absolute Konstante ist, d . h .  
nicht yon F(s ) ,  so, r, ~ abMingt. 

Es werde angenommen, der Sa~z V sei falseh; dana giibe es zwei 
Zahlen a = 0 und b ~e 0 derart, d ~  fiir a < a < fl, t ~ v bestiindig 

~(s) + a 
und 

~(~) + b 
is~. Wir  wenden nun den genann~en ttilfssatz an auf: Die Funktion 

F(s)  = ~(s), 
den Punk~ 

~ + ~  
s o ~- -~--- + ti ,  

we t ~ v q - ~  ist, den Kreis 

I S - S o  t < L ~  ~ r 
und die Zahl 

1 
2 

Die Voraussetzungen des I-Iilfssatzes sind, da das Kreisinnere I s - - s o l d  r 
dem 0ebiete a < a < fl, t > v angehSr~, offenbar erftillt Der Hilfssa~z 

ergibt also fiir I s - - s0 [< :  ~ r  = , also insbesondere auf der horizon- 

~alen St:reeke ~ + ~ ~ - - "  ~ + ti bis -4-ti die hbseh~tzung 

I~(s~i < e '~w~ :~,o)I+~) 
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Bei Benu~zung der ffir a ~ ~-~--#, t ~ 3, also insbesondere ffir a = - -  

t ~ v + -W- gfil~igen Ungleichung 

ergib~ sich also im Gebiet 

~,+# # - - , ~ < ~ g ' ~ + #  t ~ + #  - ~  
2 r - -  ~ - -  2 

~ + ~  
2 

die Absch~i~zung 

< eK,(I~ ~, 

wo K1, sowie in der Folge K 2 trod K 8 posRiv ist und nicht yon s abhiing~. 

Hieraus folgt unmi~telbar, da$ ffir ~' +~ t~ #--4" ~ a _< --~--, '~ + # t > 3  

isk Wail aber ffir ~ >  ~'4-# t ~  3 _ T I  _ 

l < e ')~ 

im Gogensatz zu der Tatsache, da5 fiir kein k > 0  im Gebie~ a ~ a ~ #  #--a 

t~_3  
[ r l < 

ist. 
Dami~ ist der Sa~z Y bewiesen. Er lehr~ offenbar, da$ unter An- 

nahme der Riemannschen Vermutung ~(s) ffir jedes e > 0 im Gebiet 

~ - =  y + ~ siimfliche Wer~e unendlich of~ annimmk 

SchlulL 

Aus den Betrach~ungen der vorliegenden Abhandlung wollen wit noch 
eine neue Eigenschaft der Zetafunktion s die sicher richtig ist, mag 
die Riemannsche Vermutung wahr oder falsch sein: .Es existiert eine reelte 
J~onstante c derart, daft ~(s) fiir jedes ~ > 0 .ira Streifen c - - e <  r < c  + e 

jeden Weft  unendlich oft annimm~. In der Ta~ sol 0 diejenige Zahl _>__ ~ ,  

flit welche ~(s) bei jedem e > 0  zwar in der H~lbebene a > 0 - - ~  un- 
endlich vielo Nullstellen hat,  in der Halbebene ~ > 0 + ~ dagegen nicht; 
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wir behaupten, dab c = 0 die erw~hnte Eigenschai~ hat. Denn entweder 
ist 0 ~ 1; dann erh~l~ dis Beweismethode der w167 1 und 5 offenbar, dab 

jeden Wert aul3er 0 unendlich of~ ~(s) im Streifen 0 + - ~ - < ~ < ~ + e  

annimmt, und die Behauptung ist richtig. Oder es ist 0 ~ - i ;  dann folgt 
die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar daraus, daft Bohr (Uber alas 
Verhalten vo~ ~(s) in der Hatbebene ~ :> 1 [Nachrichten yon der KSnig- 
lichen Gesellsehaft der Wissenschaf~en zu GSt~ingen, mathem~tisch-physi- 
k~lische Klass% Jahrgang 1911, S. 409~428]) bewiesen hat: ~(s) nimm~ 
ffir 1 ~ ~ < 1 + e jeden Weft auger 0 unendlich oft an. 

GSt t ingen ,  den 12. November 1912. 


