
Fm~xx Bma~srs~. Geometr. Wa~eheiml. u. b ~  Arithmetisiarbarkeit. 585 

~ b e r  geomet r i sche  Wah~scheinl ichkei t  und  ~ber  das Axiom tier 

besch r~nk ten  Ar i tbmet i s i e rbarke i t  de r  Beobachtungen .  

Yon 

~L~x BERNSTmlN in G~ttingen. 

Gelegenflich des Beweises eines Satzes, dessen ich in meiner Arbei~ 
,,~ber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus der Theorie der 
STakularst~rungen herriihrendes Problem" (Math. A,n. 71, S. 417- ~39) be- 
durfte, habe ich bemerkt, dab derselbe zum Tefl in 1Jbereinstimmung, zum 
Tell in Widersprueh mit einem Satz yon E. Borel sich bef~ude, und einen 
Einwand gegen den Beweis yon E. Borel s Ich werde in dankens- 
wetter Weise darauf aufmerksam gemacht, dal~ der Widersprueh der Be- 
hauphlngen nut seheinbar ist.*) Andererseits bleibt mein Einwaud gegen 
den Beweis yon E. Borel, der darin bestand~ dab bei der Anwendung des 
Theorems der zusammengesei~zten Wahrscheinlichkei~ die wichtige Tat- 
sache der Abh~iagigkeit der vorliegendem Wahrscheinlichkeiten fibersehen 
sei, unver~indert bestehen. 

Bezfiglich der Automchaft dieser Wahrscheinlichkeitss~tze mSchte ich 
noeh bemerken, da~, wie ich nachtr~iglich gefunden habe, die fragliehen S~tze 
bereits yon Gyldgn ,Brodgn und Wiman behauptet worden sind (vgl. insbe~ 
Wiman, ()ofersigt af K. Sv. Vet. Akad. F6rh. 1900, S. 829). Freilich k6nnen 
die Beweisversuche yon Gyld~n und Brodgn keinen Anspruch auf S~renge 
~b~chen. Dagegen hat, wie ich jetst sehe, Wiman, dem man fiberhaupt die Be- 
griinclung der mengentheore~ischen Wahrschehflichkeit verdant ,  am SchluB 
der zitiexten Abhandlung (S. 840) einen einwandfreien Beweis des einen 
Teiles des in Rede stehenden Satzes-(n~mlich F~ir den Fall der Konver- 

genz yon ~-7~)  gegeben, der yon dem meinigen verschieden ist, und 

denselben auf ein Problem der Sffirun~theorie anknlipfend an 
Gylddn angewendet~ Die Anwendung auf StSrungstheorie, die sich in meiner 

*) Er beruht auf versckledenem Gebrauch dar Wendung ,,yon einem gewissen 
an". Ich beziehe reich damlt auf eine O~esamt3aeit M~, die einem ge~dssen n emt~p "rmh$, 
w~_~end E. Borel eine Ges~mthei~ M~ im Auge ha~, ~ die es ein 8olehe~ ~ #~rt~ 
daft yon diesem an eine gewisse FAgenschaft efffiltt is$. M~+~ umfa~ ~ ,  ut~,M~ 
ist die klr Menge, die alle M~ umfa~t. ~%~, 
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Arbeit befindet, benutzt iibrlgens gerade den anderen, yon mix zuerst streng 
bewiesenen~ Teil des frag~chen Wahrscheinlichkeitssatzes. 

Ich m~hte  diese Gelegenheit benutzen, um zugleich auf die Bemerkungen, 
welche P. Bold zu dem yon mix aufgestellten Axiom'clef beschrRnkten 
Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen gemac.ht hat, in einigen Punkten 
einzugehen. 

Der sachliche Tatbes~and ist dieser, dab bei dem vorliegenden 
mechanischen System der ~int~itt einer bestimmten Erscheinung - -  der 
mi~leren Bewegung w an die notwendige Bedingung gekn~pft ist, da6 
die Werte der Parameter einer gewissen Nullmenge angehGren. Se~zen 
wir nun den Fall, daft bei der Beobachtung der Beweguug des Erdperihels 
z. B. festgestellt worden w~re, dab dasselbe etwa stets nur um ___ t ~ um 
eine gleichi~rmige Bewegang schwanke~ so wQrde nach einer Auffassung, 
die der yon P. Bold ge~uBerten entspricht, angenommen werden, daft 
solehe Verh~tmisss bei der Entstehung des Planetensystems obgewalte~ 
h~tten, dab den Parame~ern gewisse Spezialwerte (in der Nullmenge) 
zaerteilt wurden, welohe die beobach~ete Bewegung zur Folge haben 
muflten. Das yon mir a'ufges~ellte Axiom verwirft eine solche Annahme, 
weil sie ari~hmetische Genauigkeit yon Beobachb~gsdaten implizier~ und 
wfirde fordern, den Lagrangeschen Ansatz*)~fiberhaup~ als unzureichend 
anzusehen~ die gemachte Beobachtung zu erkl~ren. Es wiirde daher ver- 
langen, ~ man andere unbekann~e Ursachen entdecke~ deren Wirkung 
darin bestehen wfirde~ st~ndig die Bewogung des Erdperihels in jenen als 
beobachtet ~*) augenommenen Grenzen zu halten. Auf diese heuristische 
Seite desPrinzips mGchte ich den Haup~wer~ legon. Anderorseits bezeiohne~ 
das Prin~ip auch zugleich die Grenze, bis zu der die arithme%s Ana- 
lyse der Punlr~nenge noch eine physikalische Bedeutnng besitzt~ 

Will man die vorls Betmchtungen auf die Wahrscheinlich- 

keitsrechnung stfitzen~ wie Herr Borel zu t-an vorscld~gt~ so wixd ma~ 
am besten die Bayessche Regel etwa in folgender Weiss heranziehen: 

FRr das Eintreffen irgencl eines Ereignisses E sei zun~hst die Hypo- 
j~r mit der sehr gro~en apriorischen Wahrscheinlichkeit w aufgestellt, 

-~ 9 I~bei wizcl vor~ufig davon abgesehen, wie welt f~ das wlrkliche astronomi- 
sche Problem tier Lag~angesche Ansa~z, dez ~u~ eine N~herung ist, als solehe ge- 
~6gt~ Eine Punktmengenbedingung wird in dem kompHzierteren vo~digen Problem 
ers~ reeh~ zu ~warten seim 
~ ~) Die .Bcobachb~ug eine~ solchen Art dez Bewegung w6rde streng genommen 

unendliche Beobae~tun~d~uez exfoMerm Indessen wfirde das gleiehe ff~ die 
Beobaehtung ~edex Art mechaniseher St~bilit~ gelten un~ nieh~ ist h~figer ,~  solche 
z~l~eh~ E x~.h~.onen der Be obaeh~ng. Im mathemat~sehen Shine effordem sie 
natf~lich ~;Fomulierang e h ~  en~prechende~ Axioms. 
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abet das Ereignis E folge aus derselben mig einer (sehr kleinen) Wahr- 
seheinlichkeig p (sodaB w . p  ebenf~I!~ klein is~), d ~ -  gib~ es st~ts andere 

t t t  Hypothesen H', H ' ;  - . - ,  deren Wahrscheinliehkei~en a priori w ,  w , . . .  

an sich geringer als w sind, aus denen abet das Ereignis E mi~ solehen 
Wahrseheinliehkei~en 1o', p ' , -  �9 �9 folg~, dab w ' p ,  w " p " , . . ,  gr~Ber als wp is~. 

Nach der Bayessehen Regel haben dann diese Hypothesen t t ' ,  t t " ,  . .  �9 

nach der Beobachhmg yon E eine grSflere Wahrscheinliehkei~ a post~riori 
ats H. 

Wenn man also z. B. bei hunder~mallgem Wiiffeln mit einem Wfirfel 
jedesmal das Erscheinen der Eins beobaehtea wfirde, so wiirde man die 
zun~chst vielleiehg gemachte Hypo~hese H ,  der W/irfel sei regular - -  
deren Wahrscheinlichkeit a priori w sehr groB sein kann - - ,  verwerfen 
und sehlieBen, der Wfirfel sei falsch. 

In der Tat is~ die Wahrscheinlichkeit p, hundertmal hin~ereinander 
1 

Eins zu werfen, nut lo ~- gr~ und daher w p  sehr klein, w~fllreud die Hypo- 

these / / ' ,  daBdie  Wiirfelseite mit der FAns leichger sei, vielleicht nur 
sine kleine Wahrscheinlichkeit w' besitzt~ abet doch, da dann p '  nahezu 
Eins wird~ immerhin sine Wahrscheinlichkeit~ proportional w'lo" gewinnt~ 

welches grSBer als w~ooo ssin wirck 

Ebenso wird im vorliegenden FaDe die Hypothese/~ dag der Lagrange- 
sehe Ansatz gilt~ zuniiehs~ eine groBe Wahrscheinliehkei~ a priori w haben~ 
dagegen wird mau fi~r p Null setzen mftssen, und also w p  = 0 finden. 
Daher wixd man jede andere Hypothese H ;  die das Ereignis E der mit~leren 
Bewegung als endlich wahrscheinlich erscheiuen 1 ~  vorziehen, fal|, sie 
fiberhaupt eine yon Null verschiedene Wahrseheinlickkeit, besi~z~. 

DaB man lo gleich Null setzen mug, folg~ daraus, dab die Wer~e 
mi~flerer Bewegung eine Nnnmenge ausmache~ e~-mal wenn man gleiehen 
u im Parametermum gleiehe Wahrscheinliehkei~ gibt, bleib~ abet 
anderersei~s auch dann no~wendig, wenn man im Parameterraum eine s~etige 
Gewieh~sbelegung einflihr~, resp. s~efig zu anderen Parame~ern iibergeht~ 
Die endtichen Wahrscheinlichkei~en dagegen wie z. B. die des l,~ehal~ms 
gewisser Orenzen ftir die Perihelbewegung in begrgnz~er Zeit~ Ja~ngen yon 
tier Wahl tier Gewichtsfunkkion ab. Da aber diese Wahrschei,lle.hkei~n 
a posteriori ~ T. beohach~ sind, so k6nnge man dutch e ine /~ /mu~j ,  fftr 
die meine Formeln eine genfigende Orundlage geben, fes~us~ellen suehen, 
ob es eine geeigne~e Gewichk~funki~on gib~ und ob ~ B. die in der Gs~- 
~heorie fibliche Anrahme~ im l ~ m n  der kanonischen Parameter die Oewieht~- 
funkfion gleieh FAns zu setzen, bier durchfiihrbar is~ 


