
LineareDifferentialgleiehungen unendlich hoher Ordnung 
mit ganzen rationalen Koeffizienten. 

Von 

0skar Perron in Heidelberg. 

w  

Die Aufgabe mad Zusammenste l lung  der Result~te.  

Die yon Herrn Hilb in zwei gleiehbetitelten Arbeiten 1) untersuchte 
Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung soil im folgenden auf neue 
Art behandelt werden. Dabei wird die Laplacesche Transformation nicht 
benutzt, und die bei ihrer Verwendung auftre~enden Ausnahmef~lle werden 
restlos und einheitlich miterledigt. Die Methode ist ganz elementar und 
setzt auch yon der allgemeinen Theorie der unendlichen Matrices nichts 
voraus. Auf eine dritte Art hat. Herr Helge von Koch in einer Arbeit, 
die w~ihrend der Drucklegung der gegenw~rtigen erschienen ist, das Pro- 
blem angegriffen 2). 

Ist f(x) eine ganze (rationale oder ~ranszendente) Funk~on, so l ~ t  
sich in wenigen Zeilen beweisen, dab tier Ausdruck 

lira sup ~ / ~ ) [  

fiir alle x den gleiehen Weft t~t3). Wit nennen itm die Stu[e der 
Funktion f(x). Die Stun kann auch oo sein; doeh besehgNigen wit tins 
in dieser Arbeit nur mit Funktionen endlicher S01fe. 

Man erkennt sofort die Richtigkeit der folgenden S~tze: 

A. Ist f(x) yon der Stufe q, so sind auch alle Ableitungen f(~)(x) 
yon der Stufe q. 

1) Die erste steht Math. Annalen 82 (1920), S. 1~39; die zweite geht der gegen- 
w~rtigen Arbeit unmittelbar voran. 

s) H. yon Koch: Sur les ~quations di~rentielles ~nJ~aires d'ordre ~fini. Arkiv 
fSr Matematik, Astronomi och Fysik 16 (1921). 

~) Vgl. die EinIeitung tier ersten Hilbschen Arbeit~ 
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B. Sind fi(x), f~,(x) zwei Funktionen, deren Stufen ~ q sind, so ist 
alf~(x)-~-a~s ) ebenfalls hSchstens von der Stufe g. 

C. Ist f(x) von der Stufe q, so ist f(ax) yon der Stufe lalq.  

D. Ist fl (x) v o n d e r  Stufe ql, f~ (x) yon der Stufe g~, so ist das 
Produkt f~ (x) f~ (x) hSchstens yon der Stufe g~ -~ g~. 

E. Die ganzen rationalea Funktionen sind yon der Stufe Null. 

F. Die FunkCion e ~ ist yon der Stufe t a]. 

Nach diesen Vorbemerkungen stellen wit im Anschlu~ an Herrn Hilb 
folgende A u]gabe ~): 

In der Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 

(1) ~ g ~ ( x )  y(~)~-f(x) 
~ 0  

sei f(x) eine ganze Funktion hSchstens von der Stufe q. Die g~(x) seien 
Polynome yore h5chstens p-ten Grad 

(2) = + + . . .  + 0, 1, 2 , . . . ) ,  

und zwar mindestens eines genau vom p-ten GradS). Dabei seien die 
Koeffizienten ~;. so besehaffen, dab die p d-1 Fun~ionen 

fiir i z ! ~  q reguliir sind (die Konvergenzradien also grSfier als q). Die 
Fun~ion hp(z) verschwindet, da mindestens ein g,(x) genau vom p-ten 
Grad ist, nicht identisch; die Anzahl ihrer Nullstellen im Bereich ! z l ~  q 
sei n (mehrfache mehrfach gez~hlt). Gesucht sind Integrale der Differential- 
gleichung (1), die ganze Funktionen hSchstens vonder  Stufe q sind. 

Zuni~chst mSgen die Ergebnisse in zwei S~itzen formuliert werden. 
Der erste bezieht sich auf die homogene Differentiatgleichung, d. h. bei der 
f(x)-~ O ist. 

Sa tz  1. Die homogene Di//erentialgleichung unendlich hoher Ordnung 
hat genau n - - p  d-s linear unabhdngige Integrale, deren Stu/e ~ q ist. 

4) Um den Vergldch mit der zweiten Hilbschen Arbeit zu erleichtern, habe ieh 
reich ihr in der Bezeiclmung m5glichst angeschlossen. Doch schien mir eine Index- 
verschiebung zweckm~i~ig, derzufoIge meine g~,(x),h:~(z),(~vx mit den Hilbschen 
g~+l(z) ,  hx+1(z), %,+1,.z.+1 identisch werden; auBerdem ist meine Anzahl n die 

Hflbsche AnzahI n ~- p. 
~) Es ist nieht ausgeschlossen, dab g~ (x) fiir alle hinreichend groBen ~ identisch 

verschwindet, so dab die Differentialgleichung (1) nur yon endlicher Ordnung ist. 
Auch fiir Differentialgleiehungen endlicher Ordnung sind die Resultate dieser Arbeit 
n e u  und nich~ fa'ivial. 
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Dabei bedeutet s die Anzahl der linear unabhangigen im Bereich I zi ~ q 
reguldren Integrale der linearenHil/sdi//erentialgleichung lo-ter Ordnuny" 

(.) 
dz). 

~=0 
- - 0 .  

Naturgemiig i ~  0 ~ s ~ p,  so dal~ mindestens n - - /9  und hSchstens 
n Integrale vorhanden sin& Der zweite Satz bezieht sich auf die in- 
homogene Differentialgleichung und lautet~) �9 

S a t z  2. Die Di//erentialgleichung (1)  hat dann und nut dann bei 
jeder Wahl der Funktion /(x), deren Stu/e ~ q ist, Integrale y, deren 
Stu]e <= q ist, wenn die betre//ende homogene Di//erentialgleichung genau 
n - - p  Integrale hat, d. h. nach Satz 1, wenn die dolt angegebene Hil/s- 
di//erentialgleichung kein im ganzen Bereich i z ] ~ q reguldres Integral hat. 

Das allgemeine Integral y hat dann die Form 

Y = Yo q- C1 Yl -~ . . .  ~- 0~_~ y,_~, 

wo Yo ein beliebiges Partil~ularintegral ist, und y l , . . . ,  y~_~ die Integrale 
der homogenen Di//erentialgleichung sind, die abet im Eall n : p  
natiirlich weg/allen. C~,. . . ,  O,_p sind willk~rliche Konstanten. 

Der zweite Tell yon Satz 2 bedarf, wenn alles andere bewiesen ist, 
natiirlich keines Beweises mehr; er ist nur der Vollst~ndigkeit halber 
hergesetzt. 

Beim Beweis der beiden S~tze geniigt es offenbar, sich au~ den Fall 
q -~  1 zu beschriinken, da der allgemeine Fall, wie man sofort sieht, aus 
diesem hervorgeht, indem man x dutch q x ersetzt. 

0) Diesen Satz hatte ich bei der urspriingliehen (am 2~ 3. 1921 bei der Redaktion 
eingegangenen) Fassung meines Manuskriptes als Vermutung ausgesprochen; der 
Beweis wax mir nur mit gewissen Einschrgnkungen gelungen. Auch Satz 1 hatte ich 
nur damn formuliert und bewiesen, da6 mindestens n--19 und hSchstens n Integrate 
vorhanden sind. Als ieh bald darauf den ganzen Beweis beider SRtze land, habe 
ieh mein Manuskript yon der Redaktion zuriickerbeten und entsprechend abgeRndert. 
Mittlerweile hatte ich Herin Hilb yon meinem urspriingliehen Manuskript Kenntnis 
gegeben, und es ist ihm gelungen, dutch eine Verschmelzung seiner und meiner 
Methode gleichzeitig mit mir ans selbe Ziel zu gelangen (vgl. seine dritte Mitteilung): 
Unsere Beweise der beiden Sgtze stimmen in den meisten Zwischenstationen fiberein; 
doeh werden die einzelnen Teilstreeken auf verschiedenen Wegen durchlaufen. 
(25. 4. 1921.) - -  Herr yon Koch ffihr~ a. a. O. start meiner Hilfsdifferentialgleichung 
die dazu adjungierte ein. Er gelang~, soviel ich sehe, ebenfalls zum Satz 2, w~Jarend 
er an Stelle yon Satz t nut finder, dab mindestens n--j9 Integrale vorhanden sind. 

Mathematische Annalen~ 84. 3 
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w 

Ein Hilfssatz iiber Summengleiehungen. 

Die Grundlage meiner Methode ist der folgende Hilfssatz, 
kiirzlich auf ganz elementare Weise bewiesen habe~): 

Hilfssatz. Die Koe]fizienten der Summengleichung 
Ot~ 

m6gen die Bedingungen er/iillen: 

(i) 
(II) 
(III) 

den ich 

(# = 0 ,  1, 2 , . . . )  

ao -}- bt, o =]= 0 (#  = O, 1, 2 , . . . ) ,  

la.I < G,r 
1 0 < 1 ,  
) 

lira k,,, = O, (Iv) 

(V) lim sup ~/t%l ~ 1, 

so daft ]eden/alls die Funktion 
Oo 

(VI) F ( z ) = ~ a . z "  

im Bereich I z I ~ 1 regulSr ist. Ist n ( ~  O) die Anzahl ihrer Nullstelle~ i~ 
diesem Bereich (mehrlache mehrlach gezdhlt), so enth~lt die allgemeine 
L6sung der Summengleichung mit der Neben~edingung 

limsup l x,,j~<l 

ge'r~u n willkiirliche. K o ~ n ~ n "  C,~ und hat die Form 

Ist M ein geniigend grofier Index, so gibt es eine und nut  eine 
derartige LSsung, ]iir welche die n Unbekannten XM,  XM+I,  o o . , X M + ~ _  1 

vorgegebene Werte haben. 

Hiernach hat insbesondere die homogene Summengleichung 
0o 

(a. + bt,.)x,+.= 0 (tt = O, 1, 2 , . . . )  
~-~0 

~) Uber Sammengleichungen und Poincar~che Differenzengleichungen. Dieser 
Band, S. 1. Der Hilfssatz ist der dortige Satz 2; sein Beweis ist in den w167 1, 3, 4 
enthalten, w 2 ist daffir entbehrlich. 
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genau n linear unabh~ngige LSsungen x. mit der Nebenbedingung 

limsup ~/t x~ I ~ 1. 

Wit bezeichnen diese (falls nich$ n = 0 ist) mit x~ l , . . . ,  x~n trod kSnnen 
sie etwa dadurch festlegen, dal~ wir /fir einen hinreichend gro$en, abet 
festen Index M  :)(100o t 

XM2, XM+:t,~, . . . ,  XM.n--I, = 0 1 0 . . .  0 
�9 �9 o �9 �9 o �9 t t . �9 �9 �9 . . o �9 

',XM~, XM+I,,,, . . . ,  X~+~-t, \ 0  0 0 . . .  1 /  
setzen. 

w  

Beweis der beiden Siitze. 

Naeh der SchluSbemerkung des w 1 diirfen wir q = 1 setzen. In der 
Differentialgleichung (1) ist dann die ganze Funktion f ( x )  hSehstens yon 
der Stufe 1; wenn also 

(4) 

ges~tzt wird, so ist 

(5) 

Gesucht werden IntegrMe y 

(6) 

f ( x ) = ~ ,  ~ x " r !  

l imsup ~/I d, ] ~ 1. 

y =Z_D_*~. 
r !  

der Differentialgleichung (1), deren Stale ebenfalls ~ 1 ist, so daft 

(7) l i ~ , p { / I D . l  < 

sein muB. Da ferner die p-~-1 Funktionen h~(z)  fiir [z[~_~l reguliir 
vorausgesetzt sind, ist 

(8) [ e~z I =4 Gv~" (v~< 1). 

Setzt man jetzt des Integral (6) in die Ditterengialgleichung (1) ein, 
so daft man wieder nach Potenzen yon x ordnen. Dadurch ert~lt man 
zur Berechnung der Koeffizienten D, das Gleichungssystem: 

(9) ~vn~.=~,. (~ = o, ~ , . . . ,  p - ~ ) ~ ,  
~ '~0  

s) Ffir p = 0 fallen die Gleichungen (9) natiirlich weg. 
3* 
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(10) 5~(a,+b.~)D,,+~,=c,, 

wobei die 7 . ,  ar 

(11) 7~ = (~,.~. 

o, 1, 2 , . . . ) ,  

bs~, c,,~ die folgende Bedeutung haben: 

, tzv-1, ~.-1 av-~., o)  ,i ! 
' 1 ,  ' ~ " "  + ~., , 

(12) 

(13) I b m ~  
b u  ~___ t Z r - - l , p - - 1  ~v--2,~0--2 t~r--p,O 

, ~ §  ~ ( / ~ § 2 4 7  + "'" ~ . . . . . . .  ( f i i r v >  1):'), ' ( u + l ) ~ + 2 ) . _ . ( t t §  , -~  

t~! d~ + (14) % --(~+~v)! , v" 

Soweit die hier auftretenden t~ einen negativen ersten Index haben, sind 
sie (lurch Null zu ersetzen. 

Hiernach ist wegen (8) 

t la~,l < Gv ~" b~, 1 ~ P  Gv~'-p 
~ -  ~ - -  # - r  l 

und wegen (14 ) ( 5 ) 
~ / f  ~ . limsup ~%i ~ 1 

Die Summengleichung (10) erfiillt somit gerade die Bedingungen unseres 
Hilfssatzes, wenn wir noch voraussetzen,-dal] ao~ + 0 ist. D/ese Voraus- 
setzung soll vorldiufig gemacht werden, wobei man beachte, dal~ sie yon 
der Transformation, welche den allgemeinen Fall auf den Fall q = 1 
zuriickfiihrt, unabhi~ngig ist. 

Nun untersuchen wir zun~ichst die homogene Differentialgleichung; sei 
also f (x)= O, daher d,  = 0, c, = 0. Dann ist die Summengleichung (10) 
ebenfalls homogen und sie hat nach unserem Hilfssatz genau n linear 
unabh~ingige LSsungen D~ mit der Nebenbedingung (7), well ja jetzt 

or or 

* , = 0  v = O  

ist, also nach Voraussetzung n Nullstellen im Bereich !zl ~ 1 hat. Diese 
nLSsungen seien, falls nicht n = 0 istl~ D ~ ,  . . . ,  D , . ;  wir kSnnen sie 
dadurch festlegen, dal~ wit nach Wahl eines geniigend grol~en Index M 

a) Falls p = 0, is t  b ~  = 0 zu setzen. 

~o) Fiir  n =  0 h a t  (10)  mi t  c~ = 0 n u t  die  t r iviale  L6sung D ~ =  0. Also g ~ t  e s  

auch  keine In tegra le  de r  homogenen  Different ia lgleichung auBer y = 0.. D a m i t  ist  f/lr 
= 0 d e r  Satz  I berei ts  bewiesen,  da  in d iesem Fal l  offenbar  s =1o ist. 
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/DM,, DM+~,~, ..., DM+,~-~,~ /1 0 0. . .0\  
, o o i 

\ D ~ ,  D~+,,~,  . . . ,  DM+n-I,n/ \ 0  0 0 , . ,  1 /  

setzen. Die allgemeine L5sung der (homogen gemaehten) Summengleichung (10) 
mit der Nebenbedingung (7") ist dann 

n 

(16) D,,=~, O~D,,~., 

wo (71,...,  C~ willkiirliche Konstanten sincL 

Nun sind abet noeh die /)Gleichungen (9)zu befriedigenlX), die jetzt 
ebenfalls homogen sind (&. = 0). Setz~ man in diese fiir D~ den Aus- 
druck (16) ein, so ist die entstehende Reihe wegen (7) absolut konvergent, 
und man erhiil~ zur Berechnung der n Kormtanten Cx, . . . ,  Cn die p linearen 
homogenen Gleichungen 

gt 

(17) 

wobei 

(18) 
O ~  

r ~ - ~ Z  Y~,Z .Dry.. 
~'~--~ 0 

Im niichsten Paragraphen werden wir die Koeffizientenmatrix des 
Gleichungssystems ( 17 ) 

~t C001~ 0902~ " ' ' ~  (DOn 

(19) '{i e%1' %~'  "" ", %,~ 
�9 �9 . �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 . �9 

I 1 ~ - - 1 , 1 ,  ~ ' ) ~ - - 1 ,  ' ,  " " " , ('1~,--1,~'$ 

untersuchen und zeigen, dal~ ihr Rang gleich p -  s ist, wo s die in Satz 1 
angegebene Bedeutung hat. Nehmen wit das vorli~ufig als bewiesen an, 
so bleiben von den Konstanten C~ noch n - - / )  q -s  willkiirlich. So groB 
ist also die Anzahl der linear unabhiingigen Integrale (6), und damit ist 
Satz 1 bewiesen. 1-~) 

Wit wenden uns jetzt zu der inlwmog~ Differentialgleichung (1). 

1~) Der Fall p = 0 er/ibrig~ sich~ Denn weil dann offenbar auch s = 0 ist, weiI 
auBerdem die Gleichungen (9)weg~Uen, also keine Bedingungen mehr zu befriedigen 
siad, ist Satz 1 fiir diesen Fall durch die vorausgehenden Betrachttmgen schon 
erle~g~. 

1~) Zungchst nur unter tier Voraussetzung ~o~ ~= 0, yon der wir uns abet in 
w 5 befreien werden. 
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Dann hat die allgemeine LSsung der Summengleichung (10) nach unserem 
Hilfssatz die Form 

n 

D~ = D,,o -~ . .~ C~ D,~.. 

Setzt man das in (9) ein, so ergeben sich fiir die n Konstanten C~, wieder 
p lineare Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix (19)13). Sie sind bekannt- 
lich dann und nur dann bei beliebiger Wahl ddr Werte auf der reehten 
Seite auflSsbar, wenn der Rang p -  s gleich p ist, also ffir s = 0. Da- 
mit ist auch Satz 2 bewiesenl~ 

w  

Der Rang der Matrix (19). 

Es mu$ jetzt gezeigt werden, dab der Rang der Matrix (19) gleich 
p -  s ist. Zu dem Zweek betrachten wit wieder die homogen gemachten 
Gleiehungen (9), (10), wo also d~= 0, % =  0 ist, und fragen, wie viele 
lineare Verbindungen der p Gleichungen (9) durch a l l e n  LSsungen yon 
(10) befriedigt werden. Sind Po, P1, - . - ,  Pv -1 die Koeffizienten einer solchen 
linearen Verbindung, so handelt es sich also alarum, ob die Gleichung 

~ - - 1  r 

~ = 0  r = 0  

ffir a l l e n  LSsungen D~ = D, .  (z = 1, 2 , . . . ,  n) erffillt ist, ob also das 
Gleichungssystem besteht: 

(20) 0 1, 2 , . . . ,  
) .=0  

wo w~  wieder die in (18) angegebene Bedeutung hat. 
Nun bestimmen wir gewisse GrSl~en Pp, Pz+1, --- rekursorisch aus 

dem Gleiehungssystem 

ie--i 

(21) Z~,~.P~-=--~(a._,,@b,,,,~._,.)(~+P)'P~+,, 
t t !  , '  

~ .=0 tt=O 

was wegen ao+b,,o=%v=~ 0 mSglich ist. Setzt man bier fiir y~,  
a,,_,, bin,,_,, die Werte aus (11), (12), (13)- ein, so geht (21) fiber in: 

~ + ~  

(21a) ~ ,  [a._~,,o + ~_.+~, ~ ~ --[- a._:,+~,~. # ( # - -  1) + . . .  
~ = 0  

- 1 ) . . . ( # -  p + 1)]P,,=o 
( - =  0, 1, 2, . . . ) .  

13) Die F~lle n = 0 und  p = 0 erledigen sich wieder oh-he weit~res. 
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Diese Gleichung besagt aber, dab die Funktion 
OD 

(22) = Z  
/ ~=0  

ein Integral der in Satz 1 eingefiihrten linearen Hil~sdifferentialgleichung 
p-ter Ordnung 

la 

dz). 
2 = 0  

ist. Da die Gleichung (23) genau s fiir !z [ ~ 1 regul~ire Integrale haben 
soll, kann man die Gr5Ben Po, P1, -.-, Pp-1 auf s unabh~ngige Arten 
so w~ihlen, dab der Konvergenzradius der Reihe (22) grSBer als 1 wird, 
also 

(24) lira sup ~/i P ,  ] < 1. 

Dann zeigt sich abet, da/3 die GIeichungen (20) erfiillt sind, die daher 
mindestens s linear unabhgngige LSsungen haben. In der Tat verbiirgt 
die Ungleichlmg (24) die absolute Konvergenz der nachstehenden Doppel- 
reihe, so dab die vorgenommene Gliederumstellung erlaubt ist, und man 
erh~lt : 

~o-~2,,P2~ Z (Zy,~D )Pz (nach (18)) 
2 = 0  2 = 0  v = o  

o~ p - - 1  

v =O  2 = 0  

~---ZZ(a+,_,,--~-b,,,,,_,.) (lz+p)' P~+,,D,.~ (nach (21)) 
, / ~ !  , 

v = 0  / x = 0  

r  Oo 

: - Z  ( Z ( o , +  <'+'>' o, 
F = 0  ~ = 0  

da ja die innere Summe versehwindet. Da die Gleiehungen (20) somit 
mindestens s linear lmabh~ngige LSsungen haben, ist der Rang des Ko- 
effizientensystems, also aueh der Rang der Matrix (19) hSehst~ns i o -  8. 

Um zu zeigen, dab er aueh mindestens p--a ist, betraehten wir die 
Differentialgleiehung 

(25) 
2.=0  

wo M die seitherige Bedeutung hat (vgl. (15)). Die Gleiehung (25) ist 
linear homogen mad yon der Ordnung M + n + 1o. Il~e Koeffizientem 
sind im Bereieh i z ! ~  1 regulgr, und der Koeffizient der hSehsten Ab- 
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leitung hat daselbst n Nullstellen; also hat die Gleichung mindestens 
M @ p l:ntegrale, die fiir 1 z I ~ 1 regulir sind~4). Fiir diese Integrale 
~(z)  wird der Ausdruck 

d i ~ (z) 

2=0  

ein Polynom vom hSchstens ( M @  n -- 1)-ten Grad. Dutch lineare Ver- 
bindung erhglt man noch mindestens p Integrale, fiir die das Polynom 
den Faktor z M hat. 
ist aIso 

Solche p Integrale seien ~, ( z ) , . . . ,  ~v (z)" Dann 

p M + n - 1  

(26) ~ h i ( z )  dZ%(z) ~-Y B,,oZ" 
d Z  i - -  

).=0 v = M  
(0 = 1, 2, , . . ,  :p), 

wo die B~o gewisse Konstanten sind. Der Rang der Matrix 

(27) 

:' BM+I, I, BM+n-1, i T~ ii ..., ii 

Ii BM2, BM+l,e ,  . .  BM+n-I ,2  i'~ 
�9 �9 �9 �9 . . i ,  �9 �9 e �9 �9 �9 

4 1  

I: BMv, BM+I,~, ., BM+,-~,~ il 

(2o) 

ist ~ p -  s; denn andernfalls kSnnte man durch lineare Verbindung der 
p Gleiehungen (26) mehr als s Integrale der homogenen Gleichung (23) 
herleiten, w/ihrend diese doch blol~ s hat. Setzt man 

(28) ~ e ( z ) ~  P,,~z" (~-=-- 1, 2, .. . ,  p) 
r = 0  

und fiihrt das in (26) ein, so ergibt sich analog zu (21a)" 

1)+... 
,u =O 

+ ~ - , , , + v , ~ # ( # - -  1 ) . . . ( # - - p - t -  1 ) ] P . , o = B ,  e, 

wobei By e Iiir v < M  und ~ , > M ~ - n - - 1  durch 0 zu ersetzen ist. 
Analog zu (21) kann man start der Ietzten Gleichung auch schreiben: 

p--I ,' 

7,,z Pie= - - ~  (a,,_., + bt,,,,_,, ) (# +P): P,+,,o "4- B,'e" ~u! 
l = O  u = 0  

Multipliziert man (29) mit D~. und summiert nach v yon 0 bis ~ ,  

14) Nach Satz 2 meinor Arbeit: ,Uber diejenigen Integrale linearer Differential- 
gleichungen, welche sich an einer Unbe~timmtheitsstelle bestimmt verhalten", Math�9 
Annalen 70 (1911), S. 1-32. Einen erheblichen Teil meines Beweises hat kiirzlich 
Herr Hilb in einer gleichbetitelten Arbeit wesentlich vereinfacht, Math. Annalen 82 
(t9-21), S. 40 und 41. 
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so verschwindet genau wie vorhin S. 39 rechts wieder die Doppelreihe 
und man erh~lt: 

zo ~P--1 M + n - - 1  

Hier ist abet die rechte Seite wegen (15) gleichBM+~-l,e, und die linke 

Seite gleich Z co~ P~e, wie man ~ den zwei ersten Zeilen der Gleichungs- 

kette auf S. 39 ersieht. Also 

(30) w~.~.P~o: BM+~.-I,~o �9 
;.=0 ~ = 1 , 2 ,  , p 

Da der Rang der Matrix (27) :> p - - s  gehmden wurde, sind die 
(p--s)-reihfgen Determinanten dieser Matrix nicht al]e Null. Diese 
Determinanten setzen sich abet wegen (30) nach bekannten Determinanten- 
s~tzen linear homogen zusammen aus gewissen ( P -  s)-reihigen Deter- 
minanten der Matrix (19), die also auch nicht alle verschwinden kSnnen. 
Somit ist auch der Rang der Matrix (19) :> p -  s. W . z . b . w .  

w  

Nachtr~igliche Befreiung yon einer einsehr~inkenden Voraussetzung. 

In den beiden letzten Paragraphen sind die S~itze 1 und 2 unter 
der einschr~inkenden Annahme bewiesen, dab %~ =b 0 ist. Um uns jetzt 
yon dieser Einschr~inkung zu befreien, machen wit die Substitution 

(31) y_-=eo~r, 

wodurch die Dif~erentialgleichung (1) iibergeht in die folgende: 

(32) 2 1 h ~') h~ ~) (~) 
~=o t ~ (~ ~- ~! ~ x  + . . .  + ,,---Y-. ) Y(~)= f(x)  e-a~" 

Das ist eine Differentialgleichung tier gteichen Bauart wie (1). An die 
Stelle der Funktion f~x), deren Stufe ~ q sein sollte, ist die Funktion 
f(x)e -~x getreten, deren Stufe dann ~_~ q • lal ist (vgl. S. 32 die S~tze D 
und F). An die StelIe von %~ ist hp(o), endIich an die Stelle der 
Funktionen 

sind die Funktionen 
~,~0 
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getreten, die im Bereich izl_~ q-~-la I reguliir sind, sofern nut !al klein 
genug gew~hlt ist. Aueh hat dann die Funktion v/~,(z)=h~(a-4-z ) im 
Bereieh I z[ ~ q + ~, o] genau n Nullstellen. Nun karm man offenbar 
absolut beliebig klein und so w~Men, dab hp(o)=t= 0 ist. Fiir die Diffe- 
rentialgleiehung (32) ist dann die einsehr~hakende Voraussetzung erfiillt, 
die wit in den beiden letzten Paragraphen maehen mu$ten. Fiir sie 
gelten daher die betreffenden Existenzs~tze, wobei die Stufe der Inte- 
grale Y hSehstens q + i a l  ist. Diesen Integralen Y entspreehen abet 
vermSge (31) Integrale y von (1), deren Stufe ~ q +  2]~] ist. Daaber 
16i beliebig klein sein daft, ist die Stufe der Integrale y sogar ~ q. In 
der Tat kann man z.B. im Fall des Satzes 1 folgendermal~en sehlie$en: 

Es gibt genau n - - p + s  Integrale Yl, "-., y,-p+8, deren Stufe 
q -}-21a I i s t .  Wean eines darunter w~ire, dessen Stufe > q, etwa 

gleieh q -+- ~ ist, so wiirden weniger als n -- p + s Integrale' iibrigbleiben, 
deren Stufe < q ~- �9 ist. In Wahrheit gibt es abet doeh n -- p -f- s solehe 

Integrale, da man ja !a I aueh entspreehend kleiner, insbesondere !a  < -~ 
wghlen kann. 

(Eingegangen am 22. 3. 1921.) 


