LineareDifferentialgleichungen unendlich hoher Ordnung
mit ganzen rationalen Koeffizienten.

Yon
Oskar Perron in Heidelberg.

§ 1.
Die Aufgabe und Zusammenstellung der Resultate.

Die von Herrn Hilb in zwei gleichbetitelten Arbeiten') untersuchte
Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung soll im folgenden auf neue
Art behandelt werden. Dabei wird die Laplacesche Transformation nicht
benutzt, und die bei ihrer Verwendung auftretenden Ausnahmefille werden
restlos und einheitlich miterledigt. Die Methode ist ganz elementar und
setzt auch von der allgemeinen Theorie der unendlichen Matrices nichts
voraus. Auf eine dritte Art hat. Herr Helge von Koch in einer Arbeit,
die wihrend der Drucklegung der gegenwirtigen erschienen ist, das Pro-
blem angegriffen ?).

Ist f(x) eine ganze (rationale oder transzendente) Funktion, so liBt
sich in wenigen Zeilen beweisen, daB der Ausdruck

1imsup</if""(w)[
fiir alle z den gleichen Wert hat3). Wir nennen ihn die Siufe der

Funktion f(x). Die Stufe kann auch co sein; doch beschiftigen wir uns
in dieser Arbeit nur mit Funktionen endlicher Stufe.

Man erkennt sofort die Richtigkeit der folgenden Satze:

A. Ist f(2) von der Stufe ¢, so sind auch alle Ableitungen f*'(z)
von der Stufe ¢.

') Die erste steht Math. Annalen 82 (1920), S. 1—39; die zweite geht der gegen-
wartigen Arbeit unmittelbar voran.

*) H. von Koch: Sur les équations difiérentielles lindaires d’ordre infini. Arkiv
for Matematik, Astronomi och Fysik 16 (1921).

%) Vgl. die Einleitung der ersten Hilbschen Arbeit.
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B. Sind f,(2), f,(x) zwei Funktionen, deren Stufen <g sind, so ist
a, (%) + a,f,(x) ebenfalls hochstens von der Stufe g.

C. Ist f(x) von der Stufe ¢, so ist f(az) von der Stufe |a|g.

D. Ist f,(z) von der Stufe g,, f,(z) von der Stufe g¢,, so ist das
Produkt £, (%)f, (x) hochstens von der Stufe g, 4 g¢,.

E. Die ganzen rationalen Funktionen sind von der Stufe Null.
F. Die Funktion e°# ist von der Stufe |o|.

Nach diesen Vorbemerkungen stellen wir im Anschluf an Herrn Hilb
folgende Aufgabe*):
In der Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung

(1) j’gv(x)y‘” = f(x)

sei f(x) eine ganze Funktion hochstens von der Stufe g. Die g () seien
Polynome vom héochstens p-ten Grad

(2) gy(x)2a70+arlx+--o+“vpxp (')’20,1,2,...),

und zwar mindestens eines genau vom p-ten Grad®). Dabei seien die
Koeffizienten «,; so beschaffen, daB die p + 1 Funktionen

(3) hi(z) :27oc,1z” (A=0,1,...,p)
=0

fir |2] < ¢ regulir sind (die Konvergenzradien also gréfer als ¢). Die
Funktion %,(z) verschwindet, da mindestens ein g, (x) genau vom p-ten
Grad ist, nicht identisch; die Anzahl ihrer Nullstellen im Bereich |z| < g
sei n (mehrfache mehrfach gezéhlt). Gesucht sind Integrale der Differential-
gleichung (1), die ganze Funktionen héchstens von der Stufe ¢ sind.

Zunichst mogen die Ergebnisse in zwei Sitzen formuliert werden.
Der erste bezieht sich auf die Aomogene Differentialgleichung, d. h. bei der
f(x)=10 ist.

Satz 1. Die homogene Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung
hat genaw n — p -+ s linear unabhdngige Integrale, deren Stufe < gq ist.

4) Um den Vergleich mit der zweiten Hilbschen Arbeit zu erleichtern, habe ich
mich ihr in der Bezeichnung moglichst angeschlossen. Doch schien mir eine Index-
verschiebung zweckmiBig, derzufolge meine g, (x), h;(2), «,; mit den Hilbschen
9y11(%)s By 4(2)s @, ., identisch werden; auBerdem ist meine Anzahl n die
Hilbsche Anzahl n -+ p.

%) Es ist nicht ausgeschlossen, dal g, (z) fiir alle hinreichend groBien » identisch
verschwindet, so dafBl die Differentialgleichung (1) nur von endlicher Ordnung ist.
Auch fiir Differentialgleichungen endlicher Ordnung sind die Resultate dieser Arbeit
neu und nicht trivial.



Lineare Differentialgleichungen unendlicher Ordnung. 33

Dabei bedeutet s die Anzahl der linear unabhdingigen im Bereich |z, < q
reguldren Integrale der linearen Hilfsdifferentialgleichung p-ter Ordnung:

» )
2 a
A=0

NaturgemiB ist 0 < s < p, so daB mindestens » — p und héchstens
n Integrale vorhanden sind. Der zweite Satz bezieht sich auf die in-
homogene Differéntialgleichung und lautet®):

Satz 2. Die Differentialgleichung (1) hat dann und nur dann bei
jeder Wahl der Funktion f(z), deren Stufe < q ist, Integrale y, deren
Stufe < g st, wenn die betreffende homogene Differentialgleichung genau
n — p Integrale hat, d. h. nach Satz 1, wenn die dort angegebene Hilfs-
drfferentialgleichung kein im ganzen Bereich | z| < q regulires Integral hat.

Das allgemeine Integral y hat dann die Form
Y=Y +0Cy +. ... +Cop¥Yup,

wo y, ein beliebiges Partikuldrintegral ist, und y,, ..., Yo—p die Integrale
der homogenen Differentialgleichung sind, die aber im Fall n=1p
natirlich wegfallen. C,,..., C,_, sind willkirliche Konslanten.

Der zweite Teil von Satz 2 bedarf, wenn alles andere bewiesen ist,
natiirlich keines Beweises mehr; er ist nur der Vollstindigkeit halber
hergesetazt.

Beim Beweis der beiden Satze geniigt es offenbar, sich auf den Fall
¢ =1 zu beschrinken, da der allgemeine Fall, wie man sofort sieht, aus
diesem hervorgeht, indem man z durch gz ersetzt.

¢) Diesen Satz hatte ich bei der urspriinglichen (am 22. 8. 1921 bei der Redaktion
eingegangenen) Fassung meines Manuskriptes als Vermutung ausgesprochen; der
Beweis war mir nur mit gewissen Einschrinkungen gelungen. Auch Satz 1 hatte ich
nur dahin formuliert und bewiesen, daB mindestens #» —p und hochstens # Integrale
vorhanden sind. Als ich bald darauf den ganzen Beweis beider Sitze fand, habe
ich mein Manuskript von der Redaktion zuriickerbeten und entsprechend abgedndert.
Mittlerweile hatte ich Herrn Hilb von meinem urspriinglichen Manuskript Kenntnis
gegeben, und es ist ihm gelungen, durch eine Verschmelzung seiner und meiner
Methode gleichzeitig mit mir ans selbe Ziel zu gelangen (vgl. seine dritte Mltteﬂung)
Unsere Beweise der beiden Sitze stimmen in den meisten Zwischenstationen iiberein;
doch werden die einzelnen Teilstrecken auf verschiedenen Wegen durchlaufen.
(25. 4. 1921.) — Herr von Koch fiihrt a. a. O. statt meiner Hilfsdifferentialgleichung
die dazu adjungierte ein. Er gelangt, soviel ich sehe, ebenfalls zum Satz 2, wihrend
er an Stelle von Satz 1 nur findet, daB mindestens # — p Integrale vorhanden sind.

Mathematische Annalen. 84. 3
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§ 2.
Ein Hilfssatz iiber Summengleichungen.
Die Grundlage meiner Methode ist der folgende Hilfssatz, den ich
kiirzlich auf ganz elementare Weise bewiesen habe?):
Hilfssatz. Die Koeffizienten der Summengleichung

w

Z(ay—{»bﬂy)xy“:cy (p=0,1,2,...)

=0

mogen die Bedingungen erfiillen:

(1) @0+ buo+ 0 (k=0,1,2,...),
(II) la, | <Q@F )
= 9 <1,
(III) I S
limku=0,
Iv) .
(V) hmsup\/{c”{<1

so daf jedenfalls die Funktion
(VI) F(z)=Da,z
r=0

im Bereich |z| <1 reguldr ist. Ist n (= 0) die Anzahl ihrer Nullstellen in
diesem Bereich (mehrfache mehrfach gezdhlt), so enthdlt die allgemeine
Losung der Summengleichung mit der Nebenbedingung

lim sup vm <1

genaw n willkirliche. Konstanter C, und hat die Form

n
xyzxyo+ § szyxo
x=1

Ist M ein geniigend grofer Index, so gibt es eine und nur eine
derartige Losung, fir welche die n Unbekannien xy, Zari1y. .., Txrin-1
vorgegebene Werte haben.

Hiernach hat insbesondere die homogene Summengleichung

(e + b)) 3 sy =0 (k=0,1,2,...)

»=0

?) Uber Summengleichungen und Poincarésche Differenzengleichungen. Dieser
Band, S. 1. Der Hilfssatz ist der dortige Satz 2; sein Beweis ist in den §§ 1, 8, 4
enthalten, § 2 ist dafiir entbehrlich.
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genau 7 linear unabhdngige Loésungen z, mit der Nebenbedingung

hmsup]/ z, | < 1.

Wir bezeichnen diese (falls nicht » = 0 ist) mit x,1,..., Z,, und kénnen
sie etwa dadurch festlegen, dafl wir fiir einen hinreichend groflen, aber
festen Index M

Tyi, TM4+1,15 --05 TM+n-1,1 100...0
Trr2, TM+1,25 <o+ EM+n—-1,2 | _ 010...0
Xrtns TM+i,ns «««s LM+n—1,n 000...1
setzen.
§ 3.

Beweis der beiden Sitze.

Nach der SchluBbemerkung des § 1 diirfen wir g =1 setzen. In der
Differentialgleichung (1) ist dann die ganze Funktion f(z) hochstens von
der Stufe 1; wenn also

@® dy ,
»=0
gesetzt wird, so ist

(5) hmsup‘/}d 1<1.

Gesucht werden Integrale y
(6) y="2

»=0

der Differentialgleichung (1), deren Stufe ebenfalls <1 ist, so daB

(7) limsup"'/}D,,{ <1

sein muB. Da ferner die p -1 Funktionen hk;(z) fir |2| <1 regulir
vorausgesetzt sind, ist

(8) (e, <G (® < 1).

Setzt man jetzt das Integral (6) in die Differentialgleichung (1) ein,
so darf man wieder nach Potenzen von 2 ordnen. Dadurch erhilt man
zur Berechnung der Koeffizienten D, das Gleichungssystem:

(9) D r.D.=d (A=0,1,...,p—1)%),
»=0

®) Fiir p=0 fallen die Gleichungen (9) natiirlich weg.
3*
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(10) Z,Y(aw"{—b_u'y)p‘uq.y:Cy (‘U,:O, 1’2’...),

=0

wobei die y ., a,, b.,, ¢, die folgende Bedeutung haben:

, Oe—1, 71 Oy —
(1) 7=l =T

)
(12) a, = Uyp>

!bo——()

OCr—-l,p 1 Cy—2,p—2 a,,_.po .. o
b =" T D T D) iy arr21)),

(13)

L
(14) e =iy Gurr

Soweit die hier auftretenden « einen negativen ersten Index haben, sind
sie durch Null zu ersetzen.

Hiernach ist wegen (8)
@ S6¥,  |bal<

und wegen (14) und (5)
hmsup\/fcﬂ <1.

Die Summengleichung (10) erfiillt somit gerade die Bedingungen unseres
Hilfssatzes, wenn wir noch voraussetzen, daB ¢, == 0 ist. Diese Voraus-
setzung soll wvorldufig gemacht werden, wobei man beachte, daB sie von
der Transformation, welche den allgemeinen Fall auf den Fall g=1
zuriickfithrt, unabhingig ist.

Nun untersachen wir zunichst die homogene Differentialgleichung; sei
alse f(z) =0, daher d, =0, ¢, = 0. Dann ist die Summengleichung (10)
ebenfalls homogen und sie hat nach unserem Hilfssatz genau » linear
unabhingige Losungen D, mit der Nebenbedingung (7), weil ja jetzt

F(2) -=S a, 2" 35' 2" = hy(2)
»=0 r=0

ist, also nach Voraussetzung 7 Nullstellen im Bereich |2| <1 hat. Diese
n Losungen seien, falls nicht n = 0 ist*%), D,;,..., D,,; wir kOnnen sie
dadurch festlegen, daf wir nach Wahl eines geniigend groflen Index M

%) Falls p=0, ist bu» =0 zu setzen.

10) Fir =0 hat (10) mit ¢, =0 nur die triviale Losang D, =0. Also gibt es
auch keine Integrale der homogenen Differentialgleichung auBer y =0.. Damit ist fiir
7% =0 der Satz 1 bereits bewiesen, da in diesem Fall offenbar s = p ist.
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Dy, Daris, 1y o-+5 Dargne11 100...0
(15) 'DM2> DM+1,2: "'9.1).M+n-1,2. — f) 1 .O.O'
DMna DM+1,’n7 K DM+n-—1,n O 00...1

setzen. Die allgemeine Losung der (homogen gemachten) Summengleichung(10)
mit der Nebenbedingung (7) ist dann

(16) -D‘V:ZC%'D’V‘/.3
=z=1

wo C,,..., O, willkiirliche Konstanten sind.

Nun sind aber noch die p Gleichungen (9) zu befriedigen!), die jetat
ebenfalls homogen sind (d; = 0). Setzt man in diese fiir D, den Aus-
druck (16) ein, so ist die entstehende Reihe wegen (7) absolut konvergent,
und man erhilt zur Berechnung der » Konstanten C,, .. ., C, die p linearen

homogenen Gleichungen
n

(17) ZQ)ZZC;::O (220,1,...]5)-—-1),
~=1
wobei
(18) ;5 :Z Y,,le-
y=0

Im ndchsten Paragraphen werden wir die Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems (17)

!

” @o1> Wp 2> > Do, z
(19) gg Dq4, @y95 » Dy

g{ - - *

{f Wpy—1,1, wz)—-l,Za e vy wp——l,n l

untersuchen und zeigen, daB ihr Rang gleich p — s ist, wo s die in Satz 1
angegebene Bedeutung hat. Nehmen wir das vorliufig als bewiesen an,
so bleiben von den Konstanten C, noch 7 — p + s willkiirlich. So gro8
ist also die Anzahl der linear unabhingigen Integrale (6), und damit ist
Satz 1 bewiesen.?)

Wir wenden uns jetzt zu der snkhomogenen Differentialgleichung (1).

') Der Fall p=0 eriibrigt sich. Denn weil dann offenbar auch s =0 ist, weil
aulerdem die Gleichungen (9) wegfallen, also keine Bedingungen mehr zu befriedigen
sind, ist Satz 1 fiir diesen Fall durch die vorausgehenden Betrachtungen schon
erledigt.

*®) Zuniichst nur unter der Voraussetzung wgy == 0, von der wir uns aber in
§ 5 befreien werden.
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Dann hat die allgemeine Losung der Summengleichung (10) nach unserem
Hilfssatz die Form n
D,=D,,+ >/ C.D,..

%=1
Setzt man das in (9) ein, so ergeben sich fiir die » Konstanten C, wieder
p lineare Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix (19)*?). Sie sind bekannt-
lich dann und nur dann bei beliebiger Wahl dér Werte auf der rechten
Seite auflosbar, wenn der Rang p — s gleich p ist, also fiir s =0. Da-
mit ist auch Satz 2 bewiesen!?).

§ 4.
Der Rang der Matrix (19).

Es muBl jetzt gezeigt werden, daB der Rang der Matrix (19) gleich
p —s ist. Zu dem Zweck betrachten wir wieder die homogen gemachten
Gleichungen (9), (10), wo also d;=0, ¢,=0 ist, und fragen, wie viele
lineare Verbindungen der p Gleichungen (9) durch alle n Losungen von
(10) befriedigt werden. Sind Py, P,, ..., P, _, die Koeffizienten einer solchen
linearen Verbindung, so handelt es sich also darum, ob die Gleichung

»—1 @

2 <Z Vui 'Dv) P,=0

A=0 »=0

fiir alle » Losungen D,=D,, (x=1,2,..., n) erfilllt ist, ob also das
Gleichungssystem besteht:

p—1
(20) Do, P,=0 (x=1,2,..., 1),
i=0

wo o, wieder die in (18) angegebene Bedeutung hat.
Nun bestimmen wir gewisse Grolen P, P .., ... rekursorisch aus
dem Gleichungssystem

¥

p—l
(u+p)!
_ 4 BT e
(21) é:yw.Pz ’ (@t bu,v—p) pr P, v,

was wegen ao+b,o=g¢,, 4+ 0 mdglich ist. Setzt man hier fir y, ,
@y byy die Werte aus (11), (12), (13) ein, so geht (21) iiber in:

»+¥
(218) [t trmprri it topsa (=) + -

r=0
+ & pip ot —1)... (0 —p+1)]P,=0
(»r=0,1,2,...)

=

%) Die Fille n =0 und p =0 erledigen sich wieder ohne weiteres.
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Diese Gleichung besagt aber, daf die Funktion
(22) ?(2) =2 Puzt
=0

ein Integral der in Satz 1 eingefiihrten linearen Hilfsdifferentialgleichung
p-ter Ordnung

d e
(28) 2}‘ (2 )Mﬂi)_ =
ist. Da die Gleichung (23) genau s fiir |2| <1 regulire Integrale haben
soll, kann man die Grofen P,, P,, ..., P, auf s unabhingige Arten

so wihlen, daB der Konvergenzradius der Reihe (22) groBer als 1 wird,
also

(24) limsup{/}P#}<1.
U=

Dann zeigt sich aber, da die Gleichungen (20) erfiilllt sind, die daher
mindestens s linear unabhéngige Losungen haben. In der Tat verbiirgt
die Ungleichung (24) die absolute Konvergenz der nachstehenden Doppel-
rethe, so daf8 die vorgenommene Gliederumstellung erlaubt ist, und man

erhilt :

Zw;,‘Px__2<27L ) P (nach (18))

A=0 »=0

-3(55.)m.,

y=u Ai=0

= “22(%—“4— b, v~u)(”+p) P,..D,, (nach (21))

r=0 pu=0

= “2(2(@,—{—6};7 u+‘v,7) @—Zj) PP+H'—'O

pn=0 »=0

da ja die innere Summe verschwindet. Da die Gleichungen (20) somit
mindestens s linear unabhingige Losungen haben, ist der Rang des Ko-
effizientensystems, also auch der Rang der Matrix (19) hochstens p — s.

Um zu zeigen, daB er auch mindestens p — s ist, betrachten wir die
Differentialgleichung

JM+n d 4;0 ( z)

(25) ;;A—M(Z «(2) S 2) —o,
wo M die seitherige Bedeutung hat (vgl. (15)). Die Gleichung (25) ist
linear homogen und von der Ordnung M +n -+ p. Ihre Koeffizienten
sind im Bereich |z| <1 regulir, und der Koeffizient der hdchsten Ab-



40 0. Perron.

leitung hat daselbst n Nullstellen; also hat die Gleichung mindestens
M —+ p Integrale, die fiir |2| <1 reguldr sind'*). Fiir diese Integrale
@(z) wird der Ausdruck

3 d* ¢ (2)
D hi(z) 52
A=0

ein Polynom vom hdchstens (M4 n — 1)-ten Grad. Durch lineare Ver-
bindung erhdlt man noch mindestens p Integrale, fiir die das Polynom
den Faktor z¥ hat. Solche p Integrale seien ¢,(2),..., ®,(z). Dann

1st also
d;_(p M+n—1

p
(2)
(26) Z’k)»(z) dzel __:ZB”QZW (921727 LR 29)>
=0 y=M

wo die B,, gewisse Konstanten sind. Der Rang der Matrix

gi By, BM+1,1, sy BM+n—1,1 ;l
(27) !; B2, Byi1,25 «ovy Bysn-1,2 !
I e« « « « « b
r! ;)
5: BMp: BM+1,p: v ey BM+n—-1-,2) f:
ist > p — s; denn andernfalls konnte man durch lineare Verbindung der
p Gleichungen (26) mehr als s Integrale der homogenen Gleichung (28)

herleiten, wihrend diese doch blo s hat. Setzt man
(28) o (2)=2 Pro2’ (e=1,2,...,p)
=0

und fithrt das in (26) ein, so ergibt sich analog zu (21a):
r+v
Z [y _potprr, o+t pyoapu(pe—1)+ ...

u=0
+ tpippu(e—1)...(p—p+1)]P,,=B,,,

wobei B,, fir v <M und v >M +n— 1 durch 0 zu ersetzen ist.
Analog zu (21) kann man statt der letzten Gleichung auch schreiben:

p—1 v
(29) X7, Pi,=—2 (arut buru) EIEL P+ B
A=0

u=0

Multipliziert man (29) mit D,, und summiert nach » von 0 bis oo,

14) Nach Satz 2 meiner Arbeit: ,Uber diejenigen Integrale linearer Differential-
gleichungen, welche sich an einer Unbestimmtheitsstelle bestimmt verhalten“, Math.
Annalen 70 (1911), S. 1-32. Einen erheblichen Teil meines Beweises hat kiirzlich
Herr Hilb in einer gleichbetitelten Arbeit wesentlich vereinfacht, Math. Annalen 82

(1921), S. 40 und 41,
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so verschwindet genau wie vorhin S. 39 rechts wieder die Doppelreihe
und man erhilt:

M+n—1
(2/7AP7@> rETT ZB"O'DW“
v_.O A==0 y=3M
Hier ist aber die rechte Seite wegen (15) gleich By 1.1, ,, und die linke
p—1
Seite gleich Z ;.. Py,, Wie man aus den zwei ersten Zeilen der Gleichungs-
A=0
kette auf 8. 39 ersieht. Also
p—1
x=1,2,...,n
(30) Zwﬁ.zPlQZBM—i—z—l,g (921’2’.‘., p).

=0

Da der Rang der Matrix (27) > p — s gefunden wurde, sind die
(p — s)-reihigen Determinanten dieser Matrix nicht alle Null. Diese
Determinanten setzen sich aber wegen (30) nach bekannten Determinanten-
sitzen linear homogen zusammen aus gewissen (p — s)-reihigen Deter-
minanten der Matrix (19), die also auch nicht alle verschwinden konnen.
Somit ist auch der Rang der Matrix (19) >p—s. W.z b. w.

§ 5.
Nachtriigliche Befreiung von einer einschrinkenden Voraussetzung.

In den beiden letzten Paragraphen sind die Sitze 1 und 2 unter
der einschrinkenden Annahme bewiesen, dal «, p,+ 0 ist. Um uns jetzt
von dieser Einschrinkung zu befreien, machen wir die Substitution

(31) y=e°*Y,
wodurch die Differentialgleichung (1) iibergeht in die folgende:

06 AP B
(82) X (24 P 4P ¥ pa)en,

y!
r=0

Das ist eine Differentialgleichung der gleichen Bauart wie (1). An die
Stelle der Funktion f(x), deren Stufe < g sein sollte, ist die Funktion
f(x)e=c® getreten, deren Stufe dann < ¢ -+ |c| ist (vgl. 8. 32 die Sitze D
und F). An die Stelle von «,, ist & o(0), endlich an die Stelle der

Funktionen
i(2) =) &2
=0

10
3

r=0

sind die Funktionen

z"="h; (6 +2)

s,
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getreten, die im Bereich 2| < ¢+ |o| regulir sind, sofern nur |¢| klein
genug gewdhlt ist. Auch hat dann die Funktion y (2) =5,(0+42) im
Bereich |2| < g+ 'o| genau » Nullstellen. Nun kann man offenbar o
absolut beliebig klein und so wihlen, dal A (o)< 0 ist. Fiir die Diffe-
rentialgleichung (82) ist dann die einschrinkende Voraussetzung erfiillt,
die wir in den beiden letzten Paragraphen machen mufBten. Fiir sie
gelten daher die betreffenden Existenzsitze, wobei die Stufe der Inte-
grale Y hochstens g+ o] ist. Diesen Integralen Y entsprechen aber
vermbge (31) Integrale y von (1), deren Stufe <g-2]|o| ist. Da aber
{o| beliebig klein sein darf, ist die Stufe der Integrale y sogar <g¢. In
der Tat kann man z. B. im Fall des Satzes 1 folgendermaflen schlieflen:

Es gibt genau n— p-+s Integrale y,, ..., Yp—p+s, deren Stufe
<qg+2|o| ist. Wenn eines darunter wire, dessen Stufe >g¢q, etwa
gleich ¢ + 7 ist, so wiirden weniger als n — p -- s Integrale " iibrigbleiben,
deren Stufe < ¢ -+ 7z ist. In Wahrheit gibt es aber doch n — p 4 s solche

Integrale, da man ja |o!| auch entsprechend kleiner, insbesondere !¢’ <—;—

wahlen kann.

(Eingegangen am 22, 3. 1921.)



