9. Die Gesetze der Lichtbewegung
in absorbirenden Krystallen; von E. Ketteler.

Die Theorie der dispergirenden und absorbirenden aniso-
tropen Medien hat mir seit Jahren als hochinteressantes, er-
strebenswerthes Ziel vorgeschwebt. Insbesondere war es die
bei manchen Krystallen bekannte Dispersion der Symmetrie-
axen, welche mich veranlasste, das ganze Problem von dem
fritheren, mehr statischen Gesichtspunkte auf einen allgemei-
neren dynamischen zu erheben.

Wenngleich meine bisherige Behandlung dieses Themas
sich auf ,,Strahlschwingungen beschrinkte und daher eine
einseitige blieb, so reicht doch das in meinem Buche?) tiber
durchsichtige Krystalle Gesagte vollstindig hin, um die be-
treffenden Erscheinungen zu construiren, Dahingegen bediirfen
die Entwickelungen beziiglich der absorbirenden Krystalle einer
Erganzung, die im Folgenden zunichst fir einfache, nur aus
einer einzigen Molecularqualitit bestehende Medien gegeben
werden soll. Die Erweiterung der Theorie auf complicirtere
Medien ergiebt sich dann von selber.

Es mige vorab noch bemerkt werden, dass durch die
jetzige vollige Coordinirung von Strahl und Normale die frither
gebliebenen Unklarheiten beseitigt werden konnten, und dass,
ungeachtet der rechnerischen Schwierigkeiten, welche die Auf-
losung biquadratischer Gleichungen mit sich bringt, das er-
haltene Formelsystem ein so ubersichtliches ist, dass es bei
continuirlicher Abnahme der Reibungsconstante sich in stetiger
und anschaulicher Weise den bekannten Formeln der durch-
sichtigen Krystalle nihert, um schliesslich in diese iiberzugehen.

Da bekanntlich in den absorbirenden Medien die Schwin-
gungen im allgemeinen zur Wellebene schrig stehende (unter
Umstianden longitudinale) Ellipsen sind, so driangt sich u. a.
die Frage auf, nach welchen Gesetzen sich die diesen ellipti-
schen Schwingungen entsprechende Energie, d. h. die Summe

1) Ketteler, Theoretische Optik, p. 319—328,
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der Quadrate der ohne Phasendifferenz zusammengelegten
Amplitutencomponenten, also die Energie der sogenannten
,restaurirten” Welle, fortpflanzen werde. Gerade das Auf-
werfen dieser Frage hat wesentlich zur Loésung der Aufgabe
beigetragen.

1. Feranschaulichung der Begriffe der electrischen Kraft
und der dielectrischen Polarisation mittels der Annahme des
Zusammenschwingens von Adether und Moleculen. Die in Betracht
kommenden Differentialgleichungen sollen wieder auf die Sym-
metrieaxen des Krystalles als Coordinatenaxen bezogen wer-
den; sie haben dann nach fritherer Bezeichnung?) die Form:
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Darin beziehen sich m, &, 4, ¢ auf Dichtigkeit und trans-
versale Schwingungscomponenten des mit dem Weltather als
gleich angenommenen intermolecularen Aethers, m’, &, 7, &

1) Vgl. Ketteler, Theor. Optik, p. 308; Wied. Aunn. 49. p. 524.
1893 und 53. p. 830. 1894.

2) Der in den Gleichungen (2) u. a. enthaltene Satz, dass die Lage
der Absorptionsstreifen in einem absorbirenden Krystall von der Orien-
tirung zu den Krystallaxen unabhiingig sei, ist einige Jahre nach seiner
Aufstellung durch Beobachtungen von H. Becquerel (Compt. rend.
Januar und Mirz 1887) bestiitigt worden. — Die streng electrische
Dispersionstheorie der Hrn.v. Helmholtz und Drude darf man als
eine entsprechende Umformung dieser Gleichungen betrachten; dieselbe
ergiebt die niimlichen Resultate. — Die #ltere mechanische Theorie von
Helmholtz dagegen fiihrte zu Gleichungen, welche in einer gewissen
eigenthiimlichen Verbindung des Princips der Reaction mit dem der
Resonanz bestanden. Bekanntlich haben diese heute nicht mehr haltbaren
Gleichungen seinerzeit eine fast allseitige Zustimmung gefunden.
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auf die entsprechenden Grissen der Koérpermolecille und &,
i, & auf gewisse Longitudinalcomponenten des Aethers; e ist
die Deformationsconstante desselben, A4, bhat die bekannte
Laplace’sche Bedeutung, und sind B,, B,, B,, C, ¥ = 47/T,?
und ¢ = ¢ 2=/ 7, Constanten.

Wir setzen jetzt in den Gleichungen (1):
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oder auch, wenn ¥ §'. .. mittels der Gleichungen (2) eliminirt
werden:
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In beiden Fillen diirfen wir die rechts stehenden Gréssen
bezeichnen als die auf reinen .ether reducirten Componenten
der bewegenden Kraft der Aether- und Korpertheilchen, dieselbe
gemessen durch die Beschleunigungen. Die letzten Gleichungen
lassen sich ohne weiteres einmal in Beziehung auf ¢ inte-
griren, sodass z. B. die erste derselben wird:

’ ’ A
(m+mBC’)a§ mBlg§+mBlg§—mgt

Es bedeutet dann die rechts stehende Grosse die auf reinen
dether reducirte Bewegungsquantitit (01 [0t selber die Ge-
schwindigkeitscomponente) der Aether- und Kirpertheilchen. Eine
weitere Integration wiirde, sofern wenigstens die auf der linken
Seite vorkommende Reibungsconstante g’ nicht verschwindet,
die Anschaulichkeit stéren, und soll aus diesem Grunde eine
entsprechende Behandlung der Gleichungen (3a) iiberhaupt
vermieden werden. Analytisch ist selbstverstindlich eine
solche Riicksichtnahme iberfliissig und wunter Umstinden
sogar schidlich.
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Es liegt nun offenbar nahe, die &, #, { mit den Com-
ponenten der electrischen Kraft und die 4, g, v mit denen der
dielectrischen Polarisation zu analogisiren. Schreibt man in
der That die erste der Gleichungen (3a) s0:

at,(l-{-Bt’ )

und beachtet, dass nach spiteren Entwickelungen der ein-
geklammerte Factor nichts anderes ist, als das Quadrat des
Hauptbrechungsindex n,, so erhilt man nunmehr:
31 BE Pu_ , 8 By, 8¢

(4) TE=MgE ga=Tas’ §E - Es’
Diese Substitutionen in Gleichungen (1) fithren sie dann sofort
in die Form der Gleichungen (4) des vorigen Aufsatzes iiber,
wenn man auch hier, wie dort geschehen, v?=¢/m=1 setzt.

Den beiden Gleichungensystemen (1) und (2) filgen wir
schliesslich die Bedingungen der Senkrechtheit hinzu:

8k , 9n  dL _ az;'
(5) Friey Ty t57=0 + ay + =
fir die Strahlschwingungen und:
0% [0 0 0
(62) at’<ax+ 7y F y)=0

fir die Normaischwingungen. Letztere Gleichung schreibt sich
in Riucksicht auf (3a) auch so:

8 (o0& rppdf 6* (879 ' 0]
i (52) —m B v a2] + [ (57) - m 2113
©) 0 (8¢ ‘ C
+ [ (3 -mBri] -0
In der Optik fihrt man die beiden ersten Bedmgungen (5) auf
ein Incompressibilititsprincip zuriick; beziiglich der letzten
behalte ich mir besondere Darlegung vor.

2. Die Schwingungsausdricke und ihre Substitution. Den
Schwingungsausdriicken geben wir wie bisher die reellen
Formen:
(7 7=Ue*¥cos (g —1,)

L= e*¥cos(p —y,)
fiir die Transversalcomponenten der Aethertheilchen,

{ E= 9, e cos(p — )
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(8)

§=W,e*¥ cos (g — Y, — 4)
["E%rwmw—%—m
=W e~*¥cos (g — y,— 4)

fir die der Moleciile und:
l F=Ue ¥ cos(g — w, — D)

o7'= A, e==% cos (p — 1, — 1)

(9)
£'= e cos(p — i — )
fir die Longitudinalcomponenten der Aethertheilchen. Darin
bedeuten:
I=vzr4+vy+wz
o _l__v(ux+vy+wx)
P = 2 ( 7 ) ) ’
und sollen die hierin vorkommenden » und x als Refractions-
coefficient, bez. Extinctionscoefficient bezeichnet werden, wihrend
4 wieder die Wellenlinge im Weltither bedeutet.
Was dann zunichst die Integration der Gleichungen (2)
betrifft, so liefert die Substitution der Ausdriicke (7) und (8)
die Beziehungen:

(10) W U, = U, [, = AU, = AJY,

2
¢ (LZ - 1) ce T
Ta Wsind Tn

-— e y = —

Y, TR 2 Tz 2 2 2
(Efeel ¥ T T
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A cos 4
(1 5 =

2 2
m m

Ferner lisst sich die erste der beiden sogenannten Incom-
pressibilititsgleichungen (5) beziiglich der Strahlschwingungen
auf die Gestalt bringen:

U1, sin (g — g, — &) + U,/ sin (g — v, — 9,
+ SJ[::,{‘:Sin (q; - 1/'2— l()‘z) = O’
worin f;, /;, 1 %, &y, ¥, die Bedeutung haben:

/1 — 1/,,2“2_,_ xz‘lﬁ’ f;=]/11202+uév—'2—, ﬂ=l/,‘,2wz"+ x2w 2

nu', tgﬂ.y___:_zl, tg19'2=

x w

tg 192 =

vu vw
Sie zerfillt bei Eliminirung der laufenden Zeit in die beiden

Einzelgleichungen:
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A fcos(yp, + ) + U f cos(y, + %) + A, feos(y,+ 9,)=0
A fpsin(y, + &)+ U £ sin(y, + ¢,) + A fsin(y, + F)=0.

Diese auch fiir isotrope Medien geltende Doppelgleichung
ist selbstverstindlich unabhingig von der Richtung der Co-
ordinatenaxen. Bezieht man sie auf ein erstes System, fiir
welches etwa v = 0 wird, so fallen bei passendem Quadriren
und Addiren die Phasen aus der resultirenden Gleichung
heraus, und diese bleibt auch dann von ihnen frei, wenn die
Axen durch Drehung in irgend welche neue Richtungen iber-
gefihrt werden. Demnach verlangt die Coexistenz beider
Gleichungen, dass gleichzeitig:

(12) { P, + 19'Z= t/ly-}- 19'y=‘!lbz+ 7,
WL+ ‘Zny.:,-}- Af,=0

werde. Dividirt man die zwéite durch }»? 4+ »? und setzt, der
Cosinusbedingung entsprechend:

P At % PR e I R
(13)u= g V=Y g W=l e

so schreibt sich dieselbe, unter 1, B, W die Richtungscosinus
der restaurirten electrischen Kraft verstanden, definitiv?!):

(14) Uu+ By + Ww = 0.

Es ordnet sich also einer gegebenen Strahlrichtung u, v, w,
eine gewisse Hulfsrichtung u, v, w zu, welche senkrecht auf der
restaurirten electrischen Kraft steht. Dieselbe Folgerung ergiebt
die zweite der Gleichungen (5).

8. Fortsetzung. Behandeln wir in ghnlicher Weise die fiir
Normalschwinigungen geltende Bedingungsgleichung (6), so geht
beispielsweise das erste Glied derselben bei Substitution der
Ausdriicke (7) und (8) tiber in:

A A
—4nf [m-T:sin(w——wz—z ) +m B T; sin (@ — ¥, — '92_'4)]
4 n? 9 ’ ™ o ;
— - W;;[(m Yo + m' B 5~ W cos 4)sin(p — v, - .)

, T o o
+ m' B, - Wasin Acos (p — 9, — 0,)],
m
! In meiner Optik bin ich 1885 zu diesem Schlusse noch nicht direct,
sondern auf theilweise mithsamen Umwegen gelangt (vgl. p. 303).

Ann. 4, Phys, w Chem. N. F. 56. 35
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worin f, die obige Bedeutung hat. Setzt man die eingeklam-
merten Factoren gleich m %, (1 + p D,), bez. gleich m A, ¢ D,
und schreibt abkiirzungsweise:

m?=Y{1+pD)+(¢D)
(15) "222 V(l +'PD2)2+ (q Dz)zy
ng® = V(1 + p Dy)* + (¢ D)
so lasst sich Gleichung (6) die Form geben:
n2 U fosin (@ — Yo — Fp— ) + 1,2 Y, £, sin (¢ —y, — &y — )
+ n2 % fosin(p —yw, — F, — 3,)=0.
Sie zerfallt vermdge einer dhnlichen Ueberlegung wie oben

in zwei Einzelgleichungen, von denen die hier in Betracht
kommende die definitive Gestalt bekommt:

(16) n2lu 4+ 280 4+ n,2Wiw = 0.
Die darin vorkommenden Grossen p, ¢; D), D,, D, erhalten
durch Zuziehung der Gleichungen (11), wenn in diesen noch

die Quotienten 7'/7, durch die ihnen proportionalen 4/2, er-
setzt werden, die Bedeutung:

0,="B¢C, D,="8,C, Dy="1RBC

A2 2
(17) 1- 57 a-r
p= FORY A q = FORY 29
m 9

wihrend nach wie vor u, v, v durch die Ausdriicke (13) definirt
sind. Schreiben wir Gleichung (16) so:

(16b) Wou+ B+ BW,w=0,

so lasst sich sagen: Jeder gegebenen Normalrichtung u, v, w ordnet
sich eine gewisse Hulfsrichtung u, v, w zu, welche senkrecht auf
der restaurirten dielectrischen Polarisation steht,

Was nunmehr schliesslich die Integration der Differential-
gleichungen (1) betrifft, so fithrt dieselbe, wie bereits frither?)
gezeigt, zu dem definitiven Gleichungensystem:

Y Vgl. Ketteler, Theoret. Optik, p. 310. 1885; Wied. Ann. 49.
p. 526. 1893.

Auf dem kiirxesten Wege erhillt man diese Gleichungen, wenn



Lichtbewegung absorbirender Krystalle. 547

VPP + (D, — D)0 = tang O V(2 —x%) + 4v? x®cos®p.u
(18) 1 VP2 + ¢* (D, — D)B = tang O Y(v* —#%) + 42 %% cos?p. v.
VP + ¢*(Dy — D)W = tang O J/(v? — x%) +.4 v2x2 cos?p. w
Darin entspricht die Variable D den Gleichungen:
(19 V¥—xt=1+pD, 2vxcosp=qD
und ist sonach:
Yo — #5 + 4ot xPcos?o = (I + p D) + (g D)* = n?,
V? — 2% — 1)2 + 492xcos®p = Jp? + ¢*. D.
¢ ist der Winkel zwischen Propagationsrichtung und Extinc-

tionsrichtung und daher in unserem Falle gleich dem Brechungs-
winkel r, sodass

(19b) {

(20) cosp=cosr =uu + v +ww.

Endlich ist tg® = %' /% der Quotient der restaurirten
Longitudinal- und Transversalschwinguugen des Aethers (der
elektrischen Kraft), und € selbst misst den Winkel zwischen
der restaurirten electrischen Kraft und der restaurirten dielec-
trischen Polarisation oder den gleich grossen Winkel zwischen
den Richtungen u,, b,, w, und u,, v,, v,.
man in Ansehung der ebenfalls zulissigen, complexen Schwingungs-
ausdriicke:

=1 (cosy + ¥ — 1sin ?,)

T A
in den Hauptgleichungen (26) p. 535, und zwar in der Form:
Ax(n" —n)=mfA)nu=Fnu...

die Substitutionen macht:

08 2 (i _PutV-1xwz+vo+ V—1avly + pw +V:unim)

4 = QIz(cos v + VY = 1sin v), F=F +Fy -1
n=1+p+qV-1)D, nu=vu+zw') —-1...

Durch Trennung des Reellen und Imaginiiren spaltet sich dann
jede dieser Glcichungen in zwei einzelne, und durch Quadriren und
Addiren derselben erhiilt man schliesslich:

Vo + D= DY U =V FT + FE Vet

welche Gleichungen materiell mit denen des Textes iibereinstimmen.
85*
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4. Die Gesetze der Doppelbrechung und Doppelabsorption.
Von jetzt ab werde ich Strahlrichtung und Normalrichtung
durch angehiingte s und » unterscheiden.

Man erbalt zunichst durch bekannte Behandlung der
Hauptgleichungen (18) in Verbindung mit der Bedingungs-
gleichung (14) der Strahlschwingungen:

u2 b2 w? 0
(21) /i Ry Pl i
(22) D,=D 1+ D, B+ D, }?
\ Vir
23) tg@= —— oo NPT e
(23) tgO T Y Ty
" (7’7—"){) * (55 ;TJ) * (W'—-D,)
(24) {”3—”2—1=pﬂa
2v,xcosr,=qD,.

Dagegen liefert die Verbindung der Gleichungen (18) mit
der Bedingungsgleichung (16) der Normalschwingungen:

n}ul nip? nj mw?

13 2 ¥n 3 Wn
(25) =0 Yo =0, Y o~p =0
(26) D _n 2 D N2+ ui D, B2+ ng DQ{B?

n? 1% + u3 B2+ ni WI

@) tgh= ——— . __VP+a

2 / un B ) Drrlr ; w, " 772.
m | (57_ )+ (‘152 Z 15"’) + (’1‘)3' 'fn;)
[ vi—x—1—pD,
| 2v,xco871, = qD,.
Dabei ist zu bemerken, dass nur der Refractionscoeffi-
cient », nicht aber der Extinctionscoefficient » fiir Strahl und
Normale verschiedene Werthe hat. )
Sofern nun die Gleichungen (21) und (25) fir eine ge-
gebene Rlchtung u, b, w zwei verschiedene J liefern, so er-

(28)

1) Dass in der That % =% =2 sein muss, ergiebt sich am ein-
fachsten aus der p. 531 aufgestellten Bedingungsgleichung n 6 = n 6
sofern man darin zunichst die Ausdriicke (14) und sodann fiir absorblrende
Medien die in der Anmerkung auf p. 547 benutzten complexen Ausdriicke
einfithrt. Sie zerfillt so in die Einzelgleichungen: » 0 = 0, x ==x.
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halt man bei successivem Einsetzen derselben in die Glei-
chungen (24) und (28) und Auflésen dieser letzteren in Be-
ziebung auf » und » zwei verschiedene Paare von Refractions-
und Extinctionscoefficienten, welche sich dieser Richtung zu-
ordnen. Der Krystall zeigt also zugleich doppelte Brechung
und doppelte Absorption. )

Dies vorausgesetzt, denken wir uns die Normale einer
an den Krystall geschliffenen ebenen Fliche zugleich als Ein-
fallsloth und als Extinctionsnormale durch die auf die Krystall-
axen bezogenen Cosinus ', o', w' gegeben. Als anstossendes
Medium wurde der Einfachheit halber der dispersionslose
Aether angenommen, Der Krystall selbst moge durch seine
axialen Attribute D,, D,, D,, sowie durch seine charakteristi-
sche Wellenlinge 4,, und seine Reibungsconstante & vollstindig
bestimmt sein. Ks soll dann fiir eine beliebige Farbe zu jeder
im Inneren desselben gegebenen Strahlrichtung die zugehorige
Normale und die entsprechende #ussere Welle und zu jeder
im Inneren gegebenen Normale die coordinirte Strahlrichtung
und #ussere Welle gefunden und gleichzeitig Refractions- und
Extinctionscoefficient berechnet werden.

I. Gegeben sei eine Krystallrichtung als Strahirichtung
durch die Cosinus #,, v,, w, und durch den sich nach Glei-
chung (20) ergebenden Strahlbrechungswinkel r,. Die Glei-
chungen (24) ergeben dann in Verbindung mit (21) und (13)
folgende Formen:

{ Vi x?—1=pD,=pF v, x; u, v, wy; u, v, w)
(29)

2v,xco8r,=qlb,=qF v, % u, v,, w,; u, v, ),
worin ¥, ein Functionszeichen bedeutet. Diese (leichungen
seien in Beziehung auf », und x aufgelost. Man erhilt dann
sofort aus Gleichungen (13) die der Richtung , w, e, sich
zuordnende Richtung u,, v,, w,, sowie aus Gleichung (19b)
den Werth von n? und weiter aus Gleichung (23) den Winkel 6.
Um die Ebene kennen zu lernen, in welcher derselbe an
u,, b,, v, anzulegen ist, um die Richtung n,, v,, w, zu er-
halten, construire man an Fliche der Gleichung (21) im Schnitt-
punkt mit dem gegebenen Hiilfsstrahle eine Tangentialebene
und fille vom Mittelpunkt auf dieselbe ein Perpendikel; die
Ebene von Perpendikel und Strahl ist dann aus Symmetrie-
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griinden die gesuchte Ebene. Ist so u, b, w, gefunden, so
gibt Gleichung (25) das entsprechende D,, und man erhilt
weiter sowie aus Gleichungen (28) die Werthe von », und cos r,.
Schliesslich geben die Beziehungen:

v,[v, = cos ¥, v, sinr =sine

den Winkel 9 zwischen Strahl und Normale sowie den Aus-
tritts- oder Einfallswinkel e. — Fiir senkrechten Eintritt wird
insbesondere:

’ ’ ’ . —
y,=u=1u,v,=0v=n, w,=w=1tw;r=0

und sind die Gleichungen (24) ohne weiteres auflosbar.

II. Gegeben sei eine Krystallrichtung als Normalrichtung
durch die Cosinus u,, v,, w, und durch den Normalbrechungs-
winkel r,. Die Gleichungen (28) ergeben dann in Verbindung
mit (25) und (13) die Formen:

(30) { vp — 22— 1=pD, =pF, (v, %; Uy, Oy, we; ¥, v, w)

2v, %0087, =q D, =qF, (v, %5 u, v,, w,; ¥, v, w)

Diese Gleichungen seien in Beziehung anf », und x auf-
gelost. »,sinr, gibt dann sofort den Einfallswinkel e. Weiter
erhilt man aus Gleichungen (13) die der Richtung u,, v, w,
sich zuordnende Richtung u,, v,, Ww, sowie aus Gleichung (27)
den Winkel 6. Um wieder die Ebene dieses Winkels kennen
zu lernen, bilde man zur Fliche der Gleichung (25) die Enve-
loppe und suche denjenigen Berithrungspunkt, welchen die am
Endpunkte der Richtung u,, v, w, senkrecht zu derselben con-
struirte Ebene mit der Enveloppe gemein hat. Eine durch
diese Normale und den Beriithrungspunkt hindurchgelegte Ebene
ist alsdann aus Symmetriegriinden die gesuchte Ebene. Ist so
durch Anlegung des Winkels 6 an u,, v,, w, die Richtung
u,, b,, w, gefunden, so gibt Gleichung (21) das entsprechende
D,, und man erhilt schliesslich aus Gleichungen (24) die Werthe
von », und cos r,. Der Quotient von », und », liefert wiederum .
— Fir senkrechten Eintritt wird insbesondere:

u,,=u'=u,,,v,,=v'=n,,,w,.——-,w'=m,,;1j,,=e=0,

und sind die Gleichungen (28) ohne Weiteres auflosbar.
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5. Specialisirung fir die Hauptschnitte. Leider sind die
hier verlangten Rechnungen ziemlich verwickelt und umstind-
lich. Sie vereinfachen sich natiirlich betrachtlich fiir optisch
einaxige Medien sowie fiir die Hauptschnitte der optisch zwei-
axigen.

Nehmen wir nun an, dass die X Z-Ebene ein solcher Haupt-
schnitt sei, dass also Strahl und Normale in ihr liegen und
folglich v, = v, = 0 seien.

Fiir die extraordindren, ebenfalls im Hauptschnitt liegenden
Schwingungen erhalten dann die auf den Strakl beziiglichen
Gleichungen (20) die Form:

v‘l w‘l + X’ w’? "2 “2 + n? u’?
2 9 . & k4 8 2 .
L) _“_—I—P('Dl N 3 ¥3 + xf )
(29b) ' g
. v2wl 4 xtw? v3ul + 2w’
Bnwoosn =g (D" A

Man leitet daraus ab:
{ v, —xt— v Ad—x*B =0

2 —x2—1—29,2C=0,

@1

in welchen Gleichungen 4, B, C die Bedeutung haben:
A=pD w; + Dyu}), B=p (D, w?+ Dyu'?)

Eliminirt man aus ihnen den Brechungsindex », so erhilt
man den Extinctionsindex x mittels einer Gleichung IV. Grades. )
Sind so », und x und weiter u,, v, gefunden, so gewinnt man
6 mittels der einfacheren Gleichung:

tang @ = - Vel +q*

as o) + (o)

— Vi +¢D, - Dy
e n"

1) Die simmtlichen Coefficienten derselben habe ich Wied. Ann.
59. p. 529. 1893, mitgetheilt. — Fiir den speciellen Fall der Totalreflexion
an anisotropen Medien ist iibrigens die Losung der Gleichungen (29b)
schon 1885 in meinem Buche p. 870—372 gegeben und ist daselbst aus-
driicklich auf den hier bearbeiteten allgemeinen Fall hingewiesen worden.

ul ml’
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und die Ebene dieses Winkels ist die Ebene des Hauptschnittes
selber.

Nachdem auch u,, v, bekannt, giht Gleichung (25) in der
einfacheren Form:

(25b) D, =

den Werth von D,

Wire dagegen die Normalrichtung gegeben, so wiirde die
erste der Gleichungen (30) vermoge des vorstehenden Werthes
von D, sich auf die Form bringen lassen:

VI P 4+ Q
TP RS

2 2 2 2
n? Dy ul + n? Dyw}

292 1 12?2
niu, +udwg

v:—x2—1=pl,

und so wiirden die zusammengehorigen Gleichungen:
f VAR—vix¥(R— 8§)—v}(P + By —x*(Q + 8)—x'§ =0
| p— a2 —1—2p,2H =0,

deren Coefficienten P, @, R, S, M den oben stebenden 4, B,
ahnlich gebaut sind. Fiir 6@ und D, gelten die Beziehungen:

(32)

(27D) ] ue VW, \2
L I S PR
\D' I)n/ \Us Dn/
(22b) D,= D w; + Dyu;.

Was endlich die auf dem Hauptschnitt senkrechten ordi-
ndren Schwingungen betrifft, so fullen fiir dieselben Strahl und
Normale zusammen, und /), welches von der Orientirung un-
abhingig wird, erlangt den constanten Werth D,.

Man erhilt dann einfach mittels der Gleichungen (24) oder
(28) in der Form:

v¥—x*=14pD,
(83)

die Auflgsung:

(34)
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Sofern iibrigens »cosr = }/3* —sin"e, S0 ldsst sich vor-
stehendes Gleichungenpaar auch durch das folgende ersetzen:

v2—2xt=1+pD,

(35) 2 x YA —smie = ¢ D,
Mittels desselben erhilt man:
(36) { 202 =Y +pD, —sin?e) + (g Dy + (1 + p D, + sin®e)
2a’ =V a +p b, —sin'el) + (g Dyp— (1 + p D, —ssin?e).

Im Falle der ordindren Schwingungen kann man daher
ebenso wie fiir isotrope Medien nach Willkiir sowohl die dussere
wie die innere Welle zum Ausgang der Behandlung wihlen.
Die letzten Gleichungen gewihren zugleich eine Uebersicht
fiber die Abhingigkeit des Refractions- wie Extinctionsindex
vom Einfallswinkel.

Lisst man in allen vorstehenden Formeln die Reibungs-
constante G fort und fort stetig abnehmen, so gehen dieselben
successive in. die bekannten Formeln der durchsichtigen Me-
dien iiber.

Beziehen sich dieselben simmtlich auf ein nur aus einer
einzigen Moleciilart bestehendes Medium, so wiirde nunmehr
der Uebergang zu Medien, die aus beliebig vielen Moleciilarten
bestehen, selbst fiir den Fall nicht schwierig sein, dass dieselben
nicht um drei identische Symmetrieaxen, sondern um beliebig
viele, aber je unter sich rechtwinklige Axen geordnet sind.?)

Endlich sind auch die Formeln fiir die Metallreflexion der
Krystalle?) durch die vorstehenden beiden Abhandlungen in
ihrer Handhabung sehr viel bequemer geworden, als sie es frither
waren.

Die gesammte Dioptrik wie Katoptrik der anisotropen
Medien ist demnach gegenwirtig mit wesentlicher Beihiilfe der
MaxweLL'schen Ideen zu einem gewissen definitiven Abschluss
gekommen, Mitarbeiter habe ich bei diesen meinen Bestre-
bungen®) meines Wissens nicht gehabt, wohl aber vielfache
Angriffe und Ausfille iber mich ergehen lassen miissen.

1) Vgl. Ketteler, Theor. Optik p. 819—328,

2) Ebendaselbst p. 355 —3864.

3) Freilich sind manche meiner Séitze und Formeln unter fremder
Bezeichnung und ohne Quellenangabe in die Arbeiten Anderer iber-

gegaugen.
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Nachtrag. Wenn man, wie p. 548 und 549 geschehen ist, zu-
néchst » und % direct berechnet, so erhilt man weniger iibersicht-
liche Formeln, als wenn man sofort das entsprechende D be-
rechnet. Beispielsweise lassen sich fiir die extraordiniren
Schwingungen im Hauptschnitt (v = v" = 0) Gleichungen (21)
und (25) mittels (18) auf die gemeinsame Form bringen:

(37) v« —BD) + 4@ —§ D) =0,

worin die Coefficienten «, 8; o' 8 die folgende Bedeutung haben.
Fir die Normalrichtung ist:

¢ =w?Du? +n2D w? £ =n?u’+ nlw?
e =n2Dyu? + w2 D w? f =n2u?+nto?
und fiir die Strahlrichtung:
¢ =Dyu? + Dw? f =1
o« =D,u?+ D w? f =1
Combinirt man vorstehende Gleichung mit den fiir ein
beliebiges D geltenden Ausdriicken (34), so geht dieselbe
iiber in:

(38) { [(1 +p Dy + (—q— D)z] (e + &) — (8 + B) D2

cosr

=1 +pDP(e—a)—(8—B) D],
aus welcher sich ) unmittelbar als Function von u, w; «’; w', r
berechnen lisst. Die vier Wurzeln dieser Gleichung beziehen
sich gleichmissig auf diejenigen beiden moglichen Stellen, von
welchen die eine durch Vertauschung von » und x und damit
zugleich der Propagationsrichtung und Extinctionsrichtung aus
der anderen hervorgeht (v, = », Y—1, %, = %, J—1).
Bringt man dieselbe noch schliesslich auf die Form:
’ ’ 2

D= (34 5) 0% 35 + s 7o
so lasst sie sich, so lange wenigstens bei nicht zu starker
Absorption das Quadrat des Ausdrucks:

Q______qlm

(1 + pD]cosr

oder bei nicht zu starker Doppelbrechung und Refraction das
Product von §? in seinen eingeklammerten Factor als kleine
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Grosse betrachtet werden darf, niherungsweise als quaedrati-
sche Gleichung auflésen; den ersten Naherungswerth von D
erhalt man dann fiir @ = 0.

Fir missige Absorption, verbunden mit mdssiger Doppel-
brechung und mdssiger Refraction, darf man daher uberhaupt
ohne nennenswerthen Fehler die beiden Richtungen u, v, w und
u, b, w behufs Berechnung der Variablen D als identisch ansehen
und demgemdiiss auch in den Hauptgleichungen (18) die eine durch
die andere ersetzen.

Durch diesen Nachweis wird jedenfalls die praktische Ver-
werthung der hier vorgetragenen Formeln in wiinschenswer-
thester Weise vereinfacht.

Weitere Anwendungen der Gleichungen (37) und (38)
sollen in einem dritten Aufsatze mitgetheilt werden.

Minster i. W., im Mai 1895.





