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REMAROUES SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES 
PAR LES Mt~THODES DE M. BOREL. 

Par 6. V a l i r 0 n  (Lyon). 

Aduaanza  del 2~ marzo 1917. 

Dans un m~moire r&emment publi6 dans les Rendiconti ~) M M. HARDY et LITTLE- 

WOOD ont d~montr6 des propositions int&essantes concernam la sommation des sSries 
par la m&hode de sommation exponentielle de M. BOREL~ propositions qui g~n&alisent 

celles ~nonc&s par les m~mes auteurs dans un m6moire des Proceedings of the London 
Mathematical Society ~). M M. HARDY et LITTtEWOOD &ablissent notamment le th~or~me 
suivant : 

lorsque dans une sdrie divergente le produit du terme gdndraI par la racine carrde 
de son rang reste fini, la sdrie n'est pas sommable par les moyennes exponentielhs. 

Cette proposition se rattacche ~t une propri&6 connue des fonctions enti~res d'une 

variable r6elle, A coefficients positifs tr6s r6guliers, qui rut tout d'abord utilis6e par 

M. BOREL dans le cas particulier de la fonction exponentielle: pour de telies fonctions 

le rapport de la somme d'un groupe de termes entourant le terme maximum ~'t la 
valeur de la fonction tend vers un lorsque la variable crolt ind6finiment 3). La pro- 
pri&6 pr&~dente doit donc se g6n6raliser, en modifiant convenablement l'hypoth~se, 
au cas ot~ l'on prend pour fonction sommatrice une fonction enti&e ~ coefficients 
tr~s r6guliers et, eu particulier, lorsqu'on utilise les fonctions de M M. MtTTAG-LEFvLER 
et LINDELOF. C'est ce que je me propose de montrer dans ce qui suit; je remplacerai 
d'ailleurs l'hypoth~se fake sur le terme g6n6ral par une autre, plus large, sur la somme 
de p termes cons&utifs, p croissant ind6finiment en m6me temps que le rang de ces 
termes 4). 

~) G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, Theorems concerning the Summability of Series by 
BOREL'S exponential Method [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLI (I916), pp. 36-53 ]. 

2) G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, The Relations between BOREL'S and CES.kRO'S Methods oJ 
Summation [Proceedings of the London Mathematical Society, series II, vol. XI (1912-t9-3) , pp. 1-I6]. 

Voir ~galemeat le m6moire des m6mes auteurs: Contributions to the Arithmetic Theory of Series 
(ibidem, pp. 4il-478). 

8) Voir E. BOREL, Le;ons sur les s~ries divergentes (Paris, Gauthier-Villars, i9oO, p. I4x et sui- 
vantes. 

4) l.lne g&l~ralisation du m~me genre a C~ fake par M. E. LANDAU dans le cas du th~or~me 
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Je d&ignerai par c le coefficient de x" dans le d&eloppement de TAYLOR de la 
fonction sommatrice F(x), et montrerai d'abord (~ I) que des hypotheses assez 
simples sur la croissance de la d&iv~e seconde du logarithme de c ,  prise par rapport 
ft. n, entrainent d~j~ pour la sommabilit~ des consequences tr~s voisines de la propo- 
sition ~nonc~e ci-dessus. Je montrerai ensuite (~ I I )  que, lorsque la somme s,, des n 
premiers termes de la s&ie crolt assez lentement, on peut mettre en ~vidence le terme 
maximun de la fonction enti~re, ce qui conduit ~ consid6rer une expression de la 
for l l l e  

q2  

dans laquelle - - H ( n )  est la d&iv& seconde du logarithme de c par rapport ~l n. 
Cette nouvelle forme permet de resserrer les limites d'application du thfor~me de 
M M. HARDY et LITrLEWOOD. En rempla~ant enfin la somme pr.&6dente par une int& 
grale on arrivera ~i la d6monstration du thfor&ne d~finitif (~ III). 

Le proc~d6 de sommation introduit ci-dessus est la g6n&aiisation du proc~d6 
(E, a) de M M. HARDY et LIrrLV.WOOD, je l'appellerai proc6d6 (H) ;  ii sera 16gitime de 
l'employer lorsque le produit H(x)x  ~ croit ind6finiment avec x [H(x)  tendant vers 
z&o], mais dans ces conditions il ne sera pas toujours possible d'&ablir l'fiquivalence 
avecla sommation par une fonction enti~re, ce sera le cas pour H ( x ) - - x  ~, ~ &ant 
compris entre - -  i e t  - -  2. On est alors conduit ~l la sommation (H)  par la recherche 
de la limite, lorsque x tend vers un, d'une expression de la forme 

Z4x-s. 

dans laquelle le d6nominateur a pour rayon de convergence l'unit6 et des coefficients 
positifs satisfaisant ~i certaines conditions de r~gularit6. Je montrerai (~ I V ) q u e  ce 
nouveau proc~d6 de sommation est applicable ~i i'&ude d'une s&ie enti&e aux points 
r~guliers du cercle de convergence. 

Tous les  proc~d~s de sommation que je consid&erai sont d'ailleurs bas6s sur la 
re&bode g6n&ale des moyennes introduite par M. BOR~.I. s) ce qui justifie le titre 

donn~ ~ cette note. 

I. Je supposerai d'abord que la fonction sommatrice F(x)est  de la forme suivante 

r oo 

de TAUBER: Uber einen Sat~ des Herrn LITTLEWOOD [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 

t. XXXV (I ~ semestre 1913). pp. 26j-276]. 
s) Voir les Lemons sur les siries divergentes, 1. c. 8), p. 92. 
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le produit n% &ant born~ en module et G(x) &ant une fonction jouissant des pro- 
pri~t6s suivantes : 

x = G" (x) = 
(A) log x 

(B) IO"(x,)-- O"(:01 < < . g O  (-O % Ix , - -< <[C"(x)0og.O-'] �9 " ~ > o .  

Le r61e de ces deux conditions apparaitra dans la d6monstration de la proposition 
fondamentale suivante. 

THEOREME I . -  Si l'on ddsigne par ~(x) ou plus simplement par ~ le rang du 
terme maximun de la fonction enti~re F(x)  el par s. une fonction de l'entier n dont le 
module reste infdrieur it n ~ (pour n sup~rieur ~t un hombre fixe -40) , on a l'ggalitd 

�9 I X 'z X "  ( I )  h i l l ~ - -  c s - -  y c s .7__ o,  

darts laquelle N e t  N= ddsignent deux entiers ddfinis par rggaIitg 

(z)  iV, - -  { - -  ~ - -  N, --- A(p)  l/log { [ G" (~)] -Z. 

D'apr~s l'hypoth~se fake sur s tout revient ~ d~montrer la proposition pour s-----n p 
et par suite h &ablir que les expressions 

I I Nr 

(') F(X)~A2C,, 11pxn, .F(x)~o n~cn xn 

out pour limite z&o lorsque x crolt ind6finiment. Je feral la d+monstration pour la 
premiere, la m&hode &ant la m~me pour la seconde. Je supposerai actuellement que 
clans la premi6re expression (3) N~ est un hombre quelconque sup6rieur A ~, et je 
chercherai Ale  d6terminer pour que l'expression tende vers z&o. Le hombre ~ est la 
partie enti6re~ ou la partie enti+re augment6e d'une unit+, de la racine de l%quation 

(4) G' 0 ' )  "-- log x, 

racine qui est unique d6s que x est sup&ieur A u n  hombre Xo facile A d&erminer, 
puisque, d'apr6s la condition (A)~ 6;' (x) est croissante ~t partir d'une certaine valeur 
de x. 

Posons 
0o 

e t  comparons les termes de m~me rang dans R ( N . ,  x) et R(no, x), n o ~tant compris 
entre { et N=, on a 

CN.+q(N. + q)P x2"~-' ).(x)~ N= 
'~--- C o+q(no_~q)Px.o+, - - - ( I ' J - - ~ o / ( I 2 1 -  n-~q~176 -c'u=m'+~'"~247 

6) Dans tout ce qui suit je d6signerai par s(x) toute fonction tendant vers z~ro, et par ),(x) 
t o u t e  fonction restant born6e lorsque x crolt iud~finiment. 
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En appliquant ~t la fonction G(x) la formule des accroissements finis, en s'ap- 
puyant sur la croissance de G'(x), et en remplaGant log ~ par G'(~-+- I) qui lui est 
sup&ieur d'aprSs la d6finition de ~. [@galit6 (4)], on volt que ['on a 

logo~ < (p -{- , ) log ( i  + N2 - -  n~ + ( N -  no)[G'(~, -[- I ) - -  G'(no)], x >x o 

ou finalement 

logt~q~(p+i) log/x+ N*--no ,, " . ) -(N*-no)(no-~-I)G (~,) ;'=;+0(no--~--')'[0i<~. \ 

G"(x) varie lentement d'apr~s la condition (B), on est donc conduit 5 prendre 
pour n o une valeur diff~rant de moins d'une unit5 de la moyenne de ~ et N~; R ( N ,  x) 
sera alors inf&ieur au produit de R(no, x) par le nombre "~'(x) 

";(x)= (I + N~--~)  e ~N~-~-,,~_~,,~,,4 

On obtient ainsi l'in~galit6 
",'(x) ~"~ y (~).u < R (N, ,  x) < I - -  -~. (x) e x - -  .; (x) 

et l'on pent &idemment choisir N~ pour que le coefficient de F(x) tendevers z~ro, il 
suffit que le produit y(x)N~ tende lui-m6me vers z&o ce qui aura lieu sl l'on prend 

- -  ; - -  = ( 4  i0 + ) log  

puisque la condition (B) permet alors de remplacer ~, par ~, dans l'express!on de "/(x). 
Le th6or~me I e s t  donc d~montr6 et l'on voit que AGo) est inf&ieur ~. 4P -{- I 

lorsque log ~ G"C.) croit ind~finiment. 
Dans le cas off les hombres s sont born6s le raisonnement fait ci-dessus montre 

que ].'~galit6 ( i )  est encore valable en prenant 
I 

N , -  ~ --- ~ - -  N, _ r (~}I/_G,;(~S , 

et il est facile de se convaincre que cet intervalle ne peut &re restreint. 
2. Les conditions (A), (B) s'introduisent naturellement dans la d6monstration du 

th~or6me pr&~dent, ce sont des conditions de r6gularit6 n'apportant aucune restriction 
la croissance de la fonction enfi&e F(x). En effet, la fonction F(x) &ant enti6re, 

le quotient de G(x) par x a pour limite l'infini lorsque x crolt ind~finiment, et par 
suite G'(x) n'est pas born~ sup~rieurement, supposer que ce nombre croit n'est donc 
qu'imposer une premiere condition de r~gularit~; d'autre part, quel que soit % le 
produit x '+~ G" n'est pas born6, ce qui ach~ve de montrer que la condition (A) ne 
limite pas la croissance. Pour la condition (B) le m~me fair r6sulte de la remarque 
faite ci-dessus lorsque G"(x) tend vers z~:ro; il est &ident lorsque G " ( x ) a  une limite 
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ou bien crolt ind~finiment en restant inf&ieur ~ log x, enfin si le quotient de G" (x )  

par logx reste sup'rieur 2t un nombre fixe la diff&ence N 2 - - N ,  restera fi,fie sans 

que (Y'(x) soit astreint 21 aucunr autre condition. Les fonctions correspondant ~ ce 

dernier cas sont d'ordre nul, fi croissance tr6s lente, dies ne nous int&esseront pas 
dans la suite. 

3. Consid6rons une s6rie et d6signons par s la somme de ses n premiers termes, 
nous dirons que la s&ie est sommable B, de somme s, par la fonction enti6re F(x)  
satisfaisant aux conditions (.4), (B), si l'on a 

I ~e. 
(5) lim - - -  Y c,, s x ~ = s. 

Une s&ie convergente ayant pour somme s est sommable B avec la m4me somme. 
Certaines s&ies divergentes peuvent ~tre sommables, par exemple la progression g~o- 

mctnque dont le terme g6n6ral e s t . .  est somtnable par les fonctions F(x )  v6rifiant 
la condition 

F(zx) 
(6) li__m F(x)  - -  o. 

La r~gion du plan des Z pour laquelle cette ~galit6 est v6rifi6e est d'un seul tenant, 
et permet de d6finfr pour toute fonction de ~ une 6toflc de sommabilit6 ne d~pendant 

que de la position des points singuliers. Pour que la sommation B permette le prolon- 

gement analytique dans une r6gion ne d~pendant que de la position des points singu- 
liers, il est done n&essaire que la condition (6) soit v6rifi6e pour des valeurs de Z de 

module sup&ieur ,-i un, ce qui exige que la fonction F(x)  soit d'ordre positif. Les 
fonctions d'ordre nul pourront cependant permettre la sommation de eertaines s6ries di- 
vergentes, c'est ainsi que la progression g6om6trique sera sommable pour les valeurs 
de Z de module 6gal ~i un lorsque la condition (6) sera v6rifi6e pour ces valeurs; il 
sera toutefois n&essaire que le quotient de log F(x)  par le carr6 de logx  air une 
limite sup&ieure infinie lorsque x croit ind&finiment 7). Nous supposerons dor&navant 
que cette condition est r6alis~e. 

4. La propri~t6 de la sommation B raise en 6vidence par MM. LITTLEWOOD et 
H.~RDY apparalt imm6diatement, sous une forme encore impr6cise, comme cons6quence 
du th6orhme I. On obtient en eflht le th6or6me suivant, valable pour toute fonction 
F(x)  satisfaisant aux conditions ( d ) ,  (B):  

THEOREME II. Disignons par ~ (n) le maximun du module de la diffdrence s§  t ~ s 
lorsque la valeur absolue de p varie de o a 

E )]" (log n) ~- G"(n 

et supposons que ~ (n) air pour limite z, dro lorsque n croft indgfiniment. Dam ces conditions 
la sdrie ne peut gtre sommable B par la fonction F(x)  sans are convergente. 

7) Voir G. VALIRON, Th~$g, en particulier page 34. 
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Car s &ant inf6rieur ~t n le th~or~me I est applicable, et comme l'on a 

lira I ~c,s ,x"  F c,,x" = o 

on voit que si la s&ie est sommable B, de somme s, s a a pour limite s ce q u i d &  

montre la proposition. 

En prenant pour fonction F(x) les fonctions E(:r x) de M. MITTAG-LZFFLZR, qui 

pour :r = I donnent la fonction exponentielle, on a 

x ( + )  
E(~, x ) =  2o r ( n ~ -  ~)' O(x)= x~ + log(~x)--~x, 

la limite de variation de p est donc la m~me, ~ un facteur constant pros, pour toutes 

ces fonctions et est bgale ~ k n" (log n) 
Le r~sultat est le m&ne pour les fonctions E~(x) de M. LISDZLOF, pour lesquelles 

on trouve  (xy 
E~(x) = ~ , 6 ( x )  = x ~ log x. 

Pour les fonctions d'ordre infini G" (x) d&roitra moins vite, et par suite le thfio- 

r6me II sera moins restrictif; ainsi pour la fonction Lr de M. LISDF.LOr on aura 

I x  ]" G(x) ~ x log~ (x + '~), L~(x) = ~ .(n ' "z- log -I- [~) 

l'intervalle de variation de p sera ici ~gal ~ k t/n. 

2 .  

5. Le th~or~me I qui restreint le nombre des termes d&erminant la valeur de la 
fonction F(x) conduit naturellement ~t mettre en ~vidence le terme maximum. Pour 

obtenir un r~sultat simple nous devrons faire des hypotheses plus restrictives sur la 

croissance de la fonction G"(x). Nous supposerons que les conditions (A), (B) sont 

x' ~" (x) 
1)22 (log~)~ = ~o, l;m G"(~).log x = o; 

~" (-,.) ~ x , - -~L < [ G " ( x ? ]  - ~ §  
(B') G"(x) < B - - 7 - '  Ix~--x[ L l o g / J  , B > o ,  ~ > o .  

Nous pourrons alors d~montrer la proposition suivante: 

THZOt~EM~. I I I . - - L a  fonction G"(x) vgrifiant les conditions (A'), (B'), et la suite 
des hombres s satisfaisant it la condition 

(a) lira Is,,[ [2 n t- n G" (n)] = o, 
.=" n f ~ ( n )  

remplac&s par les suivantes: 

(A') 
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on a l'ggalitd 

(7) F(x) 'z-c"s ,-., - e s. 
8) .  

N~ 

Tout d'abord le th~or~me I &ant applicable en vertu de la condition impos& 
s et de la condition (A'), on peut remplacer darts le premier membre de l'~galit6 (7)  
les limites o, oo par N,  et N~. D~signons alors par T(x) la valeur du terme maximun 
de F(x), on aura 

log c x" = log T(x) + (n - -  ~) log x + G(~) --  G(n) + X(~) 

- -  log T(x) -[- (n --  ~)[log x - -  G'(~)] - -  
~(x) 

- ~2 (n - -  ~)~ 6" [~ + 0 (n - -  ~)] + ~ , 101 < ~. 

L'~quation (4)  montre que log x est ~gal ~ G' (~ - [ -0 ' ) ,  0' &ant ins ~ un 

en valeur absolu% par suite, en utilisant la condition (B'), on aura pour les valeurs 

de n comprises entre N,  et N~ 

( .  - ~y ~" log c x" - -  log T(x) - -  ~ (~) 

+ x (x)(n - ~) ~,,(~) + ~(x) ~ - ( n  - ~), o',(~) + x ( ~ ) - ~ .  

On volt ais6ment, en utilisant de nouveau les conditions (A;), (B')  et en tenant 

compte des valeurs de N,  et N~, que les trois facteurs de X(x) tendent vers z~ro 
lorsque x crolt ind~finiment, on pourra donc &tire 9) 

T(x) e-+l"-~:~ (i ~ :  = + ~(n,  ~)) 
(8)  ' ] (n, ~) - -  )~ ( x ) ,  .. -~- (n - -  ~) G" (~) --~ -~- (n - -  ~)' G" (~) ,. 

ce qui conduira A l'6galit& 

~ . Ex)  F ~  -~.-~:o,,,~, ] 
"" L < '  s,, + (x) + + , 

dans laquelle S(x) d~signe le maximun de s dans l'intervaUe N,, N2 et off l'on a 
I N2 

.t~r 2 

Nt  

I N2 
,a (~)  = ~ -  G"(~) y . ,  (~)(~ - ~ y  

NI 

u.(~) = e 

s) Le signe ,-,, indiquera dam tout ce qui suit que le rapport des deux membres a pour limite 
un ou qu'ils tendent simukan~ment vers z~ro. 

9) C'est dans les m~mes conditions que l'on pourra &tire l'~galit~ (2. I2~) du m~moire de 
M. M. LITTLEWOOD et H~,RDY, la d~monstration du lemae 2. I2 devra &re modifi~e en consequence. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (t917) --Stampato il 3 aprile 1919 . 3~ 
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On obtiendra des limites sup&ieures des sommes pr&~dentes en remplaqan~: les 
limites N, et N= par o et ~ ;  or le hombre q &ant entier et a positif on volt par 
un calcul bien simple que l'on a, quel que soit N, 

(io) 

5-e -~" n~ < ~(m) + e-"=Xx~dx 
n ~ o  

IB q+~ 
q 4 - i  2 Bq q+ , = ~,(N) + B a ~ = q (~ - -  ~) "'" 2 • 2 V,~-, 

- -  q(q - -  2) 3.I >< 2 

q = 2 q', 

q = 2 q ' + ~ .  

E:n utilisant cette in6galit6 et l 'hypothbse fake sur s qui, eu ~gard A la condition 
(B'),  entralne pour S(x) l'6galit6 (a) off n est remplac6 par x, on aura 

_ !  

(,,) S(x)[.,S,(x)+ A:(x)+ 4( . ) ] -  : 

I1 reste 7/ calculer la valeur de T(x),  il su i t  pour cela d'appliquer l'~galit~ (9) 
au cas off s est ~gal 7/ un, on obtient ainsi l'~lalit~ asymptotique 

N2 _!(n-~)2Gnt~) 
F(x),-.~ T(x)  ~ e  ~ 

dans laquelle on peut remplacer les limites N e t  N~ par -t-0% car on a pour cette 
somme un th~orbme analogue au th~or&ne I. En remplaqant la somme ainsi obtenue 
par une int~grale dont la valeur est donn~e par l'~galit~ (zo) on trouve que le quotient 

[ /  2 ~ . En portant la valeur de F(x)  par T(x)  est asymptotiquemen~ ~gal 7/ . G"(~.) ainsi 

trouv~e pour T(x)  dans l%galit~ (9) et en utilisant l'~galit~ ( I I )  on obtiendra l'bgalit6 
(7)- Le th~or~me III est donc d~montr& 

6. Le th~orbme III est un th~or~me d'~quivalence; il &ablit en effet que s saris- 
faisant 7/ la condition (a) le proc~d~ de sommation B e s t  ~quivalent 7i celui qui con- 
sisterai 7/ chercher la limite de l'expression 

.,./-H--(~(x) ~2 _+q~n,~, N'  t / F @  x 
I / - ~ - ; =  ~ e  Sx+q, N;.--- - -  = A i/ ~((x~ , 

lorsque.x croit ind+finiment, la fonction H(x )  satisfaisant aux conditions impos~es 7/ 
G"(x).  I1 est clair qu'il existe un th~or~me jouant, vis 7/ vis de l'expression 0 2 ) ,  le 
r61e du th~or6me I; on d~montrera en effet, de la m~me faqon la proposition suivante: 

TnEOREME 1 ' . -  Si la fonction H(x )  satisfait c~ la condition.(A) et si s reste in- 
fgrieure d partir d'un certain rang it n p, on a 

- -  ]~rt 2 
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Cette proposition introduit un nouveau proc~d~ de sommation qui consiste ~t cher- 
chef la limite de 1'expression 

lorsque x croit ind~finiment par valeurs enti&es, H ( x )  v~rifiant l'~galit~ (A). Ce 
proc~d~ est la g&v~ralisation de celui indiqu~ par M M. HARDY et LITTr.V.WOOD SOUS le 
nora de proc~d~ (E, a), je le d~signerai sous le nora de sommation H. Des th~o- 
r~mes III et I' on d~duit le corollaire suivant. 

THEOREME I I I ' . -  Si la fonction H ( x )  - -  G" (x) vgrifie Ies conditions (A')~ (B'), 
et si s. vdrifie la condition (a), les procgdis de sommation B e t  H sont dquivalents. 

Du mode de d~monstration du th~or&lae II'I on d~duit facilement que, darts l'6- 
nonc~ pr&~dent, on pent remplacer l'~galit~ entre H ( x )  et G " ( x )  par l'~galit~ moins 

= H(x) .  restrictive G" (x) -]- X (x) -k7 " 

Comme consequence on volt par exempie, en se reportant au n ~ 3 que la som- 
__L/ 

mation B par l'une ou l'autre des fonctions E(x ,  ~) et E~,(x) est &quivalente, si s n 
0~ 

tend vers z~ro, il la sommation H avec H ( x )  = - - .  
x 

7. Dans les th6or&mes pr&~dents nous avons suppos~ une limitation de s ,  cette 
limitation peut se d~duire d'une hypoth~se sur les termes de la s&ie et de l'hypoth~se 
de la sommabilit~. On obtient le th~or~me suivant. 

THEOREME IV. ~ Si la sgrie dont la somme des n premiers termes est s est som- 
mable B (ou H) ,  et si l'on suppose que ? (n) dgsignant le maximun du module de s .p ~ s 

I 
Iorsque p reste infdrieur d I q-  n G " ( n ) '  on a 

(b) lira t~(n) = o 
n~oo 

s,, vdrifie la condition (~). 

Les conditions impos~es ~t la fonction sommatrice sont ici les conditions (.4') 
et (B'). 

Je feral la d~monstration dans le cas de la sommation B, qui est le moins simple. 
11 est tout d'abord &ident que, s rest.ant inf~rieur ~t kn, le th~or~me I s'applique; on 

peut d'autre part remplacer s par s~ + ( s -  &) et s~parer les termes correspondant 

~t s~, enfin majorer la difference Is ~ s d par ~(x);" G " ( ~ ) ( n -  ~) ce qui donne + ' 
l'~galit~ 

y , . ( n  - -  = +. ,  (x)] + ,  (x) + 6" 

En rempla~ant c x" par la valeur donn6e par l'~galit6 (8)~ on volt que la somme 
figurant dans le second membre de l'+galit6 pr~c6dente est inf6rieure au produit de 
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T(x)  par A ( x ) :  G"(~), et par suite infbrieure ft. I - -  et l'on retombe sur l'bgalitb 
t/G" 

(a) puisque ~, est susceptible de prendre toutes les valeurs. 

Lorsque le produit x G " ( x ) n e  tend pas vers z&o, c'est3t-dire lorsque la sore- 

marion B e s t  faite par une fonction enti~re d'ordre fini ou nul, l%nonc~ du th~or~me 

IV se simplifie, s vdrifie la condition (b) lorsque le tertne ggndral tend vers ~.~ro ; la 

condition (a) se simplifie elle-m~me et exprime que s est infbrieur ~l ~(n)[G"(n)] 2 
8. La substitution de la sommation H ~t la sommation B, possible d'apr6s ce qui 

pr&~de lorsque les nombres s vbrifient la condition (a) ou la condition ~nonc~e au 

n ~ pr&~dent, permet de donner un bnonc~ plus pr&is du th~or6me II: 
THEOREME I I ' . -  Si le maximun ~r(n) de Is,,+p--s [, lorsque p prend tomes les va- 

I 
leurs infdrieures ?t l /~w_.~ , tend vers z~dro lorsque n crdt inddfiniment, et si la sdrie 

est sommable B(ou H), de somme s, la fonction G " ( x )  [0u H ( x ) ]  satisfaisant aux 
conditions (d ' )  et (B'), la sdrie est convergente et a pour somme s. 

On se trouve en effet dans les limites d'application du th4orhme III, et l'on a 

dans un cas comme dans l'autre 

lim ~ -e  Sx§ --- s, N; - -  - -  N; - -  A 1/ H(-(x) ' 

[ H ( x )  &ant remplac6 par G" (x) dans le cas de la sommation B]. On mettra s~ en 

4vidence comme au n ~ 7, et on majorera la diff6rence par r -FqCH 5(x)] 
conform4ment /t l'hypoth6se, on obtiendra ainsi l'6galit6 

N' -+q'mx/ 
s, + Y e [, + q 

,x, r f  
I 

et, en achevant le calcul comme ci-dessus, on volt que s est asymptotiquement ~gal ~t 
s, ce qui d~montre la proposition. 

La condition impos~e ~t la sfirie est ~videmment v6rifi~e lorsque le terme gfin~ral 

a reste, ~t partir d'un certain rang, inf~rieur ~t r l/ G" (n) on a ainsi la proposition 
suivante, qui comprend celle d~montr~e par M M. HARDY et LITTLEWOOD clans leur 

premier m6moire : 
Si la s~rie de terme g~n~ral a,, est sommable B par les fonctions E(x ,  ~) on 

E~,(x), et si le produit a t /n  tend vers z6ro, la s~rie est convergente. 
9. Dans le cas off la suite a (n )  introduite dans l'~nonc~ du th~or~me II' est 

seulement born~e on peut encore faire les m&nes raisonnements que ci-dessus, et l'on 
est conduit /t la proposition suivante qui joffera un r61e fondamental dans la suite: 

L~.M~E.-  Consid#ons une sgrie sommable B(ou H)  [les fonctions G"(x)  ou 
H ( x )  vdrifiant les conditions (A')  et (B')], et supposons que la somme s, des n premiers 
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termes satisfasse it la condition suivante: ~(n)  dtant une fonction tendant vers z gro 

lorsque n croit indifiniment le maximun ~r(n) de {s ,+p-  s.[ lorsque p reste infgrieur it 
_ !  

~(n)[G"(n) ]  ~ est lui-mgme infgrieur ?~ A , ( n ) ;  alors la somme s est bornde en 
module. 

Comrne cons6quence de ce lemne on volt que s &ant born6 en module, on peut 
appliquer la remarque fake A la fin d u n  ~ I (la m~me remarque pouvant 8tre fake 
dans le cas de la sommation H),  on aura donc 

l]m v ~ Z e - W ~  ' N ' _  ' N'x s+~ = s, N ' : - -  - -  , ~(x) t / G ~ )  

et ceci quel que soit ~(x). L'intervalle utile dans la recherche de la limite est ainsi, 
un facteur pros croissant aussi lenternent que 1'on veut, le m~me que celui dans lequel 
] s+~- - s l  reste infiniment petit. On pr~voit donc que, si la sommabilit+ B a encore lieu 
lorsque G"(x)  est remplac~ par son produit par un hombre arbitrairement grand, la 
condition impos~e aux s entrainera la convergence. On d+montrerai rigoureusement 
cette propri6t~ en utilisant la valeur du reste trou%e au n ~ I, mais la d~monstration 
sera plus simple par la m&hode de M M. LIT~LZWOOD et RAttO~. 

$3. 

x o .  Je montrerai maintemant rapidement que, moyennant quelques hypotheses 
suppl~mentaires sur G"(x)  ou H ( x ) ,  on peut &endre la port~e du th~or~rne*II' et 
obtenir l'~nonc~ d~finitif sous la forme suivante: 

TnEORE~r II" - -  Si une sgrie est sommable B(ou H), de somme s, et si la somme 

s. des n premiers termes satisfait gt Ia condition 
! 

(c) is.+p- s.i <~( . ) ,  p < ~@)rm'(.)l ' ~ ! ~ ( n ) =  o] 
la sgrie est convergente, de somme s. 

Je suivrai le mode de d+monstration de M M. LITTLI~WOOD et H^R~IY et rempla- 
cerai d'abord dans la sommation H la s+rie par une int~grale en ~tablissan} la pro- 
pri&+ suivante : 

TH~ORWME I I I ' . -  Si H ( x )  vdrifie les conditions (A') ,  (B'), si le maximum 
I 

~(n) du module de s .+~--s ,  pour p ~  I-]  n i l ( n )  tend vers ~gro lorsque n crdt indg- 

finiment, et si la sgrie est sommable H,  on a 

l~ + 
l i  2 ,~ - x  I /  2 ~ d _ ~  

f ( x )  Msignant une fonction nuUe pour x ndgatif, lingaire dans toilt intervalle n, n +  I, 
et prenant pour x - -  n la valeur s . 

La d+monstration r~sulte des deux faits suivants: 



278 G. VALIRON. 

I ~ dans les deux membres on peut remplacer les limites par des hombres Ns et 

N'= tels que N~ = -  N~ = A(log x) 2 [H(x)]  , la propri6t6 r6sulte du thSor~me I' 
pour le premier membre puisque s est inf&ieur ~i n e t  d&oulerait d'un th~or~me 
analogue pour l'int~grale. 

2 ~ Pour les valeurs de t comprises entre les entiers q et q -I- I, on a 

12 I 
- -~  H(x, -- ~-  q2H,xt  r 

e = e  i + ~ ( x D q H C x  , Iql < N;, )] 
L. 

f ( t  Jr- x) --  sa+, + ,( .v); f ( t  + x) < ~ nt - x t t ( x )  ' Itl < Nj 

l'in6galit6 &rite en dernier lieu &ant cons6quence du th~or~me IV. 

Je d~signerai par m6thode de sommation L l e  proc6d/: qui consiste A attribuet 
pour somme A la s&ie dont la somme des n premiers est s ,  la limite pour n infini 
(si cette limite existe) de l'int6grale 

H(x)  +~e --}~m~l t x dt n i<: + ) , El<: . , ) -s, ,+( , , , , , - , ) (>, - , , :>,  +,; 
Les th~or~mes III et III' montrent que, lorsque l e s s  v~rifient la condition (b)~ les 

X 
re&bodes de sommation (B), (H), (L) sont equivalentes, G"(x)  - -  H(x)  + ), (x) 1/ 

, ~ ( x )  
v&ifiant les conditions ( d ' )  et (B'). 

x I. Nous supposerons dor6navant que H(x)  est d&roissante et d~signerons par 

2 K(x)  est croissante et son quotient par l /x  a K(x) la fonction inverse de H ( x ) '  

pour limite oo; la m6thode de sommation L consiste d6s lors A chercher la limite, 
pour x infini, de rexpression 

1/~x (t + K(x))dt .  

Nous pourrons, A partir de cette nouvelle forme, 6tablir la proposition fondamentale 
suivante : 

Supposons que la fonction K(x)  admette des ddrivdes premikre et seconde continue3 
et vdrifiant les conditions 

t AK(x )  < xK ' (x )  < BK(x )  (A>o)  
(C) K"(x) .x"  < CK(x),  

et supposons qu'une sdrie soit sommable, de somme s, d l'aide de cette fonction, la somme 
s des n premiers termes dtant d'ailleurs bornde, cette sdrie est alors sommable L ~ l'aide 
de la fonaion K(xa),  quel que soit le hombre a supdrieur d un. 

On peut 6videmment supposer que s est nul, et on dolt v6rifier que l'~galit6 

r f+=--'"" [ ] 
l iml /a~(x ,  a ) = l i m  a_~ e " f t + K (x) dt = o 
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&ant r6alis& pour une valeur de a, rile l'est encore pour les valeurs sup&ieures, ou 

plus simplement que l'+galit& a encore lieu lorsque a est remplac~ par a-Jr-8 (~ ~ a ) .  

Or on a 
~i ( _ _  i ) . + ,  /,'8+oo _ T t2(a_~., ) 

X (n + I)! f i t  + 0 ' < ~ )  

�9 f ~!tia I~(x) --  x -'-{- +=e x t=,f[t jr - K(x)]dt, 
BJ_oo 

et, comme 1 It + K(x)]  est born6, le second terme de ~ (x, a) est inf&ieur A 

(n + 1)!l /x J _ .  \ X l  d t - - ( , 7 + i ) !  e-"u d U < T n .  

P:.r suite tout revient A montrer que les fonctions [i(x ) tendent vers z&o lorsque x 

croit ind~finiment, et, puisque /o(x) tend vers z&o, il suffit de %rifler que / . (x )  
tendant vers z&o il en est de m6me de /'~+, (x). Or les /,,(x) sont boru6s, d'autre 

part on a en d&ivant 

~1 I r  ---x-I 12a 

a I - - T K , ( x ) I  e t="f'[t + K(x)]dt  ~'(X)-- 2 n "Of- I ./n ( x )  -Ji- -~--- .+ ,  ( x )  --~ x 
2 x ,.. _o~ 

en intbgrant par partie la derni~re int6grale on obtient finalement 

03)  s'o(x) = -  2u +2x ID(")  + ~ -I,,+,(x) -~ ~K'(x)77 ["~++(x)  - -  2, ,S_+].  

En utilisant les propri&& (C) on d~duit de cette ~galit~ 

~(.,:) K(x) . . . [ K ( x ) ] '  
I/,', ' (x)l --- x: + x (x) x~/V- + ,, cx; 

r  
comme ~ tend vers z&o c'est le troisi~me terme qui donne son ordre A la somme, 

on a d:mc simultan~ment 

( i 4 )  IC(x)l = X(x)x-'[K(x)] =, I/.(x)l = ~(x); 

admettons pour l'instant que l'on puisse d~duire de 1A l'in$galit~ 
3 

( is)  IS'. (x)l = ~  0,) x- ~- K(x). 
En portant cette valeur dans l'tgalit~ ( I j )  ~ en faisant n ~gal I z&o et en r&olvant 

par rapport A I on trouvera que cette fonctlon tend vers z&o; d'une fa~on g~n&ale, 

, i §  en taisant n - -  TP et en r&olvant par rapport A (p+,l on trouvera que cette fonc- 

tion tend vers z&% et par suite la proposition en vue est d&nontr~e. 

I1 reste ~ montrer que les ~galit& ( i4)  entralnent l'in~galit~ (15). D~signons par 
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~(x) une fonction d&roissante tendant vers z&o qui soit constamment sup~rieure 
J/(x)] et formons la suite de nombres x. dtfinis de proche en proche par l'tgalitt 

- ' - -  i (x~+, x~) ~ [~(x~])]~ , d'apr~s la formule de la moyenne il existe un nombre x' 

compris entre chaque couple de nombres x~, x~§ pour lequel on a 

ir (x,) I __ II.(x,§ - -  I ( x , )  I < 1/ /2  ~(x , )  K ( x , )  
Ix,+. - -  x,I ~ 

et entre x~ et x'~§ on a encore, en vertu de cette m~me formule 

" x" [//2 ~(x,) Ir. (x)l < II'. (x',)l + Ix - x',l II. ( , )1  < _ ~ K(x,) 

+ \ ~  + ~(x,§ )" ~, 

D'autre part la premi&e condition (C) montre apr~s intbgration que K ( x ' )  est inf& 

rieur au produit de par , par suite x'.-- &ant de la forme I -]-~(x) 

on voit que l'on obtient l'~galit~ (15). 
12. La d~montration du th~or~me II" est alors bien ais&, en supposant que la 

fonction G"(x)  [ou H(x)]  v&ifie les conditions (A') ,  (B') et que l'inverse de 
2 [G"(x) ] - '  lou de 2 [H(x)]- '} satisfait aux conditions (C). En effet, le lemme du 
n~ 9 montre que s est borne, le th~or~me III' est applicable donc la s~rie sommable 
L, et d'apr~s ce qui pr&~de elle l'est par toute fonction K ( a x ) ,  a &ant fixe mais 
aussi grand que l'on veut. On a ainsi l%galit~ 

( ) lira s - -  s~:(,,-- - ~  _ { f i t  2 r- K(x)] - -  f [ K ( x ) ] l d t  = o 

dans laquelle on pent remplacer les limites d'inttgration par +__ (ax )  , dans cet 
1 

intervalle la quantit6 entre crochets est inferieure ~. 2 t x ~ + ~ ~x) et l'on obtient 

lira (s - -  sKIt) ) ~ a , 
x~oo 

ce qui ach~ve la d6monstration. 
Les conditions impos&s ~ G" (x) ou ~t H ( x )  peuvent se simplifier, la premiere 

relation (C) entralne une relation analogue pour G"(x) ,  on a donc en int6grant 

~"(x) - 

et si dans cette 6galit6 on fait x - -  x[ t  + , (x)]  on obtient 

G"[x + ~(x)x] = G"(x)(~ + x, x--x.) ~'x'= G"(x)(~ +X(x)x, x--x) 
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ce qui montre que la relation (B') est certainement %riffle. En r6sum~ il suffit que 

G"(x) satisfasse ~t la condition (A') et qu'en posant H(x) - -  G" (x)+ ),(x) I/G''(x) 
X 

l'inverse de H(x) %rifle les conditions (C). 
Les conditions (C) sont vfirifibes par toutes les fonctions simples i croissance 

rationnelle ~o) de sorte que le th~or~me II" est valable pour la sommation B par les 

fonctions E,,(x) et E(x, o 0 l'~nonc6 ~tant ators le m~me'que pour la sommation ex- 

p0nentieUe. 

$4 .  

xS. D'apr~s ce qui a &6 dit au n ~ 2 le produit x '*~ G"(x) ne saurait ~tre born6 

lorsque G" (x) est une fonction d6duite des coefficients d'une fonction enti~re, et ceci 

quel que soit le nombre positif a, G" (x) ne peut donc ~tre ~gal ~t x -B, ~ &ant su- 

p~rieur ~t un. Une telle limitation ne s'impose pas dans la m~thode de sommation H 
qui continuera ~t jouir des propri~t6s exprim6es par les th~or~mes I', IV, I r ' .  I1 existe 
ainsi des fonctions H(x) pour lesquelles la sommation H n'est pas analogue ~t la 
sommation B. On peut alors rattacher la sommation H ~t la som'mation par des s~ries 

enti~res de rayon de convergence 6gal ~t un. 
Consid~rons la s6rie de rayon de convergence un 

" ~ / ; x  Xn 
= = 5-o + x", 

le quotient de G, (x) par x tend vers z6ro lorsque x crolt ind6finiment, nous suppo- 
serons que G, (x) est une fonction n~gative d~croissante, d6rivable deux fois, la d6ri- 
v6e premiere G'(x)  6rant n6gative tandis que G"(x) est positif. Nous supposerons de 
plus que G"(x) v6rifie les conditions (A') et (C). 

Nous dirons que la s6rie de terme g6n6ral s n - - s _ ,  est sommable A, de somme 
s, si 1'on a 

lim ~- c~' s n x" __ s. 

On pourra d~montrer les m~mes propositions qu'aux w pr~c6dents, et notamment l'6qui- 

valence A la sommation n ou L en prenant comme plus haut H(x)=G"(x)+X(x)l/GT(x); 
x 

en particulier le th~or~me II" est applicable A la sommation A. 
14. II est ais6 de se rendre compte de la nature de l'extension ainsi r6alis6e. Le 

quotient de G, (x) par x tendant vers z6ro la d6ri%e Gi(x ) admet z6ro pour limite 
inf6rieure pour x infini, et par suite aussi le produit x G'~'(x); les fonctions GT(x ) 
tendent done vers z6ro plus rapidement que les fonctions G" (x) et l'on pourra prendre 

io) loc. tit. ~) 
Rend. Circ. M~tJm. Palerme, t. XLII (t917).--Stampato il 3 aprile xgl 9. 36 
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finalement pour H(x) des fonctions dont la croissance est comprise entre celles des 

fonctions (log__x) 3 et ~ (x) 
( x )  x 2 log x 

Ii importe de montrer que les nouveaux modes de sommation obtenus sont utiles 
(dans le cas ou il y a ~quivalence A la sommation B le fair r6sulte de ce que la sore- 
marion B e s t  utile) je montrerai donc que la sommation A permet, lorsque la fonction 
$(x)  est convenablement choisie de sommer certaines s~ries divergentes. Supposons que 
~(x)  admette le point un pour point essentiel et n'ait pas d'autre point singulier sur 

( ' )  le cercle de convergence, ce qui aura lieu en particulier en prenant ? ( x ) - - E  ~ , 

E(x) &ant une fonction enti~re A coefficients positifs. Consid~rons d'autre part une 

s&ie de terme g~n~ral a et telle que la s&ie enti&e Y.a.z." admette le point ~ = I 

pour point r~gulier, la valeur de la fonction en ce point &ant .4; la fonction Y s~." 

( s  d~signant toujours la somme des n premiers termes, s,=.'~ai)admettra le 

point ~ - -  I pour p61e simple de r~sidu A. Dans ces conditions un th~or~me connu 

de M. BOREr. sur la multiplication des singularit~s montre que la fonction ~--ds,  x" 
admettra aussi x - -  I pour point essentiel, le d&eloppement de ..LAuRENX autour de 
ce point &ant le m~me que celui de ff)(x)XA, il suit de 1A que le quotient par ~(x)  aura 
pour limite A lorsque x tendra vers un. La s~rie sera donc sommable A. 

x 5. Darts ce qui pr&6de j'ai fait une hypoth~se sur la nature analytique de la 
fonction sommatrice, mais il est facile de voir que les seules hypotheses sur la r~gu- 
larit~ de la croissance suffisent, dans certains cas pour assurer la sommabilit~, c'est 
ainsi que la sommation de la progression g~om&rique de raison un sera toujours pos- 
sible. II suffit de montrer la propri&~ pour la sommation H A laqueUe on peut donner 
la forme commode suivante: la s~rie est sommable H par la fonction 0(x)satisfaisant 
~t la transform& de (A') si l'on a 

lira ~ y e - - s ,  
x=oo ~ /~  X -[01~)] Sq+[O(x)] - -  

Comme pour la progression #om&rique s 

r 0 (x ) ] - -pa r t i e  enti~re de O(x). 

est ~gal A I ~ l{" - - }  o n  a 

I x - "  - - T q  I I - - -  I - u  
= -  2 _  e s~+{~ - -  - -  I - -  ,/~---- Y e Zq, ;C 

-[O(x)] V ~ x  

le premier terme du second membre a pour limite ~ ,  d'autre part le module de 
I - -  z 

Z &ant ~gal A un, la somme qui figure dans le second terme est asymptotiquement 

r 
~gale A la m~me somme prise A partir de la valeur ~ - )  (th~or~me I ')  donc 

cette somme prise ~ partir de la valeur - - x .  Or la progression est sommable par les 
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moyennes exponentielles, on a donc 

limx=~ l / ~ - t ~ l  e ~ Z q -'- o 

et par suite la s&ie est sommable H. 

En se reportant au n ~ 3, on voit que l'on a incidemment d~montr~ la propri&~ 

suivante : 

Si les coe~icients de la fonction F(x )  vdrifient les conditions (A')  et (B') on a la 

relation 
lim -F(zx)  - -  o (k[ = z, ~ # z). 
x_~ F(x) 

on pourrait ~noncer une propri&~ analogue pour les s~ries enti~res. 

16. II est par contre ais~ de montrer que la sommation H ne constitue pas un 

proc~d6 de prolongement analytique satisfaisant aux conditions ~nonc&s au n ~ 3, car 

la sommation de la progression g~om&rique de raison sup~rieure ~t un n'est pas pos- 

sible. D'apr~s ce qui a &~ dit ci-dessus il suffit de voir que l'expression 

ne tend pas vers z~ro lorsque x crolt ind~finiment. On ne changera pas la limite en 

rempla~ant dans la somme [0(x)] par ~ et l'on aura ~ consid~rer le produit 

V,F~F(~, ,), F(~, x)= Z d ~-~ ~. 

Quels que soient x et Z la fonction F(Z, x) v~rifie l'identit~ 

.__L __L 
x F(%  x ) - - x e  ~F(~.e , x) 

supposons alors que ~ soit de la forme e , to - -  , P, Q, R &ant des en- 

tiers et to irr~ductible, ce qui ne restreint pas la g~n~ralit~, posons en outre x - - -  O.y, 
on aura en appliquant y P lois l'identit~ pr&~dente 

~.[O(X)] ~2 . 

e ~ F(e  ~''~~ y Q ) .  
i/~l~(~' ~ )=  ~ CQ,,~ ' - ~ + ' ~ '  r 

Le calcul de F(e *~*~ y 0.) se s ais~ment, on a, en utilisant encore une lois le th~o- 

r~me I' 

F ( e  '~o, y2),.o2~-~,,, 
o 

. e yQ n ( Q  I)  -1- B U ~ Z e YO cos2~ -- 
.~ ~ Y 
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par suite 

e ( e  ~'~~ y Q) ,..., 2 ~o e ~.'Q --y n ( Q  - -  I) + B ~ -z-  Q ( Q  - -  I) 

.C0(x)] 
ce qui montre que le produit ~ F(Z, x) crolt ind6finiment et d6montre la propo- 

sition. 

Paris, 9 janvier I9I 7. 

G. "V ALIR ON. 


