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REMARQUES SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES
PAR LES METHODES DE M. BOREL.

Par G. Valiron (Lyon).

Adunanza del 25 marzo 1917.

Dans un mémoire récemment publié dans les Rendiconti *) M M. Harpy et LirTLe-
woobp ont démontré des propositions intéressantes concernant la sommation des séries
par la méthode de sommation exponentielle de M. BoreL, propositions qui généralisent
celles ¢noncées par les mémes auteurs dans un mémoire des Proceedings of the London
Mathematical Society *). M M. Harpy et LirTtEwWoOD établissent notamment le théoréme
suivant:

lorsque dans une série divergente le produit du terme général par la racine carrée
de son rang reste fini, la série w'est pas sommable par les moyennes exponentielles.

Cette proposition se rattacche 4 une propriété connue des fonctions entiéres d’une
variable réelle, 4 coeflicients positifs trés réguliers, qui fut tout d’abord utilisée par
M. BoreL dans le cas particulier de la fonction exponentielle: pour de telles fonctions
le rapport de la somme d’un groupe de termes entourant le terme maximum 4 la
valeur de la fonction tend vers un lorsque la variable croit indéfiniment ). La pro-
pri¢té préctdente doit donc se généraliser, en modifiant convenablement I'hypothese,
au cas oi lon prend pour fonction sommatrice une fonction entiere i coefficients
trés réguliers et, en particulier, lorsqu’on utilise les fonctions de M M. MirTac-LEFFLER
et LinpeLor. Cest ce que je me propose de montrer dans ce qui suit; je remplacerai
dailleurs hypothése faite sur le terme général par une autre, plus large, sur la somme
de p termes consécutifs, p croissant indéfiniment en méme temps que le rang de ces
termes 4).

') G. H. Harov and J. E. LirtLewooD, Theorems concerning the Summability of Series by
Borev’s exponential Method [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLI (1916), pp. 36-53].

?) G. H. Haroy and J. E. LirtLEwoob, The Relations between BoreL’s and CEsSARO’s Methods of
Summation [Proceedings of the London Mathematical Society, series II, vol. XI (1912-19°3), pp. 1-16].

Voir également le mémioire des mémes auteurs: Conlributions to the Arithmetic Theory of Series
(ibidem, pp. 411-478).

3) Voir E. BoreL, Legons sur les séries divergentes (Paris, Gauthier-Villars, 1901), p. 141 et sui-
vantes.

4) Une généralisation du méme genre a é.é faite par M. E. Laxpau dans le cas du théoréme
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Je désignerai par ¢, le coefficient de x” dans le développement de Tavior de la
fonction sommatrice F(x), et montrerai d’abord (§ 1) que des hypothéses assez
simples sur la croissance de la dérivée seconde du logarithme de ¢ , prise par rapport
a n, entrainent déjd pour la sommabilité des conséquences trés voisines de la propo-
sition ¢noncée ci-dessus. Je montreral ensuite (§ 11) que, lorsque la somme s, des #
premiers termes de la série croit assez lentement, on peut mettre en évidence le terme
maximun de la fonction entiére, ce qui conduit 3 considérer une expression de la
forme

H() 2 ~Sr
27 = I
dans laquelle — H(n) est la dérivée seconde du logarithme de ¢, par rapport & .
Cette nouvelle forme permet de resserrer les limites d’application du théoréme de
M M. Haroy et LirtLEwoop. En remplagant enfin la somme précédente par une inté-
grale on arrivera 4 la démonstration du théoréme définidf (§ III).

Le procédé de sommation introduit ci-dessus est la géneralisation du procédé
(E, a) de M M. Harby et LirtLEwoOD, je I'appellerai procédé (H); il sera légitime de
Pemployer lorsque le produit H(x)x* croit indéfiniment avec x [H(x) tendant vers
zéro], mais dans ces conditions il ne sera pas toujours possible d’établir I’équivalence
avec la sommation par une fonction entiére, ce sera le cas pour H(x) = x* « étant
compris entre —1 et — 2. On est alors conduit 4 la sommation (H) par la recherche
de la limite, lorsque x tend vers um, d’une expression de la forme

I ”
2.5,
I 7
2.6%
dans laquelle le dénominateur a pour rayon de convergence 'unité et des coeflicients
positifs satisfaisant & certaines conditions de régularit¢. Je montrerai (§ IV) que ce
nouveaun procédé de sommation est applicable 4 I'¢tude d’une série entiere aux points

réguliers du cercle de convergence.
Tous les procédés de sommation que je considérerai sont d’ailleurs basés sur la

méthode générale des moyennes introduite par M. BoreL °) ce qui justifie le titre
donné 3 cette note.

§ 1.

1. Je supposerai d’abord que la fonction sommatrice F(x) est de la forme suivante

F(x)= i £, x" = i(l + aﬂ)e—G(") x",

de Tauser: Uber einen Saty des Herrn LirTLEWOOD [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,

t. XXXV (1° semestre 1913). pp. 265-276].
5) Voir les Legons sur les séries divergentes, 1. c. 8), p. 92.
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le produit nx, étant borné en module et G(x) ¢tant une fonction jouissant des pro-
prictés suivantes:

G (x
(4) fim X o) )

x= lOUX

B 167(x)— G (@) <(DC"(x) O, |5, — x| <[C(xXlogx)] * T p>o
Le role de ces deux conditions apparaitra dans la démonstration de la proposition
fondamentale suivante.
TueoreME L. — Si Pon désigne par £(x) ou plus simplement par & le rang du
terme maximun de la fonction entitre F(x) el par s, une fonction de Pentier n dont le
module reste inférieur & n? (pour n supérieur 4 un nombre fixe 4 ), on a Pégalité

1\72
I im Sesx"—Dcesx"l=o
() x—l—fF()[_ won ,?_j_uu ]' ?
dans laquelle N et N, désignent deux entiers définis par I'égalite
(2) N, —E=E&—N,=A(p)Vioge[G" @)™

D’aprés I’hypothése faite sur s, tout revient 4 démontrer la proposition pour s, = n*
et par suite 3 établir que les expressions

N
_I___ ~ P an glq_ ! h 1
(3) F(x)%c" nf x", -F(x);ﬂ ¢, x

ont pour limite zéro lorsque x croit indéfiniment. Je ferai la démonstration pour la
premitre, la méthode étant la méme pour la seconde. Je supposerai actuellement que
dans la premiére expression (3) N, est un nombre quelconque supérieur 4 &, et je
chercherai 3 le déterminer pour que lexpression tende vers zéro. Le nombre £ est la
partie entiére, ou la partie entiere augmentée d’une unité, de la racine de Iéquation

(4) G'(y) = log x,
racine qui est unique dés que x est supérieur 4 un nombre x_ facile 4 déterminer,
puisque, d’aprés la condition (4), G'(x) est croissante 4 partir d’une certaine valeur
de x.

Posons

R(n, x) =3 c,ntx"

et comparons les termes de méme rang dans R(N,, x) et R(n,, x), n, étant compris
entre £ et N,, on a

N,+
p, = ch"‘q (Nz + q)Px i = {1 + )‘(x) + - n, PxNz—noe—G(I\’2+q)+G(no+q)

6) Dans tout ce qui suit je désignerai par e(x) toute fonction tendant vers zéro, et par A(x)
toute fonction restant bornée lorsque x croit indéfiniment.
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En appliquant 4 la fonction G(x) la formule des accroissements finis, en s’ap-
puyant sur la croissance de G'(x), et en remplagant log » par G’ (% 4 1) qui lui est
supérieur d’aprés la définition de £ [égalitt (4)], on voit que l'on a

logp, < (p =+ 1) log ( + N»—}) F (N, = 1)[G'¢ + 1) — G'(n)], »

ou finalement

5 =54-0(n,~5—1),
10g99<(p+1)10g( i g

16]<<1.

"°)—(N,—no><no—£—x>6"<6,>

G''(x) varie lentement d’aprés la condition (B), on est donc conduit i prendre
pour 7, une valeur différant de moins d’une unité de la moyenne de § et N,; R(N,, x)
sera alors inférieur au produit de R(#,, x) par le nombre y(x)

IN,-E—1)2

_EN Py 2R Ly £,
(= (s BBy
2§ .

On obtient ainsi lin¢galité

R(N,

x(l Zn"c x" < - l—(j?'](\x) I(x)

et Uon peut évidemment choisir N, pour que le coefficient de F(x) tende vers zéro, il
suffit que le produit y(x) N? tende lui-méme vers zéro ce qui aura lieu si on prend

(N, — i —1y=(4p 4+ )Cl:,)fg{) x> 4,
puisque la condition (B) permet alors de remplacer &, par £ dans U'expression de y(x).
Le théoréeme I est donc démontré et on voit que A4(p) est inférieur & 4p 4 1
lorsque log & G’ (%) croit indé¢finiment.
Dans le cas ou les nombres s, sont bornés le raisonnement fait ci-dessus montre
que I'¢galit¢ (1) est encore valable en prenant

N,—§=%~ :

[,
s(G)V G (%)

et il est facile de se convaincre que cet intervalle ne peut étre restreint.

2. Les conditions (4), (B) s’introduisent naturellement dans la démonstration du
théoreme précédent, ce sont des conditions de régularité n’apportant aucune restriction
4 la croissance de la fonction entitre F(x). En effet, la fonction F(x) étant entitre,
le quotient de G(x) par x a pour limite I'infini lorsque x croit indéfiniment, et par
suite G'(x) n’est pas borné supérieurement, supposer que ce nombre croit n’est donc
quimposer une premiére condition de régularite; d’autre part, quel que soit =, le
produit x™*G" n’est pas borné, ce qui achéve de montrer que la condition (4) ne
limite pas la croissance. Pour la condition (B) le méme fait résulte de la remarque
faite ci-dessus lorsque G"(x) tend vers ziro; il est évident lorsque G (x) a une limite
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ou bien croit indéfiniment en restant inférieur 4 log x, enfin si le quotient de G’ (v)
par log x reste supirieur 4 un nombre fixe la différence N, — N restera finie sans
que G''(x) soit astrcint 4 aucune autre condition. Les fonctions correspondant 2 ce
dernier cas sont d’ordre nul, 4 croissance trés lente, elles ne nous intéresseront pas
dans la suite.

3. Considérons une série et désignons par s, la somme de ses n premiers termes,
nous dirons que la série est sommable B, de somme s, par la fonction entitre F(x)
satisfaisant aux conditions (4), (B), si 'on a

N G .
(5) lim F(—x)zc" 5 X" = 5.

X==oC

Une série convergente ayant pour somme s est sommable B avec la méme som.ne.
Certaines séries divergentes peuvent étre sommables, par exemple la progression géo-
métrique dont le terme général est {" est sommable par les fonctions F (x) vérifiant
la condition
(6) lim TEX)

x—w F(x)

La région du plan des 7 pour laquelle cette égalité est vérifice est d’un seul tenant,
et permet de définir pour toute fonction de 7 une étoile de sommabilicé ne dépendant
que de la position des points singuliers. Pour que la sommation B permette le prolon-
gement analytique dans une région ne dépendant que de la position des points singu-
liers, il est donc nécessaire que la condition (6) soit vérifise pour des valeurs de z de
module supérieur & un, ce qui exige que la fonction F(x) soit d’ordre positif. Les
fonctions d’ordre nul pourront cependant permettre la sommation de certaines séries di-
vergentes, c’est ainsi que la progression géométrique sera sommable pour les valeurs
de 7 de module égal 4 up lorsque la condition (6) sera vérifide pour ces valeurs; il
sera toutefois nécessaire que le quotient de log F(x) par le carré de logx ait une
limite supérieure infinie lorsque x croit indéfiniment 7). Nous supposerons dorénavant
que cette condition est réalisée.

4. La propriété de la sommation B mise en évidence par M M. LIrTLEwOOD et
Haroy apparait immédiatement, sous une forme encore imprécise, comme conséquence
du théoréme I. On obtient en effet le théoréme suivant, valable pour toute fonction
F(x) satisfaisant aux conditions (4), (B):

Tueoreme IL. Désignons par o(n) le maximun du module de la différence Surp = 5
lorsque la valeur absolue de p varie de o &

(log n)* [G" ()]
et supposons que o (n) ait pour limite zéro lorsque n croit indéfiniment. Dans ces conditions
la série ne peut ére sommable B par la fonction F(x) sans éire convergente.

L
2

7) Voir G. VaLIRON, Thése, en particulier page 34.
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Car s, étant inférieur 4 # le tbéoreme I est apphuble, et comme l'on a

th«>Z%" 1«o2“‘]'°

on voit que si la série est sommable B, de somme s, s, a pour limite s ce qui dé-
montre la proposition.

En prenant pour fonction F(x) les fonctions E (=, x) de M. Mrrrac-LEFFLER, qui
pour = = 1 donnent la fonction exponentielle, on a

E(a, x)-Z[‘(noc T G(x)::(xa—{—%)log(xx)—cxx,

la limite de variation de p est donc la méme, & un facteur constant pres, pour toutes
_x
2

ces fonctions et est égale 4 kn* (log n)
Le résultat est le méme pour les fomtlons E_(x) de M. LinpELOF, pour lesquelles

on trouve
X

E (x)= i (7\) y  G(x) = xslogx.

Pour les fonctions d’ordre infini G'’(x) décroitra moins vite, et par suite le théo-
réeme II sera moins restrictif; ainsi pour la fonction Ly(x) de M. LiNpELOF on aura

L) = i [ﬁ)@iﬁﬂn’ G(x) = xlog, (x + ),

Pintervalle de variation de p sera ici égal 4 kV/n.

§ 2.

5. Le théoréme I qui restreint le nombre des termes déterminant la valeur de la
fonction F(x) conduit naturellement i mettre en évidence le terme maximum. Pour
obtenir un résultat simple nous devrons faire des hypothéses plus restrictives sur la
croissance de la fonction G’ (x). Nous supposerons que les conditions (4), (B) sont
remplacées par les suivantes:

(49 lim x_(lg_”%c) = o, lim G"(x)-logx = o;
x=00 g ’ =%

. G" T ]
x'_,ﬁ\‘ s Iy xl<[log(;)] , B>o0, &>o0.

) [Gney =<

Nous pourrons alors démontrer la proposition suivante:
TueoreME 1. — La fonction G (x) vérifiant les conditions (A'), (B"), et la suite
des nombres s, satisfaisant & la condition
@ sl G _
na=eo nyG" (n) ’
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on a Pégalité -
Lo a1/ G e
(7) ]:-(—,‘CSZ;_%-‘"’C o~ 27;*%5 Se )
Tout d’abord le théoréme I étant applicable en vertu de la condition imposée &
s, et de la condition (4"), on peut remplacer dans le premier membre de Iégalité (7)
les limites 0, o par N, et N,. Désignons alors par T(x) la valeur du terme maximun

de F(x), on aura
logc x* =log T(x) 4 (n — &) logx 4 G(&) — G(n )—]—)\(E)
= log T(x) + (n — &)[log x — G'(€)] —
— - —p D, B

L’équation (4) montre que log x est égal 4 G'(& —{— 07, 6" étant inférieur i un
en valeur absolue, par suite, en utilisant la condition (B'), on aura pour les valeurs
de n comprises entre N, et N,

log ¢, " = log T(x) — — (1 — £Y' 6" (®)
+ (@) — G E) + l(x)%(n — 6+ woia— :

On voit aisément, en utilisant de nouveau les conditions (4"), (B') et en tenant
compte des valeurs de N, et N,, que les trois facteurs de A(x) tendent vers zéro
lorsque x croit indéfiniment, on pourra donc écrire 9)

X (n—-E)2G"iE)

e x = T(x)e * (x + «(n, &)
“tn =3[ HE—HEO+ -0
ce qui conduira 3 l’égalité
0 RS~ g e T WSO+ A+ AR,
dans laquelle $(x) désigne le maximun de s, dans Pintervalle N, N, et oit Pon a

4,() = —g—gun@
4,()=6") gun(@(n —8) u,(E)=¢

(8

(u-E)

4G =+6"0 PRRGICE

8) Le signe ~ indiquera dans tout ce qui suit que le rapport des deux membres a pour limite
un ou qu'ils tendent simultanément vers zéro.

9) Clest dans les mémes conditions que l'on pourra écrire I'égalité (2. 125) du mémoire de
M. M. LirTLEwoop et Harpy, la démonstration du lemne 2. 12 devra &tre modifiée en conséquence.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI1 (1917) —Stampato il 3 aprile 1919. 35
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On obtiendra des limites supérieures des sommes précédentes en remplagan: les
limites N, et N, par o et o; or le nombre ¢ étant entier et a positif on voit par
un calcul bien simple que I'on a, quel que soit N,

n=N 2 i 2
D ™t < M(N)+ f e xldx
n=0 0

g+1

(10) = \p _ BT A

Bi=g(g—2)...31X2 *, g=2¢41
En utilisant cette inégalité et I'hypotheése faite sur s qui, eu égard 4 la condition
(B"), entraine pour S(x) I'égalité (a) ot # est remplacé par x, on aura

(11) S [4,() + 4,(x) + 4,®] =<@[6"®]
Il reste 4 calculer la valeur de T'(x), il suffit pour cela d’appliquer I'égalité (9)
au cas ol s, est égal 4 un, on obtient ainsi ’égalité asymptotique

N, _ %(n—ﬁ)zG"(i)

F(x) e~ T(x) Ze

dans laquelle on peut remplacer les limites N, et N, par -+ oo, car on a pour cette
somme un théoréme analogue au théoréme I. En remplacant la somme ainsi obtenue
par une intégrale dont la valeur est donnée par I'égalité (10) on trouve que le quotient

de F(x) par T(x) est asymptotiquement égal 4 l / G"(E) En portant la valeur ainsi

trouvée pour T (x) dans Pégalitt (9) et en utilisant Iégalité (11) on obtiendra I'égalité
(7)- Le théoréme III est donc démontré.

6. Le théoréme III est un théoréme d’équivalence; il établit en effet que s, satis-
faisant 4 la condition (a) le procédé de sommation B est équivalent 4 celui qui con-
sisterai & chercher la limite de l'expression

x , log x
o PRI v a5

lorsquesx croit indéfiniment, la fonction H(x) satisfaisant aux conditions imposées 2
G (x). T est clair qu’il existe un théoréme jouant, vis 4 vis de lexpression (12), le
réle du théoréme I; on démontrera en effet, de la méme facon la proposition suivante :

THEOREME 1. — Si la fonction H(x) satisfait & la condition (A) et si s, reste in-

férieure & partir dun certain rang & nf, on a

ITT7 N N; " g2H 1.2
. ) 4+ —-o-q2H(x)
H_’_(x_) S— 4 =1 (x_g —_ y e o N = 0.
27 “7 x+q x+q

X=00 —%
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Cette proposition introduit un nouveau procédé de sommation qui consiste 4 cher-
cher la limite de Pexpression

H(xl -t—Yw e——;-qu(x)S

L x+q

—
v =X

lorsque x croit ind¢finiment par valeurs entieres, H(x) vérifiant I'égalitt (4). Ce
procédé est la généralisation de celui indiqué par M M. Harpy et LiTTLEWOOD sous le
nom de procédé (E, a), je le désignerai sous le nom de sommation H. Des théo-
rémes III et I' on déduit le corollaire suivant.

TueoreME 1II'. — Si la fonction H(x) = G''(x) vérifie les conditions (4'), (B"),
et si s, vérifie la condition (a), les procédés de sommation B et H sont équivalents.

Du mode de démonstration du thé¢oreme III on déduit facilement que, dans Ié-
noncé précédent, on peut remplacer I'égalitt entre H(x) et G''(x) par I'égalitt moins

restrictive G (x) + (%) % VG (@) = H(x).

Comme conséquence on voit par exemple, en se reportant au n® 3 que la som-
~-L
mation B par I'une ou l'autre des fonctions E(x, z) et E,(x) est équivalente, si s, n *
. -4

tend vers zéro, & la sommation H avec H(x) = =

7. Dans les théorémes précédents nous avons supposé une limitation de s , cette
limitation peut se déduire d’une hypothése sur les termes de la série et de I'hypothese
de la sommabilité. On obtient le théoréme suivant,

THeOREME IV. — 87 la série dont la somme des n premiers termes est s est som-

mable B(ou H), et si Von suppose que p(n) désignant le maximun du module de s, ,—s,

oy 1
lorsque p reste inférieuwr & 1 - peereneiZ

()

%) limp(n) = o
s, vérifie la condition (a). T

Les conditions imposées 4 la fonction sommatrice sont ici les conditions (4')
et (B').

Je ferai la démonstration dans le cas de la sommation B, qui est le moins simple.
Il est tout d’abord évident que, s, restant inférieur 4 kn, le théoréme I s’applique; on
peut d’autre part remplacer s, par s 4 (s, — 5;) et séparer les termes correspondant
EG"(®(r —8)
14867 ()

o= (] 20 o

En remplagant ¢, x" par la valeur donnée par I’égalité¢ (8), on voit que la somme
figurant dans le second membre de légalité précédente est inférieure au produit de

i 5, enfin majorer la différence |5, — s5;| par e(x)=

Pégalité

, c¢ qui donne
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T(x) par A(x): G"(£), et par suite inférieure 4 ——~— et Pon retombe sur Iégalité
6@
(a) puisque & est susceptible de prendre toutes les valeurs.
Lorsque le produit x G''(x) ne tend pas vers zéro, c’est-d-dire lorsque la som-
mation B est faite par une fonction enti¢re d’ordre fini ou nul, I'¢noncé du théoréme
IV se simplifie, s, vérifie la condition (b) lorsque le terme général tend wvers zéro; la

L
2

condition (&) se simplifie elle-méme et exprime que s, est inférieur A s(n)[G"(n)]_ .
8. La substitution de la sommation H 4 la sommation B, possible d’aprés ce qui
précede lorsque les nombres s, vérifient la condition (2) ou la condition énoncée au
n® précédent, permet de donner un énoncé plus précis du théoréme II:
TraeoreMe 1I'. — Si le maximun o (n) de |s

s r: ) 1 ; S P . )
leurs inférieures & ————=—=, tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, et si la série

16" (n)
est sommable B(ouw H), de somme s, la fonction G'(x) [ou H(x)] satisfaisant aux
conditions (A") et (B"), la série est convergente et a pour somme s.
On se trouve en effet dans les limites d’application du théoréme III, et l'on a
dans un cas comme dans l'autre

—s,|, lorsque p prend toutes les va-

"+P

. H(x) at -5 ¢ H , , log x
‘ml/—"*z b =6 N=—=N=4A/ x5y

[H(x) étant remplacé par G''(x) dans le cas de la sommation B]. On mettra s, en
évidence comme au n°® 7, et on majorera la différence |5, —s,| par e()[1 4+ ¢VH(x))
conformément 4 hypothése, on obtiendra ainsi I’égalité

b VD S e [ 4 gV HG) o s

et, en achevant le calcul comme ci-dessus, on voit que s, est asymptotiquement égal 2
s, ce qui démontre la proposition.

La condition imposée 4 la série est évidemment vérifiée lorsque le terme général
a, reste, 4 partir d’un certain rang, inférieur 4 €(#)¥'G" (#) on a ainsi la proposition
suivante, qui comprend celle démontrée par MM. Haroy et LirtLewoop dans leur
premier mémoire :

Si la série de terme général 4, est sommable B par les fonctions E(x, 2) ou
E,(x), et si le produit @ ¥ tend vers zéro, la strie est convergente.

9. Dans le cas ou la suite 5(n) introduite dans Pénoncé du théoréme II' est
seulement bornée on peut encore faire les mémes raisonnements que ci-dessus, et I'on
est conduit 4 la proposition suivante qui jodera un réle fondamental dans la suite:

LeMME. — Considérons une série sommable B(ou H) [les fonctions G (x) ou
H(x) vérifiant les conditions (A') et (B')), et supposons que la somme s, des n premiers
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termes satisfasse @ la condition suivante: a(n) étant ume fonction tendant wvers zeéro

lorsque n croit indéfiniment le maximun o(n) de |s ,  — s | lorsque p reste inférienr &

n+p

,
oc(n)[G"(n)fT est lui-méme inférieur & Aa(n); alors la somme s, est bornée en
module.

Comme conséquence de ce lemne on voit que s, étant borné en module, on peut
appliquer la remarque faite 4 la fin du n° 1 (la méme remarque pouvant étre faite
dans le cas de la sommation H), on aura donc

— !
. " 2 _ 102Gy 1
lim ]/%E_i)Ze = xsﬁq:s, N;::——N:: TR
P 2% & e(x)VG" (x)

et ceci quel que soit £(x). L’intervalle utile dans la recherche de la limite est ainsi, &

un facteur prés croissant aussi lentement que 'on veut, le méme que celui dans lequel
l$,.,— s, reste infiniment petit. On prévoit donc que, sila sommabilit¢ B a encore lieu
lorsque G''(x) est remplacé par son produit par un nombre arbitrairement grand, la
condition imposée aux s, entrainera la convergence. On démontrerai rigoureusement
cette propriété en utilisant la valeur du reste trouvée au n° 1, mais la démonstration
sera plus simple par la méthode de M M. LirrLEwoop et Haroy.

§ 3

10. Je montrerai maintemant rapidement que, moyennant quelques hypothéses
supplémentaires sur G (x) ou H(x), on peut étendre la portée du théoréme oI’ et
obtenir ’énoncé définitif sous la forme suivante:

TuroreME II'" — Si une série est sommable B(ou H), de somme s, et si la somme
s, des m premiers termes satisfait & la condition
. p— l_
©) [Sasp — sl <a(@)y  p <a@[G"(@)] T [lima(n) = o]

la série est convergente, de somme s.

Je suivrai le mode de démonstration de MM. LirtLewoop et Harpby et rempla-
cerai d’abord dans la sommation H la série par une intégrale en établissant la pro-
priété suivante:

TueoreME III'. — Si H(x) vérifie les conditions (A"), (B"), si le maximum

I .
p(n) du module de s, ,—s, pour p L1 —]—m tend vers zéro lorsque n croit indé-

finiment, et si la série est sommable H, on a

I/H(x) Z ———q’H(x) VH(x) e %‘mmf (t + x)dt,

f(x) désignant une fonction nulle pour x négatif, linéaire dans tout intervalle n, n-1,
et prenant pour x = n la valeur s,.
La démonstration résulte des deux faits suivants:
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° dans les deux membres on peut remplacer les limites par des nombres N, et

; r
N, tels que N] = — N = A(log x)T[H (x)] *, la propriété résulte du théoréme I
pour le premier membre puisque s, est inférieur & » et découlerait d’un théoréme
analogue pour lintégrale.

2° Pour les valeurs de ¢ comprises entre les entiers ¢ et ¢ 4 1, on a

ST S T @ HW] g <
N o SOVHEY ,
JEF R = s 2O 40 <SS W<,

inégalité écrite en dernier lieu étant conséquence du théoreme IV.

Je désignerai par méthode de sommation L le procédé qui consiste 4 attribuet
pour somme & la série dont la somme des # premiers est s
(si cette limite existe) de lintégrale

la limite pour #» infini

n?

B [T s, [[)=5,4Cri=00—n), nLyLnti).

P

Les théoremes III et III' montrent que, lorsque les s, vérifient la condition (b), les

méthodes de sommation (B), (H), (L) sont equivalentes, G'' (x) = H (x) A (%) ==

vérifiant les conditions (4'") et (B )
11. Nous supposerons dorénavant que H(x) est décroissante et désignerons par

VH()

K(x) la fonction inverse de K (x) est croissante et son quotient par ¥x a

2
H(x)’
pour limite oo; la méthode de sommation L consiste dés lors & chercher la limite,
pour x infini, de 1’expression

1/ f(t + K(x))dt.

Nous pourrons, 4 partir de cette nouvelle forme, établir la proposition fondamentale
suivante :

Supposons que la fonction K(x) admeite des dérivées premitre et seconde continues
et vérifiant les conditions
c AK(x) < xK'(x) < BK(x) 4>0)
(© §K"<x)-x’ < CK(%),

et supposons quw'une série soit sommable, de somme s, a Vaide de cette fonction, la somme
s, des n premiers termes étant d'ailleurs bornée, cette série est alors sommable L & Vaide
de la fonction K(xa), quel que soit le nombre a supérieur & un.

On peut évidemment supposer que s est nul, et on doit vérifier que I'égalite

I 42

lim Vag (x, a) = lim ]/;%/WF' flt+ E@]dr=o
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érant réalisée pour une valeur de a4, elle 'est encore pour les valeurs supérieures, ou
plus simplement que I'égalité a encore lieu lorsque a est remplacé par a +- 3 O <a).
Or on a

(P(x, [l) = i I) 8 I( )+ ( I)n-H fﬁ—we_%,z(a_s) 9

T 1/ﬂ:x —e

ey (3 t’)"“ f[t + K ()] dr ¢'<d

I

(" =+
L) =x 7 [ :“[L*”“t” £t + K (x)]ds

et, comme /[t 4~ K(x)] est borné, le second terme de ¢ (x, 4) est inférieur a

A - +oo___’l‘_,24 tzs n+1 24 + 50 . ”"‘%(—8)”4‘!‘1
(n+ O w“f (“) 4 (n+x>'/ S <1/n

Par suite tout revient 4 montrer que les fonctions I,(x) tendent vers zéro lorsque x
croit indéfiniment, et, puisque I (x) tend vers zéro, il suffit de vérifier que I (x)
tendant vers zéro il en est de méme de I (x). Or les I (x) sont bornés, d’autre
part on a en dérivant

nW == @t L L@+ TR [ e K@

en intégrant par partie la derniére intégrale on obtient finalement
, 2n -1 2 K'(x
(63) Lo ==+ L @+ 270

En utilisant les propri¢tés (C) on déduit de cette égahté

[al,, , () —2nl,_,}

2 =20 () B g (o KGO

x - .
comme 146) tend vers zéro C’est le troisitme terme qui donne son ordre i la somme,
S

on a donc simultanément

(14) L3 =2 x)*P K@, L (#)] = e(x);

admettons pour l'instant que P'on puisse déduire de 1 Dinégalité

(15) L@ =) T K@)
En portant cette valeur dans I'égalité (13), en faisant # égal 4 zéro et en résolvant
par rapport 4 I on trouvera que cette fonction tend vers zéro; d’une fagon générale,

en faisant # = p et en résolvant par rapport 3 I on trouvera que cette fonc-

L (p+0)
tion tend vers zéro, et par suite la proposition en vue est démontrée.
Il reste & montrer que les égalités (14) entrainent inégalité (15). Désignons par
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a(x) une fonction décroissante tendant vers zéro qui soit constamment supérieure 2
II,(x)| et formons la suite de nombres x, définis de proche en proche par Iégalité

3
(x,,, —x) = EIE'JEQ})C]'Z ; Qaprés la formule de la moyenne il existe un nombre x|

compris entre chaque couple de nombres x,, x,,, pour lequel on a

o) = ) ZLE g /2208 g

R —

et entre x; et x;_ on a encore, en vertu de cette méme formule

+1

G < G+ b= Gl < 1/ 25 K )

Va@dH | Vi A@EKET
+< KGy T K(x) ) %

D’autre part la premiére condition (C) montre aprés intégration que K(x") est infé-

' Ax) !
. . x x!
rieur au produit de K(x) par (x ) , par suite —;C# étant de la forme 1 4 e(x)

1

on voit que 'on obtient Pégalité (15).

12. La démontration du théoréme II'" est alors bien aisée, en supposant que la
fonction G (x) [ou H(x)] vérifie les conditions (4'), (B') et que linverse de
2[G"(x)]" {ou de 2[H(x)]™"} satisfait aux conditions (C). En effet, le lemme du
n® 9 montre que s, est borné, le théoréme III' est applicable donc la série sommable
L, et d’aprés ce qui précéde elle I'est par toute fonction K(ax), a étant fixe mais
aussi grand que 'on veut. On a ainsi Iégalité

i (s — s — /2 [ Ul KGN — ARG =

X=00

Lo
dans laquelle on peut remplacer les limites d’intégration par + (ax)® , dans cet

" 1
intervalle la quantité entre crochets est inferieure 4 2¢tx * 4~ ¢/x) et 'on obtent

1
3

i (s — s) <2 7,

ce qui achéve la démonstration.
Les conditions imposées 4 G''(x) ou 4 H(x) peuvent se simplifier, la premiére
relation (C) entraine une relation analogue pour G''(x), on a donc en intégrant

- (2"

et si dans cette égalité on fait x = x[1 4 ¢(x)] on obtient

Xy — X

G"[x + e(x)x] = G"(x)(l + =

)Mz G"(x)(l )"



REMARQUES SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES. ETC. 281

ce qui montre que la relation (B’) est certainement vérifiée. En résumé il suffit que

G''(x) satisfasse 4 la condition (A4") et qu'en posant H(x) = G"(x)—]—)\(x)l/G ()
Pinverse de H(x) vérifie les conditions (C).

_ Les conditions (C) sont vérifites par toutes les fonctions simples & croissance
rationnelle *°) de sorte que le théoréme II' est valable pour la sommation B par les
fonctions E,(x) et E(x, «) Pénoncé érant alors le méme’que pour la sommation ex-
ponentielle.

§ 4

13. D’aprés ce qui a été dit au n° 2 le produit x™* G"(x) ne saurait étre borné
lorsque G''(x) est une fonction déduite des coefficients d’une fonction entiére, et ceci
quel que soit le nombre positif «, G (x) ne peut donc étre égal 3 x~% B étant su-
périeur 4 un. Une telle limitation ne s'impose pas dans la méthode de sommation H
qui continuera 4 jouir des propriétés exprimées par les théorémes I', IV, II". Il existe
ainsi des fonctions H(x) pour lesquelles la sommation H n’est pas analogue i la
sommation B. On peut alors rattacher la sommation H 4 la sommation par des séries
entiéres de rayon de'convergence égal A un.

Considérons la série de rayon de convergence un

p(x) = Z”c;x" = i G (n)(I + l(n))

]

le quotient de G (x) par x tend vers zéro lorsque x croit indéfiniment, nous suppo-
serons que G, (x) est une fonction négative décroissante, dérivable deux fois, la déri-
vée premiére G'(x) étant négative tandis que G!(x) est positif. Nous supposerons de
plus que G”(x) vérifie les conditions (4") et (C).

Nous dirons que la série de terme général s, — 5, est sommable 4, de somme

s, si I'on a
. D5 x
lim &=
Do)
On pourra démontrer les mémes propositions qu’aux § précédents, et notamment I’équi-

/GI(x) G"(x)

valence 4 la sommation H ou L en prenant comme plus haut H(x)=G"(x)4-Mx)—==*

en particulier le théoréme II"" est applicable 4 la sommation 4.

14. Il est aisé de se rendre compte de la nature de Vextension ainsi réalisée. Le
quotient de G, (x) par x tendant vers zéro la dérivée G!(x) admet zéro pour limite
inférieure pour x infini, et par suite aussi le produit x G!'(x); les fonctions G''(x)
tendent donc vers zéro plus rapidement que les fonctions G'' (x) et Pon pourra prendre

10y foc. cit. 7)

Rend. Circ, Maiem. Palerme, t. XLII (1917). — Stampato il 3 aprile 1919. 36
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finalement pour H(x) des fonctions dont la croissance est comprise entre celles des
(logxy  ¢(x)
e(x)x* ~ logx

Il importe de montrer que les nouveaux modes de sommation obtenus sont utiles
(dans le cas ou il y a équivalence 4 la sommation B le fait résulte de ce que la som-
mation B est utile) je montrerai donc que la sommation A4 permet, lorsque la fonction
¢ (x) est convenablement choisie de sommer certaines séries divergentes. Supposons que
¢ (x) admette le point un pour point essentiel et n’ait pas d’autre point singulier sur

fonctions

. . I I
le cercle de convergence, ce qui aura lieu en particulier en prenant p(x)=FE ( ),
I—x

E(x) étant une fonction entiére i coefficients positifs. Considérons d’autre part une
série de terme général a_ et telle que la série entitre > a,7" admette le point z = 1

pour point régulier, la valeur de la fonction en ce point étant 4; la fonction D s 7"

= Zai) admettra le
[9)

7

(5,, désignant toujours la somme des # premiers termes, s

point = 1 pour pdle simple de résidu A. Dans ces conditions un théoréme connu
de M. BoreL sur la multiplication des singularités montre que la fonction D c!s, x”
admettra aussi x = 1 pour point essentiel, le développement de ,LAURENT autour de
ce point étant le méme que celui de ¢(x) X 4, il suit de 14 que le quotient par ¢ (x) aura
pour limite A4 lorsque x tendra vers un. La série sera donc sommable 4.

15. Dans ce qui précéde jai fait une hypothése sur la nature analytique de la
fonction sommatrice, mais il est facile de voir que les seules hypothéses sur la régu-
larit¢ de la croissance suffisent, dans certains cas pour assurer la sommabilité, c’est
ainsi que la sommation de la progression géométrique de raison un sera toujours pos-
sible. Il suffit de montrer la propriété pour la sommation H 3 laquelle on peut donner
la forme commode suivante: la série est sommable H par la fonction 0(x) satisfaisant
3 la transformée de (4") si Pon a

R I et . .

lim e [eZ e " Sy =5 [0(x)] = partie enti¢re de 0(x).

= —{0(x)]

1—2z"
Comme pour la progression géométrique s, est égal 3 T—¢" on a
1 o —Llg2 1 1 +20 _%qz 1 K[e(")] +» _%qz .

— e Sq+[0(x)]=??—: e —I—- — [4 T
V7 x _fom R V7 x oy X Ymx o

le premier terme du second membre a pour limite : , d’autre part le module de

z étant égal 4 un, la somme qui figure dans le second terme est asymptotiquement

égale 4 la méme somme prise & partir de la valeur — o (théoréme I') donc &

£(%)

cette somme prise 4 partir de la valeur — x. Or la progression est sommable par les
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moyennes exponentielles, on a donc

I I > _L
m —— e
e <=0

et par suite la série est sommable H.
En se reportant au n° 3, on voit que l'on a incidemment démontré la propriété

suivante:
Si les coefficients de la fonction F(x) vérifient les conditions (A") et (B') on a la

relation

£i=r_r3° FF(E;)) =0 (k=1 z#0n.
on pourrait énoncer une propriété analogue pour les séries entires.

16. Il est par contre ais¢ de montrer que la sommation H ne constitue pas un
procédé de prolongement analytique satisfaisant aux conditions énoncées au n° 3, car
la sommation de la progression géométrique de raison supérieure 4 un n’est pas pos-
sible. D’aprés ce qui a été dit ci-dessus il suffit de voir que expression

[0x)]  Fe 42

Z. o q
1/7—7__7(,‘—%)]6 Z.) k' > I

ne tend pas vers zéro lorsque x croit indéfiniment. On ne changera pas la limite en
remplagant dans la somme [6(x)] par o et on aura 4 considérer le produit

[6{x)]

40 _%qz
1(/7?6 F(z, x), Fz, )= _Zw e g

Quels que soient x et z la fonction F(z, x) vérifie I'identité

> %)

supposons alors que g soit de la forme ezﬁmm, (m = ~R—), P, Q, R étant des en-

Q

tiers et o irréductible, ce qui ne restreint pas la généralité, posons en outre x = Qy,
on aura en appliquant y P fois I'identit¢ précédente

®[~

FQx x)=z¢ " FQxe

P2 .
e
Q

I b opy . .
R 9= e T Ee, 5 )

V7 Qy
Le calcul de F(e*™, y Q) se fait aisément, on a, en utilisant encore une fois le théo-
réme I’

143
ely)

F(ezim’ b Q) o 220 U,
(n+1)Q —Lg?

= > ¢19 cos?.'n:%ez—I—-j—;s(i)ewy_é”2 (%n(Q—— I)+B)

nQ



284 G. VALIRON.

par suite

V;
F(ezim.)’ y Q) ~ 2 ﬁ e—ﬁ’lz—%- (%%(Q _— I) + B) oo —;— Q(Q - I)

[6(x)]
ce qui montre que le produit LF x) croit indéfiniment et démontre la propo-
X

sition.
Paris, ¢ janvier 1917.

G. VarLirON.




