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Ueber einfache singuldre Punkte linearer
Differentialgleichungen.

(Von Herrn L. Pochhammer.)

In einer linearen Differentialgleichung, bei welcher der Coefficient der
hochsten Ableitung gleich Eins gemacht ist, werden, nach Herrn Weierstrass,
diejenigen Werthe der unabhéingigen Verinderlichen, fir welche einer oder
mehrere der Coefficienten unendlich sind, als singulire Werthe oder Punkte
bezeichnet. Fiir die Umgebungen aller nicht singuliren Punkte sind dann
die Reihenentwicklungen der Integralfunction bekannt, da man stels eine ein-
deutige convergente Reihe mit 2 willkiirlichen Constanten als Losung der Dif-
ferentialgleichung erhalt. Dagegen ist es bisher nur in sehr wenigen Fillen
moglich gewesen, das Verhalten der Function hei den singuliren Punkten
festzustellen. Es ist mehrfach der umgekehrte Weg eingeschlagen worden,
aus gewissen Anforderungen, welche man an die Integralfunction stellte, die
Differentialgleichung derselben zu gewinnen; indessen die wichtigere Aufgabe
bleibt doch immer, aus einer gegebenen Differentialgleichung die Eigenschaften
der Integralfunction zu bestimmen, was zunéchst die Auffindung der Reihen-
entwicklungen fir die Umgebungen der singuliren Punkte erfordert.

Es soll im Folgenden ein besonders einfacher Fall, welcher ohne
Weiteres in den Vordergrund tritt, behandelt werden, nimlich der, wo die
Coefficienten nur wie eine erste megative Potenz unendlich werden. Wenn
man einer Differentialgleichung die Form geben kann

(2—0) T = E@) T Yy Ey(@) S Ypet (o) 4 E, (2)y,

wo E,(z), E,(x), ... E,(x) Functionen, die in der Umgebung von a eindeutiq
und stetig sind, bedeuten: so soll, der Abkirzung halber, der Werth a ein
einfacher singulirer Werth oder Punkt heissen. Hat z.B. eine lineare Differential-
gleichung ganze rationale Coefficienten, so sind alle einfachen Wurzeln des Coef-
ficienten der hochsten Ableitung einfache singulire Werthe der Differentialglei-
chung. Der Werth E,(a) wird die zugehorige Zahl des einfachen singuliren
Punktes @ genannt. Man bezeichnet hier E,(a) kurz durch b.

" Fir die obige Differentialgleichung gilt dann in Bezug auf die Um-
gebung des einfachen singuliren Punktes @ der folgende Satz:
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1) Es existirt stets eine convergente, n—1 willkiirliche Constanten enthal-

tende Reihe ‘
y = cte(r—a)te(z—a)+-.-,

welche der Differentialgleichung geniigt. Ist die zugehorige Zahl b weder
gleich einer positiven ganzen Zahl noch gleich Null, so nehmen die »—1
ersten Coefficienten ¢,, ¢, ...’ c,_, beliebige Werthe an. Ist aber b
eine positive ganze Zahl oder Null, so bleibt der b-+mte Coefficient,
Cpyn_1, Willkiirlich, und es sind in Folge dessen unter den b+n—1
ersten Coefficienten nur .z —2 willkiirliche Constanten vorhanden.

2) Das nte partikuldre Integral wird, ausser wenn b ganzzahlig ist, durch
das Product

(x—a)*t" 7 C)+ C, (z—a)+ Cy(x—a)’+ -]

dargestellt, in welchem die Reihe convergent, und C, vor Null verschieden
ist. Ist jedoch b eine positive oder negative ganze Zahl, die Null ein-
begriffen, so enthalt das nte Integral im Allgemeinefl logarithmische
Glieder; in speciellen Fillen konnen letztere fortfallen.

Die beiden Theile des Satzes sollen in den folgenden zwei Abschnitten nach-

einander behandelt werden.

L

Um den ersten Theil des behaupteten Satzes 20 beweisen, setzt man
in die gegebene Differentialgleichung
dn dn-—-l dn-—2 d

(1) @-0k = E@TA+E@ S+ -+ E.@ 2 +E. @)y

fir y die Reihe
) y = cte(z—a)te(z—a)+--

ein, und entwickelt die Gleichungen fiir die Coefficienten ¢. Man hat dann zu
zeigen, 1) dass n—1 der Coefficienten ¢ willkirlich bleiben, 2) dass alle dbrigen
in eindeutiger Weise als Functionen dieser »—1 bestimmt sind, 3) dass die
Reihe convergent ist.

Fir die Ableitungen von y ergeben sich die Ausdriicke:

dV

—Td}% = v! ’(’V)r ¢, + (V+1)vcy+l ($~a)+(1/+2), Cyi2 (33—0)2—!-'" ;9
in welchen die eingeklammerten, mit einem Index versehenen Constanten Bi-
nomialcoefficienten bedeuten. Nachdem man auch fiir die Functionen E;(x) die
nach der Voraussetzung convergenten Entwicklungen

E(@)+ E, @72+ B @ e 4o

1 1
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eingesetzt hat, sind in der Gleichung (1.) die Factoren der einzelnen Po-
tenzen von x—a gleich Null zu setzen.

‘Es ist fir die Differentialgleichung (1.) charakteristisch, dass in den
so erhaltenen Gleichungen dasjenige ¢, welches den hdochsten Index hat, stets
nur durch die beiden ersten Summanden

dﬂ
(@—a)9Y wd E(2)5 Y
~ geliefert wird; in Folge dessen hat das ¢ mit hochstem Index einen aus-

schliesslich aus ganzen Zahlen und dem Werthe b zusammengesetzten Factor.
Man gewinnt fir die Grossen ¢ das folgende Gleichungssystem:

—(n—1),_,(r—1)be, , = (1—=2),_,(n—2) Ex(@) Co_yF+--+(1),E,_(@)c,+E,(a)c,,
Wea =D A=) e, = J0=D)ues = DIED | (11), . (1-2)1 s (@)] 0,
{2, 2 (a2 B

+ (n——2),,__3 (n—3)1E, (a)} Coytoeet E, 1(a) o,

B 4 (0)oe (0-2) 1 By () e,

E, (a) E@, (1 )”_3(n_3)1E3(a)}

(s (1) R B = {0)os (1)1 242

)1 EED 1), -2t LD

+ + ;(g) 0,
(nt+m—1),_, (e—1) 1 (m—b)c, m—r .
= {(n+m-2),._,(n—1)sE‘(“)+( +m—2), 2 (1—2) B2 (@)} Cpm ot +

etc.

E(m) ( a)

Coq

Die erste Gleichung giebt ¢, , als lineare Function der »—1 Grossen ¢,
€y ... C,n, ausgenommen den Fall, wo b gleich Null ist. Die zweite
Gleichung bestimmt c,, ausser wenn b gleich 1, die dritte c,,,, ausser wenn
b gleich 2 ist. Allgemein ergiebt sich c,,, , als lineare Function der ¢ mit
niederem Index, wenn nicht b =m ist.
Hieraus folgt, dass wenn b nicht eine positive ganze Zahl oder Null
~ist, die »—1 Grossen ¢y, ¢, ... ¢,_, willkirliche Werthe annehmen, dass
aber sammiliche ibrigen Coefficienten ¢,_,, ¢,, c.,, etc. in eindeutiger Weise
durch ¢, ¢,, ... c,_, ausgedrickt sind. Ist b eine positive ganze Zahl oder
Null, so ist der Coefficient ¢;,,_, nicht durch die Coefficienten mit niederem
Index ausdriickbar.
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Um die Convergenz der Reihe (2.) darzuthun, setzt man zundchst
voraus, dass der reelle Theil von b negativ sei. Der Beweis der Convergenz
wird, analog dem von Cauchy, so wie von den Herren Briot, Bougquet*) und
Fuchs **) angewendeten Verfahren, dadurch geliefert, dass die Reihe fir y
mit einer einfacheren Reihe verglichen wird, welche weniger stark conver-
girt und lauter positive Glieder hat. Das Auftreten eines von & abhingigen
Nenners erfordert hier gewisse Modificationen der Methode.

In den Bestimmungsgleichungen der Grossen ¢ findet sich E,(a) oder
b stets nur auf der linken Seite, wihrend alle ibrigen Functionalwerthe
E,(a), ... E,(a), E\(a), E;(a), ... E,(a), E{(a) etc. ausschliesslich auf der
rechten Seite vorkommen; hieraus folgt, dass aus letzteren der Zihler, aus
b dagegen der Nenner der Coefficienten ¢ gebildet wird. Um die Reihe (2.)
mit einer Reihe, deren Glieder absolut grosser sind, zu vergleichen, vergrossert
man die Zihler der Coefficienten, wihrend man die Nenner verkleinert oder
unverdndert lasst. :

Es sei b =—p-+qi, wo p positiv; dann ist der Factor von ¢, in
derjenigen Gleichung, welche diesen Coefficienten bestimmt, gleich

(o+m—1),_,(n—1) (m+p— q9).
Der Modul des letzteren Ausdrucks verkleinert sich, wenn der imaginire Theil
ganz forigelassen, also b durch —p ersetzt wird. Ist 6 reell, so bleibt der
erwihnte Factor unveréndert.

Wenn man sodann in den Gleichungen an Stelle von ¢, ¢, ... ¢,
reelle positive Werthe &, %, ... k,_,, welche grosser als die Moduln von
Cyy Ciy -.. Con sind, einfihrt, und alle Ausdricke E;(a), E;(a), E;(a) etc.,
mit Ausnahme von E,(a), durch reelle positive Werthe ersetzt, die grosser als
die Moduln der bisherigen Werthe sind: so werden die neuen Coefficienten,
welche k,_,, k,, k.., etc. heissen mogen, sammtlich reell, positiv und grosser
als die Moduln der Coefficienten ¢,_,, c,, c,,, etc. sein. Denn in allen Fillen ist
der Zahler vergrossert, der Nenner verkleinert oder unverindert gelassen
worden, und es kommen, da auch p als positiv vorausgesetizt ist, nur reelle positive
Grossen vor. Kann man folglich beweisen, dass eine derartig gebildete Reihe

ky+ by (e—a)+ -+ Kooy (@—a)* ' 4 K, (0—a)" +- -
convergent ist, so gilt dies um so mehr von der Reihe (2.).

*) Journ. de I'Ecole polyt., cah. 36.
#) Dieses Journal Bd. 66.



Pochhammer, iiber einfache singulire Punkte linearer Differentialgleichungen. 73

Um nun die Grossen E,(a), E;(a), E/(a) etc. durch reelle positive
Ausdricke, welche grosser als ihre Moduln sind, zu ersetzen, wendet man
den bekannten Satz an, dass fir das ganze Gebiet des um einen Punkt ¢ mit
einem Radius r beschriebenen Kreises und fir ein beliebiges » die Ungleich-

heit besteht
dy : l", )
| ¥ ———————1 pro— I > mod E"(a),

r

wenn M, dem grossten Werthe des Moduls von E,(x) auf jener Kreisfliche
gleich ist oder ihn ubertrifit *). Man denke sich demnach fiir eine Variable
u eine der Gleichung (1.) analoge Differentialgleichung gebildet, in welcher

die Functionen E;(z), fir ¢=2, 3, ... », durch die Quotienten ———%—a—
,_o—

r

ersetzt sind.

An Stelle von E,(x) hat man eine Function zu wahlen, deren Ablei~-
tungen fir x=a zwar grosser als E|(a), E/(a) etc. sind, die aber selbst fiir
x=a den Werth —p annimmt. Eine solche Function ist der Ausdruck

_Ml —p,

in welchem M, wieder die oben angefiihrte Bedeutung hat.
Man gewinnt somit den Schluss, dass, wenn die Differentialgleichung

/ dru M, a1y M, a2y
S(ﬂf*a)ga‘;; = e M —p| s+ _e—a &
r r
(3.) M, d—3u M, d
: ot _du M,
( +1 r—a da:"‘3+ +1 r—a dx r—a u
— — 1—
r r r

eine convergente Reihe
4)  u = ktk(z—a)+-+ b (e—a)" + K, (x—a)" +
mit » —1 willkirlichen Constanten zum Iutegral hat, die Reihe (2.) jedenfalls

auch convergent ist. Es bleibt folglich nur ibrig, die Convergenz der Reihe
(4.) zu beweisen.

Man mﬁltiplicire die Gleichung (3.) mit 1‘-—?—:—'—”, wodurch simmtliche

*) Cfr. Briot et Bouquet, Fonct. doubl. périod., Seite 44.
Journal fiir Mathematik Bd. LXXIII. Heft 1. 10
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Coefficienten derselben mit Ausnahme der beiden ersten constant werden, und
fihre statt « die Variable z ein, indem man setzt

r—a

=3, dz =rds.

Auf diese Weise nimmt die Gleichung (3.), wenn man M,}p kurz durch M,
bezeichnet, die Gestalt an: .

d—?u

dru )
(“5 —52) dzn ( P+M ) d%"—l +M2 d N2

- (0)

-3u

B M S et
Die Reihe (4.) geht, indem k,:-f% genommen wird, dber in:

(6.) ul = KU.—*—K]_ z+"’+Kn_15“—l+K”5”+“' .
Setzt man die Reihe (6.) in die Differentialgleichung (5.) ein, so lautet
die erste der fir die Constanten K sich ergebenden Gleichungen:

(n—1),, (”_1 JpK, .,
= (n—2), ,(n—R) Myr K,_,+(n—3), ;(n—3)M;r’K,_,+---+M,r" ' K,,
und allgemein erhélt man:
(1wt m)ecs (=)t pH1) o
(7.) (= {(ntm—1), 0!+ (ntm—1),_,(n—1)I M|+ (rtm—1),_, (n—-2)!M2r} Ko fny
+(ntm=2),_3(n-3)M:r’K, , ..o+ (n+m—3),_s(n- MK, , st = +M " K, s
Aus der Gleichung (7.) ist der. Grenzwerth des Quotienten aus K,,, und

K,,,_ fir m = oo zu berechnen. Man dividirt die Gleichung durch K,,. ,
und hat zundchst zu beweisen, dass die Quotienten

Kn-l-m-—-ﬁ Kn+m—3 . Km+l

Kn+m—l ’ Kq-}-m—-l ? Kn+m—1
fir m = oo endlich bleiben. Da alle vorkommenden Grossen reell und positiv
sind, kann man die Gleichung (7.) schreiben:

(1) s (=1 (b pH 1)K, = {(nbmi )l (nt mi-1)y_(0-A) 1 M| Koy AP,

oder
K,..H,, — (m4-1)m 4 (m-1) M)
Koim—1 (n+m) (m+-p+1)

wo durch P und P’ reelle positive Grossen bezeichnet werden. Es ist aber:

(m+Dm4 mt DM, w4 M Dm M,
(n-+m) (m+p-+1) m'+ (p-+n-+1)m+-np+n’

] +P'
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nimmt man also M] >>mnp-+n, was durchaus erlaubt ist, da M, hinsichtlich
seiner Grosse nicht beschrinkt wurde, so ist der letztere Quotient grosser als
1, und es folgt fir ein beliebiges m
Kyin> Ky

Da somit die Grossen K mit wachsendem Index grosser werden, so smd alle
Quotienten

Kitmo2 Kujms Knit

Kitm—1’ Kopmr’ ° 77 Kaymr

kleiner als Eins.
Zur Bestimmung des Grenzwerthes von

Kuym _ (m-Dm+ m+1)M M, 2’y (r4m—2)us(n—3)!M,r* Kpym—2
Kiyma (n+m) (m+p-+1) (rtm)pa(n—1)!(m+p+1) Kotm
+(n+m—3),._4(n—4)!M4r. Knims i Myt Knir
(n+m)p—y (m~1) Y (m+p+1) Kyym—r (m+m)p—y (n—1)! (m+p+1) Kpim—r
Mit zunehmendem m néhert sich der erste Quotient auf der rechten Seite der
Grenze 1, alle abrigen der Grenze 0; es ergiebt sich demnach:
hm(K ntm ) = 1.

n4m—1

n-+m .
yra— erhilt man aus (7.):

In der Reihe (6.) ist der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder fir
einen unendlich wachsenden Index gleich

llm(Tﬂm = 3 llm< Ko ) = 3.

m=cw n+m— partm—1 m=w n+m—l

Der Modul von z oder Z— - ‘1st aber in der Umgebung des Punktes a kleiner

als Eins; denn der Werth r ist nur der Einschrinkung unterworfen, dass der-
selbe kleiner sein muss, als der Abstand des Punktes a von dem nachstge-
legenen singuliren Punkte. Folglich ist, nach bekannter Regel, die durch
die Gleichung (4.) oder (6.) angegebene Reihenentwicklung der Function «
fir das ganze Gebiet des Punktes a convergent, wodurch gleichzeitig die
Convergenz der Reihe (2.) bewiesen ist, fiir den Fall dass der reelle Theil
von b negativ ist.

Der Fall, wo der reelle Theil von b positiv oder Null ist, wird auf
den, wo derselbe negativ ist, mittelst successiver Differentiationen der gegebenen
Differentialgleichung zuriickgefiihrt. Die Gleichung (1.), einmal differentiirt,
giebt:

(2-a) 5l — (E\(2)~1) 5L 4 (Ei(2)4+Bx(a)) St 4+ + Es(w)y
10 *
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und nach s Differentiationen
(0—0) Tt = (Bu(2)—s) Tt + By (2) et Hor (@)1,
wo H,(x), ... H, ,(x) gleich Summen der Functionen E(x) und ihrer Ab-
leitungen, und folglich ebenfalls eindeutig und stetig in der Umgebung von «
sind. Der Punkt a ist wieder ein einfacher singularer Punkt der Differen—
tialgleichung, aber die zugehorige Zahl ist um eine ganze Zahl verkleinert worden.
Es moge durch s diejenige ganze Zahl bezeichnet werden, welche man von b
subtrahiren muss, um den reellen Theil dieser Grosse negativ zu machen.
Denkt man sich dann eine Function n durch die letzterhaltene Dif-
ferentialgleichung n+ster Ordnung definirt

d+ dn-l-s—?
®) @0 = (E@) )3l (@) St Hy, (@),

so folgt aus dem Vorhergehenden, dass der Gleichung (8.) durch eine con-
vergente Reihe

9) 1= peby@—a)t ot g (@—a) Ty (—a) T
geniigt wird, in welcher die »{s—1 ersten Coefficienten, 4, 71y -« . Vurs—2s
willkiirliche Constanten sind.

Die Reihe (9.) geht fir gewisse Werthe der #-+s—1 willkirlichen
Constanten in ein Integral der Differentialgleichung (1.) iiber. Damit die Reihe
(9.) der Gleichung (1.) genige, miissen zwischen den Grossen %y, J1s ... Yuys—2
dieselben s Relationen bestehen, welche fir die n4s—1 ersten Coefficienten
¢ der Reihe (2.) gefunden wurden, nidmlich:

—(n—i),._lm 1)!by,.~. = (n—-2),._z(n—2)!E (a);,._z+ +E (a)/o,

(10 (n+s—2),,_, (n—-—i) !(s-b—l) O
(s—1)
g(n+8—3)n—'1 (ﬂ—i) !5](‘2‘) +-- '} Vaysate o+ E( 1?:) 70+
Diese s Gleichungen zwischen %,, ... #,,,, sind aber immer hinreichend,
um siémmtliche Grossen y vollig identisch mit den Grossen ¢, und daher die
Reihe (9.) zu einem Integral der Gleichung (1.) zu machen.
Es wurde bewiesen, dass fir ein im reellen Theile negatives & die
Reihe (2.) convergent, die n—1 ersten Coefficienten willkiirlich, alle iibrigen
Coefficienten aber in eindeutiger Weise durch diese bestimmt seien. Da es
demnach nicht zwei verschiedene convergente Reihenentwicklungen von der
angefiihrien Form geben kann, die der Differentialgleichung (1.) geniigen, und
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deren n—1 erste Coefficienten willkiirliche Constanten sind: so muss fir den
Fall, dass der reelle Theil von b negativ ist, das Gleichungssystem der
Grossen y durch die Gleichungen (10.) identisch mit dem Gleichungssystem
der Grossen ¢ werden. In Bezug auf die Frage der Identitat ist aber der
Umstand, ob der reelle Theil von b positiv oder negativ ist, vollig unerheb-
_ lich; es muss daher in allen Fillen die Reihe (9.) durch die s Gleichungen
(10.) in die Reihe (2.) ibergehen. Weil nun die Reihe (9.) fiir ganz be-
liebige Werthe von ¥y, %15 - .. ¥uys—2, also auch fir die durch die Gleichungen
(10.) bestimmten, convergentist: so ist hierdurch der Beweis geliefert, dass die
Reihe (2.) auch fiir den Fall, dass der reelle Theil von b positiv ist, convergirt.

Aus der Convergenz der Reihe und den Gleichungen (10.) folgt, dass,
sobald b nicht eine positive ganze Zahl oder Null ist, die Function y und
die »—2 ersten Ableitungen derselben fiir « = a beliebigen Werthen gleich—
gemacht werden konnen. Ist dagegen b gleich einer positiven ganzen Zahl
oder gleich Null, so ist, wie aus dem Fritheren hervorgeht, der b4nte Coef-
ficient, ¢;,,_,, willkirlich. Es bleiben alsdann noch »—2 unter den b4n—1
ersten Coefficienten beliebig. Zwischen ¢, ¢,, ... ¢;,._» bestehen erstens
die b Gleichungen, welche mit den Gleichungen (10.) fir s =5 gleichlautend
sind; und zweitens werden diese Grossen durch diejenige Gleichung (s=b-+1)
beschrankt, welche sonst ¢,,,, bestimmt, deren linke Seite aber hier gleich
Null ist. Indem also die 6+n—1 Grossen durch b+1 lineare Gleichungen
verbunden sind, bleiben »—2 derselben unbeschrankt, wahrend die dbrigen
sich als eindeutige lineare Functionen jener »—2 ergeben.

Es darf jedoch in diesem Falle nicht mehr behauptet werden, dass die
n—2 ersten Coefficienten der Reihe (2.) beliehigen Werthen gleichgemacht
werden konnen. Im Gegentheil findet man unmittelbar gewisse Specialfille,
in denen ¢, gleich Null sein muss, z. B.:

b=0, E,(a)=E;(@a)=:-=E, (a)=0.
Ob man fir ein ganzzahliges, positives b und fir =0 die Coefficienten
Cos €1y --- €, zu Wwillkirlichen Constanten nehmen kann, oder ob andere

der b4+-n—1 ersten Coefficienten beliebig bleiben missen, hangt davon ab, ob-
bei Auflosung der b+1 Gleichungen in Bezug auf ¢, ,, ¢,;, ... € .o die
Nenner der fir letztere sich ergebenden Ausdricke sammtlich von Null ver-
schieden sind, oder nicht. :

Man bemerke, dass, wenn jene n—2 willkiirlichen Werthe gleich Null
genommen werden, die b+n—1 ersten Coefficienten ¢, ¢,, ... ¢y, , sémmt-
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lich verschwinden, so dass man eine mit der Potenz (z—a)**** beginnende
Reihenentwicklung fir y erhalt. :

IL

Der zweite Theil des Satzes sagt aus, dass, wenn b nicht ganzzahlig
ist, das nt® Integral durch ein Product '
(11) gy = (@—a)**|Ct Ci(a—a)+C, (z—a)'++|,
in welchem die Reihe convergent, und C, von Null verschieden ist, gebildet
wird. Auf die Existenz eines derartigen Integrals wird man sogleich hinge-
wiesen, wenn man in die Gleichung (1.) fir y die Reihe
y = C(z—a)’+ Ci(z—a)"*'+ C (z—a)"+"+--
einsetzt. Dann ergiebt sich fir die Grossen C das Gleichungssystem:
{(0)u88! — (0),—s (r—1)!b} C, = 0,
| {((o+1),8! —(0+1),_, (n—1)!b]| C,
= {(G)n—l (”—1)!E’(a)+(‘7)n—2(”—2>!E2 (a)l Co,
12.) .
{(o+m) nl— (G—I—m),._t (n—l) !b}
= |(o+m—1),_,(n—1) !E,(a)+(6+m—1),._2(n—2) 1E(a)| Cpyt+++
elc.
Die erste der Gleichungen (12.) giebt an, welche Potenzen das Anfangsglied
der Entwicklung von y bilden konnen. Damit C, von Null verschieden sei,
muss ¢ der Gleichung geniigen: ' ,
(13)  (0)a!—(0)u_,(r—1)1b = 6 (6—1) (6—2)...(0—n+2) (60—b—n+1) = 0.
Die n—1 Wurzeln 6 =0, =1, 6 =2, ... 0 =n—2 betreffen die im ersten
Abschnitt behandelten Integrale; denn wegen der Willkirlichkeit der n—1
ersten Constanten kann man die Reihe (2.) auch mit jeder der Potenzen
z—a, (x—a)%, ... (x—a)"? beginnen lassen. Die nt® Wurzel der Gleichung
(13.) giebt den Werth
0 = b+n—1,
.welcher hier in Betracht kommt.

Setzt man in (12,) den Werth b+n—1 fir ¢ ein, so wird der Factor
von C, in derjenigen Gleichung, welche C, zuerst enthdlt und in Folge dessen
bestimmt, gleich dem Ausdruck

m(b+m+1) (b+m4-2) (b+m+3)... (b+m+nr—1).

Dieser Factor kann nur gleich Null werden, wenn b eine negative ganze
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Zahl ist. Durch das Gleichungssystem (12.) werden somit simmtliche Grossen
C,, C, etc. als eindeutige lineare Functionen von C,, welches allein will-
kiirlich bleibt, bestimmt, ausgenommen den Fall, wo b gleich einer negativen
ganzen Zahl ist. Findet letzteres statt, so liefern die Gleichungen (12.) keine
bestimmten Werthe fir die Coefficienten der Reihe (11.); das Gleichungs-
system deutet alsdann auf den logarithmischen Grenzfall hin, wo ein Theil
der Coefficienten unendlich gross gegen die andern wird.

Aber auch in dem Falle, wo b eine positive ganze Zahl oder Null
ist, giebt die Gleichung (11.) nicht das nte Integral von (1.). Allerdings er-
hilt man aus (12.) eindeutige Werthe fir die Coefficienten C; indessen ist
die so bestimmte Reihe (11.) nur eins der friher gefundenen particuliren
Integrale. Denn fiir positive ganzzahlige Werthe des &, den Werth Null ein-
begriffen, wurde nachgewiesen, dass eine convergente Reihe, in welcher die
Potenz (z—a)"+*~* das Anfangsglied bildet, der gegebenen Differentialgleichung
geniigt. Mit diesem Integral wird die Reihe (11.) identisch. Letztere kann
folglich das nte Integral der Gleichung (1.) nur in dem Falle, dass b nicht
ganzzahlig ist, darstellen. s _

Die Gleichung (13.) zeigt, dass bei den einfachen singuléren Punkien
je n—1 particulire Integrale insofern denselben Charakier haben, als sich
rationale Anfangspotenzen fir ihre Eniwicklung ergeben. Es macht eine
wesentliche Eigenschaft der einfachen singuldren Punkte aus, dass dieses gleich—
artige Verhalten von n—1 Integralen niemals zu Logarithmen fiihrt. Nur das
nte Integral giebt, wenn es aufhort, irrational wie eine Potenz zu sein, im
Allgemeinen logarithmische Glieder. ’

Um die Convergenz der Reihe (11.) zu beweisen und gleichzeitig
Schliisse fir den Fall, wo b ganzzahlig ist, zu erhalten, benuizt man den
Zusammenhang, in welchem die » Integrale der Differentialgleichung unter ein-
ander stehen; durch die im ersten Abschnitt hergeleiteten n—1 Integrale ist
auch das nmte Integral vollstindig bestimmt, da bekamnilich mit Hilfe derselben
die Gleichung (1.) auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung re-
ducirt werden kann. _

Man schliesse den Fall, dass b eine positive ganze Zahl oder Null ist,
vorldufig aus. Dann sind in dem Integral (2.) die n—1 ersten Coefficienten
willkiirlich ; man kann also ¢, von Null verschieden annehmen. Man bezeichne
durch die Reihe

0 = cl‘,() + c.l,l (a?"'"'a) + 61’2 (x—-a)2+ cevy
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wo ¢,y nicht gleich Null ist, ein Integral von (1.), und fihre mittelst der
Substitution

y = o,/w,de

die Variable w, an Stelle von y ein. Es folgt fir », die Differentialgleichung
n—1tr Ordnung '

(z— a) d;;:ﬁ — { (:‘)1 d’”. L (x—a)+E, (:E)‘ ‘fi xu—'-l;l
+z (:?, L (z—a)+ =D (n l1). do, Ly )+E2(a:)} dﬂz‘ 4o
+ (n');:_n (fix""" (z-a) +(n i)n._2 d:z:””o; E(x)+--+ E,.__l(:v)} w,,

welche wieder a zum einfachen singuldren Punkt und b zur zugehorigen Zahl
desselben hat. Denn da o, fir £ =a nicht verschwindet, so sind siammiliche
Coefficienten der Gleichung eindeutig und stetig in der Umgebung von «; und
aus demselben Grunde nimmt der Coefficient der zweithochsten Ableitung
fir-# = a den Werth b an.

Indem man das angewendete Verfahren wiederholt, erniedrigt man,
" unter Beibehaltung der Form der Differentialgleichung, successiv die Ordnung
derselben. Es sei _

0; = Gt 021(-"7"“)‘*‘ 022(-’13—“)2'1'

Wo ¢, von Null verschieden, ein Integral der Glelchung fir w,, und man
nehme w, = o / w,dz, etc. Die Substitutionen :

(14.) Y= /w,dw, w, = ?/‘wgda:, w2=va3dm, e Wy =0, [ W, ;dT
ergeben fir w,_, schliesslich eine Differentialgleichung erster Ordnung

(15)  (z—a)™=! = F(2)w,,,

wo die Function F(x) eindeutig und stetig in der Umgebung von a ist und
fir « =a den Werth b annimmt. Setzt man demnach

F(x) = b+ (z—a)f(x),
so wird die Gleichung (15.):

Wt = |2t f(a)] de,

Wn—1
logw,_, = blog(z—a) —}—/f(a:) dx,
)e J T,

w,, = (z—a
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Aus der Eindeutigkeit und Stetigkeit von f(x) in der Umgebung des Punktes
folgt dieselbe Eigenschaft fir /f(x)dz und e fx)2x . die letzterwahnte Function

ist ausserdem fiir « = @ jedenfalls von Null verschieden. Nennt man also

e = @(2) = hyt by (z—a) + by (x—a)f -+,
so ergiebt sich fir w,_, die Gleichung
(16.) w, = (z—a)’G(z) = (x—a)’ {k+ k (z—a) + k,(x—a)* +---},
in der die Reihe convergent, und %, von Null verschieden ist.

Um y zu erhalien, hat man, gemdass den Substitutionen (14.), den
obigen Ausdruck z—1 Mal zu integriren, indem man nacheinander mit o,_,,
©,_zy ... o, multiplicirt. Macht man die Integrationsconstante bei allen n—1
TIntegrationen gleich Null, so ergiebt sich das gesuchte n‘¢ Hauptintegral. Da
keine der Grossen o,, 0,, ... o, fir £ =a verschwindet, so hat die Mul-
tiplication mit denselben keinen Einfluss auf die Anfangspotenz. Hieraus er-
giebt sich der Schluss, dass fiir ein nicht ganzzahliges b die Potenz (x—a)*+**
zur Anfangspotenz wird, und dass nach Abtrennung des Factors (x—a)**"~! eine
bei dem Punkte a eindeutige und stetige Function iibrig bleibt.

Es ist somit bewiesen, dass, sobald b nicht gleich einer positiven oder
negativen ganzen Zahl oder gleich Null ist, der Differentialgleichung (1.) stets
durch einen Ausdruck

y = (e—a)’t " {C)+C,(z—a)+ Cy(z—a)* +- -}
Geniige geschieht, in welchem die Reihe convergent, und C, von Null ver-
schieden ist. .

Wenn b gleich einer negativen ganzen Zahl ist, wird das nte Integral
ebenfalls durch die Gleichungen (14.) und (16.) bestimmt. In diesem Falle
entstehen aber im Allgemeinen durch Integration der Potenz (x—a)™! logarith—
mische Glieder. In speciellen Fillen konnen letztere fortfallen, indem die
Factoren derselben gleich Null werden. Um fiir eine gegebene Differential-
gleichung zu entscheiden, ob das nt® Integral den log (x—a) enthilt, oder nicht,
hat man die Anfangsglieder der Entwicklungen der betreffenden Functionen
zu berechnen, so weit dieselben fir die negativen Potenzen von z—a in Be-
tracht kommen. Aus dem Umstande, dass keine der Gréssen o,, v, ... 0,_,
fir = a verschwindet, ergiebt sich die Regel, dass das Integral nur dann
frei von Logarithmen ist, wenn bei jeder der n—1 in (14.) angegebenen
Integrationen die zu integrirende Function die Potenz (x—a)™ nicht enthilt.
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Es bleibt ibrig, den Fall eines ganzzahligen positiven b zu behandeln,
fir welchen ebenfalls das nte Integral im Allgemeinen logarithmisch wird.
Man wendet, wie vorher, die Substitutionen (14.) an, indessen wird die Ent-
wicklung dadurch eme andere, dass o,_, fiir = @ verschwindet. Es wurde
im ersten Abschnitt gezelgt dass, wenn b eine positive ganze Zahl oder Null
ist, in der Reihe (2.) der Coefficient ¢,,,_, und ausserdem n—2 der Grossen

Cyy Ciy «.. Cyp, o willkiirlich bleiben; fiir letztere kann man im allgemeinen
Falle die Coefficienten ¢,, ¢,, ... ¢,_3 nehmen. Die n—2 ersien Substitutionen
y=o/wde, wy=0,fwde, ... w,;=0,,[w, dc

fihren dann zu demselben Resultat wie in dem friiheren Falle; man erhalt
fir w,_, eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

17)  (e-a) Lot — F(@) Wt | F, (@) s 2

in welcher die Functionen F,(x) und F,(x) fir das Gebiet des Punktes @
eindeutig und stetig sind, und erstere fir « = a gleich b wird.

In gewissen Fallen sind, wie im ersten Abschnitt ausgefiihrt wurde,
auch die Grossen v,, v,, ... ©,_, nicht sammilich vor Null verschieden.
Dann modificirt sich die Gleichung (17.). Indessen soll auf diese speciellen
Fille nicht weiter eingegangen werden, weil es sich hier nur darum handelt,
das Vorhandensein der logarithmischen Glieder fir den allgemeinen Fall nach-
zuweisen, und weil das »t® Integral doch immer durch die »—1 ibrigen voll-
stindig bestimmt ist.

Bei der Gleichung (17.) reduciren sich die »—1 willkirlichen Con-
stanten der Reihe (2.) auf die eine Grosse c¢,,,; man erhalt far (17.) das
partikulére Integral:

0, = (z—a)’t'4c' (x—a)***+ ¢’ (z—a)’ T+
Die Substitution

Wy 2 = Opy f Wy dm

giebt alsdann fir w,_, die Differentialgleichung
dw,—_1 2(xz—a) dv,._l
(@—a)—— = |———

Ons +Fx(a’)§ Wn—19
in welcher die zu a zugehérlge Zahl nicht mehr gleich b ist. Die Entwicklung

von —Z—S;_—;—'Q d';’;" beginnt mit dem constanten Gliede 2(b+1), und die von
F,(x) mit b; die Gleichung fiir w, , gewinnt demnach die Gestalt
dw,_.
(@—a)=7= = |—(b+2)+(e—a)f(@)] 0y,
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wo f(x) in der Umgebung von @ eindeutig und stetig ist. Hieraus folgt fir
w,_, der Ausdruck

18)  w,_y = (x—a)"*2e/ ™" = (z—a)"* G (),

in welchem G(z) eine bei a eindeutige und stetige Function, die fir c=a
von Null verschieden ist, bedeutet.

Stellt man aus letzterer Gleichung den Werth von y her, so entsteht
bei der Integration des Ausdruckes (18.) aus der Potenz (x—a)™' ein loga-
rithmischer Summandus. Derselbe fallt nur dann fort, wenn in der Entwicklung
von G(x) nach aufsteigenden Potenzen von x—a der Coefficient der Potenz
(xz—a)** gleich Null ist. Also ist auch fir ein positives ganzzahliges b und
fir b =0 das nt® Integral der Differentialgleichung (1.) im Allgemeinen lo-
garithmischer Natur.

Hiermit sind die behaupteten Eigenschaften der Integralfunctlon y in
Bezug auf den einfachen singuldren Punkt @ in allen Sticken bewiesen.

Bei jedem endlichen Werthe erkennt man ohne Weiteres, ob derselbe
ein einfacher singulirer Punkt einer gegebenen Differentialgleichung ist, oder
nicht. Dagegen erfordern die Bedingungen, unter denen der Werth & = oo
ein einfacher singularer Werth einer linearen Differentialgleichung wird, eine
besondere Analyse. Es soll die Frage hier eiwas allgemeiner gestellt, und die
Bedingung dafir, dass der Werth # =oo ein einfacher singuldrer Werth fiir
das Product z’ sei, in den Grundziigen hergeleitet werden. Der Exponent o
bleibt beliebig, so dass fir c=0 die Function y selbst den Werth x=o0c zum
einfachen singuliren Werth haben wiirde.

Die Function y sei durch eine Differentialgleichung

(19) +F1( )d n—l+F2($)dxn—-2+ +F ((D)y

bestimmt; man substituirt

. 1
oy =n, T=-
und verlangt, dass die sich ergebende Differentialgleichung zwischen 7 und
t die Form habe
d
e S4B, () Gt B S B () =

wo die Functionen E,(f), E:(), ... E,(t) in der Umgebung des Punktes
t=0 eindeutig und stetig sind.

1%
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Setzt man fir die Ableitungen von y ihre Werthe ein

dyy v v—Hd (ty ot )

& = CUT——
so fihrt die gestellte Anforderung unmittelbar zu Beschrankungen der Functionen
F(x) hinsichtlich ihrer Entwicklung nach fallenden Potenzen von x. Man

findet, dass bei dieser Entwicklung, fir ein beliebiges i, die Function F,(x)

1

weder ein constantes Glied, noch die Potenzen —1— = TR -z-;—,— enthalten

darf, und es ergiebt sich demgemass fur F;(x) dle convergente Reihenent-

wicklung :

H) K
(20) Fo) = Doy Hu | Ty

Fir die Differentialgleichungen mit ganzen rationalen Coefficienten folgt

aus der Gleichung (20.), dass, wenn & = oo ein einfacher singulirer Werth
dry
dz~

ibersteigen muss. Dies zeigt, dass der Coefficient

fir «°y sein soll, der Grad des Coefficienten von um ¢ den Grad des

1 ~§
Coefficienten von 2 4
dx
dry

von ——= mindestens vom Grade = ist. In dem einfachsten Falle erhilt daher

die Differentialgleichung die Gestalt
dh ) du-—l di .
@l) @)t p@ T+ @ T+ oy = 0,

wo ¢,(x) eine ganze Function i» Grades, und ¢, eine Constante bedeutet.

Ausser den Gleichungen (20.) ergeben sich aus der Forderung, dass
o =oo ein einfacher singulirer Werth fiir z°y sein soll, eine Anzahl von
Bedingungsgleichungen fiir die ersten Coefficienten K;,, K;,, K, etc. der
Entwicklungen von F;(x). In dem erwihnten einfachen Falle der Gleichung
(21.) fihren diese Bedingungsgleichungen direct zu der Differentialgleichung
der hypergeometrischen Functionen n'r Ordnung, welche ich in einer friheren
Arbeit*) definirt- habe.

Es geht hieraus hervor, dass, sobald der singulire Werth & = oo be-
riccksichtigt wird, die Betrachtung der einfachen singuliren Punkte mit Noth-
wendigkeit zu den erwiahnten hypergeometrischen Functionen fihrt; gleich-
zeitig beweisen die gegebenen Entwicklungen, dass die hypergeometrischen
Functionen zter Ordnung einfacher und elementarer sind, als irgend welche
andere durch lineare Differentialgleichungen nter Ordnung definirte Functionen.

Berlin, im August 1870.

*) Dieses Journal, Bd. 71.




