
Beitriige zur Konvergenztheorie der Stieltjessehen 
Kettenbriiehe. 

V o n  

Hans Hamburger in Berlin. 

1. In seiner Arbeit, ,Reeherohes sur les fractions c, ontinues"l),  uater- 
sucht S t i e l~ jes  die Ke~tenbriiche yon der Form 

a~z + 1 [ ' :  ~ .... + . !  
" Cl.~ Z 

t2~ @". 

wobei mifi z die komplexe Ver~nderliche, mit a,, reelle positive yon Null 
verschieclene Konstanten bezeiohnet sin& 

Auf G~uad passend erwei~erter S~tze yon S t e r n  ~) untersoheide~ 
S~ ie l t j e s  zwei F~le: 

I. __j~a,, ist divergent. 

Dam1 konvergiert der Kettenbruoh K ( z )  in jedem abgeschlossenen 
Bereieh der z-Ebene, der kein Stiiok der Achse der reellen negativen Zahlen 
entlaiilt, gegen eine analytisohe Funktion [(z).  

oo 

II. ~ a,. ist konvergent. 

1) T. J. Stiel~jes, Annales de la facult6 des so. de Toulouse, Bd. 8 lind 9 .(1894 
bis 189~. Im folgenden mit St ie l t jes  VIII bzw. IX zitiert. Eine kurze zusamme~- 
h~ngende Durstellnng der Haulots~t.ze tier Theorie befmdet sich in dem Lehrbuehe 
yon Herrn Perron, ,,Die Lehre yon den Kot~enbrfichen ~, Leipzig 1913, S. 862o..~4,17 
(ira fo]genden karz mit- Perron,  Lehrbuob, zitie~). 

~) M. A. S~ern, ,Uber die Kennzeiohen der Korlvergenz eines. Kettenbruehs", 
Journal f. Math., Bd. ;J7 (1848), S. 255-272; --  Stielt, jes VIII, S. 80-85 u, S. 61 
his 65. Vgl. ~uch Perron,  Lehrbuoh, S. 284--285. 
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2,~,(z) 
Bezeichneu wir mit ?~:i:(z) den N~herungsbmch m-ter Ordnung des. 

Kettenbruchs .K(z), so bestehen im Fa]le II  die Beziehungen 

lira ~~ ~ + ' (z) . . . .  

und zwar wieder gleichm~Big in jedem Z " abgeschlossenen Bereieh der - Eben% 
der kein Stiick der Achse der reellen negativen Zahlen enthiilt. AuBerdem 
sind die analytischeu Funktionen f, (z) und f,, (z) yon einander versohieden. 

Wir wollen den Fall I kurz den Fall der Konvergenz,, den Fall II den 
Fall der Divergenz des Kettenbmchs K (z) nennen. 

Die wichtigste En~dechmg yon S t i e l t j e s  besteht in dem Nachweis, 
dM~ im Konvergenzfalle die Funktion f(z), im Divergeazfalle die Funk- 
tionen fl(z) und f,, (z) sich durch bestimmte St ie l t iessche Integrale dar- 
stellen lassen, und zwar wird, wenn ~ (u )  bzw. ~1 (u), q~(u) im IntervaIl 
0 _~_ u <: oc definie~te reelle nirgends ~bnehmende Funktionen bedeuten,. 

2. Sehon vor S t i e l t j  es war bekannt, dab sich dem Kettenbruch K(z) 
eil~e formale Potenzreihe 

(1) s (z )  .... ~ _  c~ . §  
Z Z "  

.die im allgemeinen Falle fiir jeden noch so grol~en Weft yon z divergiert,, 
eindeutig zuordnen l~Bt. Es zeigt sich n~mlich auf Gnmd der Ftmda- 

mentalformeln flit Kettenbr~iche, dal~ sich der m-re N~herungsbruoh P~ (z) q,.(z) 
in eiue fiir hinreichend gro~e Werte yon z konvergente Potenzreihe 

Cm 

entwiekeln l~Bt, und dab die Potenzreihe S,~(z) mi~ den Potonzreihen 
S,~+a (z), in die sich die N~herungsbriiohe m + p-ter Ordnung (p =-- 1, 2, 3,...), 
flit hinreichend gro~e Werte yon z entwiokeln lassen, in den m ersten 
Koeffizienten iibereinstimmt~). Es wird also 

0 ~ ,  0 = =  O ~ + p ,  0 ,  G ~ , ~  = =  0 m + ~ , l ~  . . .  ~ O~,m- ~ = =  C ~ + ~ , r ~ - ~ .  

Bestimmt man jetzt eine Potenzreihe des Form (1), indem man flit alle m 

C 0 ~':" 0~t~ 0 ~ ~L ~':'~ ~r~,  1 a . . . ~ G ~  -- 1 _-.r-- ~ ,  ~'r~-- 1 

~) Ausfiihrli~he Darstellung des Stieltj es seJaen Integralbegriffs, s. Sti el tjes VIII,. 
S. 68-,71. Vgl, auoh Perron~ Lehrbuch, S, 362--374. 

Der ziti'erte Stieltjessehe Satz finder sioh bei Stielt jes VIII, S. 76--90;. 
Perron, Lehrbueh, S. 402--410. 

~) Stielt~es VIII, S, 18-,~19; Perron, Lehrhuch, S. 30:2. 
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setzt, so erhi~lt man auf diese Weise eine dem Kettenbruch K(z)ein- 
deutig ~ zugeordrlete Potenzreihe. 

Ist umgel/ehrg eine Potenzreihe S(z) vorgelegt, so li~l?t sich dann und 
nut dann ein Kettenbruch K (z), der zu S(z) in dem eben beschriebenen 
Zuordnungsverhiiltnis steht, mit nur positiven yon Null verschiedenen 
Koeffizienten a~ konstruieren, wenn die aus dea Koeffizienten c,, gebildeten 
Hankelsohen Determinanten 

i r Cl ' �9 " '~  Cn 

(2) c,, =- i . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 
i G,~ c ~ + t ,  . . - . ,  c2,,  

und 
�9 C 4~ 6~ , . . -~  6 n 

i Co, Cs ,..., Cn+1 
(3) B,,=: . . . . . . . . . . . . . . . . .  

fiir a l l e n  positiv sind. Daraus folgt leicht, dab aucl; die Koeffizienten c,. 
sell, st posi$ive Zahlen sein miissen. 

Zwischert der Potenzreihe S(z) und den Funkti0nen f(z) bzw. [~(z) 
und /~ (z), gegen die 4er Kettenbmch K(z) bzw. eine gewisse Teilfolge 
sdmer Niiherangsbriiche konvergiert, besteht im Innern des WinkeIraums 

die Beziehung 

f ( z )  , , ,  s ( z ) ;  f~ (z) , , . ,  S (z), /; (~),-,,  S(z)~). 
I-Iierbei bedeutet f(z),'~ S (z) in der Poiucar6schen Bezeichnungsweise, 
das flit jedes feste n i m  Innern des Winkelraume~s (41) 

- . a ,  ( -  1') i-;,T~ = o 
ist. ,,=o 

En'dlicJa besteht auch zwischen der Belegungsfunk~ion ~ (u) bzw. den 
Belegungshmktionen q~ (u), % (u) and den Koeffizienten G ein Zusammen- 
hang, der i n  den Beziehungen 

(5)  J'u"d~o(u)=c,,;  fu"d~,, (u) .==j 'u , 'd%(u)  .... c,, 
o o 

seinen Ausdruck tim:leg"). 

~) Vgl. S t i e l g j e s  VIII, S. 35: P e r r o n ,  Lehrbuoh, S. 413. 
% Vgl. S t i e l g j e s  VIII, S. 99--93; P e r r o n ,  Lebrbuoh, S. 410--411. 
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3. Ist umgekehr~ eine formale Potenzreihe S(z) der Form ( 1 / vorgelegt, 
so nenng S t i e l t j  es die Frage naeh einer im Intervall 0 ~ u <: ~ definierten 
reellen nirgends abnehmenden Fanktion (p (u), die den Beziehungen (5) ge- 
niigt, das des Potenz~eihe 2 (z) zugeordnege Mome~genproblem. 

Aus derl. bi~her angegebenen Resultaten der Sgielgjessehen Theorie 
folgt 'nua sehon, dag d~s Momengenproblem sieher d~nr~ 16sbar isg, wenu 
die aus den c,, gebilcleten Hankelsehen Determinanten B,~ und C,~ fiir 
alia n positiv sin& 

Denn in diesem Falle lggt sieh der Pogenzreihe S (z) ein St iel t j  esseher 
Kettenbrueh K(z)  zuordnen, der die analytisehe Funktion 

0 
bzw. die Funktionen 

" ~ d ~r: L (~) ~ d %1~) 

definiert. Dann lie~ern die Funktioner~ ~(u) bzw. ~, (u.) und ~o (u) LSsungen 
des Momentenproblems. 

Es ist andererseits waiter leieht einzusehen, daB,: falls das der Potenz- 
reihe N(z) zugeordnete Momentenproblem eine LSsung besitzt, die Deter- 
minanten C,, unct B,, si~mtlieh grSBer als Nall sind. Denn sind x o, x,, . . . ,  x~ 
beliebige reelle Vers und se~zt man 

n 

0 l,N=O 
ft~--1 

Z 
0 ~, x=O 

so sind offenbar die qu~dratisehen Formen ~v, (x) mud F~ ~ (x) beide flit 
alia Werte des Index n positiv definit, also ihre Determinanten C~, and B;, 
beide grSl~er als Null. Die Bedingungen C~ > 0, B,, > 0 sind Mso not- 
wendig nnd hinreichend dafiir, daft das der Poten~rei.he S(z)  zugeordnete 
Momengenproblem eine LSsur~g besigzt. 

4. Jegzt erhebg sich eine weigere Frage. Warm ist d~s Momenten- 
problem bestimmg, d. h. warm liigg sieh zu einer vorgegebenen Potenz- 
reihe S(z) der Form (1), deren Koeff~zientendeterminangen C,, uad B.  
s~m~lieh grSger als Null sin d, eine und nut eine reelle, nirgeads abnehmende 
Funktio,~ q) (u) finden, durch die die GrSgen c,, vermittelsg der IntegrMe (5) 
daxgestellt warden. Hierbei warden zwei monogone~ LSsungen g)(u) and 
y~(u) dann noah als einander gleieh angese~en, wenn sie mindesten~ in 
allen Stetigkeitspmfl~ten iibereinst, immen, oder sieh nut um eine Kon- 
stante an~erseheiden. 
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S t i e l t j e s  beantwortet auch diese Frage, indem er den Satz beweist, 
daft das einer Po~enzreihe S(z)  zugehSrige Nfomentenproblem dann und 
nur dann bestimmt ist, wenn der zugeordnete S t i e 1 t j e s sehe Kettenbrueh K (z } 
in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene, der kein Stiiek der Achse 
der nega~iven Zahlen enth~lt, kon:vergiert~. Im Falle der Divergenz des 
z~geordneten Kettenbruohes K(z )  war iibrigens schon oben bemerkt wet- 
den, dal~ das zu S (z) gehSrige Momentenproblem mindestens zwei LSsungen, 
n/imlich die mit cp1 (u) und 7J (u) bezeiehneten Funktionen, besitzt. 

5. Wit wollerr uns in der vorliegenden A_rbeit mit der Frage der 
Konvergenz des St ie l t jessehen Ke~tenbruches K(z)  besoh~ftigen. Ist 
der Kettenbrueh K (z) in expliziter'Form vorgelegt, d. h. sind die posit[yen 
Koeffizienten a,. gegeben, so ist das Problem bereits dutch die obea an- 
gegebenen S/itze yon S te rn  und S t ie l t j e s  erledigt. Sind abet nut die 
Potenzreihenkoeffizienten c,, bekannt, die den Bedingungen C, : ~ 0, B,  > 0 
geniigen mSgen, so wird es oft mit Schwierigkeiten verknfipft oder 
gar unmSglich ~ sein, die Koeffiziente~l a~ so darzustellen, daft sieh di~ 

Divergenz oder Konvergenz der Reihe ~ a,. erkennen ls Es diirfte 
I,=~ 1 

also ein Satz von Interesse sein, der uns gestattel~, aus den Koeffizienten c,, 
unmittelbar die Konvergenz des zugeordneten St ie l t jessvhen Kettenbruches 
zu ersehlieften. 

Geht man abet yon den Koeffizienten c,, aus, so scheiat es nur na~iir- 
lich, sich erst die "Frage zu stellen, ob das der vorgelegten Koeffizien~en- 
folge zugehSrige Momentenproblem bestimmt ist, und aus der Antwort auf 
diego Frage Schliisse auf die Konvergenz oder Div~rgenz des zugeordneten 
Kettenbruehs zu ziehen. 

Das-Hauptresultat unserer Arbeit l~ftt sieh .in einem Satze dieser Art 
zusammenfassen: 

Ist nine Potenzreihe S(z)  vorgelegt, deren Koe/fizienten c,, die JBe- 
dingungen B, ::~; O, C,, .'~:~ 0 er[iillen, und ldiflt sieh eine 1oositive /este 
Zahl e yon der Bescha[]enheit bestimmen, daft alle Koe]fizienten e, der 
Abschditzung 

geni~gen, so ist das der Potenzreihe S(z)  zugeorclnete Momentenproblem 
bestimmt und der zugeordnete Stielt]essche Kettenbruch K(z)  in ]edem 
abgeschlossenen Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse d~er 
negat~ven reetlen Zahlen enthdilt, gIeiehmdflig konvergent. 

Dieser Satz wird in w 4 ~ewieset{ werden. 

7, Stieltjes VIII, S. 97-104; Perron, Lehrbuch. S. 390-39l und S. 4]7. 
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Eine in gewissem Sinne verwandte Fragestellung finder sich in der 
Literatur zum erstenmal in einer Arbeit v on A. ~ a r k o f f S ) .  

Wesentlich mehr als dieser hat Herr P e r r o n  bewiesen, dem man 
den Satz verdanl~: Der S t i e l t j e s sche  Kettenbruch ist konvergent, ~venn 
die Beziehung 

flit unendlieh viele , (also nicht notwendig flit alle ~) effiillt ist:~). 
Die in unserer Arbeit angewandten ~ethoden stehen mit  den ~ a r k o f f -  

P erronschen Gedankeng~ingen irL keinem Zusammenhang. 

Die Erweiterung der Voraussetzungen, die die Bedingung (6) gegen- 
fiber der Bedingung (7) liefert, ist nm so wichtiger, als die Abseh~tzung 
(6) das st~rkste Anwaohsen der Koeffizienten c,. C~berhaupt angibt, das 
zul~ssig ist, wenn man in allen Fgllen der Konvergenz des zugeordneten 
S t i e l t j  esschen Kettenbruehes sicher sein will. Denn wefl~ man von einer 
Folge yon Koeffizienten c,,,' die den Beding~ngen C,~ :> (), B,~ ~ 0 geniigen, 
nut, d ~  flit genfigend grol~e ~ die Beziehung 

]edes feste noch so kleine positive 5 gilt, so kann das zugeh5rige 
Momentenproblem aueh mehrere LSsungen haben. 

Es gelingt n~mlieh in w 4, eine Folge yon Koeffizienten c,, anzu- 
geben, die auger den Bedingungen" C,~ ~ 0, B~ ~.~ 0 der Absch~tzung (8) 
ffir ]edes noch so kleine positive 3 geniigen und so beschaffen sind, da$ 
das zugehSrige Momentenproblem mehr Ms eine LSsnng besitzt ~). 

(i. Der Satz fiber die Bestimmtheit des Momentenproblems des w 4 
wird auf ein Hauptlemma zuriickgefiihrt, das wit ira w 2 formuliert und 
bewiesen haben, nachdem im w .1 einige elementare ttilfss~tze voraus- 
geschickt wurden. Der sehr einfache funktionstheoretisehe Beweis des 
Hauptlemmas enth~lt den wesentliehen mathematisehen ~edanken unserer 

Arbeit. 

s) ~A. YI~rkoff, ,Deux dSmons~ra~ions de la convergence de certaines frs~ctions 
oontinucs", Aet~ M~th. Bd. 19 (1895), S. 93-104. VgL ~uoh O. Perron,  LehrbucK 
S. 885-389. 

~) 0. Perron,  ,Erweiterung eiaes Markoffsehen Satzes fiber die Konvergenz 
gewisser Kettenbriiehe", M~a~h. Ann. Bd. 74 (1913), S. 545--554. 

x0) Under I'(x) ist in dieser Arhei~ immer die Eule rsehe T'-Funktion zu vers~ellen. 
~) Der Umst~nd, dM~ Folgen yon Koeffizienten % existieren, die mit ~ fiir ein 

be~tinvmtr ]e,stes ~ unendlictl grol~ werden wie /~((2+3)v) und so besehaffen sind, 
da~ d~s zugehSrige ~omentenproblem unbes~immt is% war sehon SVieltjes bek~nnt, 
doeh h~t er seine Bei~piele nut fiir den Fall 3 ~ 2 ngher angegeben. Siehe SMel~jes 
VIII, S. 119, vgl. auch das Lemma II des w 2 und die Anm. ~) auf S. 199 unserer Arbeit. 
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Im w 3 wird zus dem Hauptlemma die Vollsti~ndigkeit gewisser Systeme 
yon Orthogonalfunktionen gefolgert, die im Intervall 0 ~ x ,  '~x~ definiert 
sind. Der in diesem Paragraphen bewiesene Satz lautet: 

Es sei ein System von~ _~unktio~en der _Form 

% (x) = coo e-~=, 

q~, Cx) = (C~o § c,~ xl' § § c~,. x"~)e-;'~, 

vorgelegt; hierbei bezeichnen fl und 7 zwei willki~rliche positive Konstanten. 
Die c, t, sind reelle GrSflen, die yon fl und r abhtingen und so be~timmt 
sein mggen, daft die Orthogonalit~ts- und Normierungsbedingungen 

f v~(x)v, , (~)ax = o, (~ + ,,~) 
0 

0 

er]i~llt sind. 
Das System Yon Orthogonal/unIctioneu g,,(x) geni~gt dann und nut  

dann der Vol~stSndigkeit~relation, wenn fl ~_~ 2 ist. 

(Fiir fl ~ 1, y ~ ~ erh~lt man das aus den Laguer resehen  Polynomen 
gewonnene normierte Orthogonalsystem. Ausf~rliche Literaturangaben 
tiber dies,e Fmgen vgl, w 3.) Die Kenntnis 'des w 3 ist ftir das Yerst~ndnis 
des folgenden nicht erforderllch. 

In w 4 wird dex Haupts~tz unserer Arbeit bewiesen. 
In w 5 stellen ~wir einen ~hnlichen Satz ffir eine naheliegende Ver- 

allgemeinerung des Momentenproblems a~, dis auf eine bek~nnte Arbeit 
des Herrn G r o m m e t  r-') zuriickgeht. Um die Einleitung dieser Arbeit nicht 
fiberm~ig anwaehsen zu lassen, habes wit das Problem, das wir uns dor~ 
gestellt haben, erst am Eingang des w 5 entwiekelt, 

w 1. Hilfsbe{rachtungen. 

Um den Gedankengung sp~i~er nicht za u~erbrechen, s~hicken wit in 
diesem Paragraphen einige, sehr elementare tIilfsss voraus. Die beiden 
ersten behandeln die gliedweise Integration vdn'Reihen, Der' dr~tte ttilfs- 
satz ist anderer Natur; er macht eine Aussage fiber monotone Funktionen, 
die in einem Intervall his auf eine thlnktmenge yore MaBe Null definiert 

1~) d~cob Gromme,r, ,Ganze transzendiente Funktionem mi~ 1auger reellon Null- 
stelIen", Inaugural-Dissert~ion, GSttingea 1914. Abgedruokt im Journal f. Math. Bd. 144 
(1914), S. 114-166. 
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si~;d. Obgleich die Hilfssgtze wohl nicht neu sind, geben wir der Voll- 
st~ndigkeit Mlber die Beweise an. 

1. Hilfss~tz .  Es se ien/(x)  =.-=/~- a,.x undd~mit ~uch f ( x ) : = ~ , l a , , I x "  

ganze transzendente Funktionen von x. Es sei ferner q~(x) eine im Inter- 
va]l 0 ~ x < oo definierte reelle Funktion yon x yon der Besch~ffenheit, 
d~L~ d~s Integral 

0 

konvergent ist: 
Dann wird 

(2) 

Beweis.  

0 v=O 0 

M~n erkennt unmittelb~r, cl~l~ d~s Integral 

0 

fiir jedes nicht negative ~ absolut konvergiert; denn es ist 

0 0 

Wir beweisen jetzt zuflgchst die Beziehung 

j ' f ( x )  lq:~(x)ldx = k~ia,, ! j 'x"I  ~,(x) idx. 
(} * ,= 0 0 

~,~ 0 O 0 

I)a die Partialsumme links mit wachseMem n monoton zunimmt und, wie 
die Absch~Ltzung (3) erkenuen l~iJ~t, unter einer festen yon n unabh~ngigen 
Sohr~nke ]iegt, so ist die unendliche Reihe 

(t) a,.  !.; ~"i ~(x) I dx <= J" f(x)!~(x)f dx 
v=O 0 0 ' 

sicher konvergent. 
k~dererseits ist abet, cl~ ~uf Gnmd der gleichm~J]igen Kon~ 

der Potenzreihe flit i xl ~ R i m  !nt6rvall 0 ~ x ~ R die gli6dw6is 
gr~tion der Reihe gestattet ist, 

J' t~(~)I ~ (~)! dx ,~ ,~  I ~,,, J" x" 1 ~ ix) i dx _ < ~  ! ~,,I 

Es ist 
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Da diese Beziehung fiir jedes noeh so grol~e R gilt, so ist auch 
m 

0 ~,--:- 0 0 

2~us (4) und (5) erkennt man aber, dal3, wie oben behauptet, 
oe 

0 ~'=:0 (J 

ist. 
Aus der Konvergenz der S umme rec.hter Hand yon (6)folgt unmittel- 

bar die absolute Konvergenz yon 

.denn es ist 

~ , = 0  ~=-'0 0 
q$ 

Bezeichnet man mig S,(x)  die Partialsumme .~'a,,x",'so ist 
. '= -0  

.i's,,{~)~,(.)e;:, =~v ~,, J'x,, e,(=)a~. 
0 ~' :=: 0 O 

folgli~h ist 

<7) lira j "S , ( x )~ (x )dx  ..... . ~ a ,  J x " v,(x)dx. 
n ~  0 r = 0  0 

Dieser Grenzwert existiert, da die l~eihe zechter Hand konvergiert 
Unsere Behauptung (2) ist bewiesen, wenn es gelingt, zu zeigen, 

.dal~ auch 

.f" f(x) ~p Cx) dx =: t i m  .f s. (~) ~ (~)d~, 

oder, anders geschrieben, 

~i,~ :~ 0 

ist. 
Um dies einzusehen, bestimme man eine Zahl R yon der Besch~i~ea- 

heir, dal~, unter ~ eine vorgegebene bdiebig kleinepositive Zahl verstanden, 

. x ) ! r 1 6 5  
aR 

wird, was auf d-rand cler vorausgesetzt~en Kon~ergenz yon (1,) ~mmer 
m6glich ist. 
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Dann ist flit jedes n wegen S~,(x) i <  f (x)  

(.')) i.t '[f(~) ...... ~,,(~)]~(~)d~ <2,t'f(~) v(x) d~<__ 2. 

Man setze ferner 

.fiT' (z) IcZx "= A 
o 

and bedoimme nunmehr eine Zah] _h ,~ yon der Beschaffeaheit, daft fiir alle 
n ~ N im Intervall 0 ~ x < 37 

g 

wird. Dies ist wegen der gleiohm~l~igen Konvergenz der Po~enzreihe in 
jedem enzLlichen Gebiet immer m6glich. 

Dann wird fiir alle n ~ iV 

R 

(10) J'[f(x)--S,,(x)]9(x)dx <=f if '(x)-8,,(x)itg(x)!dx 
JO / o 

R 

&us (9) und ('10) folgt die B'eziehung (8) und damit, ist unser HilLs- 
satz bewiesen. 

2. Hi l fssatz .  
wie im i. Hilfssa~z. 

E~ '~be f(~), ?(~) u~a e(z) aJe~elbe Beae~tung 
Es sei nunmehr die Reihe 

(11) _j~i c~,, [.r q.,(x)'z" dx' 
v ~ 0  0 

konvergent, Dann konvergiert aaeh das Integral 

o o  

o 

und es ist auJ~erdem 

oo 

(13) .f f(x)9(x)dx~=~ V' 
0 7, = 0  0 

Beweis.  Es ist nur zu zeigen, da~ 4as Int%oral (12) konvergent 
is% clelm dann sind die u des 1. Hilfssatzes erfiillt, desseax 
Behaup~ung (2) mit der BeHauptung (13) des 2. Hilfssa~ze~ iden~isoh ist. 

Nun is* aber tiir jedes no,eh so grol~e R 

/r ~ R 7"1. 

5 ?(~)I ~(~) I ~  = ZI~, ,  IY I~(~) ' ~  ~ Z I~,, ~ f '  
0 ,,=0 0 ~,=0 0 

Mathematische Ze, itschrlft. IV. 14 
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und hieraus folg~, da die Reihe (11) konvergent vorausgesetzt wurde, 
dal~ das Integral 

R j ' 
0 

unterhalb ein~ festen yon R unabh~ngigen Sehranke ge]egen ist. Da 
aber ~eses Integral auBerdem noeh mit waehsendem R niemals abnimmt, 
so ist es sicher konvergent. W .z .b .w .  

3. H i l l s  sa t z .  Es.seien ~ (u) und yJ (~) ~wei im Intervall 0 ~ ~ -~ ~c 
definierte reelle nirgends abnehmende Funktionen, die in allen Punkten 
des Intervalls mit Ausnahme einer Menge veto Ma~e Null fibereinstimmen. 

Ist  dann die Funl~ion ~ ~u) im Punkte u .... cb stetig, so ist 

B'eweis. Ist  ~ ~ a ein beHebiger Punkt des Intervalls, in dem die 
Funktionen ~ (~e) und ~# (u) definiert sine1, so mfissen, da nach Voraus- 
setzung diese Fun~ion:en beide monoton sind, die Grenzwerte 

l i m y J ( ~ q - h )  und lim,~ (a -- h) 
h = 0  h=O 

nnd entsprechend fiir die Funktion cp (u) existieren. 
Ist aul~erdem die Fumktion ~ (u~ im Punkte u == a stetig, so mul~ 

(14) limyJ (a -~ h) = (p (a) = l im~  (c~ h) 
h=O h=O 

sein, 4a andernfalls die ~nkt ioner~ q~ (u) und yJ (u) im Widerspruch mit 
den gemachten Vorausset~ngen .l~ngs eines Intervalles yon endlicher 
L ~ g e ,  Mso in einer Punktmenge veto Ma~e grSBer als Null, voneinander 
verschieden w~ren. 

Aus (14) folgt abet die Stetigkeit atmh der Funk~ion y,(u)  im 
Punl~te u == a und ferner die behauptete Beziehung 

(a) = w .  b.  w .  

w ~. Haupflemma. 

L e m m a  I~) .  Es sei g (u) eine redle ~unl~tion der reellen ver~inder- 
lichen u, die~ im In~ervall 0 ~ ~ <: er defin~ert sein ~n6ge. Es exis~iere 

~a) Einen ~hnlichen Sa~z gibt Herr ]~. Borel an in seinem Buehe: ,Legons sur 
les s6ries diveegontes ~, Paris 1901, S. 71-75. Doch ist dort unsere Voraussetzung (15) 
durch, die spoziellere 

ersetz~. -- Aus dioser engeren Fassung unseres Lemm~s liei~en sieh indessen die S~tze 
der w167 8 und 4 nieh~ herleit~n, so da~ ~Iso die bier angegebene Verallgemeinerung 
tier Voraussetzungen wesent;lich ist. Aul~'er4em stiitzt sieh der Beweis des Herrn 
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(15/ 
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positive Konstante ~ ~ 0 yon der Bescha]/enheit, daft das 

0 0 

Bedeutet y eine positive Zahl grdrier als ~, und ixt ]~r alte nicht 
negativen ganzzahligen r 

(1~!) .ru~'z(u)e-~'~;idu -::- 2t 'u~"+ly,(u~)e-~"du = O, 
0 0 

so versehwindet Z (u) identiseh bis an/ eine Menge yore Marie NulP4). 
B e w e i s .  Man betrachte das vom komFlexen Parameter  z abhgagige 

Integral  

(17) ~ ( z )  :~= J'z(u)e(z-Y)Wdu:= 2j'uZ(u")e(~-r)~du. 
0 0 

Aus der Voraussetzang (15) folgt, dal~ das Integral  (17) ffir z = 7 - -  5 
absolut konvergent ist. Dann ist abet nach einem bekannten Satze 1~) 
das Integral  jedenfalls in clef gaazen t ta lbebene ~ ( z ) ~ y - - ~  absolut 
uud gleichm~l]ig konvergent  und stellt in dieser Halbebene eine analyCisehe 

Ftmkt ioa  yon z dar. 
Wit wenden jetzt  ansern Hilfssatz 1 auf das Integral  (17) an, indem 

wit die Funktion cp (u)  des Hilfssatzes gleieh u Z ( u  ~) e - r u  und die dort 

mi t  f ( u )  bezeichnete Funk tion gleich e ~ S'~z"u' =: - ~  -~-;F-t setzen. Nach diesem 

Hil~ssatz ist die gliedweise Integrat ion der Reihe far  e ~ fiir i z ] =< 7 : ~ 

gestattet.  Wit erhalten also die fiir i z l ~  Z -  ~ sicher konvergente 

Potenzreihe 

B o reI auf einen Satz yon St ie l t jes ,  der noch weitere tiefliegende Untersuehungen 
aus der Theorie des Momentenproblems heranzieht und benutzt ferner noch spezielle 
sehr komplizierte Kettenbruehentwieklangen, die S t i e l t j e s  in einer Arbei~ ,Sat 
quelques int6grales d~finies et leur d6veloppement en fractions pontinues" in den 
Quaterly Journal of pure and applied Math. Bd. 24 (1890), S. 370-882 verSffentlieht 
h a ~ . -  Unser Beffeis des L'emmas macht hingegen von den. Hfl~smi~teln aus der 
Theorie der Kettenbrfiehe oder der Stielt jessehen Integraldarstellungen keinen 
Gebrauch. 

t4) Unter den Int~gralen seien in diesem und im folgendma Pamgr~,phen im 
ttinbliek auf die Theorie der 0rthogon~lfunktionen Lebesguesehe Integrale ver- 
standen. 

x~) Vgl. z. B. E. Landau, '  ,Uber die Grundla~en der Theorie der Fa~ult~ten- 
reihen", Sitzungsberiehbe d. Math.-Phys. Klazse d. Kgl. Bayr. Ak. d. Wissensah. Bd. 36 
(1907), S. 151-218, insbesondere S. 208ff. MAt der Abkiirzung ~(z )  ist der reelle 
Tefl yon z bezeiehnet. 

1"4" 
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me r o~ 

(18) 
P "  i )  

1, -,'r 0 

Aus (16) folgt nun, dab die Koes der geraden Potenzen, 
yon z verschwiaden. F('z) ist also sine ungerade Funktiou. 

Da abet das Integral (171) in der Halbebene ~(z )=<  ~,--5 absolut 
konvergiert, so is~ die Fun2tion F i z  ) in der unendlichen Hajbebeae 
~ (z )  = < 7 -  6 beschrgnkt. Da auJ]erdem F(z)  sine ungerade Funktion 
is~ und die Halbebeue, in der wit die Beschrgnktheit der Funktion nach- 
gewiesen haben, die kchse der imagiugreu Zahlen ganz im Innern enth~lt,' 
so kSnnen wir aus der Beziehung 

schliessen, dab F (z) in der gaazen Ebe~le des komplexen u z 
besehr~nkt ist. 

Damn ist abet F (z )  naeh einem Liouvi l leschen Fundamentalsatz 
tier Funktionentheorie gleich einer Konstanten. Da auI~erdem F(z )  als 
unger~le Funktion flit z=:  0 verschwindet, so mul3 ~v(z) identiseh ver- 
schwLnden. Naeh einem Satze des Herrn Lerch ~,~) tfiufa dam~ abet ameh 
u Z ( ~  ~) e -:~'u' his auf eine Menge veto ~a~e Nfill identiseh verschwinden 
n~d dami~ is~ unser Satz bewiesen. 

Zusa~z z'u L e m m a  I. E a s e i  %(u)sine reelle im Intervall 
0 ~ u < oo de/inierte Fun~ion und ~ sine Zatd yon der Bescha//enheit, 
daft das Integral (15) ~onvergiert. Bede~et e~ sine positive Zahl :> ~, 
7 ein.e beliebige positive Zahl u~d sind /.i~r alle nicht negativen ganz- 
~whligen ~, die Integrals 

~ 21,++_1 ,~ , U 2 a  (10) -:, O, 
0 0 

so verschwindet Z(u) identisch bis au/ sine Menge veto Ma/3e zYull. 

Beweis:  An Stelle des Integrals (17) be t rachteman das Integral 
mm , _  Oe 

Y ~ ~ 2j' z(u:Oe'"" " ~  
0 0 

1~) M. Le rch ,  ,Sur un p0in~ de la tl%orie des fonetions g~n~ratrices d'AbeV, 
Acta Mat, h. Bd.27 (19031, S.339-352. Der 8atz des Herren L e r c h  auf. Lebesguescho  
Inf~grale fibertrmgen lant~t: Versehwimdet 

0 

:ffir die Punkte c - { - ~ . ( r = 0 ,  1, 2 , . . . )  eider amif~hmetisohen Progrea~ion, so ver- 
schwindet ~ (u) identiseh bis auf sine Menge veto Ma,Be Null. 
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das, wie man  unschwer  erkenn~, in jeder I-Ialbebene ~ ( z ]  _ < A ,  wo A 
eine bel iebi~ grol~e posi t ive  Kons tan te  b edeute% absolut  and  gleichmi~J]ig 
konvergier t .  

lndem man F(z) in. eine ]Potenzreih'e entsprechend (18) entwickelt, 
erkem~t man auf Grund yon  (19)0 dal~ P ( z )  eine ungerade Funk t ion  is~. 
Man schliegt m m m e h r  wie ,beim Beweise des L e m m a s  I, daL~ P (z) in 

'der  ga~zen komplexen  Zahlenebene eine regul~ire analyt isohe beschr~inkte 
F unk t i on  yon z, also gleich einer Kons tan ten  ist. 

Weite~" iindet ma~,  dal~ Y (z) identisch versohwindet  und dami t  aueh, 
da~ Z ('~) 0 ist  his auf eine Menge yore 1Zal3e Null. W . z . b . w .  

1 L e m m a  II. Es sei ~', e~ne ,'posit@e reelle Zahl <: ~, y eine belie- 
bige I~ositive reelle ZahI. 1)ann ver.schwinden die I~tegrale 

(20)  I,,~ . r u "  sin f ( t g z , , , ) 7 u " ]  e - ~'~ du ';) 
o 

/ii.r alle nicht negativen ganzzahligen Werte yon ~,. 

B e w e i s .  Eg is~ 

(21.) 1, .t u',~(ie'~'~'~'"~;'"")e 
0 

Wit  setzen 

dann wbd,  wie man leieht erkenrl% da 0 - ' ,  ~: ~ ' ~  ist, 

Z. " a  :" 

Kierbe i  ist ~m~ar l o g u  der reelle Wer t  des Logarit~hmus zu verstehem 

Die Beziehung (22)  gi l t  nicht mehr  fiir , ~ 1;. 

1~) In der Arbei~ yon StAelt jes VIII S. 105 sind die Integrale I ,  nut Yiir den 
einft~chsten Fa.ll ~r = } angegeben, wo tg.~a = 1 wird. E~ wird dort ihr Versehwinden 
ohne Angabe des Beweises behaupte< 

Vgl. auch unser Beispiel i m w  z, S. 209. Dort wird eine Funktion r 0<t ange- 

gcben, deren Momentr ,t it''q{ (,t,) du s~imt, lich gleieh ~Null werden und deren absolut~r 
o 

Betr~g mit wachsendem ~t, ffegen Null wie die Funktion e lo~"-u ~bnimmt. Dies ist 
mit R0cksicht auf d~s Lemma' I die st~rkste Abnahme gegen Null bei wachsendem ~, 
die wit yon cp(~) erwarten ~liirfen, wenu ~lle Momente der Funktion versohwinden 
sollen 

:s) Db  kbktirzmlg ~ {f (m)) bezeiclme$ den im~,gin~ren Tell voa f .~). Ist. ~lso 
f(~')  --= ~/~,-+-{,/,, so ist 

3 ( f (~))  = ,~'. 
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Substituiert man n u n ' )  

v -= (1 - - ' i  tg  z ~  ) 7 u'* == er  ( u e - * ' )  ~', 
1 1 

. . . . .  1 

0r 

in d~s Integral (21) fiir I,., so erhiilt man 
,,+i 

- ~ dv'l 
g 

d v  

Der Integrationsweg g i s t  ein Strahl dureh den Nullpunkt, der mit de, r 
Achse der positiven reellen Zahlen einen Winkel gleieh - -z ru  bildet. 

Setzt man 

so wird die zu integrierende Funktion gleieh 
y + l  

I)a nun diese Funktion, wenn r tiber alle Grenzen w~iehst, ffir 

0 _~ ~} _> -- ~ ic 2.- -- )~ yon hSherer Ordnung als lr gleiehmgllig in ,# ver- 

sehwinde~, so ist nach dem Cauchyschen  Integralsatze das Integral l~ngs 
des Str~hles g gleieh d_em Integral lgngs der Achse der reellen Zahlen, 
und man drkennt daratts, da die zu integrierende Funktion dort wegen 

~ 0 reell ist, dab das Integral einen reellel~ Weft  hat, das heiBt abet, 
r sein imagin's I,, versehwindet. W . z . b . w .  

w  

Bewois der Vollst~ndigkeit einiger Systeme yon Orthogonalfunktionen. 

Es seien fi und y zwei feste positive Zahlen. Man bestimme jetzt 
Konstanten c,,, ( ~ , = 0 ,  1, 2 , . . . ,  /~ - O, 1, 2, 3 , . . . ,  /z ~ v )  yon derBe-  
schaffenheit, dal~ die Funktionen 

% (z)  .... Coo e-,'~, 
~,  ( x ) =  ( %  + q , z . ) e - ~ , ,  

(3a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~,, (z)  .,= (C,o + < . i x  '~ + . . .  + <.,. x"~) e-~*, 

1~) Man kann dieso SubstStution hier vermeiden und, ~vie dies bei dem Beispiel 
des w 4 S. 210 g~zeigg wird, sehon bier den Cauchyschen  Integralsatz anwenden; in- 
dessen soheint uns, dab sich dureh die Substi{,ution die Rechnung etwa,8 tihersioht- 
]ieher ge~,taltet. 
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im Intervall 0 ~ x <: oo ein System von normierten Orthogonalfunktionen 
bilden, daft also 

wird. 
0 

= 0, ('~ + / ~ )  

Durch diese Forderung sind die Koeffizienten c~t~ bis aus das Vor- 
zeichen eind.eutig bestimmt. Die bier noch bestehende .Willkiir wird da- 
dutch beseitigt, daft man den Koeffizienten c .... ein positives Vorzeiehen 
vorschreibt, Da ngmlich die Funktiouen x*~ e-r ~ voneinander linear un- 
abhangig sind, so nehmen die c .... s~mtlieh yon Null verschiedene Werte 
~ .  Ist fl .... 1 und 7 == ~, so erh~lt man das aus den Laguerresehen 
Polynomen gewonnene System yon Orthogonalfunktionen. 

Man n~nnt nun ein System yon Orthogonalhmktionen ~ (x) im 
Intervall 0 . . .  ~ n~cht abgeschlossen, welm sich eine Funktion ~(x)  yon 
4er Beschaffenheit bestimmen lg~t, da~ erstens das Integral 

a~ 

0 

exist~er~ u~d yon Null versehieden ist, zweitens die Integrale 

0 

deren Konvergenz sick in der fiblichen Weise mit Hilfe der Sehwarz-  
~ehen Ungleichheitsbeziehung aus der Konvergenz der Integrale (24) und 
(25) ergibt, s~mtlieh versehwinden. 

Existiert keine solche Funktion q~(x), so sagt man, das 0rthogonal- 
~ys~em (23) ist .abgeschlossen. 

Wit behaupten nunmehr: liar fi ~ 2 let das System (23) yon Ortho- 
~onal.]unl~$ionen abgeschlossen, und liar fl ~ 2 ist es nicht aYbgeschlossen. 
Der Beweis dieser Behauptung ist auf Grund der S~tze des vorigen Para- 
.graphen unschwer zu erbzingen. 

Da die Konstanten c,,  in (23) yon Null verschieden sind, l~iftt sich eine 
~eue Matrix yon Koe~fizienten Yo0, 7ao, ~l~ --" in der Weise bestimmen, daft 

~ird. 
Wir maehen die Annahrne, es existie~e fiir den Fall fl ~ 2 efi~e zu 

.s~tXiGheu Funkti0nen. ~o (x) orthogonale Funktion qo (x) v o n d e r  Be- 
~scha~enhdit, da~ ,das mit ihr gebildete Integral (25) gegen einen yon Null 
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versehiedenen Weft konvergiert. Wegen (26) wgre dann q~(x)ouch ztt 
den Funktionen X/G e-~ 'z orthogonal, man hgtte also 

05 

0 

flit aJle /,. 
I Setzt man jetzt fl .... g lind transformiert man dan Integral (27) ver- 

mittels der Substitution 

so erhglt man 
T 

a j  u"-~y~(u)ul'e'-~'u'"du:: 0 ftir alle , a ~  0. 
0 

1 Aus der Voraussetzung fl ~ 2 folgt . ~ ,2- 
Es war ferner rmeh unserex Armahme dos Integral 

0 0 

konvergent; dann kon~:ergiert aber ouch dos Integral 

J" :, z(u) I  du 
'0 

fiir jedes noch so kleine positive yon Null versehiedezm (5. Denn die S chw arz- 
sche Ungleichheitsbezietmng ergibt 

0 

Da man .nun abet immer a <~ 7 wghlen kaan, so gentigt die Funktion 
u~-*Z (u) allen Voraunse~zungen des Lemmas I des w 2 bzw. seines Zu- 
satzes, mu$ also bin auf eine Men~e yore Mal3e Null verschwinden. Dos 
System (28) yon Orthogonalfm~ktion %(x)  ist also fiir fl =< 2 ein ab- 
geschlonserles System. 

so netzen wir Ist ardererseits fl > ~, , ..: ~, 

[Z{, ) .... u~-"s in[ ( tg~z" )27u"]e  -' , 

Man erkenn~ ~mmittelbar, dab fiir die gunk~io~ (28) clas in*egraI (25} 
konvergent trod yon Null versehied.ea ist, ferner, clal~ auf Grund des 
Lemmas II des w 2 die integrMe 

O 0 

.... ,:JVu," sin [(tg =a) 2 7u ~ ] e -~ ' . " du  
0 
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fiir alle f f  verschwinden. Endlieh folgt dann attch 

0 

fiir alle ~, da naeh ~')- (,,3t die <p,, (x) 'sieh linear aus den x, '̀ /~ e-r* zusamme~.- 
setzen. 

Die in Formel (28) definierte Funktion q,(x) ist also zu siimtliehen 
Funktionen %(x)  ortho]onal, d. h. das System (23) yon Orthogonal.- 
funktionen ist fiir fl' - 2 nicht mehr abgeschIossen. Damit ist unsere Be- 
hauptung im vollen Umfange bewiesen. 

Es lgl3t sieh ferner leieht nach oft at~gewandt~n Methoclen zeigen, 
dab jedes abgesehlossene System yon Orthogonalfunktionen %(x)  im 
Intervall 0 ~ x ..... ec aueh ein vollstiindiges Orthogot~lsystem bildet, d.h.  
dal3 fiir jede Funktion g (x), deren Qua&at im Lebesguesehen Sinne im 
Intervall 0 ~ x -" ~ integrabel ist, die sogenannte Vollst~indigkeitsrelatiol~ 

(; 
~, v ( t  

erfiillt i st. Umgeke]~rt kann andererseits ein nieht abgesehlossenes Ortho- 
gonalsystem aueh ni.e vollst~ndig sein, d.h. as mug in diesem Falle eine 
Punktion g(x),  deren Quadrat im Intervall 0 ~ x ; . :  ~ integrabel isG 
yon der Besehaffenheit existieren, dag 

2(,, / <i',, (x) g (~ )  d z  . " ,F g '  ( x )  d x  
i,-,c 0 U 

wird. 
Diese letzte Behauptung ist unmittelbar einzusehen. Ist ni~mlich ~p ($} 

eine zu alien Funktionen % (x) orthogonale Funktion yon derBeschaffen- 

heir, dal~ das Integral , ~:,~(x) dx konvergiert, ohne zu versehwinden, 

so with u 

_~, (~) q:(,x) d z  =~ O, 
I, ~':- ( t  

also gewi6 

0 

Um umgekeln't aus der Abgeschlossenheit des Orthogonalsystems.seine 
Vollst~ncligkeit zu ersehliel~en, benutzt men die Substitution "~~ 

~0) VgL H. Weyl, ,,Singul~re Integmlgleichungen", Inaugural-Dissertation, GSt- 
~ingenfl908, S. 18. AbgedruckC in den M~th. Ann. Bd. 66 (1909), S. 275-824. Vgl, 
insbesondere S. 277. 
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t X 

(29) x = i - t '  t = -1 ~-x' 

die das Interv'all 0 ~ x <( ~ in das Intervall 0 ~ t ~ 1 iiberfiihrt. 

Setzt man 

%'(1 t \ - t )  
r  ~ - t  ' 

so wird 

j ' ( r , , ( x )  q~ ( x ) d x  = j ' ~ , < t )  r  d r .  
0 0 

Die Funktionen (b,,(t) bilden also ein im In te rwl l  0 ~ t ~ 1 definiertes 
Orthogonalsystem, das offenbar gieichzeitig mit  dem System der Ortho- 
gonalfunktionen q~,(x) abgesohlossen ioder nieht abgeschlossen ist. Fiir 
ein Orthogonalsystem im endlichen Intervall sehliel~t man aber in be. 
kannter Weise auf Grun4 eines Satzes yon Herrn F i s c h e r ~ ) ,  dab die 
Abgeschlossenheit des Systems aueh seine Vollsti~ndigkeit zur Folge hat. 

Geht man endlich wieder vermittelst der Substitution (29) yon den 
Funktionen q)~ (t) zu den Funktionen %.(x) fiber, so zeigt sich, daI3 das 
System der im Intervall 0 ~ x ~:: cc definierterl Orthogonalfunktionen ep. (x) 
gleichfaIls der Vollst~ndigkeitsrelation geniigt, wenn das Orthogona]system 
der ~,.(t) vollst~ndig ist. 

Fiir das aus den Lague r r e schen  Polynomen gebildete Orthogo~ml- 
system ist die Tatsache 4er Vollst~ndigkeit bereits bekannt2~), doch be- 
nutzen die in den bisherigen VerSffentlichungen angegebenen Beweise 
s~ntlich tiefliegende S~tze aus  der Hi lbe r t schen  Theorie der quadrati- 
schen Formen mit unendlich vielen Ver~nderlichen. Hier ist clef Beweis 
dieser Tatsache auf elementarem Wege erbracht worden. 

Andererseits ist hier aber auch wesentlich mehr bewiesen, denn man 
erh~lt das Lague r r e sche  Orthogonalsystem, indem man aus den dureh 

,1) E. Fischer, C.R. 144 (1907), S. 102"2--11)24.- Der Beweis des Fisehersohen 
Satzes fui~t auf der Lebesgueschen Theorie der bestimmten Integrale. Alle iibrigen 
Geda~keng~nge unserer Arbeit ]assen sieh ~uoh mlt dem Riemannsehen bzw. 
S t ie It j e s sehen Integralbegriff durelfffihren. 

~) Mit- der Entwicklung willkiirlieher Funktionen nach Laguerresehen oder 
den damit eng zusammenh~ngenden Hcrmitesehen Polynomen besehMtigen sich die 
Arbeite~n yon H. Kiehl, Dissertation, Greifswald 1866; O. Blumentha l ,  Dissertation, 
GSt~ngen 1898; Myller-Lebedeff ,  Dissertation, G5ttingen 1906 (abgedruekt ~in den 
Math. Ann. Bd. 64 (1907), S. 388--416); W. SSekloff, Communications de la soc. 
Math. de Ch~rkow 1907; H. Weyl, Dissertation, GSttingen 1908 1. e. Anm. e0); Rudolf  
Neumann, Dissertation, Breslau 1912. Ein direkter N~ehweis, dab das aus den 
Laguerreschen Polynomen gebi]dete 0~hogonulsystem der Vollst~ndigkeits~lation 
geniigt, finder sieh nur in der zit.ierten Arbeit des Herrn Weyl. 
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Multiplikation yon e-r~ mit den ss ganzzahligen, n, icht negativen 
Potenzen, yon x gebildeten Funktionen e-r~, xe-;  "~, x'~e-7 x . . . .  zu- 

einander orthogonale lineare Verbindungen ~e~.. xt, e-~'~ bildet. Der 

wesentliehe Tell mxserer Behauptung ist abet gerade, daS schoa d~s aus 
den nicht negativen geraden Po~enzen yon x 

gebildete System yon Orthogonalfunktionen der Vol]sts 
geniigt, wohingegeu die aus den linearen Verbindungen der Potenzen 

e - r  ~ ,  Z P e - r ~  x~t te-~ ,x  ' . . .  

g~bildeten Orthogonalfunktionen der Vollstgndigkeitsrelation nicht meJar 
gen~igen, wenn fl :> 2 ist. 

w 

Das Sfieltjessehe Momentenproblem. 

Sa~z. Es sei eine Folge yon Koe/fizienten c,, yon der BeschaBenheit 
vorgelegt, daft die aus ihnen gebildeten, in den Formeln (2) und (3) der 
Einleitung definierten Determinanten Q und B,, sdmtlich positiv sind. 
Aufierdem mSgen sich die Koe/fizienten co, dutch die t~eziehung 

/i~r aloe ~ abs~hdtze~ lassen, wobe,i @ eine [este positive Zahl bedeutet. 

Dann hat, das zd dieser Folge geh6~rige Momenten1~roblem eine ~nd 
nut  eine nicht negative L6sung und der St iel t]essche Ketter~bm~h i~  
konvergent. 

Beweis. Wie in der Einleitung auseinandergesetzt worden ist, hat 
unter den Vorausse~zungen uaser~s Satzes das ,zu der Folge yon Ko- 
effizienten e,, gehSrige Momentenproblem sicher mindestens eine L5sung. 

Wir gehen yon der Armakme aus, es seien im Gegensatz zur Behauptung 
unseres Satzes d cp (~) uncl d V (u) zwei voneinander wesentlich verschiedene, 
uicht negative LSsungen des vorgelegten Momentenproblems, es sei also 

j" ,,, = j = e,.. 
0 0 

Setzt mml 

,so sind die l~unktionen ~ (u) and V(~) p,ositiv und werden mit wa~hsen- 

dem u niemals zur~ehmen. 
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Wir behaupten zun~chst, dal~ dis Integrale 

0 0 

c"+1 sind. konvergieren und beide gleieh V!-1 

Man erh~lt niimlich, wenn man partiell integrier~, 
a 

(Be) fu,,+*d,p(~) . . . .  a , ' + ~ ( a ) + ( , , + l ) j ' u " q J ( u ) d u .  
0 0 

Andererseits ist aber 

also auf Grun4 clef Konvergenz tier Integrale C31) 

lira a "+1 c~(a) --:~ 0. 

Es folgt also, wie behauptet, wenn man in (82) zur Grenze a-~cx~ 
iibevgeht, 

. . . .  ( , ,+ l ).f 
0 0 

~rj  

~,~ ~. !-1" 

Entspreehend beweist man aueh 

~5 r+ l"  
Wit setzen 

(35) z(u) . . . . .  

we ~, eine positive Konstante bedeutet, fiber die noch sparer verfiigt 
wird and wollen zeigen,, dal3 wit auf die dutch die Formel (35) definierte 
Funk~ioa Z (~) das Lemma I anwenden kSnnen. Offenbar genfigt die 
Fanktion Z ( u )  wegen (38) und (34) der Voraussetzung 

0 

Es ist aiso nur noeh naehzuweisen, daI~ sich ein~ positive Zahl b .< Y. 
bestimmen lgl]t, so da~ das Integral 

0 0 

konvergen~ ist. Dies gesohieht vermittels des 2. Hilfssat~es aus w 1, der 
besagt, dal~ das Integral (36) sioher dam~ existiert, wenn die Reihe 
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--~:;:,i- i~(u)-  v,(~)Id~ + 

d ~ (2,,-.1') ,) u"Vur 
ko~vergiert. 

Es ist abet nach der Vor~ussetzung (30) 

(38) .f u,' : q~(u) ...... V,(u)]du<_.fu"(q~(u)+V~(u))du c,,+~ 
' o ~ l )  ~' ',-1 

=< ,+~ = < , ~ , . ( 2 , , +  1)~ 

Um auch ~och die Koeffizienten der Reihe ~'., abzusch~tzen, bemerke 
man zuniichst, dal], d a qo (u) sowohl wi* "~., (u)  mit wachsendem u nirgends 
zm~ehmende Funktionen sind, 

~(~,) =< ~(o) o~, %, ,~,(~,) g ~,(o) ~-~ ~o 
ist. 

Es ergibt sich demzufolge 

t1 0 .i 0 

_< % + ~+'~ (~'+4): < C ~" (2,r + 3)! 

wo C eine passend gews Konsflante bede~fiet. 
Dieselbe Absch~tzung finder man abet auch fttr 

0 

Man erh~l~ also schlie~lich 

(3~) .f~'~/~l ~(~)--v(v)idu~--sCo~(~"+3) ~. 
0 

Y[an seize nmxmehr 

so da~ also wie verlang~ ~, > ~, ferner 

(40) (~ --  ~ ) ~  = (1 - - ~ ) :  

wi~d. Da~n ergibt sich, wenn man das Ergebnis der Abschiitzungen (38), 
(39) and (40) in (37) einsetz~; 

z~<~  ~ Z  (2 ~ + ~)(~-,~)"' ,  Zo __< ~ ' ( ~ +  a ) (~ , ,+2 ) (~ -  ~) "§ 
",=0  " ~ ~ * , = 0  
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Die Reihen 2~ und ~v'~ sind aber wegen tg. < 1 absolut konvergent und 
damit konvergiert nach dem 2. Hilfssatz auch das Integral (36). 

Nunmelzr sind wit in der Lage, das Lemma I aus w 2 anzuwe,nden, 
da die in Formel (35) definierte Funktion Z(u) allen Voraussetzungea 
dieses Satzes geniigt. Wir erhalten also ; g ( u ) =  0 und damit auch q)(u) 
== .qJ (~) fiir alle Werte yon u im Intervall 0 ~ ~ < oc bis auf eine Menge 
veto Mal~e Null. Da aul~erdem ~o (u) and ~o (u) monotone Funktionen sind, 
so folgt auf Grand des 3. Hilfssatzes, dag q)(u) und '~(u) in allen Stetig- 
keitspunlc~en iibereinstimmen. 

Wie in der Einleitung ausgefiihrt worden ist, folgt abet aus der Ein- 
deutigkeit des Momentenproblems ~,uch die Konvergenz des zugehSrigen 
Kettenbruchs. Damit ist der zu • dieses Paragraphen ausgesprochene 
Satz bewiesen. 

Wir wollen jetzt Beispiele yon Koeffizientenfolgen anfiihren, die den 
Bedin~mmgen flit die Determinanten C, > 0, B,, > 0 geniigen und v~eiter 
die Eigensehaft besitzen, dab da~ zugehSrige Momentenproblem unbe- 
stimmt ist. 

Als erstes Beispiel w~hlen wit die Folge yon Koeffizienten 

we 9 and d beliebige feste positive Zahlen bezeichnen. 
Setzt man zur Abkiirztmg 

1 1 

so liefert, wie sich leicht dureh Rechnung n~ehpriffen l~I~t, das Differential 

eine zu der Koeffizientenfolge (41) gehSrige L5sung des Momentenproblems. 
Da die Funktion r (u) positiv ist, gentigt die Koeffizientenfolge (41) sicher 
den Bedingungen C,, > 0, B ,  > 0. 

Sei v ~ eine beliebige positive reelle Zahl zwischea 0 und 1. Dv'm 
ist auch die gunktion 

'e(u ,  0,) = e-"~'  [1 + ~ sin (y u~' tg ~ . ) ]  

positiv. Da ferner auf Grand des Lemmas i I  des w 2 die Integrale 

.f 'it" sin ( ) , ~  tg~  c~) e-'U"du 
0 

fiir alle nieht negativen ganzzahligen ~ versehwinden, so wircl offenbar 

f u 0) = ; 
0 
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das Differential d V (u, ~) .... T ( u ,  # ' ) d ~ .  Iiefert also ftir jeden Weft yon 
# zwischen 0 and 1 eine nicht negative LSsm~g des vorgelegten Momenten. 
problems. 

Als weiteres Beispiel betrachten wit die Folge vo~l Koeffizienten 

(42) r =---f ~" exp \---,  log~- ~ ~.y~,e J {~I~ '-'~), 
0 

wobei wir zur kbkS.rzung exp (x) flit e �9 sehreiben und behaupgen: 

I. zu jeder noeh so ldeinen Zahl ~3 ls sich eine Zahl N finden, die 
nut yon 8 abhs so dug 

e,. s 4 F [ ( 2  -~ 6)(~, -+- 1) t 
ftir nile ~, 2> N ist; 

II. das zur Koeffizientenfolge (42) gehSrige ~omentenproblem isk 
unbestimmt. 

Dieses Beispiel zeigt, dal~ das naeh dem zu Anfang dieses Paragraphen 
formulierten Satze zul~ssige Anwachsen der Koeffizienten. ~,, das sts 
ist, bei dem 'man in jedem Falle die Bestimmtheit  des zu dieser Folge 
gehSrigen ~omentenproblems ersehtie~en kann. 

Um den ersten Punk~ zu beweisen, bestimme man eine nu~ yon 
abhgngige Konst;a~.te @,~ yon der Besehaffenheit, da~ flit alle ~ > ,% 

1 ] 3 1 

C4::~) (~ .~Y-  log u) u - ~'+~ :::-nu ' '~:g'~i - u "-'+'~ log u ~ log ~ u + ~" 

wird. Eine solohe Konstante ~ mu~ existieren, da jede noeh so kleine 
Potenz yon u stgrker wgehst als jede noeh so grol~e Potenz des Logarithmus. 
Aus (4"~) s unmit~elbar 

1 

( ....... :::---l~ < e x p ( - - ~  -~+'~) fiir u'___~, exp -- ~ vu-:  .... " 

und man erhs 

Anderr ist 

( - ~',~ _ -% "+j 

(4~) .(~'exp - log~ ~.~j o 
0 

,~8) Das Integral (42) konvergiert ffir jeden nicht negat,iven Weft_ yon v, d~nn 
=Vq~ undffir~--0 f~ir ,~ = oo wird der Exponent von e negativ unendlich grol~ wie -- log'-" u 

I 
verschwindet der Exponent wie ]o--g ~" 
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:Da. aber F[2  (J, @ 1)] mit zunehmendem., starker witchst als die Expo- 
~entialfunktion @~,,+t, so 1~1~ sich wegen (45) eine Zahl N .... N(b) ,  die 
amr yon ~ abNingt, yon der Beschaffenheit finden, dal  fiir ,~, ~ N 

(~6) ],~,, exp (-- "-~-lo= ~ld~ ~ rE2 (,, + ~t1": rl(+-t-~)(, '  ~- ~/] 

ist. 
Aus (44) und (46) folg~ 

c,, < (:~ ~:a)F[(2 + ~5)(~, + 1 )] < 4 t ' [ (2 + ~)(,, + 1)] 

f i r  v ~ N. Damit ist der erste Punkt erledigt. 
F i r  den Naehweis der Behattptung II geniigt es, wenn. gezeigt wird, 

dalt flit file nic'ht negativen ganzzahligetl v die Integrale 

,v , f :~ VT;-  log ~k (qi~- log ~ + ~ 
(47) 3 u exp - - -  ~,----.2--s- sin d,tL o \ iog.~,-,~-) tIog~;;:;;'</ 
,~er~ehwinde~; dean dann is~ fiir jedes #, da.s der Beziehung 0 ~ / ) ~ .  1 
geniigt, das Differential 

/ 1 N! /V~u log u i" : r \  ~ 
~ v ( , ~ , # ) =  ~ , ( ,~ , , 0 , )d~  .... e ' :Pt - -~og" , ; .~ : : ,~  l , .  l g ' " ) 
eine nirgends negative LSsung des zu der Folge (42) gehSrigen Momenten- 
problems. 

Um das Versehwinden der In~egrale (47) zu beweisen, bemerken wit 
.zungehst, dal3 

( ~%/u--l~ uk ( 3s176 '~-~'~ := (~"  exp ( 1 + i f u  ~ \'~ (48) ~,~" exp ~ -- ~7:~:D,-;.+. ,4"') sin \ iog~. u + == / "~, \]~g-~[2_ i~)) 
ist. 

Wir untersuehen numaehr d~s Integral 

u" exp !3 _ du, 
o \tog ~ --- ~,-rl 

auf das wit den Cauehysohen Integralsatz anwenden wollen, urM zwar 
integrieren wit lings eines gesehlosseaen Weges, der sioh aus dem Stiieke 
der ~eellen Aehse yon - - R  bis- '- /?,  und dem fiber dieser Streeke als 
Duxchmesser 'in der Halbebene der Zahlel~ mit positivem Imaginiirteil 
errichteten H~lbk~eis ,K,g zusammensetzt. I/Ian erhiilt demzufolge 

l g  

da die zu ingegrierende Funktion im Innern des yon dem Integra~ions- 
wege umsehlossenen Qehietes keine Singalarititen besitzt m~d sieh ihren 
Randwerten stetig-nghert, wie gleieh noch niiJaer gepriifg warden sol]. 
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Ffih~t man n~mlich Polarkoordinaten u-~ re i" ein, dann wird die zu in- 

tegrierende Funktion 

F , ( r ,  ~) .... r~exp v ia- -  iogr---~i~-~) 

and ihr absoluter Betrag 

(50) F,, (r, a) ..... r" exp ................ l o g ~ r+ (~_ e ) .  ~ j .  

Fiir u . . . .  1 bzw. r ~-:-1, c' == .~ versehwinden Ziihler und Nenner 
des Exponenten in F, , ( r ,  a) beide yon erster Ordnung in u;  die Stelle 
ist also reguliir. Die einzige Singularit~t. yon F~ (r, a) auf dem Rande 
des betrachteten Gebie~es befindet sich aa der Stelle u-----0. Doch zeig~ 
Formel (50), da~ fiir 0 .<_ a _<< ~ die Funktion E~(r,  a) in der Umgebung 
der Stelle r-----0 beschriinkt bleibt und sich dem Randwert stetig r~hert, 

da  der Exponent von e fiir r ~ 0 win lo~r verschwindet. 

Andererseits wird 
w 

/~R 0 

Nun erkennt man aber aus (50), dab gleichmiil~ig in a fiir 0 __< r <: = 

l imR i F, , (R,  " ) i  = 0 

~ird, da~ also das I n t e ~ a l  (5 t )  ira Grenz~all R ~ c~ verschwindet. 

Geht man nunmehr auch in (49) zur Grenze R = co fiber, so er- 

gibt  sich 

\log u - i-~/ == 'j" u" exp \ 1 o ~  --ZT=) du. 
0 0 

Das Integral rechter Hand yon (52) wird abet, were1 man 
.... e t ' ~ v - - = -  v substituiert, flit s negative, ganzzahlige ~ gleioh 

o \ logv ] 

und ist also reell: folglich toni  der imagin~re Tell des Integrals linker 

.Hand yon (52) 

fiir alle ganzzahtigen nicht negativen 'Werte yon u verschwinden. 

Wegen (48) ist abet  das Integral (53) nichts anderes als das Integral 
(47 )  und hiermit ist ~ueh die Behaaptung II bewiesen. 

Mathema~i~he Zeitsehrift, IV. 15 
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w 5. Uber eine Verallgemeinerung des Stieltjesschen Momentenproblems. 

Es sei eine Koeffizientenfolge c,, yon der Beschaffenheit vorgelegt, 
dab die in der Einleitung Formel (2) angegebenen, aus den c,, gebildeten 
Hankelschen  De~erminanten C,~ iiir jedes ~ positiv sind, wohingege~ 
fiber die Determinanten B,  der Formel (3) nichts vorausgesetzt werden 
sell. Aus C~, > 0 folgt, dal] die Koeffizienten c..,~, si~mtlich positiv sind, 
wghrend clas Vorzeichen der Koeffiziente~l c a,,+l keiner einschrs Be- 
dingung unterliegt. 

Unter diesen Voraussetzungen ist die formale Existenz des zu dieser 
Folge gehSrigen St ie l t jesschen Kettenbruehs nicht mehr in allen Fs 
gesiehert. Indgssen kann man der mit diesen Koeffizienten gebildeten 
formalen Potenzreihe 

0 o C1, C~ 
(5~ )  s ( z )  = z - ;~ + ;~  - "  

% 

einen anderen Kettenbruch zuordnen, den Herr P e r r o n  den zu S(z)  
assoziierten KeVtenbruch neant; dieser ist yon der Form 

k k: 
(55 )  K ( z )  =:  ~ ~ ~ + :i:i,~ ~ 1~o 

z ;- l:~ +.. 
�9 24 )  

seine Koe~zieaten k~, sind si~mtlich negativ mit Ausnahme yon kL, das 
:> 0 ist. Die 1,, ergeben sick als beliebige reelle GrS~en. 

Dex n-re Ns des Kettenbruchs (55) ist eine rationMe 
Funktion und'-l~l~t sich ia der Umgebung der Stellen z =. ,or  in eine 
Potenzreihe 

entwickeln, die fiir geniigend grol~e Werte yon z konvergiert. 
Ffir den mit einer Potenzreihe S ( z )  der Form (54) assoziierten 

Kettenbnleh ist charakteristiseh, dal~ 0 die 2n ersten Koeffizienten der 
Entwicklung S~,(z)  seines n- ten N~therungsbruches mit den 2n ersten 
Koeffizienten der Reihe S(z)  iibereinstimmen, so da~ also 

( 5 6 )  ~,,,o = co, c,~,~ ~ =  ~ ,  . . . .  c , ~ , . , _ ~  ~,-~ ~ , , - 1  

Dm'ch die Form des Kettenl~ruches i55) ~ ~md die Bez~ehuhg (56) ist 
der assoziierte Kettenbruch K (z) eindeutig bestimmt. 

:~) VgL O. Perron, Lehrbuch, S. 322 and S. 377. St ie l t jes  erw~ihnb diesen 
Kettenbruoh aach in der Einleitung seiner Arbeit VIII, S. 3 Formel (! d), 

~) In der Dissertation des tgerrn (}returner wird der Kettenbrueh K(z) aus 
der Rei.he S (z) durch formate Faltwiakelung gewonnen. Vgl. Journal f. Math., 1. c. 
Anm. x~) S. 118--121. 
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Wie sieh auf einfaeh~ Weise zeigen lgBt, ist die Bedingung fiir die 
Koeffizientendeterminanten, C,~ ~:-0, notwendig und hinreichend 4afiir, 
dab der mit der Potenzreihe S(z)  der Form (54) assozii~rte Kettenbruch 
K(z) formal existiert und dab seine Koeffizienten k~ mit Ausnahme des 
imr~{er positiveu k, sgmtlich negativ werclen~). 

Wenn auI]er dem Koef~izientendeterminanten C, auch die Determi- 
nanten B,~ s~mtlieh positiv und yon 0 verschieden sind, so dag aueh der 
zu dieser Folge gehSrige '8 t ie l t jessche Kettenbrueh existiert, so zeig~ 
sieh, dab der n-re NSherungsbruch des assoziierten Kettenbmchs mit dem 
2 n- ten N~herungsbrueh d6s S t i e 1 t j es schea Kettenbruehs iibereinstimmt. 
Ia diesem Falle ist also (vgl. die Fglle Iund  II S. 186 u. 187 der Einleitung) 
der assoziierte Kettenbrueh sicher konvergent. Dies ist abet, wie Herr 
G r o m m e t  arx dnem Beispid gezeigt hat, im allgemdnen nieht der Fall~7). 

An die 8telle der Konvergenz des Kettenbmehes tritt hier vidmehr 
die Konvergenz einer passend ausgewghlten Folge yon Iq~herungsbriichen 
yon K(z), wie aus dem folgendem Satze des Herrn Grommer  hervor- 
geHt'~s) : 

Ist K (z) eli1 formaler mi~ einer Potenzreihe S (z), deren Koeffimen- 
ten den Bedingungen C,, > 0 geniigen, assoziierter Kettenbmch, so l ~ t  
sioh eine unendliche Folge yon N~iherungsbrtichen K~,,(z) des Ketten- 
bmches K(z), (n, < n~. < . . . .  co), so ausw~hlen, dal] die K,~(z) mit 
waehsendem v in jeclem abgeschlossenen Bereiche der z-Ebene, der kein 
Stiiok der Achse der redlen Zahlen enthiqt, gleiehmg$ig gegen eine ana- 
ly~ische Funktion f (z)  konvergieren. Die Funktion f(z) lgBt sioh ferner 
in der Form 

4arstel.len. 
Hier bedeu{et dc2(u) ein nich~ negatives Differential yon der Be- 

schaffenheit, dab die Funk~ion 

nirgends abnimmt. Endlieh kann man auch zeigen~), daJ] die Integrale 

e~) VgL J, Grommer; Dissertation, S. 122; vgl. ~uch Perron, Lehrbuch, 
S..324. 

~-v) Vgl. J. Grommer, Dissertation, S. 14$ff. Eine erschSpfende Untersuehung 
fiber die Konvergenztheorie der Kettenbrfiche der Form (55) gedenken wit an anderer 
8telle zu verSffentlichen. 

~s) Vgl. J. Grommet, Dissertation, S. l$7ff. 
~) Der Beweis dieser Beh'auptung, die unseres ~gissens bisher noch night ans- 

gesproohen worden ist, bietet keine prinzipielIen Scikwierigkeiten, and sell an andrer 
Stelle verSffentlieht werden. 

15" 
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siimtlich konvergieren and gleich den Koeffizienten c,, sind. 
Die-Frage nach einer nirgends abnehmenden Funktion q~ (u) mit der 

Ei~enschaft, dal3 die Integrale 

sind, wollen wir das Momen~enproblem im weiteren Sinne nennen. Das 
Grommersche kuswahlveffahren liefert uns also zu jeder Koeffizienten- 
folge c~, die den Determinantenbedingungen C~ > 0 gentigt, eine L6sung 
des erweiterten Momentenproblems. Umgekehr~ l~13t sich leicht einsehen, 
dal3 jede Folge yon Koeffazienten c, yon der ]~eschaffenheit, dal~ mindestens 
eine LSsung des zugehSrigen Momentenproblems im weiteren Sinne existiert, 
den Bedingungen C,~ :> 0 geniig~. 

Das Grommersche kuswahlverfahren li~l?t ferner erkennen, dal~, falls 
der zu S (z) assoziierte Kettenbruch K (z) nicht konvergiert, sich mindesgens 
zwei untereinander verschiedene Folgen yon Niiherungsbriichen K,~,, (z) und 
K~, (z)  yon der Besehaffenheit ausw~hlen lassen, dab 

+~r d~1(u ) 

+~ d%(u) 
lira K,~ (z) -= f., (z) == f o ~-:-i:.~ .... 

wird. Hierbei sina fl(z) mad ]%.(z) bzw. ~l (u)  und ~ , (u)  voneir~nder ver- 
schieden. Daraus folgt umgekehrL dal~ der assoziierte Kettenbruch jeden- 
falls dann konvergiert, wenn das zugehSrige ~omentenprobtem im wei~eren 
Siane nur eine einzige LSsung hatS~ 

Wir wollen jetzt -- analog zu dem im vorigen Paragraphen aufges~ell~en 
Sagz iiber das Sgielt j  essche Momentenproblem -- den folgenden Satz be- 
weisen: 

Satz:  1st eine Folge yon _Koe/fizienten c,. vorgelegt, die den Be- 
dingungen O,~ > 0 geni~gen und /iir die sich eine Zahl ~) yon der Be- 
svha//enheit bestimmen tdi[3t, daft /iir a l l e v '  

(57) i ,.i <__ 
so) Umgekehrt braueht, wenn der assoziierte Kettenbruch K(z) konvergierL das 

zugehSrige erweiterte Momentenproblem nieht bestimmt zu sein. Geniige z~ B. die 
Koeftizientenfolge c, den Bediagungen G,, ~ 0 und /~, ~> 0, sO ist, wie wir oben ge- 
sehen haben, der zugehSrige ass,oziierte Kettenbmleh immer konvergent, obgleich dann 
sogar das Momentenproblem im engeren Sinae mehrere LSsungen h~ben kann, also 
um so mehr das erweiterte Momenbenprbblem. 
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wird, so ist das zu dieser Folge geh6rige erweiterte Mo~nentenproble~n 
bestimmr u~d damit auch der zugeh6rige assoziierte Kettenbruch kon- 
vergen~ :~1). 

B e w e i s .  U n t e r  den  Vorausse tzungen unseres Satzes  h a t  das zu der  

Fo lge  yon  Koef f iz ien tea  c,, gehSrige e rwei te r te  ~ o m e n ~ e n p r o b l e m  sicher 

mindes tens  eine LSsung. 

W i r  gehen wieder  yon der Annahme aus, es seien d ~ ( u )  und dvJ(u) 
zwei vone inander  wesent l ich  versehiedene,  pos i t ive  LSsungen des vor-  

ge leg ten  Momentenprob lems ,  so dab  also die  F u n k t i o n e n  

q$ ~C 

~r(u) == f dq~ (.~), w(~) = .(d~/,(v) 

nirgends  abnehmel~; d a n a  wird,  wenn man  ~f; (u )  - -  ~/~ (~)  =::: Z (u )  setzt ,  

(~s) J' ~" dz (~) =-o. 

Es is~ mm abe r  wegen (57) :  

(5!~) J'~"]dz(u)l <=J'~"(dq~(u)-~-d~(u)) ~_2e'~"~2,) ~., 

,1) In einer Arbcit, 'die demn~.ehst an andrer Stelle erscheinen wird, habe ieh 
die Konvergenz des zu einer Potenzreihe, deren Koeffizienten den Bedingungen C~ > 0 
und der Absch~tzung (57) genfigt, assoziierten Kettenbruches direkt ohne Zuhilfenahme 
de, r S t i e I t j e s schen Integraldarst ellungen bewiesen, und zwar wird dor~ gezeigt: dab 
unter den angegebenen Bedingungen die fiberall divergente Potenzreihe nac~h der 
Borclschen Methode summierbar ist und der Kettenbruch gegen die dureh die 
B o r elsche Summt~tionsmethode aus der Potenzreihe gewonnepe Funktion konvergiert. 

Das allgemeinste unter den bisher bekannten Resultaten dieser Art wax im An- 
sehluB an die S. 191 Anm. ~) zitierte Arbeit des Herrn P e r r d n  yon Herin S z i s z  aW 
gegeben wordeu in einer Arbeit: ,Bemerkungen zu Herrn P e r r o n s  Erweiterung eines 
Markof f schen  Satzes iiber die Konvergenz gew]sser Kettenbriiche" Math. Ann. 
Bd. 76 (]9]5);  S. :~01-'~14. 

Der Sz~szsche Satz lautet: Ist eine reelle airgends abnehmende Funktion ep (g) 
im Intervall �9 ~ (~ t  <~ i  ~ yon der Beschaffenheit dcfiaiert, dab alle Integrale 

+~ 

konvergieren, und gilt auBe~dem ffir unendlich viele ~ (also nicht notwendig flit 

allc ~') die Be~iehung 
e:~ I, .<~O ~ ~,.~ , 

so konvergiert der zu de~ Reihe S (z) assoziierte Kettenbruch gegen die Funktion 

f(~)= f Z+~ 
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(60) .t'~ ~''-~ dz(u)/<=.1" dz(u)'-[-.t"w-'"(dq'(u}-!-d,/(u)) 
0 0 - -  

s :~o + ~e~"(-~ ~ < ce"-"('-,,,)~, 
wo g eine passend, gews Konstante bedeute% 

Entsprechend ergibt sieh 

0 

--o0 

I~~) .J ~ i  ~''-' Idz (~)  _ c~ .  ( ~ ) ,  
0 

1 Sei y eine positive Zahl . " -  
9 

Bildet man die In~egrale 

ao ~ 

(~3) l~(r) ~ f er*'dZ(u), a ( -  r) .... .['e'~;'"dZ(%), 
0 0 

"so kann man, wenn man sieh fiir e r'~ bzw. e -r" ihre Darstellungen durch 
Poten~reihen in die Integrale (63) substituiert denkt, aaf Grand der Be- 
ziehungen (59), ~(60),'(61), (62)und wegen 7~ <: 1 den 2. Hilfssatz des 
w 1 tiber gliedweise Integration yon Reihen auf die Integrale (6'3) an- 
wenden uncl erkennt, dal3 die Integrale (6',~) absolu~ konvergent sind. 

Andererseits ist, wenn 

gesetzt wird, 

I) 

Es ist aber 

f '~dz~,v) = i ( ~ ) ,  , id.z(~)t b, 
u 0 

t t  

=~ " e " -  (z~)du. d z (~.Oi ~, ~- ~., (t~)e ~'~ + ~.~ Z, 
0 

R / t  

also ist wegen der absoluten Konvergenz des Integrals (63) 

' 7 '~ 

0 0 

8etzt m~n nanmehr 

( ~ )  . r d z ( v )  .~ z~ (u), f d z O ; )  = b , ,  
tr t~ 
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so wird offenbar, da 

ist, 

0 0 

wobei das Integral Yech~er Hand absoht konvergiert. 
Entsprecheud erh~lt man fiir G (-- 7) die absolut konvergente Integrat- 

darstellung 

o 

weun zui' Abktirzung 

.t'az(v) 
gesetzt wird. 

Wit betrachten' jetzt die Funktionen 

. F ( z )  ..... . ~ " d  Z,(u)  ..... b,.-}--z "~'Z,(u)du, 

und erkennen, dab wegen der absoluten Konvergenz' der tnt~grale (65) 
und (66) die beiden Integraldarstellungen von F(z) ffir ~ ( z l ~ ) '  und 
die beiden Integraldarstellungen yon G(z) fiir ~ ( z ) : > - - 7  absoht und 
gleichm~Big gegen eine analytisohe Funktion ko~vergdereu. Die Funk, tion 
2'(z) bleibt also in tier gan~en unendlichen Halbebene ~ ( z ) ~ 7  untex~ 
halb ether festen Schranke; das gleiche gil~ yon G(z) in der Halbebene 

Der 2. Hilfssatz zeigt nun weiter, cl~6 fti.r izl ~ 7  wegen (5.~), (60), 
(61) uad (62) die Integ~ale 

/ ) 
V 0 "~v.~.O " 

und 

gliedweise integriert werden diirfen; es ergeben sich demnach fii~ F(z )  
und G(z) die Darstellungen durch Potenzreihen 

J , = 0  " b 

die mindestens fiir z , ~  7 konvergieren. 
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Andererseits erke~mt man aus (5~), daI~ 

J'~"dz(~)=: /~"~z(~)  fur , ,  . . . .  o, I,,,. . . . .  

0 0 

ist. Es ergibt sich also 

(69) ~ (z) .... G (z). 

Da nun Y(z) in der Halbebene ~ ( z ) s  G(z) in der Halbebene 
~ ( z ) ~ -  ~, besehr~nkt ist, so ist 2'(z) wegen (6(,)) in der ganzen Ebene 
beschr~inkt, ist also nach: dem Liouvillesehefl Satze gleieh einer Kon- 
stanten. Yiir z == 0 wird aber wegea (68) Y ( z ) =  b~, folglich, da diese 
Beziehung in der ganzen Ebene bestehen mu~, e,rh~lt man identisch in z 

~o 

* g ~ t  

0 

und nach de,m Eindeutigkeitssatze des Herrn Le,reh '~) 

z, (~)= o 

bis auf eine Menge veto ~r Null. 
Es ist abet naeh Formel (64) fiir u ~ 0 

& (u) = j ' d  z ( v )  - j ' d  z ( v )  = = -  z ( u )  . . . .  (q~(u) - - V , ( u ) ) .  

Daraus folgt, da rf(u) und W(u) monotone Funktionen sind, unter Be- 
nutzung des 3. Hilf~satzes, daJ~ flit u ~ 0 die Funktionen cp (u) und yJ (u) 
in allen Ste~igkeitspunkten tibereinstimmen miissen. 

Dasselbe beweist man fiir negative u, indem man be,riicksiehtigt, daJ~ 
in Hinblick auf die Identit~t (69) das, Inte,graI 

t 2: e z 
0 

und damit auch die Funktion 7~,., (u) bis auf eine Me,uge veto 1ViaJ~e Null 
versehwinden muir. Nun ist abe, r nach Formed (67)' fur u ~ 0 

Z , . ( u ) : -  j'dX(v) ~--Z(u):- -  ( ~ ( u ) - -  ~(u) ) ;  

also ist aui Grand des 3. Hflfssatzes auch fiir u ~ 0 in allen Stetigkeits- 
punkten q J ( u ) :  W(u). Darait ist unser Satz vollst~ndig' bewiesen. 

Ahnlich wie, i m w  4 sell nunmehr gezeigt we,rden, dab das naeh dem. 
e,ben bewieseaen Satze zul~ssige Anwachsen der Koeffizientea c,, das st~rkste 
ist, das in allen F~iIlen die Bestimmtheit des zu dieser Folge gehSrige,n 

'~) Vgl. Anm. ~6") S. 198. 
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Momentenproblems im weiteren Siane und die Konvergenz des zugehSrigen 
assoziierten Kettenbruches sichert. 

Wir wollen jetzt niimlich eine im Intervall -- ec < u <: + ~ defiaierte 
positive reelle Funktion r (u) yon der Beschaffenheit angeben, daft ers~en~ 
die mit Hilfe dieser Funktion gebildet~n Integrale 

+~ 
(70) c,~ '.: .r u~, r (u) a~u 

flit alle nieht negativen Werte yon v existieren und sieh zu jeder noeh 
so kleinen positiven Zahl c~ eine Zahl N,  die nur yon ~) abhiingt, in dex 
Weise bestimmen liiBt, dab {tit a le  , ~ N 

(71) l~,,i < r  
ist, zweiten6', dab das zu der Folge (70) yon Koeffizientea c,, gehSrige 
Momentenproblem im weiteren Sinne unbestimmt ist, und drittens, dal~ 
tier mit der aus den Koeffizien~en (70) gebildeten Potenzreihe S(z)  asso- 
ziierte Kettenbruch K (z) divergent ist. Zu diesem Zwecke setze man 

( ~]ul-21ogI*~l~ 
r  : .  ]~[ exp ,-- 4 [ o g ~ i . u . ~ / .  

Die Funktion q)(~) ist, eine gerade Funktion, d. la. es ist 

Folglich erh~lt man 
+ r 1 6 2  

(7'.) o..,,,+~ : .  f u'~"+, r 4u  :,-r 
- - o o  

(7:3) c~,, -. 2 j  u"-"q>(u) du--, ' 2 fu  "~''+~ exp --- 41og~,;:~7~/du 
0 (Y 

/ x ~/v  .-- log v 
..-: j'v,, r ~ -  -ioU~ 4-~s.-) d r ,  

0 

wenn alan in dem Integral (73) die Substitution v .... u ~ ausfiihrt. 
Da die Koeffizienten c.,,,+~ siimtlich --= 0 sind, so geniigen sic sieher 

der Abseh~itzung (71); die Integraldarstethmgen (73) flit. c~ sind aber 
mit den Integralen (42) des w 4 identiseh und geaiigen, wie deft gezeigt 
worden ist, fiir jede beliebig kleine positive Zahl 0 bei hinreiehend 
groBem ~, ~ N '  (0) der 'Absch~itzung 

(74) e~, ~ / ' [ ( 2  @ ~)(~, ~- 1)]. 

Man wiihle jetzt eine positive Zahl N=:N(r so dab e rs tens  
1 N ~ N '  (?J), z w e i t e a s  N ~ g wird. Wegen dieser zweiten Bedingung fiix 

N ist dann f i r  a le  ~, ~ N(3)  

(75) (2 + ~) (~ + 1) _<_ (i + ~) (2,, + t).  
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~kus (74) und (75) folgt nunmehr fib' alle a, >_=_ .h r 

c..,,,-~- .r'[(1 -i- ~)(2 ,,-i.. i ) ]  

worn, i% der erste Teil unserer Behaup~tmg bewiesen ist. 

Um den zweiten Tell unsermr Behauptung naehzuweisen, betrach~e 
man die Funk~ion 

( ~ ' - ~ o g ~ l  i , ~ l ~ ' ~ ~  T(u,'~9,)'--]u] exp \-- 4]-og~--~T:#-]-~,.. / (1 }-,,~'sin 41og~iu,...]..~ ), 

die fib" jedes b, das der Beziehung 0 ~ # ~ I gentigt, sicher night negativ 
ist. Es soll nunmehr gezeigt werdeni dab fiir jedes feste # 

j '  ~ "  T (,~,, ~V') d u ,  :=, c,, 

wird. 
Da auoh T ( u ,  ~) fiir jedes feste ~ eine gerade Funktion yon u Jst, 

so ist zun~ohst wegen (72) 

. j '~c'"+~ T ( u , , ~ . )  d u  ..... 0 . .  c~.,.+,, 

werm man wieder u ~ ..... v in das "Integrdl substitLLiert. 

Nun verschwinden abe.r, wie in w 4 gezeigt worden ist,, die Integrale 

f {'i;log v i .  ,rv,, exp \ - -~{~;- ]ogv~ sin log"-' v ~'-' d v  o l~ ~ v ! ~  / 

fiir alle nich~ negativen ganzzahligen Werte yon ~,. Folglich siud die 
Integrale (76) wegen (73) fiir jede.n Weft yon ,~ zwischen 0 und 1 
gleioh c.,.,,, womit auch der zweite Tell unser.er Behauptung bewiesen ist. 

Es seien je~zt 

S ( z )  .-= oo c~ ~._ 5~. ~G c.,, wegen (72) 
-z - - 2 ~  ' z ~ - - " "  = : ~ ' ~  z~,,+:L 

X X ~ ~ Z a " " " 

Pot~nzreihen, die vermittels der den Fo~meln (72) und (73) r 
Koeffizienten c,, gebilde~ sin& Die Imegraldarstellung der Kodfizienten c~. 
ls erkennen, dM~ die Koeffizient, en yon 8 (z) den Bedingnngea C,~ > 0, 
und die Koeffizienten yon T (x) den Bedingungen C,, > 0, ~,, > 0 genfigen; 
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es existiert demzufolge der der Potenzreihe S (z) assoziierte Kettenbrueh K(z ) 
und der der Potenzreihe T (x) zugeordnete S t i e 1 t j e s sohe Kettenbruch H ( x ). 

Der Kettenbrueh H (x) ist jedenfalls divergent, da das zu der Folge (7;4) 
vomKoeffizienten c~,, gehSrige Stiet t jessehe Momentenproblem, wie in w 4 
(vgl. vet allem Formel (47)) bewiese~ worden ist, unbestimmt ist. Um 
endlieh den dritten Punkt uuserer Behauptung zu beweisen, sell jetzt gezeigt 
werden, dab aueh der mit S ( z )  assoziierte,Kettenbrueh K ( z )  divergiert. 

Subst~ituiert man x ........ z", so wird wegen c..,,.+a = 0 

1 
H ( - - z ~ )  " , _ a ,  z~_ : . •  

a,~ § _ a,~., ~ i- 
1 

we die a,, positive Konstanten bedeuten. 
Man betraehte nunmehr den Kettenbruch 

1 

g ~ 6~ I tlo 

--i 

f ....... 

Dana ist naeh einem formalea Transformationssatze aus der Theorie der 
Kettenbriiehe K* (z) iquiv~lent H (-- z ~) s;.~). Hierbei s ind unter iqui- 
valenten Kettenbriichen solehe Kettenbriiche zu verstehen, derea s~mtliche 
N~herungsbr[iehe gleieher Ordnung miteinander iibereinstimmen, so dab 

a l so  aus der Divergenz (Konvergenz) des einen Kettenbruches die Di- 
vergenz (Ko~vergenz) der anderen folgt. Da der Kettenbruch H( - -z~) ,  
wie wit gesehen haben, divergent ist, ist folglich aueh der Kettenbrueh 

_K* (z) divergent. 
Nun ist abet 

i K ( z )  _K* (z) =- - : �9 , 

dean e r s t ens  hat - - z K * ( z  l die formalen Eigenschaff, en der assoziierten 
Kettenbriiehe der Form (55), and zwar sind die deft mit l,, bezeichneten 

Koeffizienten gleich Null, 

also k~ positiv and die fibrigen /c,. negativ. 

~) Vgl. z. B. PSrron, Lehrbuch, S. 196.. 
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Z w e i t e n s :  Bedeuten T . (x)  bzw. S,~(z)Potenzreihen, die fiir geniigend 
grol]e Werte yon x bzw. z konvergieren und die z~-ten N~hernngsbriiehe 
von H(x)  bzw. - - z H ( - - z  0~) , ' ~ -  zK*(z) darstellen, so wird naeh den 
Gesetzen der Zuordnung yon S t i e l t j  essehem Kettenbrueh und Potenzreihe 
zueinander 

�9 x :~'-' x , ,  + ( -  -" 7 : 7 :  d- . - .  

und 

(77) &(~)=--~T,,(--~'- ')= %-~ " =  --I ~ <'~'' z ' , ' ' "  ~z. a,~Z~.q-z~-n-gt "}-' ' '  

Formel (77) l~l~t abet erkennen, dal~ S,~(z) den Bedingungen (56) 
gentigt, also der n - re  Ns des zu der Potenzreihe S(z) 
assoziierten Kettenbrnches K ( z )  ist. 

Es ist folglich wie behauptet  

- z H  ( - -  z ~) ~ - ~ K *  (z )  ~ K ( z ) ,  

also K (z) divergent. W . z . b . w .  

B e r l i n - A d l e r s h o f ,  den 4. April 1.(~18. 

(Eingeg~:gen am 22. Dezember 1918.) 


