Beitrige zur Konvergenztheorie der Stieltjessehen
Kettenbriiche.

VYon
Hans Hamburger in Berlin.

[

1. In seiner Arbeit, ,,Recherches sur les fractions conitinues“l), unter-
sucht Stieltjes die Kettenbriiche von der Form

1
K()= 2}
GINL&:‘; al~% 1
> a-““'&“;,+._

e

wobel mit z die komplexe Veréinderliche, mit a, reelle positive von Null
verschiedene Konstanten bezeichnet sind.

Auf Grund passend erweiterter Sitze von Stern) unterscheidet
Stieltjes zwei Falle:

L 2 @, ist divergent.

re=l
Dann konvergiert der Kettenbruch K (z) in jedem abgeschlossenen
Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen negativen Zahlen
enthalt, gegen eine analytische Funktion f(z).

11 _}7 a, ist konvergent.
.t

Y T. J. Stieltjes, Annales de la faculté des sc. de Toulouse, Bd. 8 und 9 (1894
bis 1895). Im folgenden mit Stieltjes VIII bzw. IX zitiert. Bine kurze zusammen-
hingende Darstellong der Hauptsitze der Theorie befindet sich in dem Lehrbuche
von Herrn Perron, ,Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, 8. 869-~417
{im folgenden kurz mit Perron, Lehrbuch, zitiert).

*) M. A. Stern, ,Uber die Kennzeichen der Konvergenz eines. Kettenbruchs¥,
Journal f. Math., Bd. 37 (1848), 8. 255—272; — Stieltjes VIII, 8. 8085 u. 8, 61
bis 65. Vgl auch Perron, Lehrbuch, 8. 284—235.
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Py(z)
' g, (z)
Kettenbruchs K (2), so bestehen im Falle IT die Beziehungen

Pypey () Py, (2)

s fI(Z), y}j{i QZn( ) ‘fz(z)r

und zwar wieder gleichméBig in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene,
der kein Stiick der Achse der reellen negativen Zahlen enthdlt. AuBerdem
sind die analytischen Funktionen f (z)und 7, (2) von einander verschieden.

Wir wollen den Fall T kurz den Fall der Konvergenz, den Fall II den
Fall der Divergenz des Kettenbruchs K (z) nennen.

Die wichtigste Entdeckung von Stieltjes besteht in dem Nachweis,
daf im Konvergenzfalle die Funktion f(z), im Divergenzfalle die Funk-
tionen f (z) und ]‘ (z) sich durch bestimmte Stieltjessche Integrale dar-
stellen lassen und zwar wird, wenn @ (u) bzw. p (u), @ , (%) im Intervall
0 L u < oc definierte reelle nirgends abnehmende Funktlonen bedenten,,

o= J A = I nw= [,

2 4w ?

Bezeichnen wir mit den Naherungsbruch m-ter Ordnung des.

lim

nrmgﬁn"hl(z)

2. Schon vor Stieltjes war bekannt, daB sich dem Kettenbruch K (z)
eine formale Potenzreihe

(1) S(z)-r B = 2

die im allgemeinen Falle fiir jeden noch so groBen Wert von z divergiert,
eindeutig zuordnen laBt. Es zeigt sich nimlich auf Grund der Funda-
mentalformeln fiir Kettenbriiche, daB sich der m-te Naherungsbruch ~Q"‘ gj)

in eine fiir hinreichend groBe Werte von z konvergente Potenzreihe
Cmo . Cm1 ) Cme
S o ) 2 "'{ %

&

entwickeln 1iBt, und daB die Potenzreihe S,,(z) mit den Potenzreihen
Smsp (2), indiesich die Naherungsbriiche m -+ p-ter Ordnung (p=1,2,3,...)
fiir hinreichend groBe Werte von z entwickeln lassen, in den m ersten
Koeffizienten iibereinstimmt?). Es wird also

G, 0 == Cmbp, 05 Cogy & ™ Cmtp,a> < r  Omom—1 7 Crmtpom—1-
Bestimmt man jetzt eine Potenzreihe der Form (1), indem man fiir alle m

€=~ Cm, 05 C 5 Cm1> -5 Cp—1~ Opmym—1

%) Ausfithrliche Darstellung des Stieltjesschen Integralbegriffs, s. Sti eltjes VIII,.
8. 68—71. Vgl auch Perron, Lehrbuch, 8. 362—374.

Der zitierte Stieltjessche Satz findet sich bei Stieltjes VIIL 8. 76—90;
Perron, Lehrbuch, 8. 402-410.

% Stieltjes VIIL, 8. 18--19; Perron, Lehrhuch, S. 302.
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setzt, so erhdlt man auf diese Weise eine dem Kettenbruch K (z) ein-
deutig” zugeordnete Potenzreihe.

Ist umgekehrt eine Potenzreihe S (z) vorgelegt, so 1Bt sich dann und
nur dann ein Kettenbruch K (z), der zu §(z) in dem eben beschriebenen
Zuordnungsverhiltnis steht, mit wnur positiven von Null verschiedenen
Koeffizienten a, konstruieren, wenn die aus den Koeffizienten ¢, gebildeten
Hankelschen Determinanten

[ Cor G s Gy

[ C0s 0y s s Cugr |
(2) O

IRREREETRRTRIR !‘

| Gy Cots oves Gy
und

;CJ:, 0,2 ,...,Cn

[€ys G5 s e Gty
(3) B =

0,“, Cut1s -+ v c'zn“l]

fir alle » positiv sind. Daraus fo]gt leicht, daB auch die Koeffizienten ¢,
selhst positive Zahlen sein miissen.

Zwischen der Potenzreithe §(z) und den Funktionen f (2) bzw. [ (2)
und £, (2), gegen die der Kettenbruch K (z) bzw. eine gewisse Tellfolge
seiner Ngherungsbriiche konvergiert, besteht im Innern des Winkelraums
(4) —nt+dLargz<n—9
die Beziehung

flz)~8(z); [ (z1~8(z), [, (z)~B8(2)").
Hierbei bedeutet f(z)~ §(z) in der Poincaréschen Bezeichnungsweise,
das fiir jedes feste n im Innern des Winkelraumes (4 )
; n—1
mz"(f(z) - Y (- 1) %}i = ()
. 2oL r=0 P
18t

Endlich besteht auch zwischen der Belegungsfunktion ¢ (u) bzw. den
Belegungsfunktionen ¢ (), ¢, (») und den Koeffizienten ¢, ein Zusammen-
hang, der in.den Beziehungen

<]

(5) fu‘"dw(u} =2 €5 fu’dq’ (w) == f wd g, (u)== o

seinen Ausd.ruck findet:*).

°) Vgl Stleltjes VIII, 8. 35: Perron, Lebrbuch, S. 413.
%) Vgl. Stieltjes VIIL, 8. 92—93; Perron Lehrbuch, S. 410—411.
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3. Ist umgekehrt eine formale Potenzreihe S(z) der Form (1) vorgelegt,
so nennt Stieltjes die Frage nach einer im Intervall 0 < u - o definierten
reellen nirgends abnehmenden Funktion ¢(u), die den Bemehungen (5) ge-
niigt, das der Potenzreihe § (2} zugeordnete Momentenproblem.

Aus den bisher angegebenen Resultaten der Stieltjesschen Theorie
folgt mun schon, dal das Mornentenproblem sicher dann léshar ist, wenn
die aus den ¢, gebildeten Hankelschen Determinanten B, und €, fir
alle n positiv sind.

Denn in diesem Falle 146t sich der Potenzreihe S (2) ein Stieltjesscher
Kettenbruch K (2z) zuordnen, der die analytische Funktion

Flz) - F{lqﬂ(u)j

. . p U
bzw. die Funktionen
’r.(l(p (1) “‘"(l(p(u

ORI ACH b= [

0
definiert. Dann liefern die Funktionen ¢ (u) baw. ¢ (u) und ¢, (%) Lésungen
des Momentenproblems. )

Bs ist andererseits weiter leicht einzusehen, daB, falls das der Potenz-
reihe §(z) zugeordnete Momentenproblem eine Losung besitzt, die Deter-
minanten C, und B, simtlich gréfer als Null sind. Denn sind %y, %, ...,
beliebige reelle Verinderliche, und setzt man

n

n

\ '
F () I (2 1 wa, 4 ...+ u"z, ok *dg(u) - _}_/ Corpese e Tz
0 - [xE0
w1
W () | )
F @)= [(ay o+ uz, 4. fwria, ) dg(u) = oo, T e s
0 ! =m0

g0 sind ofienbar die quadratischen Formen F, (xz) und Fy’(z) beide fiir
alle Werte des Index n positiv definit, also ihre Determinanten C, und B,
beide grofer als Null Die Bedingungen ¢, > 0, B, > 0 sind algo not-

wendig und hinreichend dafiir, dafl das der Potenzrelhe Sz ) 2ugeordnete
Momentenproblem eine Losung besitzt.

4. Jetat erhebt sich eine weitere Frage. Wann ist das Momenten-
problem bestimmt, d. h. wann 1@t sich zu einer vorgegebenen Potenz-
reihe §(z) der Form (1), deren Koeffizientendeterminanten C, und B,
siimtlich groBer als Null sind, eine und nur eine reelle, nirgends abnehmende
Funktion ¢ () finden, durch die die GroBen ¢, vermittelst der Integrale (5)
dargestellt werden. Hierbei werden zwei monotone. Losungen ¢(u) und
w(w) dann noch als einander gleich angesebien, wenn sie mindestens in
allen Stetigkeitspunkten tbereinstimmen. oder sich nur um eine Kon-
stante unterscheiden.
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Stieltjes beantwortet auch diese Frage, indem er den Satz beweist,
daB das einer Potenzreihe §(z) zugehorige Momentenproblem dann und
nur dann bestimmt ist, wenn der zugeordnete Stieltjessche Kettenbruch K (z)
in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Fbene, der kein Stiick der Achse
der negativen Zahlen enthdlt, konwvergiert?]. Im Falle der Divergenz des
zugeordneten Kettenbruches K (z) war iibrigens schon oben bemerkt wor-
den, daB das zu § (z) gehdrige Momentenproblem mindestens zwei Losungen,
ndmlich die mit ¢ (u) und ¢, (u) bezeichneten Funktionen, besitzt.

5. Wir wollen uns in der vorliegenden Arbeit mit der Frage der
Konvergenz des Stieltjesschen Kettenbruches K (z) beschiftigen. Ist
der Kettenbruch K (2) in expliziter Form vorgelegt, d. h. sind die positiven
Koeffizienten a, gegeben, so ist das Problem bereits durch die oben an-
gegebenen Sitze von Stern und Stieltjes erledigh. Sind aber nur die
Potenzreihenkoeffizienten ¢, bekannt, die den Bedingungen O, . -0, B, > 0
geniigen mogen, so wird es oft mit Schwierigkeiten verkniipft oder
gar unmoglichy sein, die Koeffizienten a, so darzustellen, daf sich die

w2

Divergenz oder Konvergenz der Reihe 2_7 a, erkennen laBt. Hs diirfte

algo ein Satz von Interesse sein, der uns ;,resbattet, aus den Koeffizienten ¢,
unmittelbar die Konvergenz des zugeordneten Stielt]jesschen Kettenbruches
zu erschlieBen.

(Geht man aber von den Koeffizienten ¢, aus, so scheint es nur natiir-
lich, sich erst die Frage zu stellen, ob das der vorgelegten Koeffizienten-
folge zugehorige Momentenproblem bestimmt ist, und aus der Antwort auf
diese Frage Schliisse auf die Konvergenz oder Divergenz des zugeordneten
Kettenbruchs zu ziehen.

Das- Hauptresultat unserer Arbeit 148t sich in einem Satze dieser Art
zusammenfassen:

Ist eine Potenzreihe S(z) wvorgelegt, deren Koeffizienten ¢, die Be-
dingungen B, >0, C, >0 erfillen, und lipt sich eine positive feste
Zahl ¢ wvon der Beschaffenheit bestimmen, daf alle Koeffizienten ¢, der
Abschdtzung
(6} 6 Zpv(29)

gendigen, so ist das der Potenzreihe 8(z) zugeordnete Momentenproblem.
bestimmi und der zugeordnete Stieltjessche Kettenbruch K (z) in jedem
abgeschlossenen Bereich der z-Hbene, der kein Stiick der Achse der
negativen reellen Zahlen enthili, gleichmdfig konvergent.

Dieser Satz wird in § 4 bewiesen werden.

") Stieltjes VIIL, 8. 97~104; Perron, Lehrbuch, 8. 390—391 und S. 417.
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Eine in gewissem Sinne verwandte Fragestellung findet sich in der
Literatur zum erstenmal in einer Arbeit von A. Markoff?®).

Wesentlich mehr als dieser hat Herr Perron bewiesen, dem man
den Satz verdankt: Der Stieltjessche Kettenbruch ist konvergent, wenn
die Beziehung

(7) e Z oV w!

fiir unendlich viele » (also nicht notwendig fiir alle ») erfiillt ist?).,
Die in unserer Arbeit angewandten Methoden stehen mit den Markoff-
Perronschen Gedankengingen in keinem Zusammenhang.

Die Erweiterung der Voraussetzungen, die die Bédingung (6) gegen-
iiber der Bedingung (7) liefert, ist um so wichtiger, als die Abschiitzung
(6) das stiarkste Anwachsen der Koeffizienten ¢, iberhaupt angibt, das
zuldssig ist, wenn man in allen Féllen der Konvergenz des zugeordneten
Stieltjesschen Kettenbruches sicher sein will. Denn weil man von einer
Folge von Koeffizienten ¢,, die den Bedingungen C, > 0, B, > 0 gentigen,
nur, dafl fiir gentigend grofie » die Beziehung

(8) e £ (24 8)v)*)

fiir jedes feste noch so kleine positive & gilt, so kann das zugehdrige
Momentenproblem auch mehrere Ldsungen haben.

BEs gelingt nimlich in § 4, eine Folge von Koeffizienten ¢, anzu-
geben, die auBler den Bedingungen C, > 0, B, > 0 der Abschitzung (8)
fiir jedes noch so kleine positive & geniigen und so beschaffen sind, daf
das zugehdrige Momentenproblem mehr als eine Ldsung besitzt ™).

6. Der Satz iiber die Bestimmtheit des Momentenproblems des § 4
wird auf ein Hauptlemma zuriickgefithrt, das wir im § 2 formuliert und
bewiesen haben, nachdem im § 1 einige elementare Hilfssétze voraus-
geschickt wurden. Der sehr einfache funktionstheoretische Beweis des
Hauptlemmas enthalt den wesentlichen mathematischen Gedanken anserer
Arbeit.

%A, Markoff, ,Deux démonstrations de la convergence de certaines fractions
continues®, Acta Math. Bd. 19 (1895), 8. 93—104. Vgl auch O. Perron, Lehrbueh,
8. 385389, .

# 0. Perron, ,Krweiterung eines Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz
gewisser Kettenbriiche®, Math. Ann. Bd. 74 (1913), 8. 545—-554.

10y Unter I'(2) ist in dieser Arbeit immer die Eulersche I“Funktion zu verstehen.

1) Der Umstand, daB Folgen von Koeffizienten ¢, existieren, die mit » fiir ein
bestimmies festes & unendlich groB werden wie I'((2+8)») und so beschaffen sind,
daB das zugehérige Momentenproblem unbestimmt ist, war. schon Stieltjes bekannt,
doch hat er seine Beispiele nur fiir den fall § = 2 niher angegeben. Siehe Stieltjes
VIIL, §.119, vgl. auch das Lemma I des § 2 und die Anm. ?) auf 5. 199 unserer Arbeit.
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Im § 8 wird aus dem Hauptlemma die Vollsténdigkeit gewisser Systeme
von Orthogonalfunktionen gefolgert, die im Intervall 0 <z - .~ definiert
sind. Der in diesem Paragraphen bewiesene Satz lautet:

Es sei ein System von Funktionen der Form

(Po.(x) = COO e——yz’

7, (x) == {0y -+ ouxlg) ere,

@, (%) =(Cyo + 61 &7 + ... 40, " F) 713,
vorgelegt; hierbei bezeichmen B und y zwei willkiirliche positive Konstanten.
Die ¢,, sind reelle Grofen, die von f3 und y abhdngen und so bestimmi
sein mdgen, dafi die Orthogonalitits- und Normierungsbedingungen

;?q}r(x)(p,z<m)dx ;:::07 (V“%/t)

erfullt sind.
Das System wvon Orthogonalfunktionen ¢ (z) gentigt dann und nur
dann der Vollsidndigkeitsrelation, wenn B < 2 ist.

(Fir =1, y =} erhilt man das aus den Laguerreschen Polynomen
gewonnene normierte Orthogonalsystem. Ausfiihrliche Literaturangaben
tiber diese Fragen vgl. § 3.) Die Kenntnis'des § 3 ist fiir das Verstéindnis
des folgenden nicht erforderlich.

In § 4 wird der Hauptsatz unserer Arbeit bewiesen.

In §5 stellen wir einen &hnlichen Satz fiir eine naheliegende Ver-
allgemeinerung des Momentenproblems auf, die auf eine bekannte Arbeit
des Herrn Grommer**) zuriickgeht. Um die Einleitung dieser Arbeit nicht
iberm#Big anwachsen zu lassen, haben wir das Problem, das wir uns dort
gestellt haben, erst am Eingang des § 5 entwickelt.

§ 1. Hilfsbefrachtungen.

Um den Gedankengang spiter nicht zu unterbrechen, schicken wir in
diesem Paragraphen einige,sehr elementare Hilfssifze voraus. Die beiden
ersten behandeln die gliedweise Integration von Reihen. Der dritte Hilfs-
satz ist anderer Natur; er macht eine Aussage itber monotone Funktionen,
die in einem’ Intervall bis auf eine Punktmenge vom MaBe Null definiert

¥} Jacob Grommer, ,Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Null-
stellen®, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1914. Abgedruckt im Journal f. Math. Bd. 144
(1914), S.114--166.



Zur Konvergenztheorie der Stieltjesschen Kettenbriiche. 163

sind. Obgleich die Hilfsséitze wohl nicht neu sind, geben wir der Voll-
stindigkeit halber die Beweise an.

1. Hilfssatz. Esseien f(z)=- 3 a,z" und damit auch]‘(x Z| a|

o () 1’"0
ganze transzendente Funktionen von z. Es sei ferner ¢(z) eine im Inter-

vall 0 <& << oc definierte reelle Funktion von z von der Beschaffenheit,
dafl das Integral

(1) | ¢(z) fla)de
konvergent ist,
Dann wird

~~
i
—

(f‘r’(f‘«') z)dw ~ > @y ?(p(w)x"dx.

*=0

Beweis. Man erkennt unmittelbar, daf das Integral
5 ‘
(4 alp(x)|de
fiir jedes nicht negative » absolut konvergiert; denn es ist
EANEATZC) dei 7(@)|o(a)|da.

Wir beweisen jetzt zuniéchst die Beziehung

(@) g (2)|da - 2]“ Jw’lfp(m) dz.

"

sy

Bs ist

'I’L

[3) T |Jw | () )dx<ff lo(2)|dw.

m‘mO

Da die Partialsumme links mit wachsendem n monoton zunimmt und, wie
die Abschiitzung (3) erkennen 1iBt, unter einer festen von n unabhiingigen
Schranke liegt, so ist die unendliche Reihe

(4) é |czm<jf(m (z)|d

sicher konvergent.

Andererseits ist aber, da auf Grund der gleichmifigen Kony
der Potenzreihe fiir j2| < B im Intervall 0 <x < R die gliedweis
gration der Reihe gestattet ist,

w R »

g o) (@) da ~ Dla,! [2] (@) dz < Vla| [ @)

] *=0
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Da diese Beziehung fiir jedes noch so groBe R gilt, so ist auch

(5) [fla) o) da __{__Z]a,,ffx”itp(x)[dx.

== ()

Cg‘

Kus (4) und (5) erkennt man aber, daB, wie oben behauptet,

(6) [ Fl@)p(e) ds =2 a [ 2| p(2)|da
ro(
ist.
Aus der Konvergenz der Summe rechter Hand von (6 ) folgt unmittel-
bar die absolute Konvergenz von

» o
da, [ v plx)de,
P 0
.denn es ist

Y$a, ] w” @(x)dr] SA\, __!'x"']qn(x).}dw.

r=

; - - N7 * -
Bezeichnet man mit S, () die Partialsumme } a, 2", 80 ist
pa-()

L
8 (2 pia)ds = Da, [ a7 () da,
0 =00
folglich ist

{7) 11m fS Yo (z)dx mZaufx"qw(w
p=0 0

Dieser Grenzwert existiert, da die Reihe rechter Hand konvergiert.

Unsere Behauptung (2) ist bewiesen, wenn es gelingt, zu zeigen,
daB auch

[r@)p(@)do =lm ['s, () p(2)de,

nmx U

oder, anders geschrieben,

@
(8) lim [[£(2) — 8,(2)] ¢ (2)dz == 0
A= 0
1st.
Um dies einzusehen, bestimme man eine Zahl R von der Beschaffen-
heit, dafl, unter e eine vorgegebene beliebig kleine positive Zahl verstanden,

[f(@)ip(@)|dz g
R

wird, was auf Grund der vorausgesetzten Konvergenz von (1) immer
mdglich ist.
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Dann ist fiir jedes n wegen | S, (z)| gf{

o %

0 [T =8, @)]e@1de <2 7)o (e) do <

Man setze ferner

k2

Jig(®) ide-= A

0

und bestimme nunmehr eine Zahl N von der Beschaffenheit, daff fiir alle
n2 N im Intervall 0 <2< R

[Flz)—8,(z) <

wird. Dies ist wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Potenzreihe in
jedem endlichen Gebiet immer mdoglich.
Dann wird fiir alle n > N

Jir@-s,@e@as <[ 17w - 8,602

|0 i

,.

(10)

Aus (9) und (10) folgt die Beziehung (8 und damit ist unser Hilfs-
- satz bewiesen.

9. Hilfssatz. Es habe f(z), f(x) und @ (x) dieselbe Bedeutung
wie im 1. Hilfssatz. Bs sel nunmehr die Reihe

e

(11) 2lal [ ¢(2) zda:

L] 0

konvergent. Dann konvergiert auch das Integral

(12) [ @) g @) da,

und es ist auBerdem

(13) ff(w)qa(x)dx == ayj ple)zde.

Beweis. Hs ist pur zu zeigen, daB das Integral (12) konvergent
ist, denn dann sind die Voraussetzungen des 1. Hilfssatzes erfiillt, dessen
Behauptung (2) mit der Behauptung (13) des 2. Hilfssatzes identisch ist.

Nun ist aber fiir jedes noch so grofie B

R

T :
J ()| @ ()| da == vla, Af](p 'w”dx__é_zta,,jaf lp ()| e de,
=) »=0

Mathematische Zeitschrift, IV, 14
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und hieraus folgt, da die Reihe (11) konvergent vorausgesetzt wurde,
dafl das Integral

[ (z) ¢(2) da

unterhalb einer festen von R wunabhingigen Schranke gelegen ist. Da
aber dieses Integral auBerdem noch mit wachsendem R niemals abnimmt,
so ist es sicher konvergent. W.z. b.w.

3. Hilfssatz. Es.seien ¢ (u) und v (u) Zwei im Intervall 0 < u -2~
definierte reelle nirgends abnehmende Funktionen, die in allen Punkten
des Intervalls mit Ausnahme einer Menge vom Mafle Null iibereinstimmen.

Ist dann die Funktion ¢ (%) im Punkte u -= o stetig, so ist

¢(a)=vy(a).
Beweis. Ist u =g ein beliebiger Punkt des Intervalls, in dem die
Funktionen ¢ () und (%) definiert sind, so miissen, da nach Voraus-
setzung diese Funktionen beide monoton sind, die Grenzwerte

limy(a+A) und limy(a—h)
h=0 h=0

und entsprechend fiir die Funktion ¢ (%) existieren.
Ist auBerdem die Funktion ¢ (u) im Punkte u == g stetig, so mufl

(14) limy (a+ k) = ¢ (a) = limp (a = 1)

sein, da andernfalls die Funktionen ¢ (%) und vy (u) im Widerspruch mit
den gemachten Voraussetzungen -lings eines Intervalles von endlicher
Lange, also in einer Punktmenge vom Mafle grofler als Null, voneinander
verschieden wiren.

Aus (14) folgt aber die Stetigkeit auch der Funktion ¢ (u) im
Punkte % == o und ferner die behauptete Beziehung

v (a)=g¢(a) W. z. b. w.

§ 2. Hauptlemma.

Lemma I'). Es sei y(u) eine reelle Funktion der reellen verdnder-
lichen w, die.im Intervall 0 < w <. oc definiert sein moge. Es existiere

1) Binen &hnlichen Satz gibt Herr E. Borel an in seinem Buche: ,Legons sur
les séries divergentes”, Paris 1901, 8. 71-75. Doch ist dort unsere Voraussetzung (15)
durch die speziellere

| (w) | < const ¥V

ersetzt. — Aus dieser engeren Fassung unseres Lemmas liefen sich indessen die Sitze
der §§ 3 und 4 nicht herleiten, so daB also die hier angegebene Verallgemeinerung
der Voraussetzungen wesentlich ist. AuBerdem stiitzt sich der Beweis des Herrn
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ferner eine positive Konstante 6 >0 wvon der Beschaffenhest, daf das
Integral

w

(15) I 1)) e Ve gy 2fulz(u'2)ie"d“du
. 0

0
konvergiert.
Bedeutet y eine positive Zahl gréfer als 6, wnd ist fiir alle nichi
negativen goanzzahligen v

w0

(1) Jurg(u)e du =2 [0y (ut)e " du 0,

so verschwindet y (u) identisch bis auf eine Menge vom Mafe Null**).

Beweis. Man betrachte das vom komplexen Parameter z abhingige
Integral

@

(17) F(z)= | g(u) &IV Gy e 9 Juy{u®)e® Mgy,
Y] 0

Aus der Voraussetzung (15) folgt, daB das Integral (17) fiir z =y — &
absolut konvergent ist. Dann ist aber nach einem bekannten Satze?)
das Integral jedenfalls in der ganzen Halbebene R (z) <y — & absolut
und gléichmifig konvergent und stellt in dieser Halbebene eine analytische
Funktion von z dar.

Wir wenden jetzt unsern Hilfssatz 1 auf das Integral (17) an, indem
wir die Funktion ¢ (u) des Hilfssatzes gleich uy(u*)e” " und die dort

.

mit [ (u) bezeichnete Funktion gleich e** = /_\J %?— setzen. Nach diesern

=0
Hilfssatz ist die gliedweise Integration der Reihe fiir ¢ fiir ;2| <y — 6
gestattet. Wir erhalten also die fiir (2| <y —J sicher konvergente
Potenzreihe

Borel auf einen Satz von Stieltjes, der noch weitére tiefliegende Untersuchungen
aus der Theorie des Momentenproblems heranzieht und benutzt ferner noch spezielle
sehr komplizierte Kettenbruchentwicklungen, die Stieltjes in einer Arbeit ,Sur
quelques intégrales définies et leur développement en fractions continues“ in den
Quaterly Journal of pure and applied Math, Bd. 24 (1890), S. 870382 verdffentlicht
hat. — Unser Beweis des Lemmas macht hingegen von den. Hilfsmitteln aus der
Theorie der Kettenbriiche oder der Stieltjesschen Integraldarstellungen keinen
Gebrauch.

) Unter den Integralen seien in diesem und im folgenden Paragraphen im
Hinblick auf die Theorie der Orthogonalfunktionen Lebesguesche Integrale ver-
standen.

15 Vgl. z. B. B. Landau; ,Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultten-
reihen®, Sitzungsberichte d. Math.-Phys. Klasse d. Kgl. Bayr. Ak, d. Wissensch. Bd. 36
(1907), 8. 151218, insbesondere 8. 208fi. Mit der Abkiirzung % (z) ist der reelle
Teil von 2z bezeichnet.

14*



198 H. Hamburger.
(18) F(z) =2 Ezy'fu"ﬂz('uﬂ)e” " du.

Aus (16) folgt nun, daB die Koeffizienten der geraden Potenzen,
von z verschwinden. F (z) ist also eine ungerade Funktion.

Da aber das Integral (17) in der Halbebene R (z) <y — ¢ absolut
konvergiert, so ist die Funktion F(z) in der unendlichen Halbebene
R(z) Ly — 0 beschrinkt. Da auBerdem F(z) eine ungerade Funktion
ist und die Halbebene, in der wir die Beschrinktheit der Funktion nach-
gewiesen haben, die Achse der imaginiren Zahlen ganz im Innern enthalt;
50 konnen wir aus der Beziehung

F(—2)= — F(2)

schliessen, daB ¥ (z) in der ganzen Ebene des komplexen Verinderlichen z
beschrénkt ist.

Dann ist aber F(z) nach einem Liouvilleschen Fundamentalsatz
der Funktionentheorie gleich einer Konstanten. Da auflerdem F(z) als
ungerade Funktion fiir z == 0 verschwindet, so muf3 F(z) identisch ver-
schwinden. Nach einem Batze des Herrn Lerch®) miuf daun aber auch
wy(ut)e " bis auf eine Menge vomi MaBe Null identisch verschwinden
und damit ist unser Satz bewiesen.

Zusatz zu Lemma I. Hs sei y(u) eine reelle im Intervall
0 L u << 0o definserte Funktion und 8 eine Zahl von der Beschaffenhest,
daf das Integral (15) konvergiert. Bedeutet o eine positive Zahl > %,
y eine beliebige positive Zahl und sind fir alle nicht negativen gane-
zahligen v die Integrale

(19) Jurgw)e ™ du 2 [y (u?) e du 0,
¢

/ 4
so verschwindet y(u) identisch bis auf eine Menge vom Mafe Null.
Beweis: An Stelle des Integrals (17) betrachte ‘man das Integral

. & g ' . g 2
F(z)= [y(u)e™™ " g 2 wy (u?) e ™" du,
0 1]
%) M. Lerch, ,Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d’Ahel¥,
Acta Math. Bd.27 (1908), S.389—852. Der Satz des Herrn Lerch auf Lebesguesche
Integrale iibertragen lantet: Verschwindet

Flz)=[ e~ (u)du
[}

fiir die Punkte c-+»p{»=0,1,2,...) einer arithmetischen Progression, so ver-
schwindet @ (%) identisch bis auf eine Menge vom Mafe Null.
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das, wie man unschwer erkennt, in jeder Halbebene R(z) < 4, wo 4
eine beliebig grofle positive Konstante bedeutet, absolut und gleichm#Big
konvergiert.

Indem man F(z) in eine Potenzreihe entsprechend (18) entwickelt,
erkennt man auf Grund von (19), daB F (z) eine ungerade Funktion ist.
Man schlieBt nunmehr wie -beim Beweise des Lemmas I, daB F(z) in
‘der ganzen komplexen Zahlenebene eine reguldre analytische beschrankte
Funktion von z, also gleich einer Konstanten ist.

Weiter findet man, daf F (2) identisch verschwindet und damit auch,
daB (%) - 0 ist bis auf eine Menge vom Mafle Null. W.z b. w.

Lemma II. s set « eine positive reelle Zahl -}, y eine belie-
bige positive reelle Zahl. Dann verschwinden die I ntegmle

(20} I, [u'sinf(tgma)yule "™ du'?)

]
fiir alle nicht negativen gonzzahligen Werte von ».
Beweis. Kg ist

3

o 'l'f “ IRy 3 g ¢ e {1eitE: - .

(21) I, ‘u; itg ) yu je " T 3(.} u' e 1ritET ru d,u>1§)_
hi o

Wir setzen

o - 1~etgma,,

14

dann wird, wie man leicht erkennt, da 0 -« « -} ist,

1 dtgma=-ge """,

¥

_ . . P ey en(logu—in)
(22) I, - ‘:{(] w'e ¢ du).
U

Hierbei ist unter logw der reelle Wert des Logarithmus zu verstehen.
Die Bezichung (22) gilt nicht mehr fiir ¢ = 3.

17) In der Arbeit von Stieltjes VIII 8. 105 sind die Integrale I, nur fiir den
einfachaten Fall & = | angegeben, wo tgzo =1 wird. Es wird dort ihr Verschwinden
oline Angabe des Beweises behauptet,

Vgl. auch unser Beispiel im § 4 8. 209. Dort wird eine Funktion @ (1} ange-

gechen, deren Momente 'qu " (u)du simtlich gleich Null werden und deren absoluter
v - 7\76
Betrag wit wachsendem u gegen Null wie die Funktion e 102%% ghnimmt. Dies ist
mit Riicksicht auf das Lemma I die stirkste Abnabme gegen Null bei wachsendem u,
die wir von @ (u) erwarten diirten, wenn alle Momente der Funktion verschwinden
gollen.

¥y Die Abkiirzung S {f (2)) bezeichnet den Imagindren Teil von f(x). Ist also
f(aﬂ«:r, i, 8o ist

J(f(xy)y=1.
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Substituiert man nun'")

0= (1 = tgme) yur = gy (we™*")"

1 1
= R
v u. B _‘___}_._‘ 'U [ :
U= = (97) ? du == %oy ( ;) dv
in das Integral (21) fiir I,, so erhdlt man

41

91 =1 K
(=T )
I r\S( wo - f(.;_;};) e (Z’Ul .
: y
Der Integrationsweg g ist ein Strahl durch den Nullpunkt, der mit der
Achse der positiven reellen Zahlen einen Winkel gleich — ¢ bildet.
Setzt man s
v=re'",
so wird die zu integrierende Funktion gleich

¥ 1

ioy 1
Lew . “ g — 1 (0084 +4sin )
ey )

Da nun diese Funktion, wenn ¢ itber alle Grenzen wichst, fiir
2
schwindet, so ist nach dem Cauchyschen Integralsatze das Integral lings
des Strahles g gleich dem Integral lings der Achse der reellen Zahlen,
und man drkennt daraus, da die zu integrierende Funktion dort wegen
# == 0 reell ist, daBl das Integral einen reellen Wert hat, das heifit aber,
daB sein imaginérer,Teil I . verschwindet. W. z. b. w.

0292 —aa> — Z von hoherer Ordnung als -1— gleichméfig in 9 wer-

Beweis der Vollstindigkeit einiger Systeme von Orthogonalfunktionen.
Es seien f und y zwel feste positive Zahlen. Man bestimme jetzt
Konstanten ¢,, (v=0,1,2,..., ;- 0,1,2,8,..., u <») von der Be-
schaffenheit, daf die Funktionen
Py (%) == Coy €777,
@ () = (6,y + €, ") e777,

q’"( )'“(G"'O“i—cllwﬂ”}" +cll )e y.t

) Man kann diese Substitution hier vermeiden und, wie dies bei dem Beispiel
des § 4 S. 210 gezeigt wird, schon hier den Cauchyschen Integralsatz anwenden; in-
dessen scheint uns, daf sich durch die Substitution die Rechnung etwas {ibersicht-
licher gestaltet. A
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4

im Intervall 0 < 2 < oc ein System von normierten Orthogonaifunktionen
bilden, daB also

J(pv(m) @ (x)dae =0, (v =)

(24) .
J px)dx
wird.

Durch diese Forderung sind die Koeffizienten ¢,, bis auf das Vor-
zeichen eindeutig bestimmt. Die hier noch bestehende Willkiir wird da-
durch beseitigt, daB man den Koeffizienten ¢,, ein positives Vorzeichen
worschreibt, Da nimlich die Funktionen x*# e~r* voneinander linear un-
abhingig sind, so nehmen die ¢,, simtlich von Null verschiedene Werte
ap. Ist =1 und y=j, so erhilt man das aus den Laguerreschen
Polynomen gewonnene System von Orthogonalfunktlonen

Man nennt nun ein System von Orthogonalfunktionen ¢ () im
Intervall O ... ~o nicht abgeschlossen, wenn sich eine Funktion ¢(z) von
der Beschaffenheit bestimmen ldfit, dafl erstens das Integral

(25) S (@) do
0
existiert und von Null verschieden ist, zweitens die Integrale

JP() (z)da,

deren Konvergenz sich in der iiblichen Weise mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichheitsbeziehung aus der Konvergenz der Integrale (24) und
(25) ergibt, simtlich verschwinden.

Existiert keine solche Funktion ¢ (), so sagt man, das Orthogonal-
system (23) ist .abgeschlossen.

Wir behaupten nunmehr: fir g <2 ist das System (23) von Ortho-
gonalfunktionen abgeschlossen, und fir > 2 st es nicht abgeschiossen.
Der Beweis dieser Behauptung ist auf Grund der Sitze des vorigen Para-
graphen unschwer zu erbringen.

Da die Konstanten ¢,, in (23) von Null verschieden sind, JaBt sich eine

neue Matrix von Koeffizienten yoy, ¥49» 711, - - - in der Weise bestimmen, daf
A

(26) srtere = Xy, 0,(2)
=0

wird.

Wir machen die Annahme, es existiere fiir den Fall <2 eine zu
simtlichen Funktionen g (%) orthogonale Funktion @ (x) von der Be-
schaffenheit, daB das mit ihr gebildete Integral (25) gegen einen von Null
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verschiedenen Wert konvergiert. Wegen (26) wiire dann ¢ (z) auch zu
den Funktionen x##e~7% orthogonal, man hitte also

(27) [[ebe=ro g () dow ==
fir alle u.
Setzt man jetst p === &1— und transformiert man das Integral (27) ver-
mittels der Substitution
zout, w-wh, p(z) g =g (u),

so erhilt man
a futy(w)urere“du- 0 fir alle 2> 0.
b

Aus der Voraussetzung g < 2 folgt « = 5.
Es war ferner nach unserer Annahme das Integral

3 Fa
E! (@) dw == czoj uty?(u)du

konvergent; dann konvergiert aber auch das Integral

Sy (u)! wem1e=0vu dy

fiir jedes noch so kleine positive von Null verschiedene §. Denn die Schwarz-
sche Ungleichheitsbeziehung ergibt

%

f“x (w) ue-tedve du < ‘/f/” (%) ws=t du [ wr=te~29Vidy.
u

Y [

Da man nun aber immer § <y wahlen kann, so geniigt die Funktion
%1 y(u) allen Voraussetzungen des Lemmas I des § 2 bzw. seines Zu-
satzes, mufl also bis auf eine Menge vom Mafle Null verschwinden. Das
System (23) von Orthogonalfunktion @, () ist also fiir L2 ein ab-
geschlossenes System.

Ist ardererseits § >- 3, « -2}, 0 setzen wir

141

[’ A('II») = L% gIn [(tg :n;“) 2 yu’*] e-ru”,
) i - ) i i -
I‘P(x) =z gl =1 gin [(tgﬁ,) Zny ere,

Man erkennt unmittelbar, daf fir die Funktion (28) das Integral (25)
konvergent und von Null wverschieden ist, ferner, daB auf Grund des
Lemmas II des § 2 die Integrale

(28)

@ ®
Jortg(a)errde == [ urye g{u)yere"day
U U

¥ 3 ‘
= [ut sin [(tg ) 27un) ete" du
0
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fiir alle x verschwinden. Endlich folgt dann auch

e

(‘)J'-q‘}r (w) g (x) dw I O

fiir alle v, da nach (23) die ¢ (%) sich linear aus den z*# e~7% zusammen-
setzen.

Die in Formel (28) definierte Funktion ¢ (z) ist also zu simtlichen
Funktionen ¢ (%) orthogonal, d. h. das System (23) von Orthogonal-
funktionen ist fiir . - 2 nicht mehr abgeschiossen. Damit ist unsere Be-
hauptung im vollen Umfange bewiesen.

Es laft sich ferner leicht nach oft angewandten Methoden zeigen,
daB jedes abgeschlossene System von Orthogonalfunktionen ¢ () im
Intervall 0 < 2 -.. oc auch ein vollstindiges Orthogonalsystem bildet, d. h.
daB fiir jede Funktion g(x), deren Quadrat im Lebesgueschen Sinne im
Intervall (0 <z -~ integrabel ist, die sogenannte Vollsténdigkeitsrelation

[ f O
M [a@aedo) - [om o
ry G

erfiillt ist. Umgekehrt kann andererseits ein nicht abgeschlossenes Ortho-
gonalsystem auch nie vollstindig sein, d. h. es muB in diesem Falle eine
Funktion g(z), deren Quadrat im Intervall 0 < z - oo integrabel ist,
von der Beschaffenheit existieren, da

<€X

N 2 ;
.:Y(bf @, (%) g(z) clx) - .U! g9 (w)dx
)
wird.

Diese letzte Behauptung ist unmittelbar einzusehen. Ist némlich ¢ (%)
eine zu allen Funktionen ¢, () orthogonale Funktion von der Beschaffen-

4 .
heit, daff das Integral | ¢?(w)dz konvergiert, ohne zu verschwinden,
s0 wird ¢

2

S(fetrniaan) o,
e

also gewill
“ 0] ¢ (x)dz.

Um umgekehrt aus der Abgeschlossenheit des Orthogonalsystems seine
Volistandigkeit zu erschliefen, benutzt man die Substitution *)

%) Vgl. H. Weyl, ,Singuldre Integralgleichungen®, Inaugural-Dissertation, G6t-
tingen 1908, §.18. Abgedruckt in den Math. Anu. Bd. 66 (1909), 8. 275824, Vgl,
insbesondere 8. 277.
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(29) e=ilp il
die das Intervall 0 <o < oc in das Intervall 0 <¢ < 1 iiberfithrt.
Setzt man
oyt
o, ()= Y,
so wird 1

Vo, (@) ¢, (x)dz = [O.(t) D, (t)dt.

1] ! 0
Die Funktionen @, (¢) bilden also ein im Intervall 0 <¢ < 1 definiertes
Orthogonalsystem, das offenbar gleichzeitig mit dem System der Ortho-
gonalfunktionen ¢ () abgeschlossen joder nicht abgeschlossen ist. Fiir
ein Orthogonalsystem im endlichen Intervall schlieft man aber in be-
kannter Weise auf Grund eines Satzes von Herrn Fischer®'), daB die
Abgeschlossenheit des Systems auch seine Vollstéindigkeit zur Folge hat.

Geht man endlich wieder vermittelst der Substitution (29) von den
Funktionen @, () zu den Funktionen ¢ () iiber, so zeigt sich, daB das
System der im Intervall 0 < @ < oc definierten Orthogonalfunktionen ¢ ()
gleichfalls der Vollstdndigkeitsrelation geniigt, wenn das Orthogonalsystem
der @, (t) vollstindig ist.

Fiir das aus den Laguerreschen Polynomen gebildete Orthogonal-
system ist die Tatsache der Vollsténdigkeit bereits bekannt®), doch be-
nutzen die in den bisherigen Verdffentlichungen angegebenen Beweise
samtlich tiefliegende Sitze aus der Hilbertschen Theorie der quadrati-
schen Formen mit unendlich vielen Verénderlichen. Hier ist der Beweis
dieser Tatsache auf elementarem Wege erbracht worden.

Andererseits ist hier aber auch wesentlich mehr bewiesen, denn man
erhilt das Laguerresche Orthogonalsystem, indem man aus den durch

2ty E.Fischer, C.R. 144 (1907}, S.1022--1024. — Der Beweis des Fischerschen
Satzes fuBt auf der Lebesgueschen Theorie der bestimmten Integrale. Alle iibrigen
Gedankengiinge unserer Arbeit lassen sich auch mit dem Riemannschen baw.
Stieltjesschen Integralbegriff durchfiihren.

) Mit der Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Laguerreschen oder
den damit eng zusammenhingenden Hermiteschen Polynomen beschiftigen sich die
Arbeiten von H. Kiehl, Dissertation, Greifswald 1866; O. Blumenthal, Dissertation,
Gottingen 1898; Myller-Lebedeff, Dissertation, Gittingen 1906 (abgedruckt in den
Math. Ann. Bd. 64 (1907), S. 388—416); W. Stekloff, Communications de la soc.
Math. de Charkow 1907; H. Weyl, Dissertation, Gottingen 1908 L ¢. Anm. 2%); Rudolf
Neumann, Dissertation, Breslau 1912. Ein direkter Nachweis, dafl das aus den
Laguerreschen Polynomen gebildete Orthogonalsystem der Vollstindigkeitsrelation
geniigt, findet sich nur in der zitierten Arbeit des Herrn Weyl.
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Multiplikation von e~7# mit den sémtlichen ganzzahligen, nicht negativen
Potenzen. von z gebildeten Funktionen e-72, ze-v=, z?e-re, ... zu-

einander orthogonale lineare Verbindungen 2] ¢y, %! e”7% bildet. Der
. . =)

wesentliche Teil unserer Behauptung ist aber gerade, daf schon das aus
den nicht negativen geraden Potenzen von z

e~ e, xﬂe-—ya;’ x4 e—ya:’
gebildete System von Orthogonalfunktionen der Vollsténdigkeitstelation
geniigt, wohingegen die aus den linearen Verbindungen der Potenzen

e~ re, xﬂ e re, x‘-’*/"e“}’x,
gebildeten Orthogonalfunktionen der Vollstandigkeitsrelation nicht mehr
geniigen, wenn B >~ 2 ist.

§ 4.
Das Stieltjessche Momentenproblem.

Satz. Hs sei eine Folge von Koeffizienten ¢, von der Beschaffenheit
vorgelegt, dafl die aus ihmen gebildeten, in den Formeln (2) und (3) der
Einleitung definierten Determinanten C, und B, simtlich positiv sind.
Auperdem mogen sich die Koeffizienten ¢, durch die Beziehuny

(30) 6 <o (27)!
fiir alle v abschétzen lassen, wobei ¢ eine feste positive Zahl bedeutet.

Dann hats das zi dieser Folge gehorige Momentenproblem eine und
nur eine nicht negative Losung und der Stieltjessche Kettenbruch ist
konvergent.

Beweis. Wie in der Bipleitung auseinandergesetzt worden ist, hat
unter den Voraussefzungen unseres Satzes das .zu der Folge won Ko-
effizienten ¢, gehorige Momentenproblem sicher mindestens eine Ldsung.

Wir gehen von der Annahme aus, es seien im Gegensatz zur Behauptung
unseres Satzes d ¢ () und d y (u) zwei voneinander wesentlich verschiedene,
picht negative Losungen des vorgelegten Momentenproblems, es sei also

(81) Jurdg(u)=[u dy(w)=c.
0 L]
Setzt man

plw)=Jap(u), v =[dw),

so sind die Funktionen ¢ (u) und v () positiv und werden mit wachsen-
dem u niemals zunehmen.
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bo
e
fox]

Wir behaupten zunichst, dafl die Integrale
Jwo(u)du, [wy(w)du
0 (1]

. Gy .
konvergieren und beide gleich -- tll sind.

Man erhilt nimlich, wenn man partiell integriert,

(32) fu'+1d(p(u)x--—-a’“<p( Yo (v 1 Ju p(u)du.

Andererseits ist aber

atig(a) = g’ Jdoiu) < f wtrdg(u),
@

also auf Grund der Konvergenz der Integrale (31)

lim e+ @(a) = 0.

[ g =

Es folgt also, wie behauptet, wenn man in (32) zur Grenze @ =co
ibergeht,

jpu‘“d(p = (v1) }ﬂu o (u)du <= Cpgys
(33) Jgu” @ (w)du == G)’”l
Entsprechend beweist man auch
(84) f'w" w (u)duw= 0?? .

Wir setzen
(35) (u) = (@u)—yu))e ‘f“,

wo y eine positive Konstante bedeutet, iiber die noch spiter verfiigt
wird und wollen zeigen, daB wir auf die durch die Formel (35) definierte
Funktion yz(u) das Lemma I anwenden konnen. Offenbar geniigt die
Fanktion y(u) wegen (33) und (34) der Voraussetzung

% -
Jwrg(u)e "V du = 0.
0

Es igt also nur noch nachzuweisen, daB sich eine positive Zahl 6 <y .
bestimmen 1i8t, so daB das Integral

? P -{a‘ o ) A
(36) ojf%(‘lb}ée—wd"“’ﬁ l@(w) —y(ul " V¥ dy

konvergent ist. Dies geschieht vermittels des 2. Hilfssatzes aus § 1, der
besagt, dal das Integral (36) sicher dann existiert, wenn die Reihe
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(1) 205 Fut () = v () du = Z’ﬁ—y{gﬁ;‘%" Furo(u) —p(u)ldu+
i}

= »!
“I \7 <°"(S»;{:J;,_;u‘ V‘ui(p('u, wyr(u\ Vg wes 2 +~>

konverglert.
Es ist aber nach der Voraussetzung (30]
% o ) 2e, 1
(38)  Juig(u)—y(w)|du< [u (p@)+yp @) du =5
) o

(

20" (204-2)1

<™ _~<=4-QQ"'(2‘VJ,—1)!

r--1
Um auwch noch die Koeffizienten der Reihe 3, abzuschitzen, hemerke
man zunichst, daB, da ¢ (u) sowohl wié v (u) mit wachsendem u nirgends
sunehmende Funktionen sind,
p(u) S @(0)=cp, w(w)Sy(0)=¢

ist.
Es ergibt sich demzufolge

1+“

furvigu)du=| +~fgcc+fw+w<u Ydu = ¢ +:77
0

wo C eine passend gewihlte Konstante bedeutet.
Dieselbe Abschitzung findet man aber auch fiir
J Vuw y{u)du.
0
Man erhilt also schlieBlich

(39) [ Vule(u) —v(u)|du <2007 (27 - 3)L.
[
Man setze nunmehr
1 u
ks D) == (0<d<1),

so daf} also wie verlangt y > J, ferner

(40) (r—8)e=(1—9)°
wird. Dann ergibt sich, wenn man das FErgebnis der Abschitzungen (38),
(89) und (40) in (37) einsetazt,

5,<40> 2+ 1) (1 =), 3 <22 32y 48) (204 2) (1 —9)*
“Q‘:lz()

»=0Q
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Die Reihen 3, und 3, sind aber wegen ¢ << 1 absolut konvergent und
damit konvergiert nach dem 2. Hilfssatz auch das Integral (36).

Nunmehr sind wir in der Lage, das Lemma I aus § 2 anzuwenden,
da die in Formel (35) definierte Funktion x(u) allen Voraussetzungen
dieses Satzes geniigt. Wir erhalten also y(u) =0 und damit auch ¢ (u)
==y (u) fiir alle Werte von u im Intervall 0 < % << co bis auf eine Menge
vom Mafie Null. Da auflerdem ¢ (%) und v (%) monotone Funktionen sind,
so folgt auf Grund des 3. Hilfssatzes, daB ¢ (u) und w(u) in allen Stetig-
keitspunkten iibereinstimmen.

Wie in der Einleitung ausgefithrt worden ist, folgt aber aus der Ein-
deutigkeit des Momentenproblems auch die Konvergenz des zugehérigen
Kettenbruchs. Damit ist der zu Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene
Satz bewiesen.

Wir wollen jetzt Beispiele von Koeffizientenfolgen anfithren, die den
Bedingungen fiir die Determinanten C, > 0, B, > () geniigen und weiter
die Eigenschaft besitzen, daB das zugehorige Momentenproblem unbe-
stimmt ist.

Als erstes Beispiel wiahlen wir -die Folge von Koeffizienten

(41) 6= (2+0) 1 I'[(2490)(»+ 1)],
wo ¢ und & beliebige feste positive Zahlen bezeichnen.
Setzt man zur Abkiirzung

1

=YLy

Yy
0¥

so liefert, wie sich leicht durch Rechnung nachpriifen lafit, das Differential
do(u)=®(u)du=e¢ "™ du,

eine zu der Koeffizientenfolge (41) gehorige Lésung des Momentenproblems.
Da die Funktion ¢ (u) positiv ist, genligt die Koeffizientenfolge (41) sicher
den Bedingungen C, > 0, B, > 0.

Sei ¥ eine beliebige positive reelle Zahl zwischen () und 1. Dann
ist auch die Funktion

P(u, #)=e """ [1 4 & sin(yue tgme)]
positiv. Da ferner auf Grund des Lemmas IT des § 2 die Integrale

K3 .
Jursin(yustgna)e " du
b

fir alle micht negativen ganzzahligen » verschwinden, so wird offenbar

fu” V(u, )du=cq,;
(4]
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das Differential dy(u, 9) = ¥(u, §)du liefert also fiir jeden Wert von
& zwischen 0 und 1 eine nicht negative Losung des vorgelegten Momenten-
problems.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Folge von Koeffizienten

(42) €y Ju’ exp ( VU= log u) du®),

o log?u - x>

wobel wir zar Abkiirzung exp () fiir e® schreiben und behaupten:
1. zu jeder noch so kleinen Zahl § liBt sich eine Zahl N finden, die
pur von & abhiingt, so daf
6, SAT[(2+ ) v+ 1)]
tir alle » > N ist;
IT. das zur Koeffizientenfolge (42) gehérige Momentenproblem isty
unbestimmt.

Dieses Beispiel zeigt, daB das nach dem zu Anfang dieses Paragraphen
formulierten Satze zuliissige Anwachsen der Koeffizienten ¢, das stirkste
ist, bei dem man in jedem Falle die Bestimmtheit des zu dieser Folge
gehprigen Momentenproblems erschlieffen kann.

Um den ersten Punkt zu beweisen, bestimme man eine nur von 4
abhéngige Konstaute o, von der Beschaffenheit, daf fiir alle u 2 g,

1 1 4
48) (nu?— logu)u 0= auCid)—uy w5 log w > log* w + =n®

wird. Eine solche Konstante g, muf existieren, da jede noch so kleine
Potenz von u stirker wichst als jede noch so groe Potenz des Logarithmus.
Aus (43) folgt unmittelbar

7 V'w - log w

1
P (m Tog¥u4- at > Lexp(— w?te) fir wzog,,

und man erhalt
% , L :
(44) [ WGXP( _ T log “)du < furexp(—uT3)du < (2+8)IT(2+8) -+ 1)

log®u - ¥
) g s

Andererseits ist

s / ;= o5
v K —] .
(.45) ({ w” eXp< —rk\)/gulu _Oizu>du éo[ wrdu =

25 Da.s Integral (42) konvergiert fiir jeden nicht negativen Wert von v, denn
AR
fiir w = 0o wird der Exponent von ¢ negativ unendlich grofy wie — FYE und fiir w=0

verschwindet der Exponent wie -— .
log w
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Da. aber I'[2(y -+ 1)] mit zunehmendem » stirker wichst als die Expo-
nentialfunktion g}*!, so laBt sich wegen (45) eine Zahl N = N (4), die
nur von J abhingt, von der Beschaffenheit finden, dall fiir » > N

25

(16) [ exp(—~ 7 PE ) du S TU20 4 D] T2 9) (04 1]
0

log®u -+ o2

ist.

Aus (44) und (46) folgt

6 BN+ (r+D]S4HITE2 A4+ 1)]

fiir » > N. Damit ist der erste Punkt erledigt.

Fiir den Nachweis der Behauptung II geniigt es, wenn gezeigt wird,
daB fiir alle nicht negativen ganzzahligen » die Integrale
(47) J u” exp( ""f:;??%i”) sin (‘i:glofzfi«:ﬁ) du
verschwinden; denn dann ist fir jedes &, das der Beziehung 0 < 8 <1
geniigt, das Differential

7y —logu 0 o (Y logu oo\ ]
Ay (4, 9) = ¥(u, d)du = exp( log? u L > {Al -4~ & 8in ( 10g"~’u+rr2> !du
eine nirgends negative Lisung des zu der Folge (42) gehdrigen Momenten-
problems.
Um das Verschwinden der Integrale (47) zu beweisen, bemerken wir
zundchst, daf}

' v nvﬁ_—dogu - \uloguw-r T4-2yu o
(48) u exp( Tog® u -+ -r-> Sm( Togdu > """ i\ (u exp (logu——w)
1st.
Wir untersuchen nunmehr das Integral

j U exp (T(?g”du““"> du,

auf das wir den Cauchyschen Integralsatz anwenden wollen, und zwar
integrieren wir léings eines geschlossenen Weges, der sich aus dem Stiicke
der reellen Achse von — R bis - R und dem iiber dieser Strecke als
Durchmesser “in der Halbebene der Zahlen mit positivem Imagindrteil
errichteten Halbkreis Kp zusammensetzt. Man erhdlt demzufolge

k3 1+ 7.\1& N g
(49) gfu,’ exp(logu ) W == C)I —_k]R,

da die zu integrierende Funktion im Innern des von dem Integrations-
wege umschlossenen Gebietes keine Singularitéiten besitzt und sich ihren
Randwerten stetig mahert, wie gleich noch ndher gepriift werden soll.
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Fiihrt man nidmlich Polarkoordinaten w ==re*” ein, dann wird die zu in-
tegrierende Funktion

F,(r, o) = o” exp{m’ct —

Tlogr —i (w— o)

\/?(Sing—icos—;f>—1}

und ihr absoluter Betrag

y’}—[log/rsing—}-(n-—a)cosg}—logrE
(50)  Fu(r,a) =1 exp {~ e 1

Fir 4 == — 1 baw. r==1, ¢ ==z verschwinden Zihler und Nenner
des Exponenten in F,(r, @) beide von erster Ordnung in u; die Stelle
ist also regulir. Die einzige Singularitit: von F,(r, ¢) auf dem Rande
des betrachteten Gebietes befindet sich an der Stelle w==0. Doch zeigt
Formel (50), daB fir 0 < « < n die Funktion F,(r, «) in der Umgebung
der Stelle # =0 beschrinkt bleibt und sich dem Randwert stetig nihert,

da der Exponent von e fiir r =0 wie i&?é‘} verschwindet.

Andererseits wird

T

(51) J 21,] F,(R, «)Re**dc.
b

Xp

Nun erkennt man aber aus (50), daB gleichméBig in « fiir 0 LeL=
limR{F,(R, () == ()

R=w
wird, da8 also das Integral (51) im Grenzlall R == co verschwindet.
Geht man nunmehr auch in (49) zur Grenze R == co iiber, so er-
gibt sich
For 1+ivw - 1+ ive
(52) Offu exp (logu—m) du :::.bj u” exp <m) du
Das Integral rechter Hand von (52) wird aber, wenn man
@ = ¢ p == — v substituiert, fiir nicht negative, ganzzahlige » gleich
’ »+1 F 12 1_&;
(—1) bfv exp ("ibg’b )dv,
und ist also reell: folglich muB der imaginire Teil des Integrals linker
Hand von (52)
¢ . 144w
fiir alle ganzzahligen nicht negativen Werte von » verschwinden.

Wegen (48) ist aber das Integral (53) nichts anderes als das Integral
{47) und hiermjt ist auch die Behauptung IT bewiesen.
* Mathematische Zeitschrift. IV. 15
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§ 5. Uber eine Verallgemeincrung des Stieltjesschen Momentenproblems,

Es sei eine Koeffizientenfolge ¢, von der Beschaffenheit vorgelegt,
daB die in der Einleitung Formel (2) angegebenen, aus den ¢, gebildeten
Hankelschen Determinanten C, fiir jedes n positiv sind, wohingegen
iiber die Determinanten B, der Formel (3) nichts vorausgesetzt werden
soll. Aus C, > 0 folgt, daB die Koeffizienten ¢,, simtlich positiv sind,
wahrend das Vorzeichen der Koeffizienten ¢,,.; keiner einschrinkenden Be-
dingung unterliegt.

Unter diesen Voraussetzungen ist die formale Existenz des zu dieser
Folge gehdrigen Stieltjesschen Kettenbruchs nicht mehr in allen Fillen
gesichert. Indessen kann man der mit diesen Koeffizienten gebildeten
formalen Potenzreihe

(54) S(z)=2— 042

Ty

einen anderen Kettenbruch zuordnen, den Herr Perromn den zu 8(z)
assoziierten Kettenbruch nennt; dieser ist von der Form
55 K (z)==_ Ly
(55) bt Lk

b ¥4 y“l;;"”}"... N

) .a-}):

seine Koeffizienten k, sind simtlich negativ mit Ausnahme von k,, das
> 0 ist. Die I, ergeben sich als beliebige reelle GrdBen.

Der n-te Naherungsbruch des Kettenbruchs (55) ist eine rationale

Potenzreihe
Cn, 0 On, 1 Cro 2
SH(Z> e »2—._ [ i Mot ..%.. T e

entwickeln, die fiir geniigend grofle Werte von z konvergiert.

Fir den mit einer Potenzreihe §(z) der Form (54) assoziierten
Kettenbruch ist charakteristisch, daB: die 2n ersten Koeffizienten der
Entwicklung 8, (z) seines n-ten Naherungsbruches mit den 27 ersten
Koeffizienten der Reihe §(z) iibereinstimmen, so daf also

(56) Cn,0 == Cos Cny1 = C1y «vvy Cpyam—y ¥ Capoy
wird *). ‘

Durch die Form des Kettenbruches (55) und die Beziehung (56) ist
der assoziierte Kettenbruch K (2) eindeutig bestimmt.

) Vgl. 0. Perron, Lehrbuch, 8. 322 und 8. 877. Stieltjes erwihnt diesen
Kettenbruch anch in der Einleitung seiner Arbeit VIII, §. 8 Formel (Id).

#) In der Dissertation des Herrn Grommer wird der Kettenbruch K (z) sus
der Reihe 8 (z) durch formale Entwickelung gewobmen.. Vgl. Journal f. Math., l. c.
Anm. %) 8. 118-121.
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Wie sich auf einfache Weise zeigen lafit, ist die Bedingung fir die
Koeffizientendeterminanten, C, .~ 0, notwendig und hinreichend dafiir,
daB der mit der Potenzreihe S (z) der Form (54) assoziierte Kettenbruch
K (z) formal existiert und daf seine Koeffizienten %, mit Ausnahme des
immer positiven k, simtlich negativ werden ).

Wenn aufler dem Koeffizientendeterminanten C, auch die Determi-
nanten B, simtlich positiv und von ( verschieden sind, so daf auch der
zu dieser Folge gehorige Stieltjessche Kettenbruch existiert, so zeigt
sich, daB der m-te Niherungsbruch des assozilerten Kettenbruchs mit dem
2n-ten Nzherungsbruch dés Stieltjesschen Kettenbruchs iibereinstimmt.
In diesem Falle ist also (vgl. die Falle I und 1T 8. 186 u. 187 der Einleitung)
der assozilerte Kettenbruch sicher konvergent. Dies ist aber, wie Herr
Grommer an einem Beispiel gezeigt hat, im allgemeinen nicht der Fall ®7).

An die Stelle der XKonvergenz des Kettenbruches tritt hier vielmehr
die Konvergenz einer passend ausgewidhlten Folge von Néherungsbriichen
von K (2), wie aus dem folgendem Satze des Herrn Grommer hervor-
gehit*Y): ‘

Ist K (z) ein formaler mit einer Potenzreihe S(z), deren Koeffizien-
ten den Bedingungen C, > 0 geniigen, assozilerter Kettenbruch, so 1aBit
sich eine unendliche Folge von Naherungsbriichen K, (2) des Ketten-
bruches K (2), (n, <. n, << ... — 00}, so auswihlen, daB die K, (z) mit
wachsendem » in jedem abgeschlossenen Bereiche der z-Ebene, der kein
Stiick der Achse der reellen Zahlen enthilt, gleichmaBig gegen eine ana-
lytische Funktion f(z) konvergieren. Die Funktion f(z) 1aBt sich ferner
in der Form

+ oo
Fla) = | 229

Yy FHu
darsteilen. ‘
Hier bedeutet d¢(u) ein nicht negatives Differential von der Be-

schaffenheit, dal die Funktion .
p(u)= | dg(v)

~o

nirgends abnimmt. Endlich kann man auch zeigen®), daf die Integrale

) Vgl. J. Grommer; Dissertation, 8. 122; vgl. auch Perron, Lehrbuch,
8. 324,

¢ Vgl. J. Grommer, Dissertation, S. 148 ff. Eine erschopfende Untersuchung
iiber die Konvergenztheorie der Kettenbriiche der Form (55) gedenken wir an anderer
Stelle zu verdffentlichen.

#) Vgl. J. Grommer, Dissertation, S. 1374,

) Der Beweis dieser Behauptung, die unseres Wissens bisher noch nicht aus-
gesprochen worden ist, bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, und soll an andrer

Stelle veroffentlicht werden.
15*
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+oo
f wdo(u)

sdmtlich konvergieren und gleich den Koeffizienten ¢, sind.
Die- Frage nach einer mirgends abnehmenden Funktion ¢ (%) mit der
Eigenschaft, dafl die Integrale

ER Y
Jurde(u)=c,

sind, wollen wir das Momentenproblem im weiteren Sinne nennen. Das
Grommersche Auswahlverfahren liefert uns also zu jeder Koeffizienten-
folge c,, die den Determinantenbedingungen C, > 0 geniigt, eine Lésung
des erweiterten Momentenproblems. Umgekehrt 1Bt sich leicht einsehen,
daB jede Folge von Koeffizienten ¢, von der Beschaffenheit, daf mindestens
eine Ldsung des zugehorigen Momentenproblems im weiteren Sinne existiert,
den Bedingungen C, > 0 geniigt.

Das Grommersche Auswahlverfahren 148t ferner erkennen, daf, falls
der zu 8 (2) assoziierte Kettenbruch K (z) nicht konvergiert, sich mindestens
zwei untereinander verschiedene Folgen von Niherungsbriichen K, (2) und
K,, (z} von der Beschaffenheit auswihlen lassen, daf )

. . = dt)ﬂ (u)
lim K, (2) = £,() = | S5
A, (w)

lim Ko, (2) =1, (2) = | ;%
wird. Hierbei sind £, (2) und f,(2) bzw. @, (u) und ¢, (u) voneinander ver-
schieden. Daraus folgt umgekehrt, daff der assoziierte Kettenbruch jeden-
falls dann konvergiert, wenn das zugehdrige Momentenproblem im weiteren
Sinne nur eine einzige Losung hat®?).

Wir wollen jetzt — analog zu dem im vorigen Paragraphen aufgestellten
Satz iiber das Stieltjessche Momentenproblem — den folgenden Satz be-
weisen:

Batz: Ist eine Folge won Koeffizienten ¢, wvorgelegt, die den Be-
dingungen C, > 0 gendigen und fir die sich eine Zahl ¢ von der Be-
schaffenheit bestimmen léft, daf fir alle »:

(57) lo| S o7l
%) Umgekehrt braucht, wenn der sassoziierte Kettenbruch K (z) konvergiert, cas
zugehdrige erweiterte Momentenproblem nicht bestimmt zu sein. Geniigt z: B. die
Koeffizientenfolge ¢, den Bedingungen C, >0 und B, => 0, sb ist, wie wir oben ge-
sehen haben, der zugehdrige assoziierte Kettenbruch immer konvergent, obgleich dann
sogar das Momentenproblem im engeren Sinme mehrere Ldsungen haben kann, also
um so mehr das erweiterte Momentenproblem.
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wird, so st das zu dieser Folge gehdrige erweiterte Momentenproblem
bestimmt und damit auch der zugehérige assoziierte Kettenbruch kon-
vergent *1).

Beweis. Unter den Voraussetzungen unseres Satzes hat das zu der
Folge von Koeffizienten ¢, gehérige erweiterte Momentenproblem sicher
mindestens eine Losung.

" Wir gehen wieder von der Annahme aus, es selen d ¢ (%) und dy (u)
zwel voneinander wesentlich verschiedene, positive Lésungen des vor-
gelegten Momentenproblems, so daB also die Funktionen

pw)=fdp), ww)=[dy(

.t
) N

nirgends abnehmen; dann wird, wenn man ¢ (u) — ¢ (u) = x (u) setzt,

+w
(58) Jurdy(u)=0.

-

Es ist nun aber wegen (57):
@ +e
(59) J widy(w)| < Jur(do(uw)+dy(u)) < 202 (20),

3) In einer Arbeit, ‘die demnichst an andrer Stelle erscheinen wird, habe ich
die Konvergenz des zu einer Potenzreihe, deren Koeffizienten den Bedingungen C.>0
und der Abschitzung (57) geniigt, assoziierten Kettenbruches direkt ohne Zuhilfenahme
der Stieltjesschen Integraldarstellungen bewiesen, und zwar wird dort gezeigt, daf
unter den angegebenen Bedingungen die iiberall divergente Potenzreihe nacgh der
Borelschen Methode summierbar ist und der Kettenbruch gegen die dureh die
Borelsche Summationsmethode aus der Potenzreihe gewonnene Funktion konvergiert.

Das allgemeinste unter den bisher bekannten Resultaten dieser Art war im An-
sehluB an die S. 191 Anm.Y) zitierte Arbeit des Herrn Perron von Hermn Szész an-
gegeben worden in einer Arbeit: ,Bemerkungen zu Herrn Perrons Erweiterung eines
Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz gewisser Kettenbriiche®, Math. Ann.
Bd. 76 (1915); S. 801--314.

Der Szészsche Satz lautet: Ist eine reelle nirgends abnehmende Funktion ¢ (%)
im Tntervall - 00 < 4 <--~u von der Beschaffenheit definiert, dafl alle Integrale

+»
¢, = ‘ w’ dg(u)
—

konvergieren, und gilt auBerdem fiir unendlich viele » (also nicht notwendig fiir

alle ») die Beziehung
e, <o,

27 -

so konvergiert der zu der Reihe S(z) assozilerte Kettenbruch gegen die Funktion

»}:m
fio= [ 42

-0
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1

(60) [u-' Cdy(u)l _<_f dx('u')f—[»«

d ==

w

u'—’"(d(/’ () - d i (u))

g 4

()OO ‘)Q"(‘)y>1<09 ( )y’
wo O eine passend- gewdhlte Konstante bedeutet.
Entsprechend ergibt sich

(61) fu'“ dy(u) <202 (20)!,
4]
(62) Jlul dg(u)] SO0 (201,

Sei y eine positive Zahl -

‘Bildet man die: Integrale

63) )= [t G(—y)- [T ),

80 kann man, wenn man sich fiir e¢’* bzw. ¢™¥% ihre Darstellungen durch

Potenzreihen in die Integrale (63) substituiert denkt, auf Grund der Be-
ziehungen (59), (60),"(61), (62) und wegen yo -2 1 den 2. Hilfssatz des
§ 1 tiiber gliedweise Integration von Reihen auf die Integrale (63) an-
wenden und erkennt, dafl die Integrale (6:3) absolut konvergent sind.

Andererseits ist, wenn

Jlazo) =7, (w),  [ldxz()i- 3
w
gesetzt wird,
R - i
Jer dy(uy=b, —7 (R)e™® 4y [ (u)du.
1} 4]
Es ist aber
AL EL R AOIEI EAL PR
also ist wegen der absoluten Konvergenz des Integrals (63)

lim 7, (R)e"® == 0,

Rowion
% - *
6{ e ldy(u) =5 + yaf ez, (u)du

Retzt man nunmehr

(64) Jdz(v) =z (w), [dx(uw)=28,
i Q0
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~1

so wird offenbar, da )
() S (w)
1st,

(65) Fly)~ [ e dy(u)=b,+ 7] ey (udu,

0

wobei das Integral rechter Hand absolut konvergiert.

Entsprechend erhslt man fiir G(— y) die absolut konvergente Integral-
darstellung

—

(66) Gly)=by -ty [e""y (u)du,
U
wenn zur Abkiirzung

— —

(67) Jaxw) g, (w),  [dz(u)=b,

0
gesetzt wird.

Wir betrachten' jetzt die Funktionen

F(z)= fe’”dz(u = by - zfe“‘xl(u)du,
(68) )

0 -

G(z) - fe”d/( b, z]ew , (w)du

und erkennen, daf wegen der absoluten Konvergenz: der Integrale (65)
und (66) die beiden Integraldarstellungen von F(z) fir $t(2) <y und
die heiden Integraldarstellungen von G(z) fiir R (z) = — y absolut und
gleichmifig gegen eine analytische Funktion konvergieren. Die Funktion
F(z) bleibt also in der ganzen unendlichen Halbebene R (z) < y unterr
halb einer festen Schranke; das gleiche gilt von (/(z) in der’ Halbebene
R (2)Z — .

Der 2. Hilfssatz zeigh nun weiter, daB fiir |2] <y wegen (58), (60),
(61) und (62) die Integrale

= r RARSTPTAL
Joeerdy(u) -~ f ( V(W) >d7(u) und [ errdy(w) == | ( \w,,(;’”) )clx(u}
v 0 Mo 0 e NS T

gliedweise integriert werden diirfen; es ergeben sich demnach fir F(z)
und @ (z) die Darstellungen durch Potenzreihen

o

F(z) Zi:ju'dx(u), G(z) WZ,W I u"dy u),

ez ) ra=ll

die mindestens fiir |z, < y konvergieren.
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Andererseits erkennt man aus (58), dafl

Jurdy(w)= [udy(w) fir »==0,1,2,...
0 0

ist. Es ergibt sich also

(69) F (z) = G ().

Da nun F(z) in der Halbebene R(z) Ly, G(z) in der Halbebene
R (2) > — y beschriinkt ist, so ist F(2) wegen (69) in der ganzen Ebene
beschrinkt, ist also nach dem Liouvillescheh Satze gleich einer Kon-
stanten. Fir z==0 wird aber wegen (68) F (z)=1>,, folglich, da diese
Beziehung in der ganzen Ebene bestehen muB, erhdlt man identisch in z

o

z [ ezvy (w)du =0,
Y

und nach dem Eindeutigkeitssatze des Herrn Lerch?®?)

2 (W) =0
bis auf eine Menge vom Mafle Null
Es ist aber nach Formel (64) fitr 4 > 0

+ @ U

%, (u) ﬁJu;dz (v) ~—".la;0lx (v) = — gz (u) == — (@ (u) ~ y(u)).

Daraus folgt, da ¢(w) und (%) monotone Funktionen sind, unter Be-
nutzung des 3. Hilfssatzes, daB fiir u > 0 die Funktionen ¢ (%) und vy (u)
in allen Stetigkeitspunkten {ibereinstimmen miissen.
Dasselbe beweist man fiir negative u, indem man berticksichtigt, daB

in Hinblick auf die Identitit (69) das Integral

zf e?

0
und damit auch die Funktion y,(u) bis auf eine Menge vom Mafe Null
verschwinden muf. Nun ist aber nach Formel (67) fiir w < 0

1 (w) = = [ dg(0) = — 7(u) = — (¢ (w) ~ p (W);

also 1t auf Grund des 3. Hilfssatzes auch fiir w < 0 in allen Stetigkeits-
punkten @ (u) ==y (u). Damit ist unser Satz vollstindiy bewiesen.

Ahnlich wie im § 4 soll nunmehr gezeigt werden, daB das nach dem.
eben bewiesenen Satze zulissige Anwachsen der Koeffizienten ¢, das stirkste
ist, das in allen Fillen die Bestimmtheit des zu dieser Folge gehorigen

) Vel. Anm. %) 8. 198,



Zur Konvergenztheorie der Stieltjesschen Kettenbriiche. 219

Momentenproblems im weiteren Sinne und die Konvergenz des zugehdrigen
assozilerten Kettenbruches sichert.

Wir wollen jetzt namlich eine im Intervall — oo < w < + oo definierte
positive reelle Funktion @ (w) von der Beschaffenheit angeben, daB erstens
die mit Hilfe dieser Funktion gebildeten Integrale

+ o0
(76) 6, | ' b (u)du
far alle nicht negativen Werte von v existieren und sich zu jeder noch
so kleinen positiven Zahl & eine Zahl N, die nur von o abhéingt, in der
Weise bestimmen lafit, dal fiir alle » > N

(71) e | = (14 0) (v 1)

ist, zweitens, dall das zu der Folge (70) von Koeffizienten ¢, gehdrige
Momentenproblem im weiteren Sinne unbestimmt ist, und drittens, dab
der mit der aus den Koeffizienten (70) gebildeten Potenzreihe 8(z) asso-
zilerte Kettenbruch K (z) divergent ist. Zu diesem Zwecke setze man

w -~ 210g{u{>

D (u) :-w}u\‘exp(\ " Liog® [u]

Die Funktion ¢ ({w) ist eine gerade Funktion, d. b. es ist

B ()= B(u).
Folglich erhalt man
. +®
(72) Car :nfu‘“*"l(l)(fu,)du =0,
. k4 oy gu—321 A
(7:3) Ca ] w () du = 2 ﬁ Ulas eXp( Jrff,g uig.:f)d%

?

. Jz\/vwlog'v
- forexp (= TR d

wenn man in dem Integral (73) die Substitution v = u? ausfiithrt.

Da die Koeffizienten csy4y samtlich == 0 sind, so geniigen sie sicher
der Abschitzung (71); die Inteoraldarstelhmgen (78) fiir. ¢, sind aber
‘it den Integralen (42) des § 4 identisch und geniigen, wie dort gezeigh
worden ist, fir jede beliebig kleine positive Zahl & bei hinreichend
grofem » > N'(9) der 'Abschitzung
(74) o, ST[(248)(v+1)].

Man wahle jetzt eine pos1t1ve Zahl N = N (4), so dal} erstens
N > N'(4), zweitens N > 3- wird. Wegen dieser zweiten Bedingung fiir

N ist dann fiir alle » > N ()
(75) (248)(»+ 1)< {14 0)(2v +1).
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Aus (74) und (75) folgt nunmehr fir alle » > N
0o S T [(L+8) (27 1)],

womit der erste Teil unserer Behauptung bewiesen Ist.

Um den zweiten Teil unserer Behauptung nachzuweisen, betrachte
man die Funktion

7w MZ]O{{ wl 0w 2lutloglul-i-m
¥(u, 9]~ Julexp <M Llog* ] tat '} |14 & sin 4log®iu! 42 )’

die fiir jedes ¢, das der Beziehung 0 < # < 1 geniigt, sicher nicht negativ
ist. Es soll nunmehr gezeigt werden, dafl fiir jedes feste

e
Jur ¥ (u, 8)du - c,
o

wird.
Da auch ¥ (w, ) fir jedes feste # eine gerade Funktion von w ist,
80 ist zundichst wegen (72)

-{:w

Jur 1 ¥ (u, 9 du - 0+ - Conyr,
—

+ @ o

(78) Jur W (u, 0y du= 2 [ur Wiu, o) du
— 0
n:\rL -logw,/ \/Llogv fad
J?v’ eXP o 10g QJLT'R)(\]' ].Og V«‘“‘ ri)dv,

wenn, man wieder «? = v in das Integral substituiert.
Nun verschwinden aber, wie in § 4 gezeigt worden ist, die Integral@

- *r\/v—log’u\ b-n)il{}og1,v I-Tzd

¥ ‘8 e sy
J v exp < log*v-i-a® / log2 v ~a®

fiir alle nicht negativen ganzzahligen Werte von ». Folglich sind die
Integrale (76) wegen (73) fiir jeden Wert von ¢ zwischen 0 und 1
gleich c¢,,, womit auch der zweite Teil unserer Behauptung bewiesen ist.

Es seien jetat

3 ¢, [
S(Z) R “éo e Mi "% - R

i wegen (72)

il

ER
&
=l
4%
=

"

.

e G2 G

ﬂ(m) - z 2 ¢ 1"”
Potenzreihen, die vermittels der den Formeln (72) und (73) entnommenen
Koeffizienten ¢, gebildet sind. Die Integraldarstellung der Koeffizienten ¢,
188t erkenmen, daB die Koeffizienten von /§(z) den Bedingnngen C, .= 0,

und die Koeffizienten von T (z) den Bedingungen C, > 0, B, > 0 geniigen;
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es existiert demzufolge der der Potenzreihe S(z) assoziierte Kettenbruch K (z)

und der der Potenzreihe T' (x) zugeordnete Stieltjessche Kettenbruch H (x).
Der Kettenbruch H () ist jedenfalls divergent, da das zu der Folge (73)

von.Koeffizienten c,, gehérige Stieltjessche Momentenproblem, wie in § +

(vgl. vor allem Formel (47)) bewiesen worden ist, unbestimm® ist. Um

endlich den dritten Punkt unserer Behauptung zu beweisen, soll jetzt gezeigt

werden, dall auch der mit §(z) assoziierte Kettenbruch K (z) divergiert.
Substituiert man x .- — 2%, so wird wegen ¢y,4y =0

T(—2%) - —18(2),

1

_—a, 2% = 1

H(—z*) -

wo die @, positive Konstanten bedeuten.
Man' betrachte nunmehr den Kettenbruch

1
E¥(z)= "% o1
g vk fblma?‘

Dann ist nach einem formalen Transformationssatze aus der Theorie der
Kettenbriiche K™ (z) dquivalent H (— 2%)*"). Hierbei sind unter &qui-
valenten Kettenbriichen solche Kettenbriiche zu verstehen, deren simtliche
Naherungsbriiche gleicher Ordnung miteinander itbereinstimmen, so daB
~also aus der Divergenz (Konvergenz) des einen Kettenbruches die Di-
vergenz (Konvergenz) der anderen folgt. Da der Kettenbruch H (— 2%),
wie wir gesehen haben, divergent ist, ist folglich auch der Kettenbruch
K™ (z) divergent.

Nun ist aber

K*(2) = — ~E (2),

denn erstens hat — z K*(z) die formalen Eigenschaften der assoziierten
Kettenbriiche der Form (55), und zwar sind die dort mit I, bezeichneten
Koeffizienten gleich Null,

kl Rt ~1~- y ](f,, LI e w—‘»-—1-~«—~~ vy ; '_)_ y

b
ay a,q.—, 1 a’y

also %, positiv und die iibrigen k. negativ.

) Vgl. z. B. P&rron, Lehrbuch, S, 196,
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Zweitens: Bedeuten T, (x) bzw. 8, (z) Potenzreihen, die fiir geniigend
groBe Werte von x bzw. z konvergieren und die n-ten Niherungsbriiche
von H(z) baw. — 2H (— 2%) ~ — 2 K™ (z) darstellen, so wird nach den
Gesetzen der Zuordnung von Stieltjesschem Kettenbruch und Potenzreihe
zueinander

. & Ca s N 16'11-"—’_" o n in
Tn(.%.)“-;—;‘_‘_'—r(*l) x’a‘ 1) 'IH—l.h{- .
und
. . o G Gy Con—2 | Cn,un
({7) SW(Z)Z—‘—:——ZQWH(——Z )m PR "‘"}" )n I_J{ YT +“"‘

Formel (77) 1aBt aber erkennen, daB ,(z) den Bedingungen (56)
geniigt, also der n-te Naherungsbruch des zu der Potenzreihe §(z)
assoziierten Kettenbruches K (z) ist.

Es ist folglich wie behauptet
—zH(— 2"~ —2K*(2)= K (2),
also K (z) divergent. W. z. b. w.

Berlin-Adlershof, den {. April 1918.

{Eingegangen am 22. Dezember 1918.)



