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Damit ist die Uberleitung zur analytischen Geometrie gegeben, die ungei~hr in 
dem Ausma~ wie in den meisten Lehrbfiehern en~wickelt wird. Doch werden 
die sonst zumelst nur dutch Verwendung der Koordinatengleichung ge15sten 
0rtsaufgaben h~er auch rein geometrisch (mit Hilfe der projektiven Gebilde) 
behandelt und die Gleiehung des Ortes wir4 aus der geome~risehen LSsung 
abgeleitet. Eine sehr umfangreiehe Sammlung yon Ortsaufgaben bi ldet  eine 
auch fiir den gewShnlichen Unterrieht in der analytisehen Geometrie wertvol]e 
Fundgrube. F. 

A u f g a b e n  aus  de r  a n a l y t i s c h e n  Geomet r i e  de r  Ebene .  Von  
A.  H o c h h e i m, Heft  1 und 3, mit  AuflSsungsheften~ zweit% bezw. 
v ier te  Auf l ag% Teubner~ 1911. 

Das erste Heft enth~lt Aufgaben fiber die Gerade, den Punkt und den 
Kreis. Besonders auch fiir.Mittelschnllehrer sind die Aufgaben fiber geome- 
trische ()rter und fiber Gleichungen hSheren Grades, dureh welehe Systeme 
yon Geraden definiert werden, zu beachten. Das 3. Heft gibt ein reiches 
Ubungsmaterial fiber die projektive Erzeugung der Linien zweiter Ordnung. 
In beiden He{ten kommen antler den rechtwinkligen aueh homogene Punkt- 
and Linienkoordinaten zur Verwendung. F. 

Ler  su r  les  s ingu la r i t6s  des  fonet ions  ana ly t i ques .  P a r  
P.  D i e n e s  (Samml.  Borel) .  Paris~ 1913~ Gauthier -Vi l la rs .  

Bei dem Bestreben, einen eindeutigen anaiytischen husdruck fiber seine 
Konvergenzgrenze hinaus analytisch fortzusetzen, sieht man sieh vor die Frage 
gestellt: Welche Beziehung besteht an einem Punkt jener Grenze zwisehen dem 
Verhalten des A u s d r u c k s  und dem Verhalten der dutch den Ausdruek be- 
stimmten monogenen F u n k t i o n ?  Mit dieser Frage beschiiftigt sich die vor- 
liegende Monographie, die somit in bestimmter Richtung H a d a m a r d s Unter- 
suehungen fiber die TaFlorsehe Reihe weiterfiihrt. Es werden folgende analy- 
tisehen Ausdrficke behandelt: 1. die Taylorsehe Reihe f ( x )  ~ ao -~ al x -~ . . . .  
. . .  ~- an x~ -~-.0., 2. die ,,arithmetischen Mittel rte~ Ordnung" dieser Reihe : 

~ I ' (n- - i -~-r )  
s~(r) x --~ n - r  F (n - -  i) a~ x i ,  

3. die yon B o re l  eingefiihrten ,exponentiellen Mittel" : 
co 

n i  
B,~ (X) = e - ~  ~ (no § al x §  § ~ixi) ~ ,  

4. die Mittelbildung yon l~ I i~ tag-Lef f l e r ,  welche i~hntiche Polynomfolgen 
gibt wie die Bore1, nut da$ die Exponentialfanktion durch andere ganze 
Transzendenten zu ersetzen ist, 5. die Polynome yon P a i n l e v d ,  die welt 
komplizierter gebaut sind, aber das Verhalten der Funk~ion an den singnli~ren 
Stellen genauer charakterisieren, gede dieser Mittelbildungen stetlt im Grenz- 
fibergang die Funktion mindestens in demselben Gebiet wie die Taylorsche 
Reihe dar, setzt sie aber im allgemeinen noeh dariiber hinaus auf ein weiteres 
Gebiet fort, und zwar kann yon den genannten fiinf Darstellungen jede als 
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wirksamer als die vorherige bezeichne~ werden. Die eingehende Behandlang 
dleser Entwickhmgen bildet eine dankenswerte u der in der Literatur 
zerstreuten Methoden polynomischer Summation. - -  Aus dem Yerhalten des 
analyr A u s d r u c k e s  in einem Ptmk~ seiner Konvergenzgrenze kann 
man artier Umsti~nden folgenden SchhB auf das u der F u n k t i o n  in 
diesem Punkt ziehen: Ist der Ausdruck in dem Punkt konvergent, so ist der 
Orenzwert gleichzeitig ein Randwert der Funktion. Dies hat Abet  fill- die 
Taylorgche Reihe nachgewiesen and der Verf. zeigt es fiir die arithmetisehen 
~ittel ~eder Ordnung (S. 58) and fiir P a i n] e v d s Darstellung a]s gi~ltig. Um- 
gekehrt~ is~ das Verhuleen der F u n k ~ i o n  in einem Punkte der Gtiltigkeits- 
grenze einer der Darstellungen bekannt, so kann man daraus auf das Verhalten 
des betreffenden analytischen A u g d r u c k e s sehiie~en : Fiir die Taylorsche 
Reihe besagt ein bekannter Safz yon F a f o u  (geither bedeutend einfaeher als 
in der vorliegenden Dargtellung bewiesen, vgl. Crelleg J., Bd. 140, S. 89 frO, 
da~ sie in jedem Punkt des Konvergenzkreises, in dem die Funktion regul~r 
is~, konvergiert, sofern ihre Ko~ffizienten an unbegrenz~ abnehmen. Der Verf. 
zeig~, da~ der Satz richtig bleibr wenn die Funktien liings des Kreiges in der 
h-~he der fraglichen Stelle auch nur beschrlinkter Sehwankung ist. Fiir die 
arithme~ischen Mittel r ter Ordnung hat Had a m a rd gezeigt, dal~ sie in jedem 
regu l i~ ren  Punkt gegen den Funktionswert konvergieren, wenn die Ko~ffi- 
zienten a., sehwaeher als nr wachsen; der Verf. dehnf den Satz auf alle die- 
jenigen s i n g u l a r e n  Punkte aug, in welchen die Funk~ion bestimmte Rand- 
werte hat, doch gcheint der beziigliche Beweis (S. 61, ebenso der Beweis ftir 
einen ~hnliehen Satz, S. 43) nicht ganz stichhi~l~ig zu gein. Der gleiehe 
Zweifei bezieht sich auf den Beweig der analogen Satze (S. 91 ft., S. 115), in 
welehen start der arithmetisehen ~Iitfel die Ausdriieke yon Be te l ,  bezw. 
M i t * a g - L e f f l e r  auf~reten. Eine pri~zise Beziehung zwischen analytigchen 
Ausdruck und Funktioa wird ftir jeden der betrachte~en analytischen Aus- 
driieke an solchen ginguli~ren Punkten xo als bestehend nachgewiesen, an 
welehen der ilberwiegende singulare Teil der Funktion in der Form: 

Alogq (X--Xo) 
(X-Xo)~ 

isolierbar ist; die Ordnung des Unendlichwerdens des approximierenden Aus- 
druckes an einer derartigen Stelle ist dareh die Zahlen q undp  in einfacher 
Weise aasdriickbar. P a i n l e v d s  Polynome geben auch im alIgemeinen Fall 
eine hinreichende Einsicht in die Natur der Singulariti~t. F. 

Die E lemente  der  ana ly t i s chen  Geometrie .  Ers ter  Te l l :  
D i e  a n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  d e r  E b e n e .  Von Dr.  H. 
G ~ n t e r ~  Professor an der Kantonschule  in  Aarau,  u n d  Dr. F.  
R u d i  o, Professor an der Techn.  Hochschule in  Zurich.  Achte 
Auflage. B. G. Teubner ,  Leipzig und  Berlin,  1913. 

Die neue aeh~e Auflage dieses vortrefflichen Lehrbuches weist gegeniiber 
der siebenten nur unwesentliche Ver~nderungen auf. Die Beschri~nkung des 
Stoffes auf die Untersuchung yon Punkt, Gerade, Kreis und der Kegelschnltte 
bei Zugrundelegung recht- und schiefwinkliger Paralle]koordinaten und die 
ausfiihrliche und klare Behandlung in Verbindung mit vielen lehrreichen Bei- 


