
Uber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen. 
V o n  

Georg P61ya in Ziirich. 

EinleiCung. 

Die nachfolgencle Azbeit besch~ftigt sich hauptsichlieh mit den Null- 
stellen solchdr ganzer Funktionen, die durch bes~immte Integrale yon 
der Form 

1 

(1) f f(t)cosztdt= U(z), 
0 

1 

(2) f f ( t )  sinzt dt= V(z) 
0 

dargestellt werden. Die Bezeichnungen U(z)und V(z) ffir die beiden 
Funktionen (1) und (2) will ich im folgenden st~ndig beibehalten. Ich 
nehme der Einfachheit halber die obere Grenze der Integrale gleich 1 an, 
aber die Resultate iibertragen sich selbstverst~ndlich auf den Fall einer 
beliebigen endlichen oberen Grenze. Der Fall der unendlichen oberen 
Grenze, der mit Hinsicht auf die Riemannsche ~-Funktion besonders 
interessant ws scheint hingegen den darzulegenden Methoden nicht ohne 
weiteres zug~nglich zu sein. 

Man begegnet in tier mathematischen Physik mehreren Integralen 
yon der Form ( 1 ) u n d  (2). Ich fiikre nur zwei sehr bekannte Bei- 
spiete an: 

(Z) 
'~n 

1 

2 [ cos z___~t_ dt = 2 ( _  1)" Y = j o ( $  ) 
( 3 )  ~ J ~ / i  - t ~ o ' . - ~ - ~ i  ' 

0 

1 

(4) ftsi zt d t  - -  sinZ-z,,ZeOSZ __ cosZ,,z q' s z -- z). 
0 
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Die Nullstellen dieser beiden ]etzteren Funktionen sind ziemlich genau 
bekannt: Sie sind alle reell und einfach und auf eine sehr regelmil~ige 
Weise verteilt. Von den Nullstellen der Fur~tion (3) befindet sich je 
eine im Innern der Intervalle 

und wenn man zu diesen positiven Nullstellen die spiegelbildlichen nega- 
tiven hinzm~immt, erhilt man simtliche Nullstellen yon (3). Xhnlicher- 
weise sind die positiven Nullstellen von (4) in die Intervalle 

5~ (37t, 7~'~ 
b m I 

eingesehtossen. Ieh werde im folgenden diese gemeinsamen Eigensehaften 
der Nullsgetlen auf gemeinsame Eigensehaften der angegebenen Integral- 
ausdriieke der beiden Funktionen zuriiokfiihren, aul so einfaehe und augen- 
fiillige Eigensehaften, dal~ man sie dutch blol~en Anbtiek der angesehriebenen 
Formeln feststellen kann. Ieh werde nimlieh zeigen, dat~ die F~nktio~aen 
U ( z) und V ( z ) nut reelle Nullstellen haben, unter der einzigen Bedingung, 
daft f ( t )  positiv und nicht abnehmend ist. Ieh werde ferner zeigen, daft 
die ]raglichen N~dlstellen sicher ein]aeh sind, wenn (( t )  stetig anwdchst. 
Die regelm~L~ige Verteilung, die wir an den Nullstellen yon (3} wahr- 
genommen haben, kommt den Nullstellen aller solchen Funktionen U(z) 
zu, deren zugehSriges f ( t)  nieht nut stetig anwichst, sondern aueh konvex" 
ist, und ~hnlich l~13t sieh die a~laloge Beobaehtumg fiber ( 4 ) a u f  eine 
ganze Klasse yon Ftmktionan iibextragen, zu denen auch die ~ o n  

( =~="+~ 

o " " ' V'I - - t  ~ 
O 

gehS~. - -  EB seheint mir merk~wiirdig zu sehl, dal~ derartig einfache Be- 
dingtmgen, wie die lVlonotonie oder Konvexitit yon f ( t ) ,  so prizise und 
erschSpfende Eigenschaften der Nullstelten zu~olge haben. 

Ieh werde die Untersuehung nach zwei versehiedenen Methoden dureh- 
fiihren, die, wenn a'ueh ihre Ergebnisse sich teitweise deeken, den Gegeu- 
stand yon ganz anderen Seiten her zu betr'~hten lehren. Die erste 
Methode bemht auf einer Kombination einfachster und gel~ufigster alge- 
bruischer S~it, ze. Sie ist in den Paragraphen I bis 3 dargelegt. Die 
zweite Methode ging aus yon einem Satze, den Herr H u r w i t z  schon vor 
l~ingerer Zeit gefunden tmtte und der, mit giitiger Erlaubnis des hoch- 
verehrten Herrn Verfa~sers, in dieser Arbeit zuerst mitgeteilt wird (vgt. 
w 5 und w 6). Der Paxagraph 4 enthglt einen l~ngeren Exkurs uud cter 
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letzte w 7 ist einer erginzenden Untersuchung gewidmet, die die Dichtig- 
keit der •ullstellen analoger Funktionen betrifft und in den Bereieh der 
Hadamardschen  Theorie f~llt. 

Dami~ der Leser dutch die hie und da notgedrungen minutiSse Dar- 
stellung nieht fiber die Einfachheit der Sache get~useht wird, Will ich 
die Hauptseh]iisse der ersten Methode schon hier in kurzen Worten mit- 
teilen. Herr K a k e y a  hat unl~ngst 1) den hSchst einfachen, abet wie es 
scheint recht niitzlichen Satz gefunden, da~ alle Nullstellen eines Po- 
lynoms, dessen Koeffizienten positiv und  wachsend sind, den absoluten 
Betrag kleiner als 1 haben. Ist zum Beispiel f(t) eine monoton wach- 
se~lde positive Funktion, so liegen alle Wurzeln der Gleichung 

f~01 § r(~)~+ r(~)~ ~ § +r (~- ' )~~  
im Ianern des Einheitskreises. Daraus schliel3t man, dutch eine gel~ufige 
Uberlegung, da~ alle Wurzeln der Gleichung 

n - ~ l  ,<(o~ § ~(~)oo~::  + f-(-~.) cos ~ :: §  § ,< ( - -~-)  co~ l,,,, - 1) o~-.-_ o 

reell sind (vg]. w 2). Dutch einen Grenziibergang folgt hiemus, dal~ alle 
Nullstellen der ganzen Funktion 

I ,~-I z., 

in der linken Halbebene und die yon 

fr~,t co~ ~ _ -  ~i~ : r r (  ~ ) o  _ ~ oo~-=" 
0 l l ~  ~mO Sb 

aul der reellen • liegen. 7eine weiter unten lolgende Darstellung 
untersoheidet sieh yon diesem Gedankengange nur darin, dal~ ich den 
Kakeyasehen Sat~ nicht dutch einen Grenziibergang, sondern dutch eine 
sinngem~.~e Naohbildimg der pr~iziseren BehandJung, die Herr Hurwi tz  
diesem Seize zuteil werden lie~, auf des ,,kontinuierlich Unendliche" 
fibertrage. Bei diesem etwas miihsameren Verfahren erhiilt man genauere 
Resultate. 

w 

Analogon des Kakeyaschen Satzes. 

Ieh will im Verlauf des vorliegenden Paragraphen fiber die im Inter- 
vaUe 0 ~ t -< 1 definierte Funktion f ( t )  folgende Voraussetztalgen machen: 

i) S. K a k e y a ,  On the Limits of the Roots of an Algebraic Equation with Po- 
sitive Coefficients, The T6hoku Mathematical Journal, Bd. 2, (1912), Nr. 3. 
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f ( t )  positiv, d .h .  f ( t )  > 0, 
f ( t )  nicht abnehmend, d.h.  f ( t ' )  >= f ( t ) ,  wenn t' > t. 

Dariiber hinaus wird ferner angenommen, da$ 
i I--~ 

j ' f  ( t )d t - -  lira f f ( t )dt  existier~. 
0 s = O  0 

Ich unterscheide zwei F~lle (diese Fallanterscheidung ist flit die 
ganze Untersuehung yon Wichtigksi~): ich sage, da$ die Funktion f ( t )  
sich im AusnahmefalI befinde~, wenn sie streckenweise konstant ist, nur 
endiieh viete Sprangstelten hat und ihre s~mtlichen Sprungstellen ratio- 
hale echte Briiehe sind. - -  Liegt der Ausnahmefall nieht vor, so befindet 
sich f (t) im allgemeinen Falle. 

Ich will jetzt den folgenden 8atz beweisen: 

Belindet sich die ~gsitive nivht abnehmende Funktion f ( t ) im allge- 
~neinen Falle, so liegen a~e Null.stellen der ganzen Funlaion 

1 

(5) F ( z ) =  f f ( t ) e ' t d t  
0 

im In~ern der linken Halbebene, d. h. z = x + i y  gesetzt, i~n Gebiete 
x < O. Im  Ausnahme]alle liegen unendlich viele 3"ullstellen yon F ( z ;  
au] der imagingren Achse x = 0 und alle in der abgeschlossenen linken 
Halbebene x ~ O. 

Ieh werde den Beweis in mehreren Schritten erbringen and zuerst 
das Verhalten yon iV(z) auf der imagiI~rem Achse ~mtersuchen. 

I. Ieh will den Ausdr,ack yon F ( z )  mit ttitfe eines~ St ie l t jesschen 
Integrals umformen. Sei, tier Einfaetlhei~ halber, ~ eine S/etigkeitsstelle~ 
yon  f(t), dann ist, lira f( t)  = f(O) gesetzt, 

t = 0  
r 1 

i y F ( i y )  ----- f (r)  e r ~-- f (  0 ) -- f e'Vtdf(t) -+- i y  f f :~ e ~t  dr. 
0 t 

Daraus folgt welter 
z 1 

! i y F ( i y ) ,  >= f(~ ) -- f(O ;-- i f e ' v t d f ! t ) .  -- ~ Yl f f(t)dt, 
0 

I r r 

i i y F ( i y )  +ly!, , ~ f f ( t )d t  ~>fdf(t)~ -- I fe'~'tdf(t)l'o 

Der Ausdruek reeht~ kann offenbar nieht abnehmen, wenn �9 zanimmt, 
u~d das zwei~e Olied links hat fiir , -  1 den Orermwert O. Wit er- 
halten also : 

�9 , d~'tcl ~ t ) ' t  (6) lim d f ( t ) - -  f f t  ~[---- ~ ( Y )  
~ = 1  0 

existier~ fiir alle y. Ist  L ~ ( y ] > 0 ,  so ist sieher i V ( i y ) ~ O . .  
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Man hat t2(0) = 0, aber oi~enbar Y(0)  ~ 0. Da F ( i y )  u n d / ' ( - -  i y )  
konjugiert komplex sind, geniigt es iiberhaupt, nut den Fall y > 0 zu be- 
trachten. 

Man kann noch die linke Seite yon (6) etwas anders schreiben. 
Denn sei ~ so bestimmt, dal] 

v r 

f e ~ y t d f ( t )  = e. i'f~ f eS~tdfl t)J 
0 0 

d~nn ist ~, bei festem y, nut eine Funktio~l yon T, 7~---~(z). Ferner ist 

r r v v 

i y t  

0 0 0 0 

II. Hat  f ( t )  unendlieh viele Sprungstellen, so ist s  0 fiir 
y > 0 .  

In tier Tat, seien t r u n d  ,t" zwei verschieddne Sprungstellen yon f( t ) ,  

A' and A" die dazu gehSrigen Spriinge. W~Lhlt man T > t', ~ . t " ,  so 
ergibt sich 

0 

Ist D ( y o ) =  0, so gibt es zwei ganze Zahlen m '  und m", so dab 

Yo t' - -  q~ = 2 ~z m' ,  y t "  - -  c# = 2 n,m", 

und flit Yo > 0 folgt weiter 

(s) , t " - t ' l -  ] re'i_> 
' Yo ' - -  Yo 

Gibt es abet unendlieh viele Sprungstellen, so gibt es unter ihnen 
beliebig benachbarte~ und die Relation (8) kann nicht flit zwei beliebige 
Sprungstellen t '  und t" riehtig sein. Damit ist ~ II. erwiesen. 

III.  Ist  f ( t )  im Intervalle a ~ t ~ b stetig, und ist f ( b )  > f ( a ) ,  so 
ist ~ O ( y ) > 0  fiir y > 0 .  

H~lt man y lest, mid l~Bt man m alle ganze Zahlen durchlaufen, 
so fallen in das Intervall a < t < b nut endlich viele Punkte der Form 

t - - ~ ( b ) + 2 ~ m  
y 

etwa t~, t~, . . . ,  t~_~. Es sei 

a = to < t ~ < t ~ < . . . < t ~ _ ~ < t ~ = b .  

Da nach Voraussetzung 

f ( t ~ ) - -  f ( to)  + f( t~.)--  f ( t ~ ) + . . .  -+- f ( t  ) - -  f ( t~_~)  = f ( b )  - -  f ( a )  > 0 
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ist, gibt es em Intervall ( t ,_ t ,  t,), so dab 

f(t~) - -  f ( t , _ l )  > O. 

Und welter, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit, gibt es ein e ~ 0, so dal~ 

f(t~ - -  e) - -  f ( i ,_~ + e) > O. 

Aber im Intervall t~ ~ ~ e ~ t  ~ t ~ - - e  verschwindet sin '2 y t - ~  nicht~ 

hat also daselbst ein bestimmtes positives Minimum, etwa it. Alles zu- 
sammengefaBt, ist 

0 t~. ~ +  ~" 

_> 2 ~(f(t= - ~) - l(t~_l + ~)) > 0, 
w. z. b. w. 

IV. Wean 2'(z) auf de~ imagin~ren Achse wmchwindet ,  so liegt 
flit f ( t )  der Ausnahmefall vor. 

Verschwindet F ( z )  auf der imagiaaren Achse, so darf f ( t )  nur end- 
lich viele Sprungstellen haben (nach II.) und in den Stetigkeit~intervatlen 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Sprungstellen muB f ( t )  konstant sein 
(nach III.). Sind also die Spruugstellen yon f ( t )  die Pmlkte t~, t~, . . . ,  Q, 

0 ~ t  o ~ t ~ t e ~ . . . < t ~ , ~ t ~ + ~ - : l  

so ist im Intervall t~ < t -< t~+~ die Funktion f ( t )  konstant, f ( t )  =: c,. 
(~ = 0, 1, . . . ,  n), wobei 

(9)  0 < r < c~ <~c~ < . . .  < c ~ .  

F (~) muB also die F o r e  haben 

10) z F ( z )  v o ( e Z t ~ - - l ) + c ~ i e  z ~ -  ~ ' = . e / + . . . . - - ~ c . ( e ~ - - e ~ t ' O  

c,e - c o - - (  ~ - - ( c ~ - c ~ ) e  ~'- . - - ( c , , - c ,~_~)  . - -  . - -  C o ) e  , . .  

Daraus folgt 

In der Ungleichung (11) kann c/as Gleichheitszeichen darm und nur 
dann erreicht werden, wean alle GrS~en 

e l y  eiyta~ eiytn . . . ,  eiyt~ 

positiv aus/alle~. Durum ist es nStig, d ~  es gaz~e Zahten q, p~, p~ . . . . .  p ,  

gibt, d~rart, dab 

D a y  ~ O, and Iolgiich auch q > 0 seLu mu_~, wird 
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sein. So ist IV. und damit der wesentlichste Teil des am Ardang dieses 
Paragraphen ausgesprochenen Satzes erwiesen. 

V. In der positiven Halbebene 

(18) ~ > 0 

kann E(z)  nicht verschwinden. 
Denn es ist 

1 

F(x  ~- iy) = f e~t f ( t )e~tdt .  
0 

Unter der Bedingung (13) ist e~tf(t) zugleich mit f ( t )  positiv undnicht- 
abnehmend und befindet sich sieher nicht im Ausnahmefall. 

Was das Vorhandensein des Ausnahmefalles eigentlieh bedeutet, kann 
durch folgend e Bemerkung aufgekl~rt werden: 

VI. Der Ausnahmefall ffir f ( t)  tritt dann und nur dann ein, werm 
es eine Konstante q gibt, so beschaffen, dab _~(qlgu) lgu eine ganze 
rationale Funktion yon u wird. 

Soil 
(14) 2' (q lgu)  lgu : P (u) 

sein, wo P(u)  ein Polynom bedeutet, so muB P(1)=~ 0, also 

(15) P (u) = (u -- 1) P i ( u )  

sein, wo P1 (u) wieder ein Polynom ist. Setzt man q lgu ~ z, so folgt 
aus (5), (14) and (15): 

z z :1 

zF( z ) -~q (eT- -  1)P1 (eT) = z f f ( t ) eZ td t .  
0 

I)Uher muB F(z) fiir z ~ - •  2 q s i ,  _--+ 4q~i,  . ' .  versehwinden, also f(t) 
sich (nach IV.) im Ausnahmefall befinden. Dies war zuerst zu zeigen. 

z 

Im Ausr~hmefall ist nach (10) und (12), u-~ea gesetzt, 

(16) q l g u _ F ( q l g u ) = c o ( u  ~ ' - l )  q-c~(u ~ ' - u  ~ ' ) q - . . . + % ( u  a - u  ~.) 

= (u --'1) (e o q- cou "q-... q- CoU~t -1 q- ci u~' -}-... q- c,~uq-1.). 
Die Iragliche Funktion ist also wirklich ein Polynom in u. 
Genauer ist auf der rechten Seite yon (16) der Faktor yon u - - 1  

ein Polynom mit nicht abnehmenclen, positiven Koeffizienten. Da q eine 
positive ganze Zahl bedeutet, kommt die Ungleichung ~ Cq l g u ) ~  0 auf 
l u t ~  1 hinaus. So haben wit beil~iufig auch den Kakeyaschen Satz be- 
wiesen, allerdings ohne die yon Herrn Hurwi t z  ~) hinzugefiigte Pr~zisierung. 

-*) .A. Hurwi.tz, ~ber einen Satz des tterrn Kakey~, The T6hoku Mathematical 
Journal, Bd. 4, Nr. 3. Vgl. auch Landau, Neuere Ergebnisse der Funktionentheorie, 
Berlin 1916, S. 20. 
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w  

Trigonometrische Polynome mit nur reellen Nullstellen. 

Ich betrachte das Polynom 

(17) P (z )  --= a o 4 al z 4 a~ z ~ 4 . . .  4 a , ~ z  '~, 

yon dem ich folgende Voraussetzungen mache: 
1. Alle Koeffizienten sind reell, a ,  > 0. 
2. Alle Iqullstellen liegen im Innern des Einheitskreises, d.h.  im Ge- 

biete I zi < 1. 
Beide Voraussetzungen sind z. B. dann erfiillt, wenn 

(18) 0 < ao < al < a~. < : . . .  -< a ,  

ist, und zwar infolge ~les Kal~eyaschen Sat~es. 

I. Beide trigonometrischen Polynome: 

(19) u ( z ) = a  o + a l c o s z 4 a , , c o s 2 z 4 . . .  4 a ,  c o s n z ,  

(20) v ( z ) =  a 1 sinz -+- a~ s i n 2 z ~ . . .  - ~ a ~ s i n n z  

haben im Intervalle 0 _< z < 2 ~r genau 2 n. einfache Nullstellen. 
In der Tat, bezeichnen ~ r  mit w~, w ~ , . . . ,  w,, die Nullstellen des 

Polynoms (17), mehrfache mit ihrer Vielfachheit geschrieben. Setzt man, 
bei reellem x, 

e ~ --  w~ =- Q e ~ ,  (~, = 1, 2, 3 . . . . .  ~)  

so wird der Winkel V', sich stetig mit  x vergrSt]ern und am 2 ~ mmehmen, 
wenn x um 2 zt zunimmt. Daher nimmt auch der Winkel 

= ~1 4 ~,~ 4 . . .  4 ~,, 

stA4nclig zu mit  zunehmendem z und vergrSl]ert sich um 2 n:r, wenn sich x 
um 2 ~ vergrSBert. Setzt man 

_ R e  ~ "  

so ist (x noch immer reell angenommen) 

Aus diesen Formeln (21) ist die Behauptung I ohne weiteres ersichtlich, 
und noch manche andere, z. B. folgende Tat~aehen: L~$t man x alle 
zeelten Werte ~lrchlaufen, so Iiegt zwisehen je zwei ~'ullstellen yon u (x )  
genau eine yon v ( x )  mad zwischen je zwei Nulls/ellen yon v ( x )  genau 
eine yon u(x) .  Es ist 
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(22) u ( x ] v ' ( x ) - - u ' ( x ) v ( x ) = : u ' ( x ) d t g g - - R  dm -d--xx > 0  

USW. 

II. Die trigonometrischen Polynome (19) and (20) haben nur reel]e 
Nullstellen. 

Setzt man 
e i z  ~. 

so ist 

u ( z )  - a o  § a ,  - - ~ - - -  ~ a._, ..... ~ -  §  T , , - - - F  . . . . .  ' 

v(z) = a, 

und beide Gleichungen 

~(,)-- o, ~( ,)=o 
ergeben je eine Gleichung 2 n - t e n  Grades fiir $. Von diesen letzteren 
haben wit schon 2 n verschiedene Wurzeln unter I. gefunden. Diese miissen 
also alle Wurzeln sein, und folglich entsprechen alle Wurzeln reellen Werten 
VOll Z~ W. Z . b . W .  

III.  Seien ), und i~ ~eell, 2 ~ ~-~u~ > q. Dann haben die beiclen 
trigonometrischen Polynome 

(24) ,~,,(z) + ~(~) 
nut reelle einfache Nallstellen, die sic]a gegenseitig trennen. 

Setzt man 

so isg Iiir reelles x, die vorangehenden Bezeichnungen beibehalten, 

* u  (x) --  F*v(x) --- -~e cos ( T  § a),  f * u ( x ) § 2 4 7  

und der Beweis geht so weiter wie unter I. und II. 
_~[an kann yon diesen Siitzen durch grenziibergang noch manche andere 

ableiten, z. B. den folgendea Sa.tz: 

IV. Ist  a reeti und bestehen die Ungleichungen 

a > 0 ,  d > O ,  

(25) 0 =<~ =<a~ =<... _<<~, 
so hat die Funktion 

a o cos (ax -~ a) ~ a~ cos ((a -~- d ) x  q- a) q- a., cos ((a -~- 2d) x q- r:) -}-. . .  
q- a~cos ((a q- nd)x  -}- a) 

nut reelle NullsteIlen. 
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a rational, a p Ist das Verh~ltnis -d ~ = V' wo p und r ganze Zahlen 

sind, und ist nicht nut (25"), sondern auch i18) erffillt, so fol@ IV. ohne 
weiteres aus dem Vorangehenden dutch die Betrachtung des Polynoms 

C~oXP ~ C~lXP + r  I " T a., x p + 2 r  ~.. . �9 - -+- C~n x ~ + n r  

das alle seine Nullstellen im Innern.des Einheitskreises hat. Sonst kann 
man IV. dttrch Grenziibergang ableiten, auf Grund eines heute geliufigen, 
zuerst yon Herrn I-Iurwitz s) hervorgehobenen und bewiesenen Satzes fiber 
Folgen analytiseher ~Funktionen. 

Im n~chsten Paragraphen will ich auf andere Grenzfille eingehen. 

w 

Trigonometrisehe Integrale mit nur reellen Nullstellen. 

Ich will jetzt zu meinem eigentlichen Gegenstand, zur Untersuohung 
tier Fm~ktionen 

1 

< 1) U (z) = f f ( t )  cos zt dt ,  
0 

1 

(2i v (z) =. f t ( t )  sin td , 
0 

fibergehen. 

Die Funktion f ( t )  soll den in w 1 aufgez~hlten Bedingungen geniigen, 
d.h.  sie sei positiv, lficht abnehmead und im IntervaU (0, I) (even~ueI1 
uneigentlieh) integrabel. Es besteh~ folgeader Sat.z: 

Die Funkgonen U(z)  und V(z), oder atlgemeiner, die Funk*loT, 
2 U ( z ) - - p V ( z ) ,  wobei 2 und # beliebige reelle Konstanten sirtd, ~ben  
nut  reelle Nullstellen, und zwar sind alle ihre Nullstellen einfach, wenn 
in bezug au] f( t)  der (in, 8 1 de]inierte) allge~nei~e Fall vorliegt. 

Ich setze 
n--I ~ n--I r 

U ~ ( z ) = n  f \ n  e - c o s ~ ,  V,~(z't=~ f E e~s in  
~ = 0  r = O  

Die Funk~ionen U~ (z) trod ]7 (z) haben nut reelle Nullstellen, die iibrigens 
einfach sind lind sich gegenseitig ~rennen, Wegen tier hlnzugefti~en Fak- 

toren e ~" (vgl. w 2). Wie ieh wohl hier nich~ r~her auszufiihren brauche ~), 

a) A. H u r w i t z ,  t3ber die Nullste~en der Besselschen Funktion, Math. Annalen. 
Bd. ~8 (1889), S. 246--266, vgL S. 249. 

4) Mere ka~n aieh aueh zue~t  auf den Fall besehrinken, wo lira f ( f )  end~ch 

ist, und dann n o c h ~ n  Grenzfibergang vornehmen. 
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ist in jedem endliehen Bereiche der z-Ebene gleichms 

lira U,(~)-~,U(z), lira V,(z)= V(z). 

Daher haben die ~-hmktionen U (z), V (z), ,~U(z)- #V (z) sieherlieh nur 
reelle Nullstellen. 

Dat3 die Nulls~ellen im allgemeinen Falle ~ats~ehlich einfaoh sind, 
geniigt es b lo t  fiir die Funktion V(z) zu zeigen. 

I. Eine ,m-faehe Nullstelle yon V (z) ist eine mindestens m -  1-faehe 
Nullstelle yon U(z) .  

Man bezeiehne mit z o die fragliehe m-faehe Nullstelle yon V(z). In 
einen beliebigen Kreis, der z o zum Mittelpunkte hat, fallen naeh dem oben 
zitierten Satze yon Herrn H u r w i t z  genau m Nullstellen yon V,~(z), so- 
bald nur n e i n e  gewisse Grenze iibersteigt. Die Nullstellen yon V~(z) 
werden dutch die yon U~(z) getrennt. Folglieh liegen in dem fraglichen 
Krels mindestens ,m--1 Nullstellen yon U,(z) fiir geniigend grol~es n. 
Daher ist I. richtig. 

Ieh brauehe nur noch folgendes zu zeigen: 

II. Befindet sieh f(t) im allgemeinen Fall, so haben U(z)und V(z) 
keine gemeinsamen Nullstellen. 

Dies ist abet in der Tat riehtig. Denn eine gemeinsame, notwendiger- 
weise reelle Nullsteile von U(z) und V (z) wiirde eine rein imagins 
Nullstelle des Integrals 

1 

(5) F(z) = f f(t)e~dt 
0 

liefern. Solehe gibt es aber naeh w 1 nieht, wenn f(t) sieh im allgemeinen 
FMte befindet. 

Man beaehte, dag, wem~ f ( t )  sieh im Ausnahmefalle befindet, U(z) 
mad V (z) unendtieh viele gemeinsame Nullstellen haben, und zwar immer 
aueh solet~e, die fiir,V(z) doppelte Nullstellen sin& Dies geht aus der 
Formel (16) von j 1 leieht hervor. U(z) hat aueh im Ausnahmefalle 
keine mehrfachen Nullsteilen. Vgl. weiter tmten j 6, I. 

Den eben bewiesenen S~itzen lassen sieh nor manehe andere hiazu- 
fiigen, z. B. der folgende Satz:  

III.  Liegt fiir f(t) der allgemeine Fall v.or, so ist fiir alle reellen 
Werte x 

v v '  <,,) - v '  v (x) > o. 

Dureh Grenziibergang aus der fiir trigonometrisehe Polynome giiltigen 
Formel (22) kama nur >_~ an Stelle yon > gefolgert werden. Wiirde 
aber ein Wel t  x o existieren, so besehaffen, dag 



w~re, so kSnnte 
2" ~ / ~ "  > 0 und 
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(~o) v' (~o) - u '  (~o> v ~ o )  --- o 

man zv~ei reelle Zahlen ~, tt bestimmen, so dal~ 

U(~o)  - ~ V( .o )  - -  0, 
u '  (%) - ~ v '  ( % ) =  0 

w/~re. Dann h~tte die Funktion ~ U ( x ) - - t t  V ( x )  f i i r  x - - = x  o eine mehr- 
lathe Nullstelle. Dies ist bei atlgemeinem f ( t )  ausgeschlossen, und damit  
der Satz I I I  bewiesen. 

IV. Ha t  f~ (t) die yon f ( t )  vorausgesetzten Eigenschaften, und wird 

1 1 

U~(z)= f f~(t)cosz~dt, V~(z)- f f~(t)sinztdt 
o @ 

gesetzt, so haben die Fun~ ionen  

u(z)u~(z)-v(z)v~(~), u(~)v~(z)+v(~)u~(z) 
nut reelle Nullstellen. 

Man beweist IV dutch Betrachtung des Polynoms 

- 7 . . .  , \ n /  "" ' ~ n / 

und anschliel~enden Grenziibergang. 
Man sieht, wie man dieselben Uberlegungen noch auf mannigfaahe 

Weisen kombilfieren karma). ~ Um die Resultate za  erl/iutern, k~lm 
man zu der Funktion yon Typus U (z) 

I 

d. h. zu tier 0-~en Besse l schen  Funk~ion, die Funktion 
1 
f s i n z t  | (--1)*z e~+l 

~ 0  0 

vom Typns V ( z )  als ,,GefAhrten" zuordnen. Diese Funktionen haben 
nut  reelle Nullst~llen, die einfach sind trod sich gegenseitig t~mnnen usw. 

~) Die S~tzo III  und IV sind im folgenden S~tz enthalten, dessen Beweis uas 
jetz~ zu welt vom Wege ablenken wfirde: Die pos~tiven Nullstellea yon U(z) seien 
0c~, ~ ,  ~ ,  . . . ,  die yon I t (z)etwa ~ ,  fl~, ~ . . . .  Dann sind die Par~ialbruohent- 
wicMungen 

2 - t ~ - ~ = . ~ v , ( ~ . )  ~ ~ ,  v ( ~ )  = ~- ~ . , - - ~ _ - - r - : . :  

durehgehends giiltig and haben nat positive Residuen. Dabei ist, der Einfachheit hal- 
ber, vorausgesetzt, daft f(~) sioh im allgemei~en Falle befindet. 
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w 

Nachtriige und Beispiele zu w 1. 

Es ist hs bequem, einen Tell der Ergebnisse des w 1 so zu for- 
mulieren : 

I. Die _~unktion f ( t )  sei /i~r a < t < b 8tetig, positiv (d. h. > O) 
und,  abgesehen ev. yon endlich vielen Punkten,  
]iir a < t < b 

(26) ~ <  f'(t)<~, 
= f(t) = 

so kann das Integral 
b 

(27) f f'(t)e" dt 

di//erenzierbar. I~t 

nur  ]iir solche Werte z verschwinden, die im o//enen Strei/en 

(28) ~ < x < f l  
liegen ( z =  x Jr-iy),  abgesehen yon dem einzigen Ausnahme/at l  

(29) f ( t )  = e et+d. ( c u n d  d konstant) 

D.h. der eiazige Ausnahmefall stellt sieh darm ein, wenn der Streifen (28) 
sieh auf eine vertikale Gerade reduziert. Wie man leieht nachreehnet, liegen 
in diesem Ausnahmefall alle Nullstellen auf der betreffenden Geraden, oder 
diese Gerade is~ die Konvergenzgrenze fiir das Integral (27). 

8ind a und b beide endlieh, so kann man sich auf die Betraehtuag 
yon a = 0, b ~ 1 besehrs wie die Formel 

b 1 

f f ( t )  e zt dt  = (b -- a) e az f f ( a  § (b -- a ) t )  e (b-a)zt dt  
a 0 

zeigt. Lineare ganze reelle Transformationen yon z and t fiigen nichts 
Neues dem ausgesprochenen Satze hinzu. 

Nun ist ,  
l 

F ( z )  = f f ( t )  e ~ d t  
0 

gesetzt, 
1 

0 

1 1 

F ( a  -- z ) =  f f ( t ) e" t  e -Z td t  = e~-Zf f ( 1  -- t ) e - " t  e"tdt .  
0 0 

Die eine oder die andere dieser Formeln kann versagen, wem~ a 
oder fl unendlich ist. Dann ist aber aueh der betreffende Teil des Satzes 
nichtssagend. Naeh Voraussetzung (26) ist 
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(gD ) d - h i  = - f ( 1 - t ) e  >___o, 

und zwar nicht identisch glMch 0, wenn der Fall (29) ausgeschlossen 
ist. Dies vomusgesetzt, sind also beide positive Ftmktionen 

f(t)e f ( 1  - t ) e  

nicht abnehmend und nicht konstant. Damit ist abet auch die einzig 
m6gliche Art ausgeschlossen, auf die sich der anfangs definierte Ausnahmefall 
fiir stetige Funktionen einstellen kann. Die NullsteUen yon a v ( f l §  
und F ( a -  z) haben also negativen reellen Tell, w. z. b. w. 

Ist a oder b unendIich, so ergibt sich der Sat~ dutch die Uber- 
legungen in w 1, I and w I, III ,  wie ieh das hiex nieht ins einzelne 
ausfiihren will. Wenn man sieh mit ~ an Stelle yon ~ zu~eden gibt~ 
folgt er auch dutch Grenziibergang .aus dem schon bewiesenen Teil. An- 
wendbar ist er selbstverst~ndlich nur im Innern des Konvergenz- 
gebietes des Integrals (27). 

Als Beispiel diene die ganze Fmlktion 

f u z-I e-U du = f eZ-- 'd t ,  
1 O 

die man hie und da in ZusammenI~.ng mit der F-Funl~ion zu betrachten 
pfle~t. Man hat in diesem Falle 

d%_ i ~/ t  gr(t))---~ e t, 

also ist ~ ~ 1 and fl-~-0o. Daher liegen alle Nullstellen in der Halb- 
ebene x ~ 1. 

Man karm zeigen, daI~ die obere Grenze der Realteile der Nult- 
stelten wirklich § co ist. Der Maximalbetrag der Funktion auf dem 
Kxeise i z i = r ist nach tier Stirl ingschen Formel ~V2-~e( ' - � 89  
Daraus schlie~t man nach den Elementen der Hadamardsehen Theorie, 
dab es unendlich viele Nullstellen gibt (oder genauer, dab cter Konvergenz- 
exponent der NullstelIen gleich 1 ist und da~ die Stunme der reziproken 
Nullstellen absolut divergiert), tVlan hat 

m 

i 1 t ~ . + l e - U d ~  ' 
ez ez(z4-1) ~-z'z 1" �9 ( + ) J  

1 1 

ur~ daher ist, in jedem vertikalen Streifen 1 ~ x __~ a, gleichm~d~ig in x, 

Lf l im(z §  uc'+~v~-l e-~du------ e 
1 

Mathemat i iche  Zei t~hr i f t .  I I .  ~5  
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Folglich gibt es in einem solchen Streifen yon endlicher Dicke a - -  1 nut 
endlich viele Nullstelten. So gibt es beliebig welt nach reehts gelegene 
Nullstellen, w. z. b. w. 

f '  (t) Dann liegen II .  Man bezeichne mit y die obere Grenze yon T(T) " 

die Nullstellen des Integrals 

U (z) = f f (t) cos z t dr, 
0 

z ~ x + i y  gesetzt, im offenen Streifen - -  ;I < Y < -~ r- 
Ein Ausnahmefall stellt sich ein fiir 

a 

f sin az 
vcosztdt - - - - -c  z ' 

0 

wo y = 0 und kein offener Streifeix vorhanden ist. 
Wird f(t) als efiue geraAe Funktion aufgefaBt, f ( - - t ) =  f(t), so ist 

+ a  

U ( i z )  = ~. f f ( t )  e ~t a t ,  

und I I  kommt auf I zuriick. 
Z. B. "liegen alle Nullstellen der Funktion 

tt 

f e_a(zsinaz_oosaz)+ 1 (80) e- t  e o s z t d t  : ze+ 1 

im horizontalen Streifen 

(31) 

- -  z - ~  z + i  

- - l < y < ~ - l .  

Ich will zeigen, dab die Ungleichung (31) nicht verbessert werden karm, 
werm man a frei variieren l ~ t .  

Es ist nicht uninteressant zu bemerken, dab die Funkt ion (30) nut 
endlich viele imagin~ire Nullstellen hat. Sie ist fiir gro~es z (a  wird lest 

gedacht) ~ e-~sinaz also stimmen ihre Nutlstellen asymptotisch mit 
Z 

denjenigen yon sin az  iiberein; sie sired, abgesehen yon endlieh vielen, 
einfach und reell, letzteres aus Symmetriegriinden6). Die hnzahl der 
imagin~ren Nullstellen wi~ehst abet m i t a  ins Unendliche. Man betraehte 

~) Die dureh (1) gegebene Funktion U (z) hat nut eudlich v/ele ima~in~re 
Nullstellen, wenn f (t) reell, f (1) ~ 0, f '  (t) existierb und gewisse einfadhe Regula~ 
rit~ts "bedmgungen er~llt. Auf die rechte Seite yon (80) ist auch die bei Hurwi~z, 
t~ber die Wurzeln e/niger transzendenter Gleichungen, M~itteilungen d. Mathem. Ge- 
sellschaft in Hamburg, II (1890), S. 2 5 ~ 3 1 ,  dargelegte Methode anwendbar. 
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i ' 2n~ (n-~- + l, + 2, + 3 , . . . )  und man sehlage n~imtieh die Punkte z = t - ~ -  -- -- 

1 Auf der Peripherie dieser Kreise ist um jeden einen Kreis yore Radius a "  

2n~ i~ 
(32) z = i + a a 

r  i~ (n = =]= 1, • 2, =h 3 , . . . ) .  

Auf den Kreislinien (32) wird die Funktion (30) gleieh 

i a t  ' -C--1  eC-xa--1 J2~=/--a{~5(C)--qg(~)}" 
2 ~ 2 n ~ - i C  2 n ~ - i ~ + 2 a i  

Die Funk'tion r versehwindet fiir r = 0, also als l~mktion yon z im 
Mietelpm~kte des Kreises (32). Auf der Peripherie ist abet 

q~(r 2n: , - i r  ec-~a-1 
ai(C)-~-2n~+2ai-iC" e - c _ l  " 

1 
Bezeiehnet man mit M das Maximum yon auf dem Kreis- l,-c-lt 

rand (32), so ist yon einem gewissen a an sieher 

(33) ~(C)I 2 n = + l  ( M +  1). 

Es gibt mit waehsendem a immer mehr ganze Zahlen n, ffir welehe die 
reehte Seite der Ungleiehung (33), und folglich aueh die linke < 1 wit& 
Also gibt es, wenn a w~iehs~, immer mehr Kzeise (32), in deren lnnern 
die l~mktion (30) sieher versehwinclet. Die Anraht der irnagimXren Null- 
stellen der l~nkt ion (30) w~/ast also m i t a  fiber aUe Grenzen and ge- 
wisse dieser NnllateUen sehmlegen sieh immer enger den beidem Oe2raden 
y = •  an. 

Ubrigens train die Funk~ion (30) in irgendeinem festen, endlichen, 
abgeschlossenen Bereiehe, das ganz im Streifen (31) liegt, keine Null- 
stellen haben, wenn a genfigend grol~ ist. Man hat  n~imlieh in diesem 
Strei~en 

1 
lira re-' eosztdt=-,+----f, 

und die Orenzhmk~ion hat  iiberhaupt keine NuUstellen. Dies Zusammen- 
d r ~ g e n  der NulIstellen an der Konvergenzgrenze steht im Eink]ang mJt; 
gewissen neueren Untersuehungen fiber Folgen analytischer Fnnlrtionen 7). 

~) Vgl. E. Lindwart  mad G. P61ya, (~ber einen Zusammenhang z~isehen der 
Konvergenz yon Polynomfotgen und dor Yerbeilung ihrer Wurzeln, Rendiconti del 
Oireoto Matematieo, Palermo, Bd. 37 (1914), S. 297--$04; R. Jentzsch,  Unter- 
suchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funl~-ionen, Acta Mathematica, Bd. 41, 
S. 219--251. 

25* 
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w 

t ~ e r  einen Sate yon Hurwitz. 

Herr Hurwi t z  machte reich, als ich ihm meine bisher dargelegten 
Untersuchungen mitteilte, auf einen verwandten Satz aufmerksam, den er 
vor Jahren land mad der so lautet: 

Die im Intervalle -- 1 < t < -~ 1 de/inierte Funktion f ( t ) sei gerade, 
f ( - - t )  ~- f ( t ) .  Ihre ]Yourier-Koeffizienten seien alternierend, d.h.  

(3&) f ( t ) ) ~ � 8 9  c o s ~ t - ~ a o ~ c o s 2 ~ t Q - a a c o s 3 ~ t - ~ - . . .  

gesetzt, sei 

(35) a o > 0 ,  a l < 0 ,  a ~ > 0 ,  % < 0 , . . .  
1 

Dann hat die ganze Funktion U(z) ~- f f ( t )  cos z t d t  nur redle ein/ache 
0 

Nullstellen, die so verteilt sind, daft ]edes der Intervalle 

(36) . . .  ( - - 2 ~ ,  - -~ ) ,  ( - - ~ ,  0), (0, n), (~, 2~) ,  . . .  

genau eine Nullstelle enth~lt, und zwar im Innern. 

Dieser Satz seheint auf den e~sten Bliek in einer andern Richtung 
zu tiegen als die bisher behandelten Fragen. Sein Beweis erSffnet abet, 
wie wir bald sehen werden, einen neuen Weg, auf dem die Ergebnisse 
yon w 3 teilweise n~u bewie~en und sehr veffeinert werden kSrmen. Diesen 
Beweis will ich im vorliegenden Paragraphen clarlegen mit einigen leiehten, 
abet fiir den vorliegenden Zweck nicht belanglosen Erweiterungen. 

Nur eine Bemerkung sei vorausgeschiek~. Dal3 die Funktion U(z) 
unendlich viele reelle Nullstellen hat, ist in der Voraussetzung des Satzes 
sozusagen unmittelbar enthalten, denn die ,,:(quivalenz" (34) bedeutet 
nut das Bestehen der Gleichungen 

+ 1  

a.----- f f ( t )  cos n ~ t d t  = 2 U ( n z )  (n ~ O, 1, 2 . . . .  ). 
- - i  

Die Voraussetzung (35) besagt also eigentlich, dal~ 

(37) U(e.)>o, u (8 . )<o  . . . .  

Daher ist eviden.t, dal~ sieh in jedem der Intervalle (36) mindestens ei~e 
Nullstelle yon U(z) befindet. Der springende Pu~kt ist zu zeigen, da~ 
die so erhaltenen Nullstellen iiberhaupt alle Nullstellen yon U(z) aus- 
machen, 

Der Beweis yon Herrn H u r w i t z  stiitzt sieh auf die Partislbrueh- 
entwieldtmg 

(38) v(z)  ~r(o) 1 
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Ich will diese Entwicklung unter der Voraussetzung beweisen, dal3 die 
(R i e m a n n schen, eventuell uneigentlichen) Integrale 

1 i 

f f(t)dt,  f if(t)ldt 
o 0 

existieren. 

I. Zu gegebenem ~? > 0 kann man eine Konstante M = M(~?) finden~ 
derart,  dab flit solche z, die allen Ungleichungen 

(39) I z - - n ~ I ~ ) .  n =  O, • 1, • 2, :i: 3, . . .  

geniigen, 

U(z) < M .  (40)  ~i.~ = 

]Kit ancleren Worten: Sohneidet man aus der komplexen Efiene unendlich 
viele Kreise aus, die alle re.it 6emselben Radius V am die Nullstellen yon 
sin z herum besohrieben sind, so ist in der iibrigbleibenden durchlScherten 

Ebene die Funktion U(z). beschr~inkt. 
s i n  Z 

In der Halbebene y ~ 1 ist 

[sin(x g- iy)]= 2i :>�89 
1 1 

l U(x + iy) i = ]�89 (,e r ")'+ e'-'~+v)')dt! < e~fIf(t)  Jdt, 
0 0 

1 1 

~ f [ f ( t ) Id t  ~ J~f( t ) tdt  

sin(wq-iy) t ~  1--a-~u ----- 1--e -"~ ' 

also beschri~nl~. ~hnlich in-der  Halbebene y ~ -  1. 

In dem iibrigbteibenden durchlScherten Streiien ist 1 .... regular 
sin z 

und periodisch, also sicher beschrhnkt. Und sogar im vollen Streifen 
- l _ _ < y = < + ~  ist 

1 

I U ( x + i y )  J = < e f j f ( t ) ! d t .  
0 

Damit ist der Beweis yon I. erbracht. 

II.  Die Reihe 

1 t 

konvergiert gIeichm~i~ig in jedem endlichen abgeschlossenen Bereich, der 
d i e  Punk~e z ~ 0, • ~, --q-_ 2 :z, . . .  nieh~ en~h~lt. 

Die Folge U(0 ) ,  U ( ~ ) ,  U(2 : r ) ,  . . .  ist besehr~nkt, nach einer Be- 
merkung am Encle yon I. So kommt man auf die Reihe 
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1 ~ 2z 

deren absolute and gleichm~13ige Konvergenz geniigend bekannt ist. 

III .  Die in der ganzen Ebene analytische Funktion 
r ~s 

S i I l Z  ~ . 4  r  ~ ~ 

ist eine Konstante. 
Man bezeichne mit G a die Kreislinie l z 1 : (n  -J- �89 ~ (n  = 1, 2, 3,' . .). 

Wenn z innerhalb G, liegtl was yon einem gewissen n an sicher der 
Fall ist, so besteht 

J - n  

1 U(w) dw U(z) _j_ o o s ~ ( ~ - z ) '  
2~i  sinw w - z  sinz 

das Integral in posi~ivem Umlaufssinn erstreckt. Anders a usgedriickt, ist 

i f  v(w)~w 2(-1).~v(,~)z (41) ~ ( z )  = ~ .~  ~ w _ z  z ~ _ ~  
On ~=n+l 

Auf s~ntlichen Kreisen 0 ,  besteht nach I. eine Ungleichung (40). Daher is~ 

c. 

woraus man a~ff G ~ d  yon II. leieht schliei~t, da$ in der ganzen Ebene 

Die Funktion 9~(z) ist also eine Konstante, mad zwar die Null, da sie 
angerade ist, ~ (-- z) = -- ~v (z). Damit ist die Partialbruchentwicklung (38) 
bewiesem 

Das eben Bewiesene kann auch dutch die Formel 

+ n  

(42) U(z) = lira ~ ( -1)"  U(,,=) 
sinz z--r~ 

ausgedriiek'~ werclen. Die rationale Funktion, die under dem Limes-Zeichen 
an der rechten Sei~e yon (42) steht, ]~ann fiir hSehstens 2 n verschiedene 
W e r e  yon z versehwinden und variiert yon -J-co his - - c o ,  werm z die 
reelle Aehse entlang yon u~ bis (~ -}- 1 )n  wandert, ~ ~- -- n ,  . .. -- 2, -- 1, 
0, 1 , . . .  n - -1 .  Daher liegt je eine i]arer Nullstellen in diesen Intervallen 
(r~r, (v-J-1)~),  mad sie hat  auSer diesen 2 n  einfachen ,Nullstellen keine 
anderen. Ubertrigt man diese Verhiltnisse dutch G~enziibergang auf' die 

Funk~ion U (z) sin z '  so e~hil$ man den vorausgeschiokten Satz yon Herrn 
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Hurwi tz .  DaB sich die Nullstellen w~hrend des Grenziibergangs au:f die 
Endpunkte eines Intervalls (r~, (~-~-1)~) heransehieben, ist dutch die 
Voraussetzung (37) a priori ausgeschlossen. 

Verschiedene Erweiterungen des eben dargelegten Hurwitzschen Ge- 
dankenganges liegen auf der Hand. Der Partialbruchentwicldung (38) 
lassen sich mehrere ~hnliche zur Seite stelleni z.B. die folgenden (man 
beachte, dab U(z) gerade mad V(z) ungerade ist): 

(43) Y(z) y(O) U 1 t T /  i 1 I \ : 2  + + - "  

(44) V(z) V'(O) V(~) ( 1 _~_ 1 ~ V ( 2 = )  ( 1__~_ ~ 1  1 
~si--n-7 = ~ = ,:---=~-- 7T-~J----T;-~ ~ - - - : - ~ + ~ + ' ~ J - " '  

die sieh besor~ders niitzlich erweisen werden und ebenso oder noch etwas 
kfirzer bewiesen werden kSnnen als (38). Man kann ferner mit denselben 
Hilfsmitfeln, & t~ dutch Beacht~mag dex Vorzeichen~inderungen der Ihmk- 
tion zwischen zwei konsekutiven Polen und durch • der Null- 
stellen noch manche andere Sitze fiber die Nullstellen ra~ionaler Funk- 
~ionen aufstetlen, die geeignet sind, auf gewisse meromorphe l~unktionen 
dutch Grenzfibergang iibertragen zu werden. Ich will bier einen einfachen 
t~all durchdiskuDieren, der uns sparer nfitzlich sein wird. 

IV. Es sei 
O ~ a ~ < a ~ < a s < . . . < a , , ,  

A ~ > 0 ,  A 4 > 0 ,  A , > 0 ,  . . . ,  A ~ > 0  

und B reell. Die ras Funk~on 

(45) ~--4--~+... + + 7 - 4 ~ + - / +  + , _ ~  , . . .  

hat; eine mad nur eine Nulls~elle in jedem der Intervalle 

( - - a n , -  an-x) , - . - , ( - -a3 , - -a~ . ) ,  (--a,,--a~),(a~,a.2),(a~,az),...,(an-~,an), 
wie aueh B beschaffen sein mag. AuSer diesen 2 n -  2 kann es noch 
zwei NuIIstellen geben, die enf4~egengesetzt gleiah sind und sich folgender: 
magen nach B riehten: 

1- B > O .  
Beide Nullstellen sind reelt, die positive liegt im In~ervalle (0, a~). 

2. - - 2 ( A x + A ~ + . . . + A , , ) < B < O .  
Beide Nulls~llen sind rein imagingr. 

3. B < - -  2(A~ ~ A ~  + . . .  + A , ) .  
Beide Nullstetlen reelI, die positfive liege im Intervalle (a, ,  -~-co). 
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Zum Beweise ist es am einfachsten, (45) mit z zu multiplizieren und 
claim als Funktion yon z ~ zu betrachten. Man erhglt IV., indem man die 
Vorzeichen~nclerun~gen beiIn Einsetzen yon $~------ ~ ,  0, a ~ -  0, a~rq - 0, 

0, ~ beachtet. Der Fall 1) ist a ~ - 0 ,  a ~ §  . . . ,  a s -  a s + 0 ,  +o0 
uns kiirzlich auI der rec]aten Seite v on (42) begegnet. 

Die Entscheidung dariiber, ob der Fall 2) oder ob der Fall 3) vor- 
liegt, wird in einigen nachfolgsnden Anwendungen nicht eben bequem sein. 
Achten wit aber nut au~ die Nullstellen der Grenzfi~nktion, so kann uns 
folgende einfache Bemerkung aus der Verlegenheit ~helfen: 

V. Die Funktion U (z) hat keine rein imagin~ire Nullstelle, wenn alle 
Glieder der Folge 

1 1 1 

(46) f f(t)dt, f f(t)$~dt, f f(t)t'dt . . . .  

0 0 0 

gleiches Vorzeiehen haben, und sie hat genau zwei rein imagin~re Null- 
stellen, wenn die Folge (46) einen Vorzeiehenwechsel aufweis~. 

Die erste Behauptung leuchte~ aus der Formel 

i . . r  y~, / 

~ 0  

otme weiteres ein. Har abet die Folge (46) einen Zeichenwechsel, so lehrt 
dieselbe Formel (47), da~ V ( O ) u n d  U(icx~) entgegengesetztes Zeichen 
haben und es mindestens zwei rein imagin~re Nullstellen gibt. DaB es 
nicht mehr gibt, ist eine Folge der yon L a g u e r r e  s) verallgemeinerten 
Descartesschen Zeichenregel: (Dieser letzte Tell ist flit unsexn Zweck 
nicht so wesen~lich.) Man kann in bezug auf V(z) analoge Betrachtungen 
anstellei Insbesondere gilt: ist f(t) positiv, so hat keine der beiden 
l~m~ionen U(z) mid V (z) rein imagin~re Nullstellen. 

w 

Die Trennung der Nullstellen. 

Ich werde in diesem Paragraphen die Nulls~llen der Funk~onen 
1 

(1) v (~) = f f(z) ~o, ~tdz, 
0 

1 

(2) v(~) = f f(t) ,in~tdt 
0 

separieren, d.h. ich werde Intervalle angeben, in denen eine und nut eine 
Nulls~elle liegt. Da U(z) gerade und V(z) ungerade ist, geniigt es in 

s) L a g u e r r e ,  (Euvres,  Bd. I, S. 3--5. 
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beiden Fiillen, nut die Lage der positiven Nulls~ellen festzus~ellen. Ober 
die Fun t~on  f(t) werde ich verschiedene Vorausse~zungen machen, abet 
bis zur Erw~hnung des Gegenteils sollen die Iolgenden festgehalten werden: 

1 

f(t) ist flit 0 < t < l  definiert und das Integral ff(t)dt exis~ert. 
0 

I. Es sei. f(t) > 0 und nict~ abnehmend. Dann hat U(z) nut reelle 

einfaehe Nults~ellen. Das Intervall (0, 2)enthi i l t  keine Nullstelle und 

jedes der Intervalle 

zr 3 : r  (? ,  ? ) ,  (? ,  ... 
genau eine, imd zwar im Innern. 

Man hat 
1 

U(O)= f f(t)dt > O. 
0 

Ferner ist flit n = O, l, 2, 3 , . . .  
1 

1 4 n + l  
yg f f(t)cos(4n+t)w2t.dt= f [(t)cos(4n+l)-~t.dt 

0 0 
4 ~ + 1  1 

4 n + l  4 n + l  

-t-~4 f f(t)cos(4n+l)~t.dt~ f f(t)eos(4n+l)-~t.dt>O, 
r=l ~--8 0 

4~+i 

1 4 ~ + 8  ~ + 3  # 4 n + ~ \  

f f(t)eos(4n+3){t.dt= f + f + f(t)eos(tn+3)-~t.dt'= 
0 ~ 2 ' 

4 , n +  5 

f f(t) cos(4n+3)~t.dt<O. 
2 

4 ~ + 3  

D. h. es ist 

( - t  
In der Pargialbruehentwickhmg 

(4s )  ~(~)  ~r(o) ~ 1 1 ~ t _- + - - - ;  + + . . . . .  
zeos~ z ~ \ - - ~  z + ~ l  ~2 

ist also das Residuum im Pole z = 0 posifiv, in allen iibrigen Polen negativ. 
Die bei einem beliebigen n abgebroehene Partialbruehen~deklung ist also, 
abgesehen yon einem unwesenttichen Fak~r  --1, vom Typus (45), trod 
der Satz w 5, IV. wird anwendbar, wobei es nut unentschieden bleibt, ob 
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wir uns im Falle 2) oder 3) befinden. Die reellen Nullstellen yon U(z) 
sind also auf alle Falle so verteilt, wie angegeben wurde; es bleibt (yore 
Standpunkte des w 5) vorderhand hum noch unentschieden, ob U(z) 
noch ein paar rein imagin~e Nullstellen hat oder rdcht. Der Satz w 5, V. 
entscheidet abet dafiir, dab U(z) nut  reelle Nullstellen hat  g). 

II. Es sei f(t):>O und nicht abnehmend. Wenn f(t) nicht dem 
Ausnahmefall (ira Sinne yon w 1) angehS~, so hat V (z) nut  reelle ein- 
fache Nullstellen. Das IntervalI (0, ~) enthalt nut  die Nullstelle z----0, 
und jedes der Intervalle 

(~, 2~), (2~ ,  3~) ,  (3~,  4~)  . . . .  

enth~il~ genau eine Nullstelle, und zwar im Innern. 
Es ist zuerst 

1 

v (~) = f f (t) sin ~t.dt > 0, 
0 

ersichtlieherweise. Ferner ist 

V(2~)  ---- f f(t)  sin 2~t.dt---- f sin 2~t  ( f ( t )  -- f (1  -- t))dt. 
0 0 ,  

Die ~mkt ion  - - f ( t ) + f ( ! - - t )  is~ defmiert und nicht zunehmend flit 
0 < t ~ �89 und versehwindet f ik t ---- �89 Da f(t) keine Konstante ist, so mu~ 

lira (f(t)- f ( 1 -  t)) < 0 

sein. Da,raus Ieuehtet dana 
v(2~) < o 

(nioht -----0) ein. Nun sieht man, dal~ allgemein fiirn-----1, 2, 3 . . . .  
1 2 ~ + 1  

2n,+ l  ~ 2 ~ + i  

g ( ( 2 n §  1 ) : ) =  f f(t)sin(2n§ f /(t)sin(2nq-1)z~t.dt 
0 g , = l  2:,,-- 

i 2 ~ $ + 1  

2 ~ + 1  

_~ j" f ( t ) s in (2n- t -1 )a t -d t  > 0 
o 

") Definiert man f(t) durch f(--t)=f(t), f(t+2)=--f(t) far allo reellen 
nioht ganzzahligen Werte yon t, so ist 

U(O)=! f(t)dt= 2 n + 1  
~ : 0  - - - -  

2 
Le~ztere Formel zei~, dab die ~nn~hern'den rationalen Funktionen sich hn Falle 3) 
des w 5, IV. befinden. -- ~an kSnnte dieselbe Formel auch dutch Residuenrechnung 
finden. 
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~ d  
2 n  

~=I 0 

i s t . .Denn V ( 2 n ~ )  kSrmte nut dann gleich 0 sein, werm die I~hmktion f ( t )  
7) 

in jedem Intervall yon der Form ~ 1  < t <  ~ ( ~ =  1, 2 . . . .  , n) konstant 

w~re, also dora Ausnahmefatl angehSrte. 
Zusammenfassend ist 

(49) V ( ~ ) > 0 ,  V ( 2 ~ ) < 0 ,  V ( 3 ~ ) > 0 ,  r ( 4 ~ ) < 0  . . . .  

Nimmt man noch 
1 

V' (O) = f t f ( t )d t  > 0 
0 

Mnzu, so sieht man, da~ die Partialbruchentwicklung 

im Pole $-----0 ein positives Residuum, in den iibrigen Polen z =  :[:~, 
• 2 ~, + 3 ~ , . . .  negative Residua hat. Sat~ II ergibt sich, w~e I, aus 
w 5, IV. und w 5, V. % 

III. Es sei f(t) waehsend, nirgends konkav und 

f ( t )  = o .  

Dann hat V (z') in jedem der I n t ~ e  

eine einfache NullstelIe, mad zwar im Innern, auflerhalb derselben ~ ine  
positive Nulls~elle und iiberhaupt keine imaginRre Nullstelte. 

In III. werden sowohl die Voraussetzungen wie die Behaup~mngen 
yon II. vermehrt. DaB f(t) (yon unten gesehen) nirgends konkav ist, 
bedeutet das Bestehen der Ungleichung 

~ {f(t) + f(t')} ~ f(~(t + t')} 
fiir beliebige t, f'. Es folgt~), dal~ f(~) ~ 0 < ~ < 1 ein~ b e ~ m ~ o  

~o) Man kann mi~ Bem~ung Fouri~rsdmr Reilmn oder Cauohyso~e~ lat~g'ml- 
satzes die Beziohung 

beweise~, wod~rdx direkt g~z~igt wi~, d~ die mm~hemden r~iotmlon Funk~onen 
sich im Falls 3) des ~ 5, IV. bcCFmde~. 

xt) Jensen, Sur los ~ o n s  ccmvexes ~ les indg~lit~s entre les valeurs 
moyennes, Aeta M~hematioa, B~_ 30 (i906), S. 175--198. VgL S. 190. 
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rechte Derivierte hat, die icti kurz mit f '  (t) bezeichne, und dab [ '  (t) 
eine nicht abnehmende Funktion ist. Die Voraussetzung, dab f(t)  wachsend 
sei, iibersetzt sich daher in die Ungleichung 

f ' ( t ) > O .  

Man beachte, dab aus der st~indigen Voraussetzung der Existenz des 
1 

Integrals f f(t) at 
0 lira (1 -- t) f ( t ) - -  0 

t = l  

folgt, da f ( t )  best~indig zunimmt. Nun ergibt sich dutch par~ielle Inte- 
gration 

1 1 
F ( 2 n + l ) ~  = f f ( t ) s i n ( 2 n - + - l ) - ~ t . e t =  [ ( t ) c o s ( 2 n + l ) ~ t . d t  

0 ( 2 n + l ) y  

Die Funktion f ' ( t )un ter l i eg t  denselben Bedingungen wie f ( t )  in I. 
Daher wird 

Diese Ungleichungen zusammen mit denen unter (49) ergeben die Er- 
g~inzung, die III. dem Satz II hinzufiigt. 

Satz III ergibt die bekannte Verteilung der Nullstellen der Funktionen 

1 f sin z cos z t sin ztdt := cos z ~_ ~ = ~ (tg z -- z), 
0 z 

1 ~ ( z )  " ' §  

_-f--~_ dt = . ~  ( - -1  Y,-~ i ;. = J~ ( z) . 
�9 , 0 

Die Nullstellen der ersteren n~hern sich asymp~otisch dem redl~ten Ende, 
die der letzteren der Mitre der Intervalle (50). 

IV. Es sei f ( t )  wachsend, nirgends konkav, und seine rechte Deri- 
vierte f ' ( t )  gehSre nicht dem Ausnahmefalle des w 1 an. Dann sind die 
positiven Nullstellen yon U (z) in dem Innern der Iatervalle 

(?, (?, 
enthalten, und zwar liegt in jedem Intervall genau eine einfache NuIlsteUe. 

Man erh~lt dutch partielle Integration 
1 1 

(5t) U(n:t)---of f(t)cosn~t.dt=- ~1 [f'(t)sin~nt.dt. 
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Da f ' ( t )  denselben Bedingungen geniigt, wie f ( t )  unter IL,  so erhiilt 
man nun 

(52) u ( . ) < 0 ,  u ( 2 ~ ) > 0 ,  u (8~)<0 ,  u ( 4 ~ ) > 0  . . . . .  

Diese Ungleichungen zusammen mit denen unter (48) setzen uns in Stand, 
den Satz I zu IV zu erg~inzen. 

Satz IV. kann auf die Besse l sche  Funktion 

. : . :  f . = o  r "~' at 
% #  

angewandt werdenl~). 

V.' Es sei f ( t )  positiv, abnehmend, nirgends konvex; wird mit 
f ' ( t )  die rechte Derivierte yon f ( t )  bezeichnet, so gehSre - - i f ( t )  dem 
alIgemeinen Fall veto w i an. Dann hat U(z)  nut reelle Nullstellen, yon 
denen jedes Intervall 

( ,~ .  ~ , ~ ) .  (2,~. 3,~). (a,~. 4,~) . . . .  

je eine und zwar im Innern enth~lt, w~i~rend flit - -  ~ _~ z _~ -~- zt die 
Funlction U(z) > 0 ist. 

Satz V behandelt einen Typus yon Funktionen, iiber den der w 3 
nichts aussagt. Der Beweis ist ~ihnlich wie in den vorangehenden Fs 
durcb partielle Integration wird f i i r n  = 1, 2, 3 . . . .  

t I 

U ( . . )  = f f ( t ) c o s ~ r t d ,  = 1 / ( _  f,($)) ~m~=,d$, 
.0 n 

also nach den En~wioklungen unter II. 

u ( ~ ) > 0 ,  u ( 2 . ) < 0 ,  u (8~ )>o ,  u ( 4 ~ ) < 0 , . . . .  
Selbstve~sf~ndHeh ist U ( 0 ) >  0; jetzt sehliel~t man aus der H u r w i t z -  
sehen Partialbruchentwicklung (38), aus w 5, IV. mad w 5, Y., wie unter 
I. und II. 

Um zu zeigen, wie viele MSglichkeiten es noch gibt, die vorangehen- 
den Uberlegungen mit andern zu kombiniexen, gebe ich" noch felgemle~ ~ :  

VI. Es se l f ( t ) zunehmend ,  konvex, u n d f ( a ) = = 0  ( 0 < a <  1). Die 
Funktion U (z) ha~ dann keine oder zwei hnagi~re  NullstelIen, je nachdem 

1 

(53) f f(t)d~ ~ o. 
O 

~) Fiir diese Vert~ilung der N ~ l l e n  der Besselschen Funktion hat auch 
Herr t turwi tz  einen Bewels ge~ebeu, tier eb.e~falls ~ seinem Prinzip de6 Grenz- 
iibergangs veto AIgebraise3mn & u s  ]~erah~. Vgl. 1. c.  6 ) .  
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Die Ungleichungen (52) folgen ebenso, wie unter IV. aus der durch 
partielle Integration gewonnenen Formel (51). Wendet man die Partial- 
bruchzerlegung (38) an, so ergibt sich aus w 5, IV., dab nut die beiden 
in VI. genannten MSglichkeiten f l i t  die Nullstellen ~on U(z) vorliegen 
kSnnen. Um diese anseinanderzuhalten, denke man sieh v yon 0 his 
+ co stetig variierend. Dann w~iehst die Funktion yon 

• f~(,),'~,--- ~. I r<,)l. (~-)"~,+ . ' r~,) i ({-)"d, 
0 0 ~ 

best~indig und strebt offenbar gegen -+-co. Die in w 5, V. betrachtete 
Folge (46) zeigt also keinen oder einen Zeiehenwechsel, nach dern ersten 
oder zweiten Fail der Alternative (53). Somit ist VI. bewiesen. 

Z.B.  hat die transzendente Gleiehung 

1 

J o ( z ) - c - - ; - =  ~j~-~,, c eo~zt.~t-=0 
0 

keine imagin~iren Nullstellen, wenn c < 1, und genau zwei, wenn o > 1. 

Endlieh will ich noch einen sehr eilffaehen Fall betrachten, wo das 
Integrationsintervall unendlich ist. 

VII. Es sei f ( t ) >  0 und best~ndig abnehmend. Dann kam~ das 
Integral 

f f(t) sinztdt 
0 

flit keinen posi~iven Weft yon z verschwinden. Ist f(t) zugleich konvex, 
so ka~m d ~  Integral 

0 

keinen l~eellen Welt von z verschwinden. 

Man hat 

/ f ( t )  sin zt dt 
0 

=/ .m ~,{r(,)- r(, + ~)+ r(, + ?- ) -  ~(, + ~-)+... }~, > o. 
oo 

0 0 

Man kSnnte leicht, wie in vorangehenden F~illen, genau die sehr enge 
Funktionenklasse bestimmen, die den AusnahmefaIl yon VII. bilde~. 
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Ats Beispiel zu verschiedenen S~itzen dieses Paragraphen be~rach~e 
ich die ganze Funk~ion yon z 

~ ~4 

1 (~+2)  (~+ 3) -~- (~+2) (:r (~ +4) (~+5) - - . . .  

1 
= 1)f(1-t)~ 

0 

und ich will die Ver~mderungen ihrer l~ullstellen verfolgen, wenn der 
reelle Parameter a yon ~-co  bis -- i abnimmt. Man hat, yon einem 
positiven Faktor abgesehen, 

f(,)----(1 -~)=  :> O, f'(t)---- - - a ( 1 - t )  "-:~, f"(t)= a ( a - 1 ) ( 1 - - t )  ~- ' .  

1. a > 1. Demnach f ' ( t )  < 0, ( ' ( t )  > 0. 

Keine reellen l~ultstelten nach den Schliissen in VII. 

2. a ~ l .  

Die Funktion 2 1 - cos z z~ hat nut reelte doppelte NullsteUen. Die posi- 

riven sind z = 2 :r, 4 x, 6 ~ . . . . .  

3. 0 < a < l .  D e m n a c h f ' ( t ) < 0 ,  f " ( t ) < 0 .  

In Anwendung yon V., nur reelle eirdache Nullstellen, je eine posi- 
tive im Innern der I~ervalle (:~, 2g) ,  (2n,  3~),  . . . .  

4. a - ~ 0 .  

Die Fnn]r$ion s~___z, ] i~t  ~ lU~tle ~ N n | ~ l l e g t ,  g-----~, 2~t,  g 

5. - - l < a < 0 .  D e m n a c h f ' ( t ) > 0 ,  f ( t ) > 0 .  

In hnwendung yon IV., nut reelle einiache Nullstellen, je eine posi- 

tive im Innern der Intervalle (~ ,  ~),  ( ~ ,  2 ~ z ) , . . . .  

6. a = -  1. (Nut die Reihendarstellung giilVig.) 
~g 

Die Funktion cos z has nut reelle einfache NuUstellen in z - ~ -  2"  
3 ~  5 ~  
2 '  2 ' ' " "  

Beachtet man d6n Weg ~ k~dmsten posii~ven N ~ e  bei 
iexenclem a, so sieh$ man, da~ die S~$ze IV und V mSglichst enge 
Gren~eu angeberL Von I., II . ,  IH.  kann man dasselbe dutch ebenso 

e ~ e  ~ d e  ze'~en. 
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w  

Bestimmung des Konvergenzexponenten. 

Es sei f( t)  im Intervalle 0 < t < 1 definiert. 1oh setze die Existenz 
tier ( R i e m a n n  schen, ev. uneigentlichen ) Integrale 

1 1 

f f ( t )d t ,  f [f(t) l d t > O  
o 0 

vorau4, Die von 0 verschiedenen Nullstellen der ganzen Funktion 
1 

(5) F(z )  = f f ( t ) e " d t  
0 

seien, mehr/ache mit ihrer Vielfachheit angeschrieben, mi$ al, a~, a s . . . .  
bezeichnet. Es ist 

l 1 1 
(54) I~1 pl+~ + ~  11+~ + ~-'" 

]i~r jedes e ~ 0 konvergent, und 

1 1 1 (5~) ~ ~,---~; + ~-~ + ~-~ + . . .  
divergent. 

In diesem Satze ist die Voraussetzung der Endlichkeit des Intervalls 
wesentlich, wie das Beispiel 

t ~ $1 
+ , =  _ _  + ~ -  

f e ~ , " d * = Y ~ ,  

zeigt. -- Von f ( t)  ist nicht vorausgesetzt, dab es nur reelle Werte annimmt. 
Es ist 

1 

(56) I r(z)L g ei'l f [f(t)t dr. 
0 

Aus dieser Ungleichung folgt schon bekanntlich die Konvergenz der 
Reihe (54). 

Der Ungleiehtmg (56) zufolge is~ •(z) auf alle F~lle eine Funk~ion 
yore Geschlecht 0 ocler 1. W~re die Reihe (55) konvergent, so wiirde 
F(z)  die Form 

(57) P(~) = e~ 

haben, wo c eine Konstante and 

(58) g(z ) - -=-Cz~(1- -~)  ( 1 - -  ~ )  ( 1 - -  ~ ) . . .  

eine Funktioa vom Gesehlecht 0 ist, die alle Nullstellea yon F(z )  mit 
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richtiger Vielfachheit ebenfalls zu  Nullstellen hat. &Is ganze Funktion 
vom Geschlecht 0, hRtte g(z) bekannthch die Eigenschaft, da~ zu jedem 
e >  0 ein R- -R(e )  auf die Weise anzugeben ist, dab fiir !z I > R  die 
Ungleichung 

g (~) I < e' l.f 

besteht. Daher definierte nach einem wichtigen Sstze des Herrn W i g e r t  is) 
die flit I xl < t e-C [ konvergente Potenzreihe 

r = g(0) + g(1)  ~~ + g (~)e~~ ~ + g ( 8 ) e 8 . ~  +. . .  
= F ( 0 )  ~- F ( 1 ) x  ~- ~ ( 2 ) z  2 ~-/~ (3)x s + . . . ,  

eine Funktion, die in der ganzen x-Ebene eindeutig und, ausgenommen 
im l~nlrte' x----e -~, fiberaU regular w~re. 

Diese le~te Folge der Vorausse~zung (57) ist aber sichez unrichtig. 
Denn nach (5) kann 

1 

0 

1. 1 

1 -xe t  ~---~ 
0 1 

gesetzt werden. Man schliel~t zuerst, da~ die Darsteltung (59) ha  Kreise 
e : x I < 1 und dann, naeh dem Prin~p dex analytischea Fort~ei~mng, daiI 
sie iiberall giiltig ist, ausgenommen hSchs~ems die Pnn]vte der S~ecke 

_1 < x <: 1 auf der positiven reeHen Achse. Nun kann man abet sicher an  
e 

dieser Strecke einen yon e -~ verschiedenen Pnnl~t 7 finden, dexart, da~ 
t - - - -  lgr  ein Ste~igkeitspunkt der Funktion f (Q und 

f ( -  lg 7) �9 0 

wird. Es ist sber bekanntlich, wenn ~ durch positive Werte gegen 0 st-rebt, 

l i m ( ~ ( 7 - ~ i , "  -- ~(~, -- iV)) = 2 n i f ( - -  lg~,) + 0, 
7/=0 

also entweder ist die Funktion ~b(x) mehrdeutig, oder sie ist im Pfink~ 
x----r =~ e-r singul~. Der Widerspruch 15st sich nut  dann, wenn man 
die Voruussetzung (57) fallen l ~ t  und damit die Divergenz der Reihe (55) 

zagibt, w. .z .b .w.  

~) vgt. S. Wigert,  Sur lea fonctions entii~res, (~rvvrsigt ~I K. Vetensksps- 
Akademiens FSrhaadlingav (1900), S. 1001--I011. Vgt. ~uoh G. Faber,  ~ber die 
Fortsetzb~rkeit gewisser Taytorseher Reihen, Msthem. Annalen, Bd. 57 (1903), 
S. 369--388, oder auch das Lehrbuch yon G. Vivanti,  Theorie der eindeutigen aa~- 
lytischen Funkt-ionen (deutsoh yon A. Gutzmer), Leipzig (1906), S. 452ff. 
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Dureh den bewiesenen Satz haben wir zugleic h Aufkl~rung fiber die 
Nullstellen der ganzen Funktionen yon der Form 2U(z)--ixV(z).ge_ 
wonnen. Denn seizt man 

[ ~-~+j-" r(t) f~  t > 0, 
h(l)  

~ f ( - t )  ~ t < o ,  
so ist 

1 + i  

f f ($)(2ooszt  --  i~sinzt)dt = f h(t) e"dt.  
0 - -1  

Dal3 die Funl~ionen 2 U(z) -- #~ V (z) unendlich viele Nullstellen mit dem 
Konvergen~xponenten 1 haben, und dab die Summe der reziproken Null- 
stellen nicht absolut konvergieren kann, war schon .aus w 3 und w 6 in 
vieten F~llen emichtlichl~). 

Ich will noch eine kleine Bemerlamg fiber die benutzte Methode 
machen. DaB aus der Ungleichung (56) und aus der Anmihme der Kon- 
vergenz der Reihe (55) die Gleiehung (57) folgt --  wobei 

eine likmktion veto Gesehlecht 0 bed'eutete - - ,  wird in der H a d a m a r d -  
sohen Theorie dutch eine Reihe yon Schlflssen hergeleitet, deren wiohtigster 
auf folgenclem Satze beruht: zu beliebig vorgegebenem 8 > 0 gibt esKreise 
] x } = r 1, i x [ = r,, . . .  mit unendlich wachsenden Raxiien (lira r ,  = oo), 
auf deren Peripherie die Ungleichung "=~ 

(60) [ g(~) t > e-'i'z 
besteht. Ieh will zeigen, dab dieser Satz auch als Folgerung des zitierten 
Wigertschen Satzes au~gefaBt werden kann. In der Tat, man betrachte 
neben der li~lnkt:lon (58) die ~anktion 

die ebenfalls veto Geschleoht 0 ist und nut reelle positive Nullstellen hst. 
Die Ftm_~ionen g(z) und G(z) sind durch die Ungleiehtmgen 

~61) i a(i~I) ! < !g(~)!-<(-  1)' G(-I~ I) 
verbunden. Naeh dem Wigertsehen Satze hat die Potenzreihe 

~4) Hat ~ U(z)--/~ V(z) nur reelle Nullstellen, so ist es ein Grenzwert yon Poly- 
nomen mit nut zeelIen NullsteIlen. Vgl. G. P61ya und I. Schur, ~er zwei Arten 
yon Fak~renfolgen in der Theorie der algebraischen Gleichungon, Journal fiir Mathe- 
matik, Bd. 14r (1914), S. 89-113. Dureh die Methoden dieser Arbeit lassen sich 
manche Einzelheiten in w 3 und w 6 yon einer neuen Seite auffassen. 
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G(o) + a(1)~ + ~(2) ~ + . . .  

nu~ den Punkt z---~ 1, diesen abet ganz gew]l~ zum singulhren Punk'te. 
Datum mul~ 

sein. Also gibt es zu jedem e > 0 unendlieh viele ganze ZaMen n, so dab 

t a ( - ) l >  ~-~" 
gilt. Vergleioht man dies mit  der linken Seit~ yon (61), so finder man, 

die Ungleichung (60) auf unendlich vielea Kreisen (sogar mit ganz- 
zahligen Radien) erfiillt ist, w. z. b. w. 

(E~ngegangen am 30. April 1918.) 


