
Sur  un  probl~me de probabi] i t~s  re la f i f  aux  f rac t ions  cont inues .  
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Dans un r~cent article de ce recueil*), M. Felix Bernstein croit d4- 
couvrir une contradiction entre un de ses r~suttats et un ~nonc~ que j'ai 
donn~ i l  y a quelques ann~es.**) I1 n'y a en r~alit~ aucune contradiction; 
il su~it pour s'assurer qu'il ne peut pas y en avoir, de constater l'ana- 
logie compI~te entre Ies formules p. 267. 268 03o) et p. 425--427 (Be); 
cette a~Jogie est patrols masqu6e par les differences de notations. De 
plus, M. Berns~ein fair sur l'ind4pendanee des probabilit~ une remarque 
qui~ si elle n'iut%me en rien rues r~sul~ats, es~ n~nmoins juste en 
elle-m~me. I1 ne me paralt done pas inutile de reprendrd bri~vemen~ la 
question. 

Ce qui est exaet dans l~objeetion de ~5~ Bernstein~ o'est que le raison- 
nement que j'ai donn~ p. 248--251 (Be) suppose les probabilit~s ind~- 
pendant~ e~ dolt ~re  modifi~ iorsqu'eUes ne le son~ pas. Mais cet~e 
modification du raisonnemen~ est aisle e~ n'entraine aueune medicat ion 
dans le r~sultat; e'est ce que je voudrais montrer ici, en d~veloppant eom- 
pl~temen~ le raisonnement clans le cas oil les probabilit~s ne sent pas 
ind~pendantes. On consta~era clue cette nouvelle d~monst~ation ne diff'ere 
pas sensibtemen~ de ee que deviendrait la d~monstration du M4moire cit~ 
si ron y d~veloppai~ tous les  caleuls so~  forme ~@re. 

Nous consids une inKait4 d~nombrable d'~preuves successives, 
qui ~sont num~rot~es ~ l~aide des hombres entiers dans leur ordre naturel; 
la !~robabilit~ du cas favorable es~ d~sign~e par ~ ,  pour r~preuve de 
~ u g  ~; la probabilit~ du cas d~favorable est ~ ~ 1 --p~. 

*) Felix ~ ,  ~bez eine Anwendung dex Mengenleh~e auf ei~ aus tier 
Thvo~e der s~k~i~m S~Srungen herrfi~ndes Problem, Math. A~, 71 (19tl)~ 
1~- 41~--~9. Je d~Jgnexai ce travail par Be. 

~) ~ l e  Betel, Les probabili~ d~nombrables et leurs applications arith- 
m~iclue~ Rend. (X~c. Mat. Palermo 27 (1909), p. 247--271. J~ d~eignexai ce travail par Be. 
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Nous supposons ClUe ~ et q~ d~ignent  les l~robabilit~s globales, lors- 
qne ron  ~ o r e  le r ~ l ~  des ~ - - 1  pre~hres  6preuves i lorsque l 'oa 
connait ces r6sultats, la probabilit6, au lieu d'etre lo~, aura g6n~ralemen~. 
une valour diff6rente, comprise cependant par hypoth~se entre des limites 
~nnues p" et p~: 

Nous supposerons essenf~ellement tous los p~ et ~ous los p~ d/ff~rents de 
0 et de 1. l~ous dirons que nous sommes dans h ~ s  de convergence si 
los deux s~ries 

0) '  --Yp~, 
(i)" .~.p: 
son~ convergentes et que nous somraes clan~ le caB de divergence lorsqu~ 
ces deux s6ries sent divergentes.*) Nous allons ~tudier l e c a s  de conver~ 
gence**); nous d~signerons par A 0 la probabilit6 pour que lecas  favorably 
ne so produise jamais, par A,  la prohabilit6 pour c e e a s  favorable se 
produise ]~ lois e~ 1~ lois seulement, par A~ la probabilit6 pour qu'il se 
produise une inflnif~ de lois. ]1 est 6vident que l'on a: 

Ao+ ~ +  ~h + . . .  + A| 1. 

Notre bu~ est de d6montrer clue l'on a: 

~ 0 .  

I1 suffit done de  prouver la relation 

~ o + ~ + . . . + A , +  . . . .  ~. 
Cette sdrie ~ termes positifs ayant une somme bien ddtermin6e, fl suffi~ 
6videmment de prouver qu'elle diff~ro de l'unif~ aussi peu que t'on your.. 
Pour cola nous remarquerons que, 1~ s6rie (1)" ~tant eonvergente, on peut 

~out hombre donn6 ~ faire correspondre un hombre ~ ~1 que l'on aif~ 

Nous allons ~valuer I~ somme 
,_%=. ,~+.~ + . . .  + A,; 

et d~mon~rer que cede somme est sup6rieure ~ 1 --  ~; il en r~sui~era qu~ 
ta s~rie /~ termes positifs, qu/ ne pout d~passar 1, est bien ~6gale/~ I. 

*) On volt que darts le cas off los prob~bilit~s ne sent pas ind61~adantes, i~ 
pout arriver clue la s~rie (1)" converge e~ ClUe la s6rie (1)" diverge; c'e~ un ca~ 
nouveau que je lsisse de c6f~ aujourd'hui. 

**) On ~errait d'une manY, re analogue que lee conclusions de mo~ m6moirer 
subsis~en~ clans lecas de divergence. 
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Calculons les divers brines de ee~b somme e~, pour cela, pr4cisons 
les notations. 

La probabiU~4 du cas favorable ~ la premiere 4preuve a 6s d4sign4e 
~ar Pl e~ celle du oas d6favorable par ql; nous poserons, pour rendre 
les notations sym6biques: 

ql-~Po- 

Dans ]e cas os la premiere ~preuve a 4~4 favorable, nous d4s~nerons 
yar  fan la probabili~4 du cas favorable ~ la deuxi~me 4preuve e~ par Pie 
la probabi/it6 du cas d4favorable; si Ia premiere 6preuve a 6~ d4favorable, 
~a probabi]/~4 du cas favorable s la deuxi~me 4preuve sera P01 e~ la 
t)robabilitg du cas dgfavorable sera Poo- 

De m6me 2oll d6signe Ia probabilit~ du eas favorable ~. la troisi~me 
~preuve lorsque la premiere a g~4 d6favorable e~ la seconde favorable; e~ 
~oooo d6signe la probabilit4 du cas dgfavorable s la quatri~me ~preuve 
iorsque les trois premieres ont 6t4 d6favorables, e~c. 

On a gvidemmeng: 

P11o11 + PoPol = P~, 

P~ P~o + PoPoo = q~, 

iOi PllPni -~- ~lPlOP:t01 ~- i~OP01 Port "~ iOoiO00 PO0~ ----lOs, 

P~P~Pno + P~P~oPmo + PoPo~Po~o + PoPooPooo = qs , 
�9 ~ . �9 . . . .  . . . . .  . ~ o . , �9 

( )n a, de plus, d'apr~s nos hypotheses, a, fl, 7, " '"  d6signan~ 0 on 1, 

Les valeurs de Ao, A~, A~,... sont les suivan~es: 

Ao ~= Po~ooPooo" "", 

~A~ = P~ P~I P~oP~oo Pnooa " " 

+ PlPloPlo~PmmPioloo" "" 

.~oPo~ Ponl%m2ol~oo" " " 

+ PoPoW~c~lPoo~Poollo � 9  
4 -  o . , �9 o �9 
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On voit ClUe, si ron d~signe par U~, YI~', -.. des produi~ tels que le suivant, 
~, 3, Y d~sigaant 0 ou 1 

on peut dcrire, tousles P-fir" "" ~tanL positifs, et par suite ~ous le~ ~ermes 
des sommes A1, A2, . - .  giant positifs: 

Ao = PoP~Pooa ]'I~, 

As > pl/On/Onl ~ ) .  

Si done on ddsigne par P4 la plus petite des quau~itgs H4, l'l~,..., H~:), 
o n  a 

Ao + A~ + A~ + As> (PoP~Po~+" " + P~P~lPm)/)~ �9 

Mats on a gvidemment: 

PoP~)Pem + "'" + P~Pl lPm-~P3  + q~, ~= i 

et pax suite, nous avons 

A~ + AI + A + & > ~',. 

On d6monCrerail de m~me Ia relation 

A~+ A~+ --.  + A~ > ~ + ~ ,  

/)~+~ dgsignant le plus petit des produi~ ]'I~+~ (au nombre de 2'): 

les indices eq, a~,.-. ,  a~ d6signan~ 0 ou 1. 
Mats l'on a~ par exemple: 

e~ par suite: 
ao 

> / ' / ( 1 - ] ; )  > 1 -- ~. 
~ = k + - I  

I1 en rdsult~e sueeessivement: 

A o + A , + . . . + A ~ > I  - -~,  C.Q.F.D.  

Consid~rons la fraction eontinue, comprise entre 0 e~ 1: 

1 

a ~ §  

M~t~matische ~ l ~ a ,  L ~ T T -  ~ 
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e~ oherehons la probabilit~ pour que l'on air: 

On peut se poser, ~ ee suje~ plusieurs probl~mes. 
Probl~me I. -- D~terminer la probabilit~ A o pour que l'in~galit~ (2) 

ne soi~ jamais v~rifi~e. 
Probl~me IL - -  D~terminer la probabilitd A~ pour que Fin6galit~ (2) 

soi~ v~rifi~e pour k valeurs de net k seulemen~ 
Probl~me IIL -- D6t~rminer la probabili~ ~ pour que l'in~li'~ (2) 

soit vdris pour une infinit~ de valeurs de n. 
Les probI~mes I, [ I e t  l l I  correspondent respectivement ~ ceux que 

j'ai d~signds ainsi p. 248---250 (Be); dans le c a s q u e  j'ai appel~ cas de 
c ~ v e r p e ~  , les probabilit~s Ao~ A~ ont des valeurs d~tex-min~es~ ni nulles 
ni i~finies, et l'on a 
(3) o. 
C'est le r~sultat que contes~e M. Bernstein; en r6alitd, la probabilit~ qui 
est diff~rente de z~ro~ dest la probabilitd A 0 et Ia probabititd eompld- 
mentaire 1 --  A o. 

On peut d~duire ce rdsultat des caleuls m~me de M. Bernstein (Be~ p. 429); 
la formule (61) montre en effet que s i n  es~ pris assez grand, les pro- 
duits i~fi~is qui y figurent different aussi peu qu'on veut de l'unit~ et 
fl en e~ de m~me de la mesure de l'ensemble des points pour lesquels 
l'in~galit~ (2) n'est vdriti& que pour an nombre fmi de valeurs de n, 
e'est ~ dire cesse d'etre re'riffle ~ l ~ i r  d'une valeur de n suffisammen~ 
grande (non fix~e d'avance). 

Si l'on se place au point de rue clue j'ai adopM dans men m~moire, 
tout revient ~ d~montrer que si l'on appelle ca~ favorable le eas oil l'in~- 
galit~ (2) est v~riti~e, et si l'on suppose la s~rie 

~(~) 

convorgen~e~ on se trouve dans le cas que j'ai appel~ cas de converge~. 
Or, la probabilifi! Q=,~ pour que Fen air 

/ 

vdrltle des indgalihls de la forme 

(5) -Y < Q~,~< T 
A e t  ~ ~ t  des constantes ind~pendan~es de k (Be, formule (42), p. 426; 

..B% fomules  (23) et suivantes, p. 268). M. Bernstein fair observer ~ s  
j u s ~ m e ~  que cette probabilihl Q ~  n'est pas inddpendante des valeurs 
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de al, a~, . . . ,  a~_l; mais, ~ ~.v scien2 ces valeurs~ elle vgrifie les in- 
ggalit~s (5); comme routes les r celle de M. Bernstein COrame 
la mienne, song basges~ non sur la valeur exacte et tr~s compliqu~e de 
Q~.~ mais sur les indgalit~s (5). ces dSmonstzations ne song en rien 
modifi&s par le fair clue Q~.~ esg variable. 

Si l'on suppose 1~ ~ ~(~), on posera 

et l'on ~roavera la notation avec laqaelle j'ai traitS les probl~mes ]~ H 
eg IF[ (]30. p. 248--250); la sdrie 

esg bien convergence puisqa~elle se r~luig ~ la s~rie (4) multiplige par 
un facgeur inconnu, mais compris entre les nombres fixes A eg .B. On 
peug dire aussi que p~ eg lo~' v~rifieng les in~galitds (5). Le faig que les p ,  
ne song pas constants enia~alne comme on l'a vu une modification de forme 
dans la d~monstxation, mais n'alt~re pas le r~sultat essentiel; si la sdrie (4) 
esg convergente, la probabilits pour que ron ait~ ~ partir d'une certaine 
va]eur de n, 

~ > ~(~) 

est ggale ~ zgro; il y a une probabilit~ ~gale ~ un pour que l'in~galitS 

~. < ~(~) 

soit v~rifi~e, non pour tou~ valeur de n, mais pour les valears de ~ suf- 
fisamment grandes. En d'aatres termes, il y a une probab'flit~ ~gale 
un pour que a. soig asymp~otiquement i~fdrieur ~ ~(n). I1 y a de m~me 
une probabilih~ dgale ~ un pour que a~ soi~ a~ym~totiquemerd ~ u r  

~(~), si la s~rie (4)~ est divergerde~ De sorte qa'il est i~ , imeng pro- 
bable que la croissance asymptotique de a~ est comprise entre route 
fonction ~(n) d~m~& telle que ]a s~rie (4) soit divergente et gouge auia~ 
fonetion donne~ telle que cegte sgrie soit eonvergente. 

Puisque l'occasion m'a ~tS donnge de parler du m~moire de M~ Ber~stein, 
je voadrais dire aussi quelques roots de son Ax/ome (Be~ p. 419). J'ai souveng 
pensg h des considerations de ee genre et je suis convaincu, avec M. Bern- 
stein~ clue la th~orie de la mesure~ et en partieulier de la mesure nulle, 
est appelge ~ jouer an rSle important dans les questions de mgv~nique 
statistique. La di~eultg essentielle darts ces probl~mes est en effe~ 
l'existence possible de mouvements ordonngs, qui song tr~s pea probables, 
mais dent la prohabilitS n'est pas rigonreasemeat dgale ~ zgro. En parti- 
culier~ pour le thgorOne du minimum de ~/ de Boltxma,-, il est bien 
connu que les moavements gels que ~r croisse, soi~ dans ~av~ir~ soit 
darts le passd ~ partir de sa valeur actuetle, song infinimeng moins ~robables 
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que les mouvementm ~els que H dgcroisse (ou conserve sa valeur minimum, 
si elle eat at~ein~e). En r~lit~, si le nombre des molecules n'est pas 
infi~d, l'ensemble des h~ je~ i res  correspondan~ ~ la croissance de /~r n'es~ 
pas de mesure nu/Ze; sa mesure es~ seulement ex~r~mement petite. It 
suffira done dune perimrba~ion exi~rieure excessivement faible, dune a~ion 
s~ellaire sur utv sys~me terresirre par exemple, pour que l'irr~versibilit~ 
me soit pas possible*). C'es~ en ce sens que je comprends l'axiome de 
M. Bernstmin; il revien~ ~ coci: /orat/quer~,nt, u~e joro~d~ite" md~ ou 
e x t r ~  #et~te doit ~*e considgrge eomme ~uivalente ~ l ~ v ~ :  
lffous enimndons par extr~nementpetite une probabilit~ telle clue l'$v~nemen~ 
a~tendu doive se produire une lois, ell moyenne~ dans l'univers accessible 
h l~omme au cours d'une l~riode de ~emps ~r~s grande par rappor~ ~ la 
durde du syst~me solaire. 

*) ~roix mOn arL'icle Bur /es lar/net~ de /a thdor/e ~ /~ /ue  des gas (Ann. Ec. 
Norm. 1906) et ma No~e: ModUles eriChm~iaues et analyti~ues de t'irrgversibil~te" ap- 
loarente (C. R. 15~, p. 11~8). 


