Die komplexen Nullstellen der Besselschen Funktionen.

Von
Emil Hilb in Wiiezburg.

Hurwitz!) hat bewiesen, daB die gerade transzendente Funktion
2"J_,(2) genau 2[»] konjugiert komplexe Nullstellen besitzt, wenn [»]
als groBte ganze Zahl in dem stets als positiv, voriibergehend als nicht
ganzzahlig angenommenen » enthalten ist. Je nachdem [»] gerade oder
ungerade ist, gibt es unter diesen komplexen Nullstellen keine oder zwei
rein imaginire. Dagegen liegen, soweit mir bekannt ist, iiber die kom-
plexen Nullstellen der Funktionen aJ,(2) -4 bJ_,(2), wo @ und b reelle
Zahlen sind, speziell auch iiber die komplexen Nullstellen von Y, (z) so
gut wie keine Resultate vor. Will man hier zu Sitzen iiber endliche
Anzahlen kommen, so muB man sich auf die Halbebene mit positivem
reellen Teil in der z- Ebene beschriinken, fiir welche also, wenn

(1) = re%9,
k23 T
(2) 3£ 053

ist. Die so bestimmte Halbebene nennen wir im folgenden 1 und wir
wahlen als Hauptwerte der vorkommenden Funktionen diejenigen Zweige,
die fiir reelle z in I reell sind.

Im folgenden sollen nun die in der Theorie der Besselschen Funk-
tionen auftretenden Fragen nach endlich vielen komplexen Nullstellen mit
einfachsten Stetiglkeitsbetrachtungen gelst werden. Eine andere Ableitung
wiirde sich aus der Methode ergeben, mit der Falckenberg®) und ich die

Anzahl der Nullstellen der Hauptzweige der Hankelschen Funktionen
bestimmten.

1y A. Hurwitz, Uber die Nullstellen der Bessslsphen Funktionen, Math. Ann.
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§ 1.
Hillssiitze.

Hilfssatz 1. Zwischen zwei die Null nicht einschliefenden reellen
oder rein. imagindren Nullstéllen z,, z, einer im Intervalle (z,, z,)

reellen Losung y, der Differentialgleichu;zg
. i _d
£3) dz (;;f__;.{zw_.)y 0

der Besselschen Funkitonen hat jede andere in (2,, 2,) reelle Losung y,
von (3) genaw eine Nullstelle.

Der Beweis folgt unmittelbar aus
, d dy
4) tnge -nl =0,
wo O eine reelle Konstante ist.

Da fernex
2\2”

(5} Jv{z‘}»_«_,w (%)ij’ {“1}’;(2)

o wil{v+n+1}

keine rein imagindren Nullstellen haben kann, weil in 2-J,(z) fiir rein
imaginires z alle Summanden der rechien Seite von (5) positiv sind und

da ei

7?J,,(;’;) und e 2. J.,(z) fiir rein imaginire z reell sind, so folgt
aus Hilfssatz 1

Hilfssatz 2. J_,(z) kann hichstens zwei rein smagindre Nullstellen
haben, die ibrigens tonjugiert sind.

In entsprechender Weise folgt

Hilfssatz 3. Zwischen 0 und 3 und zwischen 0 und = kann
J_,(z) hochstens je eine reelle "Nullstelle haben.

Die kleinste positive Nullstelle der geraden Funktion z-7J,(z) 1st
nimlich griBer als vg, da in

&)

7: F( f(l w?) Yooszudu

(6) J, (2) =
2

der Integrand fiir reelle positive z <—2~ positiv ist.

Wir wollen nun einige Sitze iiber das asymptotische Verhalten der
Nullstellen ableiten und gehen dazu von den in der Halbebene I fiir grofie
|z| giiltigen angeniherten Darstellungen
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(7 3,{z}x\/§cos§iz~2rjiaz}, ».L,{Z)“—*\;f%%&@%gygl"‘}

aus. Die Wurzeln der Gleichung
(8) at,(z)+bJ.,(2}==0

in der Halbebene I liegen, sofern ihr absoluter Betrag gro8 genug ist, in
beliebiger Niihe der entsprechenden Wurzeln der Gleichung
2v41

(9) :zms(z«—«—zms.:>+bcas<z+2':1n)wi}.

Sind also ¢ und b reell, so 1&Bt sich eine Zahl R angeben, daB fiir alle
positiven », die unterhalb einer festen Zahl N liegen, alle Wurzeln von (8)
in I, deren absoluter Betrag B iibersteigt, reell sind, da aus einer einfachen
Wurzel von (9) bei geniigend groBem absoluten Betrage nicht zwei kon-
jugiert komplexe, in I gelegene Wurzeln von (8) hervorgehen kénnen. Man
kann dieses auch daraus erschlieBen, dal bei reellen ¢ und & nach Hilfssatz 1
eine reelle Wurzel von (8) zwischen zwei reellen positiven Wurzeln von
J.{(z) legen muB, wodurch die aus {9) bei geniigend groBem absoluten

Betrage angenhert erhaltenen Nullstellen von (8) slle eingeordnet sind.
Es gilt also

Hilissatz 4. Fir alle positiven v unterhall einer festen Zahl N
gibt es eine Zakli R, daf (8) bei reellen a und b in der Halbebene 1
keine komplexen Wurzeln vom absoluten Betrag grofer als R hat.

Da 2"J_.{(z) eine ganze gerade Funktion ist, so folgt

Hilfssatz 5. Die komplexen Nullstellen von J_, (2) liegen fiir v < N
dem absoluten Belrage nach unierhald eine: festen Zahl R.

Wir beweisen schlieBlich

Hilfssatz 6. It » keine ganze Zahl, sind o und b reell, aber a = 0,
30 hat (8) keine retn imagindre Wurzel &4.
Wiire niamlich

(10) a( fé)g’{’g%‘ - B(ED) T (E0) =0,
wobei nach (5) %"?’ und (£4)"J_,(£4) reell sind, so wiire
(1) asin'm%g?mo

als imagmirer Teil der linken Seite von (10), was aber unter den ge-
machten Voraussetzungen unméglich ist, ds J,(z) bei positivem » keine
* imagindren Nullstellen hat.
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§ 2.

Beweis des Satzes von Hurwitz.

z*J_, (%) ist eine ganze transzendente Funktion von z, die, wemnn »
gleich einer ganzen Zahl  ist, in (— 1)*2%J, (z) iibergeht, also nach (5)
in z=20 eine 2k-fache Nullstelle hat. Alle Nullstellen von J, (2} sind
reell®). Lassen wir nun » von % aus stetiy wachsen, so kann 2z”.J_.(z)
komplexe Wurzeln entweder durch Zusammenfallen reeller Wurzeln oder
aus dem Unendlichen erhalten.

Das letztere ist wegen Hilfssatz (5) unméglich. Da J.,(z) der Diffe-
rentialgleichung (3) genfigt, so kann es nur in der singuliren Stelle z = 0
eine mehrfache Wurzel haben, z*J_,(2) hat aber, wenn » keine ganze Zahl
ist, einen von Null verschiedenen endlichen Wert in 2 = 0. Istalso[»]=k,
s0 konnen hochstens die fiir » — k in Null zusammengefallenen 2 & Nullstellen
komplex geworden sein und es miissen auch mindestens 2% — 2 komplex
sein, da nach Hilfssatz 3 von den 2k in z =0 vereinigten Nullstellen,
wenn » sich von k aus stetig dndert, hichstens eine positiv und eine negativ
reell werden kann. Aber auch dieses letztere ist unmaéglich, da fiir » =k+1
ja 2k - 2 Nullstellen von 27.J_,(2) nach Null fallen, von denen wegen
Hilfssatz 3 nur zwei vorher reell sein konnten. Ist also » keine ganze
Zahl, [»]=1F, so hat z"J_,(z) 2k komplexe Wurzeln, die, weil z*J_, (2)
reelle Koeffizienten hat und gerade ist, zu je vieren die Ecken eines
Quadrates mit zu den Achsen parallelen Seiten bilden, es sei denn, daB
Nullstellen auf der rein imaginiren Achse liegen. Nach Hilfssatz 2 kann
es héchstens zwei solche geben, ist also {»] ungerade, also 2[»] nicht
durch 4 teilbar, so muB es zwei rein imaginire Nullstellen geben, wihrend
wenn [»] gerade ist, es keine rein imagindre geben kann, da 2[v]—2
nicht dureh 4 teilbar ist.

§ 3.
Komplexe Nullstellen von aJ, (2) -+ b.J.,(#).

Wir nehmen @ und b als reell, » & 0 an und beschrinken z auf die
Halbebene 1 mit.positivem Realteil. Von

(12) y=aJ,(2)+bJ-.(z)
betrachten wir nur den Hauptwert in I und nehmen an, um nicht auf
Bekanntes zuriickzukommen, da8 » eine nicht ganze, -aber positive Zahl

sei, die wir jetzt als fest annehmen. Wir setzen zunichst ¢ = 0, daun
hat y nach § 2, wenn [»] eine gerade Zahl ist, [»] komplexe Nullstellen

% N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen, 8. 161,
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mit positiveru Realteil, wenn [»] ungerade ist, [#»] —1 solche Nullstellen,
dazu noch zwei rein imaginire. — Verindern wir @, so kann, sobald a & 0,
(12) nach Hilfssatz 6 keine rein imaginiren Nullstellen haben, z*y ist fiir
z =0 endlich und von Null verschieden. Wie im § 2 kann sich also bei
Abiinderung von a die Anzahl der komplexen Nullstellen nicht éndern,
und wir haben nur noch zu sehen, was bei ungeradem [»] aus den beiden
rein imaginiren Nullstellen == &4 von J_,(2) wird, wobei es geniigt, |¢|

beliebig klein zu wahlen, wenn -Z— = ¢ gesetzt wird. Wir bestimmen daher

die zu + &4 benachbarten Wurzeln + &4 - & der Gleichung
z* j]_,, (2) —0
2" I (2)
wobei also || mit |¢| nach Null konvergiert. Wir bezeichnen nun mit =
,»Gleichheit abgesehen von einem positivem reellen Faktor, dann ist wegen
(2) fiir reelle positive y

(14) (£i9) T (kiy) = etniv,  (Eig) T (ki 1=~ (=2 +£7),

da bei ungeradem [»] nach (5) 2*J_,(z) in Null einen negativen regilen
Wert hat. Setzt man daher X &¢ -4 fiir z in (13) ein, so erhdlt man
bei Vernachléssigung der hoheren Potenzen von &

3

(13) &+

_ 2£1d
(]5) £ ::L‘T_}_‘;ﬁ":
also wenn
(16) =0, +10,,
(17) 0, = esinvn = — ¢,

da [»] ungerade ist.

Bei ungeradem [»] riicken also die beiden rein imaginiren Nullstellen
in die Halbebene I dann und nur dann hinein, wenn % negativ ist, im
anderen Falle riicken sie in die andere Halbebene. Man hat also

Satz. Sind a und b reell, ist ferner b= 0, so besitzen die Haupt-
werte der Funktionen aJ,(z) -+ bJ_,(z) bei geradem [»] genau [v] kom-
plexe Nullstellen mit positivem Realieil, bei ungeradem [v] enmtweder

[»] —1 oder [v]+1, je nachdem —g- positiv oder negativ ist.

§ 4.
Anzahl der komplexen Nullstellen von Y, (z) in der Halbebene I.
Es ist
(18) Y, (2) = ——(cosval,(2) — J_,(2)).
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Ist » zunichst nicht ganzzahlig, so hat nach § 3 bei geradem [»] der
Hauptwert von Y, {2) [»] komplexe Nullstellen in der Halbebene I, bei
ungeradem [»] aber {¥] —1 oder {»]-1 solche Nullstellen, je nachdem
»—[#]<1, also cosvn <0 oder » —[»]>4, also cosyzm > 0 ist. Es
haben daher auch, wenn » eine ganze Zahl 2n oder 2n -1 wird, Y;u(2)
und Yyns1(2) in der Halbebene I 27 komplexe Nullstellen, da fiir irgend-
eine ganze Zahl k

RN £ 28 £
4
ST CY) I'(s+1) , I (s+k+1
(19) 2*a¥,(z)=22%J,(z)Inz — X (—1)' iwk‘)a(z’{{:zz} -+ I‘({ssfkj-i}})
gai) LA
\ (—g—1) (2 2s
_ZMW&! ,(7>

=0

fiir 2 =0 einen endlichen von Null verschiedenen Wert hat. (bt man z
einen rein imaginiren Wert £¢, so wird der rein imagindre Teil von (19}
(8687, (&) =i, ist also, da J, (%) keine rein imaginiren Nullstellen hat,
sicher von Null verschieden, so daf unter den 27 komplexen Nullstellen
von ¥au(2z) und Yyu.q (2) in der Halbebene I keine rein imaginiiren sind.
Ebenso folgt, daB die Hauptwerte von a¥y,(2)+ b Jan{2z) und a¥ons {2}
- bJynia{z) in der Halbebene I gensu 2n komplexe Nullstellen bei
reellen @ und b haben.

( Ringegangen am 14, April 1922)



