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H u r w i t z  1) hat bewiesen, daft die gerade transzendente Funktion 
z ' J_~(z)  genau 2[ r ]  konjugiert komplexe Nullstellen besitzt, wenn I t]  
als grSl~te ganze Zahl in dem stets als positiv, voriibergehend als nicht 
ganzzahlig angenommenen v enthalten ist. Je nachdem [u] gerade oder 
ungerade ist, gibt es unter  diesen komplexen ~qullstellen keine oder zwei 
rein imagin~ire. Dagegen liegen, soweit mir bekannt ist, fiber die kom- 
plexen Nullstellen der Funktionen a d , ( z ) ~ b J _ , ( z ) ,  ~wo a und b reelle 
Zahlen sind, speziell auch fiber die komplexen Nullstellen yon Y , ( z ) . s o  
gut wie keine Resultate vor. Will man bier zu S~itzen fiber endliche 
Anzahlen kommen, so mug man sieh auf die Halbebene mit  positivem 
reellen Teil in der z-Ebene beschriinken, flit wetehe also, wenn 

�9 (1) z = re ~e, 

-~__< o=<, 7 

ist. Die so bestimmte Halbebene nennen wit im folgenden I und wit 
w~ihlen ~ls Hauptwerte de]: vorkommenden Funktionen diejenigen Zweige, 
die flit reelle z in I reell sind. 

Im folgenden sollen nun die in der Theorie der Besselschen Funk- 
tionen auftretenden Fragen naeh endlieh vielen komplexen NuUstellen mit 
einfachsten Stetigkeitsbetrachtungen gelSst werden. Eine andere Ablei~ung 
wiirde sich aus der Methode ergeben, mit der F a l e k e n b e r g  ~) und ieh die 
An~h l  der Nullstellen der Hauptzweige der Hankdlsehen Funktionen 
bestimmten. 

~) A. Hurwitz,  Uber die Nullstellen der Besselsghen Funktionen, Math. Ann. 
8g (1889), S. 246--266. 

2) H. Falckenberg  und E. Hilb, Die Anzahl der Nullstellen der Hsnkelschev 
Funktionen, G~tt. Naehr., Math. phys. K|. (1916), S. 190--196. 
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w  

Hilfss~it~e. 

Hil fssa tz  I. Zwischen zwei die Nu l l  nie$t ein,dhli, flenden reellen 
oder rein imagindren N~llst~llen z~, ~ einer im Infevvalle (z~, z~) 
reetl, n LSs~ung yj der Differentialgleichung 

{ 3) d dy .4. (z -- ~'~ ~ z-s , ;-) y ---- O 

der Besaelsehen Funk~ionen hat jede andere in ( r  z~) reelle L6sung y~ 
yon (3) genau sine Nullstelle. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus 

r d~:, ay~] = O, 
(4 )  z LY~ T~ - Y~ azJ  

wo C eine reelle Konstante ist. 

Da ferneI 
( -  1)* (-~) 2. 

(5)  J , ( z )  = . : r ( . + ~ + l )  
n-----O 

keine rein imagin~iren Nultstellen haben kann, well in z - ' J , ( z )  flit rein 
imagin~res z alle Summanden der reehten Seite yon (5) positiv sind and 

da e •  und e T ~ J_,,(z) flit rein imaginiirez reell sind, so folgt 
aus Hilfssatz 1 

Hi l f s sa tz  2. ~L,(z) kann h6clu~ens zwei rein i ~ i ~ ' r e  N~llstell, en 
haben, die i~brigens ~onjugiert sin& 

In entspreehender Weise folgt 
t I i l f s sa tz  3. Zufischen 0 und • und zu, ischen 0 u n d - ~  -V  kann 

J _ , ( z )  hSch,~er, z je eine reelle "Null, telle haben. 

Die kleinste positive Nullstelle der geraden Fnnktion z - ' J , ( z )  tst 

n~mlich grSt~er als ~ ,  da in 

der Integrand fiir reelle positive z < y  positiv ist. 
Wir wollen nun einige S~itze fiber das asymptotisehe Verhalten der 

Nullstellen ableiten and gehen dazu yon den in der Halbebene I flit groi]e 
t z[ giiltigen angen~herten Darstellungen 
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. ~ / 2 , , + 1 ) . ] ~ , , ( z )  

aus. Die Wurzeln der Gleichung 

(s) aY,(z) + b]_,,(z) = 0 

2r--1 ~) 
cos (z ~i- - -y--  

in der Hatbebene I liegen, sofem ihr absoluter Betrag gro~ genug ist, in 
beliebiger Nghe der entsprechenden Wurzeln der Gteichung 

Nnd also a und b reell, so l~Bt sich eine ZaM R angeben, dab flit alia 
positiven v, die un~erhalb einer fasten ZaM N ]iegen, Mle WurzeIn von (8) 
in I, deren absoluter Betrag R iibersteigt, reell sind~ da aus einer einfachen 
Wurzel yon (9) bei ~ geniigend gro~em absoluten Barrage nicht zwei kon- 
jugier~ komptexe~ in I gelegene Wurzeln yon (8) hervorgehen k6nnem Man 
kann dieses auch daraus erschlieBen, dab bei reellen a und b nach Hilf~atz 1 
eine reelte Wurzel yon (8) zwischen zwei reellen positiven Wurzeln von 
~,(z) liegen muB, wodurch die aus (9) bei geniigend groB~m absoluten 
Betrage angeniihert erhaltenen Nullstetlea yon (8) alle eingeordnet sind. 
Es gilt also 

Hitfssatz 4. Fiir alIe positi~n r unterhalb einer ]eaten Zald N 
9~b$ es eine Zald 1~, daft (8) bel reellen a und b in der Halbebene i 
keine Pm.mplexen W urzeln yore ab~o!uten Betrag grdfier a~ R hat. 

Da z"d_,,(z) eine ganze gerade Funktion ist, so folgt 
Hilfssatz 5. Die komplexen Nullstdlen yon J_~(z) liegen ~s ~ < N 

dem absotu~ Betraqe na~  unterhalb eine: #aen Zahl R. 

Wir beweisen schllefllich 
Hilfssatz 6. Iat v keine ganze Zahl, Mnd a und b reell, abet a + O, 

so hat (8) keine rein iraa~ndre Wurzet ~i. 

Wiire ngmlich 

( 
(r 

J,(~!) und ($.i)~J_~($i) reell sind, so w~re wobei naoh (5) (~%)-~- 

(11) asinv~ J~(~)- = 0 (~)" 

ats imagm~irer Tell der linken Seite yon (10), was abet unter den ge- 
machten Vorausse~ungen unmSglich ist, da J~ (z) bei positivem v keine 
imagin~iren Nullstellen hat. 
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w  

Beweis des Satzes yon Hurwitz. 
z z J - ~ )  ist eine ganz~ transzendente Funktion yon z, die, wenn r 

gleich einer ganzen Zahl k ist, in ( -  1)kzkJ~(z) iibergeht, also nach (5) 
in z----0 eine 2k-fache Nullstelte hat. Alle Nullstellen yon JR(z)sind 
reell'~). Lassen wit nun ~ yon k aus stetig wachsen, so kann z"J_~(z) 
komplexe Wurzeln entweder dutch Zusammenfallen reetler Wurzetn oder 
aus dem Unendlichen erhaltem 

Das letztere ist wegen Hilfssatz (5) unmSglich. DaJ_~(z)  der Diiie- 
rentialgleichung (3) geniigt, so kann es nut in der singul~en SteIIe z = 0 
eine mehffache Wurzel haben, z*" J_~(z) hat abet, wenn v keine ganze Zahl 
ist. einen yon Null verschiedenen endlichen Weft in z = 0. Ist also [r] = k~ 
so kSnnen h6c~tens die fiir ~ = k in Null zusammengefallenen 2 k NuIlstellen 
komplex geworden sein und es miissen auch mindestens 2 k -  2 komplex 
sein, da naeb Hilfssatz 3 von den 2k in z = 0 vereinigten Nullstellen, 
wenn r sich von k aus stetig iindert, h6chstens eine positiv und eine negativ 
reell werden kann. Abet auch dieses letztere ist unmSglich, da fiir ~ = k-i-I  
ja 2k + 2 NullsteUen von z~J_~(z) nach Null fallen, yon denen wegen 
Hil{ssatz 3 nut zwei vorher reell sein konnten. Ist also v keSne ganze 
ZahI, [~]--~k, so hat z~J_,.(z) 2k komplexe Wurzeln, die, weil z"J_,.(z) 
reelle Koeffizienten hat und gerade ist, zu je vieren die Ecken e'mes 
Quadrates mit zu den Achsen parallelen Seiten bilden, es sei denn, dab 
Nullstellen auf der rein imagin~iren Achse liegen. Naeh Hilfssatz 2 kann 
es h6ehstens zwei solche geben, ist also [~] ungerade, also 2 [~] nicht 
dutch 4 teilbar, so mug es zwei rein imagfniire Nullstellen geben, w~hrend 
wenn [~,] gerade ist, es keine rein imagin~e geben kann, da 2 [ ~ ] -  2 
nicht dutch 4 teilba~ ist. 

w  

Komplexe Nullstellen yon aJ,, (z) + bJ_~ (x). 

Wir nehmen a und b als reell, b + 0 an und beschr~nken z auf die 
Hatbebene I mir .positivem Realteil. Von 

( t2 )  y = + b (z) 

betrachten wit rtar den Hauptwert in I u n d  nehmen an, um nicht auf 
Bekanntes zuriickzukommen, dab v eine nicht ganze, ~aber positive Zahl 
sei, die wir jetzt als lest annehmen. Wir setzen zun~ichst a ~-0 ,  dann 
hat y nach w 2, wenn Iv] eine gerade ZahI ist, [~,] komplexe NuIlstellen 

;~ N. Nielsen, Handbueh tier Zylinderfunktionen, S. 161. 



278 E. Hilb. 

mit positivem Realteil, wenn [v] ungerade ist, [ v ] -  1 solche Nullstellen, 
dazu noeh zwei rein imaginiire. - -  Veriindern wir a, so kann, sobald a ~ 0, 
(12) nach ttilfssatz 6 keine rein imaginiren Nullstellen haben, z"y 1st fiir 
z-= 0 endlieh und yon Null versehieden. Wie im w 2 kann sich also bei 
ibiinderung von a die Anzahl der komplexen Nullstellen nicht ~indern, 
und wit haben nut noch zu sehen, was bei ungeradem [v] aus den beiden 
rein imaginiiren Nullstellen -4-$i von J_~,(z) wird, wobei es geniigt, l el 

a 
beliebig klein zu wiihlen, wenn -~ = e gesetzt wird. Wir bestimmen daher 

die zu ~ ~i benachbarten Wurzeln _ 5i -~ J der Gleiehung 

(13) e -k J-~ (z) O, 
z"J,,(z) 

wobei also t 5 [ mit l el naeh Null konvergiert. Wir bezeichnen nun mit 
,,Gleichheit abgesehen yon einem positivem reellen Faktor", dann ist wegen 
(2) fib reelle positive y 

(14) ( 4 - i y ) ' J , , ( + i y ) ~ e  +-~'', (+_iy)"J_,.(+i ) - - - - ( - - 9 - " + ~ ' ) ,  

da bei ungeradem Iv] naeh (5) z~J_~(z) in Null einen negativen re~len 
Weft hat. Setzt man daher -+-$iq-O fiir z in (13) ein, so erh~ilt man 
bei Vernaehliissigung der hSheren Potenzen yon 

(15) 
also wenn 

(16) 

(17) 

da [~] ungerade ist. 

-4- 2 ~i,~ 

6 i ~ esinvn ~ -  e, 

Bei ungeradem Iv] riicken also die beiden rein imaginiiren Nullstellen 
a 

in die Halbebene I dann und nut dann hinein, wenn ~ negativ ist, im 

anderen Falle riieken sie in die andere Halbebene. Man hat also 

Satz. Rind a und b veell, ist /erner b 4= O, so besitzen die Haupt- 
werte der Funktionen aJ,(z) d-bJ_,(z)  bei geradem [~] genau [~] kom- 
Igexe Nutlstdlen mit positivem Realteil, bei ungeradem [v] entweder 

a 
[ v ] -  1 oder [r] + l ,  je nachdem ~ positiv oder negativ ist. 

w 

Anzahl der komplexen Nullstellen yon Y~ (z)  in der Halbebene I. 

Es ist 

( 1 8 )  Y, (z)  = (co  J,; (z)  - J_,. (z)). 
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Ist ~ zun/ichst nicht ganzzahlig, so hat nachw 3 bei gera~lem [P] der 
Hauptwert yon ~,(z) [v] komplexe Nullstellen in der IIalbebene I, bei 
ungeradem [~,] abet [~] -- 1 odez Iv] + 1 solche Nullst~llen, je naehdem 
,, - [~,] < ~ ,  also  o . s , , =  < o oder  ~, - -  ~r]  > �89 ~lso ~ , ~ , , ~  > 0 ist.  
haben daher aueh, wenn ~, sine ganze Zahl 2n  oder 2 n + l  wird, Y~n(z) 
und Ysn+:(z) in der Halbebene I 2n  komplexe Nullstellen, da fiir irgend- 
eine ganze Zahl k 

F'(8+~+1)~ 

s~O 

y , O ~ - s - 1 ) ~  
: 

S=O 

~a~ z = 0 ei.~en :ndHchen yon Null versehiedenen W%rt ha~ Gibt m~n z 
einen rein imag~u~ren Wer~ ~ ,  so wird der rein iron, inUre Tell yon (19) 
(~i)~J~ (iS) ~i ,  ist also, da J~ (z) keine rein imaginRren Nullstellen hat, 
sieher yon Null versehieden, so dafl'unter den 2~ komplexen Nullstellen 
yon Y~n(z) und Y~+: (z) in der Halbebene I keine rein imagin~en sind. 
Ebenso folgt, dab die H~uptwer~r yon a~,(z) ~ b,~(z) und a ~ + :  (z) 
-~bg~+~(z) in der Hsibebene I genau 2~n komplexe Nullstelten bei 
reellen a und b haben. 

(Eingegangen am 14. April |92~,~ 


