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Uber wiederholte Funktionen.

Yon

Ruporr ScHAUFFLER in Ulm.

I. Das Konvergenzproblem.

f(2) sei eine reelle Funktion reellen Arguments. Ich definiere:

f,(2) = f(2),

fu(@)=f(fe1(@).

f.(x) heiBe die ,m-fach wiederholte Funktion f(z)“.
Es fragt sich nun, unfer welchen Bedingungen die Grenzfunktion
fol@) = lim £, ()
existiert.

Besitzt y = f(#) eine Bildkurve, so lassen sich die Funktionen f,(z)
(n=2,3,---) geometrisch konstruieren: Man ziehe durch den Punkt P,
(z, f@))" die Parallele zur X-Achse bis zum Schnitt @; mit der Geraden
y = z; durch @, die Parallele zur Y-Achse bis zum Schunitt P, mit der
Kurve y = f(z), so hat P, die Absuisse f,(x), die Ordinate fy(z) usw. So
kann man einerseits die f,(z) (n=2,3,--.) konstruieren, andererseits ihr
Verhalten fiir lim # = oo beurteilen.

Einleitende Beispiele:

1. f(z) =sinz, f (x) =0 fir —oo <2<+ oo.

2. f(x) =cosz, f (z)=c fir —oo <z <+ o00; ¢ ist die Wurzel
der Gleichung cos z = .

3. f(z)= 1—_}—_; Man findet durch Zeichnung und noch einfacher

durch Rechnung:
—1—VY8) —1—V5,
fu( 2 )= 2 ?
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f.(®) ist unbestimmt fir z=—1, fi(z)=—1 (n=1,2,3,---), d. h. fir

3 5 8

:c=—-1,—-2,—-§, — 3 "

Es ist £, (2) = — 12+V5 fir alle iibrigen Werte von z. f, () ist somit

bis auf jhebbare® Unstetigkeiten konstant, nimlich — :l;ﬂ—’-g . Das letate

Beispiel weist auf die Beziehungen unseres Problems zur Kettenbruch-
lehre hin.*) —

Unsere allgemeine Untersuchung sei, wo nicht anders bemerkt, auf
das endliche Intervall a < 2 <b beschrinkt. Die potwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz von f,(z) (=2,3,---) lautet dann:

B,) e<f@<b fir a<Lz<D.
Ich nehme an, B,) se: erfiillt.
Die Mehrzahl der nun folgenden Sitze ist geometrisch einleuchtend.

Die Beweise sind jedoch unabbingig von der Anschauung durchgefiihrt.
Satz 1. Ist lim f,(z,) konvergeni (divergent) und

f (xl) = f (xo);
s0 ist auch hm f.(z,) konvergent (divergent) und es ist
. lim £, (z,) = hm f (%)

"N=®

(;Ef (z) = hmf (-"o)) -

Dies folgt unmittelbar aus der Definition D).
Satz II. Ist

B,) f(z) stetig und
B;) if(@) —e|<|z—¢| fiir z4e,

s0 st
lim £, (z) =c.
Beweis. Aus B,) folgt:
tim |f(2) —o| -
das gibt im Verein mit B,).
fle)=c.
*) Man hat nimlich f, (z)— L——l
1+—
1+1+
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Sei nun

Z,+c¢.
B,) gibt mit f,_,(z,) statt z,:

[fuz) —¢| <|femi(@) —¢] fir =23
Hieraus folgt die Konvergenz von

lim | £,(s) — .

Es ist noch zu zeigen, daB dieser Grenzwert gleich Null ist. Angenom-
men, es sei

@ lim |f,(z) — ¢| = h > 0.

Da zwischen den stetigen Funktionen |f(z) —¢| und |2 —¢| die Un-
gleichung B,) besteht, so 1iBt sich die positive Zahl & so bestimmen, daB
(2) O<h—|f(z)—¢| fir O<|lz—ec|—h<es.

Nun konvergiert andererseits die Folge

|i@) —els 1fa(@a) — ¢l -+
abnehmend gegen h, also ist

3) 0>k —|f(x,)—cl fir n=12....
Wihlt man den Index » so groB, daB

4) 0L | faci @) —c|—h<e

wird und setzt sodann

(6) fac1(%) = 24,

so geht (3) iber in

(6) 0> h—{f(z)—cl

Da hier nach (4) und (5)
O<|z,—c|—Rh<e

ist, so steht (6) im Widerspruch mit (2); also ist =0, w. z. b. w.
Zusitze zu Satz II. 1. Man deute B;) geometrisch!
2. Der Satz gilt auch fiir das unendliche Intervall — oo <2<+ co.
B,) fillt dann weg.
3. Einfache Beispiele zu Satz II:

flg) =2t fir |z]<1;
f@)=ec+ d@x—a) fir [#]<l, —o0o <2<+ 00;

f(x) = sin z, cos z, 5%5 fir —c0o<zL+00.

¢ ist jedesmal die Wurzel der Gleichung f(z) = 2.
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4. Aus Satz II folgt: Ist f(z) stetig und fiir x =c differenzierbar,
fle)=c und |f'(c)| <1, so ist, wenn x ein Wert in der Umgebung von

x = ¢ 15t:
lim £, (z) = c.

Dies ist ein praktisches Kriterium.
5. Satz II oder Zusatz 4 dient anch zur zahlenmdpfigen Auflosung
vorn Gleichungen. Ist eine Wurzel ¢ der Gleichung

f(@) =2
gesucht, wei man, daB f(z) bei 2 = ¢ den Bedingungen von Satz II oder
Zusatz 4 geniigt, und ist @, ein Ndherungswert von ¢, so ist

a,, ag =f(a1)) as =f(a'3): T
eine gegen ¢ konvergierende Folge von Niaherungswerten, von denen jeder
besser ist als der vorhergehende. Es ist

a,—¢ f(an— 1) - f(C)

an,_l_"c au__, - C

die Konvergenz ist also um so besser, je kleiner |f'(¢)] ist.
Das angegebene Niherungsverfahren kamn z. B fiir die Gleichungen

sin 2
CsT=2, - ~=1=

empfohlen werden. Es 1Bt sich auch auf Algebra anwenden; so ist
z. B. mit

f@)y=o+z—:
f.(@)=— -V§ sobald @, ein Niherungswert von — - 1/5 ist. Und es
148t sich leicht ermitteln, unter welchen Voraussetzungen die Funktion
fx)=2"+z—a

den Bedingungen von Zusatz 4 genuot und somit zur Berechnung von

Va geeignet ist.

Die Verwendung der wiederholten Funktionen zur Auflésung von
Gleichungen ist altbekannt. Das Newtonsche Verfahren gehort als Spezial-
fall hierher. Vgl. Pascal, Repertorium d. hoh. Math. I, Leipzig 1910,
S. 3531, wo auch Literaturangaben.

Satz IIl. Ist @(z) eine sletige Funktion und ist

B) [flz) — el L lop@) —cel<lz—ec| fir z+e¢,
B;) fle)=¢,

80 st
- lim f,(z) =¢.
A=
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Beweis. Fir z = ¢ folgt das Behauptete aus Bg). Fir z < ¢ erkennt
man zunichst wie bei Satz II, daB lim | f,(2,)—¢| konvergiert. Wir machen

nun wieder die Armahme (1). Zwischen den stetigen Funktionen
l@(x).—e¢| und |z —c]
besteht die Ungleichung B,), also ist
0<h—|px)—ec| fir O0<|z—c|l—h<¢;

hieraus folgt wegen B,):
(2) 0<h—|f(x)—ec| fir 0<|z—c|—-h<e¢,
und der Beweis geht weiter wie bei Satz 1L

Zusitze zu Satz III. 1. Der Satz gilt auch fir —oo <z <+ 003
B,) fillt dann weg.

9. Satz III ist der auf unstetige Funktionen ausgedehnte Satz II. Er
hat einen sehr weiten Geltungsbereich. Ist z B. g(z) eine Funktion, die
der Ungleichung |g(z)| £ G geniigt, im iibrigen aber beliebige Unstetig-

keiten aufweist, so geniigt die Funktion
z—¢

fx)=c+ & —F—9(2) (81 <1)

den Bedingungen von Satz III (man setze etwa (@) = ¢+ d@x—0).
Satz IV. Ist

B,) f(z) stetig und
Be) f(z) monoton zunchmend,
so ist f,(x) komvergent und es st
der auf den Wert z folgenden Nullstelle von (f(x)— z),
f w(x) =z ’
der dm Wert z vorangehenden. Nullstelle von (f(x) — ),
je nachdem f(z){=} z ist.
Ich fihre den Beweis nicht durch, denn Satz IV ist nur ein Spezial-
fall des folgenden.
Zusitze zu Satz IV. 1. Es sei an B,) erinnert. Der Satz gilt dann
und nur danmn auch fir — co <z <+ o0, wenn die ,folgende® bzw.
,vorangehende* Nullstelle, von der im Satze die Rede ist, fiir jeden Wert

von z vorhanden ist. B,) fillt dann weg.
2. Beispiel zu Satz IV:

f(a:)=x+§1;cos 2wz — = (—oo<z< + ),

2x
fo(2) = E(2),
wobei E(r) die groBte ganze Zahl bedeutet, die <z ist. Hier ist die

gibt:
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zahlentheoretische Funktion E(z) auf einfache und geometrisch leicht zu
deutende Art durch eine Folge analytischer Funktionen dargestellt. (Wegen
anderer Darstellungen von E(z) siche A. Pringsheim, Math. Ann. Bd. 26
(1886, S. 192—196.)

Satz V. Ist
By) f(x) monoton zunehmend,

so ist [, (z) konmvergent und es ist
der auf den Wert z folgenden Nullstelle von gnn flx+ 0 —=2),
=~0

@) = 1%
der dem Wert z vorangehenden Nullstelle von glim &+ 0)—=z),
=+0
Je nachdem f(x){Z}x ist. —
Beweis. Die Werte von z, fiir welche die Ungleichung

) Jim (e +8) <o < lim f(a+9)

gilt, und denen wir noch a und b hinzufiigen, bilden eine abgeschlossene
Menge M, d. h. jede Hiufungsstelle dieser Werte gehort zu ihnen.

I. z gehort nicht zu M. Die Zahlen, die nicht zu M gehoren,
bilden eine Menge von Intervallen, deren Endpunkte zu M gehoren. Ist
¢ < z < B ein solches Intervall, so ist emtweder

2 fiz)2lim flz+0) >z fir e<z<B
oder -
(3) @) Slim flz+0) <z fir a<z<$B.

Es ist namlich ausgeschlossen, daB etwa in einem Teil des Intervalles die
Ungleichung (2), in einem anderen die Ungleichung (3) gilt; denn an
einer Stelle z, (¢<z,<f), in deren Umgebung teils f(z) >z, teils
f(z) < z wire, miite wegen B):

Jim. f(z,+8) < 5 < lim f(zo+9)

T - =4

sein. z, miiBte also zu M gehdren — ein Widerspruch. Nehmen wir an,
es gelte (2). Wire pun

lim 7(8+3) <5,
so miiBte in der linksseitigen Umgebung von z=p4 die Funktion f(z)<z
sein; wére aber

Jm f(8+0)> B,

8o wiirde B nicht za M gehdren. Also ist
@ lim f(8+8) =.
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Ist ¢ eine beliebige kleine positive Zahl, so besitzt die Differenz (f(z)—x)
fir «+e<2< B —¢ wegen (2) eine von & abhingige, aber von Null
verschiedene untere Grenze. Man kann jetzt leicht eine stetige Funktion
@(z) herstellen, die fiir « <z < f der Ungleichung

|f(@) — 8| <o) — B| < |z — B
geniigt. Setzt man ¢= g, so geniigt nun f(z) fir « <z < B den Be-
dingungen von Satz III, moglicherweise mit Ausnahme von B;). Da jedoch
wegen By) stets
@B fir e<zP,
s0 kann man trotzdem auf die Gleichung
f@)=8 fir e<z<p
schlieBen.
Besteht andererseits die Ungleichung (3), se findet man das analoge
Ergebnis:
f.(0)=ea fir a<z<$B,
womit der Satz fiir die Punkte bewiesen ist, die nicht zu M gehoren.
II. z gehort zu M. a) Fir f(x) =z ist die Behauptung evident.
b) Ist f(x,) > z,, so gilt die Ungleichung f(z) > z auch noch in der
rechtsseitigen Umgebung von z,; in dieser Umgebung (z, selbst ausge-
schlossen) gilt somit (2); z, ist somit ein «; in diesem Falle sind die
Bedingungen von Satz III fir ¢« <z < B erfiillt (B;) wieder eventuell
ausgenommen) und es wird .
fu(®) = B-

¢) Ist endlich f(2,) < z,, so findet man, daB z, ein f ist und daB
f.(B) = « ist, so daB nunmehr Satz V vollstindig bewiesen ist.

Zusitze zu Satz V. 1. Der Zusatz 1 zu Satz IV, der den Satz auf
unendliches Intervall ausdehnt, gilt auch fiir Satz V.

2. An dem Beispiel f{z) = E () sieht man, daB der Satz nicht mehr
gilt, wenn man fiir f(x) Konstanzintervalle zulafit.

Wir kennen bis jetzt eine notwendige (B,) und verschiedene hin-
reichende Bedingungen fiir die Konvergenz von f,(2). Wie man eine
zugleich notwendige und hinreichende Bedingung erhalten kann, sei
hier nur angedeutet: f(z) geniige der Bedingung B,) und sei im dbrigen
beliebig. Der Zahl ¢, wo a <« <b, ordne ich die demselben Intervall
angehdrige Zahl f(¢) zu, dieser f;(«) usw. So erhalte ich eine konver-
gente oder divergente Zahlfolge F,. Gehe ich von einer andern Zahl
aus (¢ <B<b), so erhalte ich moglicherweise eine Folge, die von einem
gewissen Glied an mit F, iibereinstimmt. Alle Folgen F,, bei denen
dies der Fall ist, vereinige ich mit ¥, zu einem einheitlichen Gebilde,
das als ,Zahlbiischel“ bezeichnet sei. Jede Zahl des Intervalls gehort
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alsdann einem bestimmten Zahlbiischel an und der Funktion f(x) ent-
spricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Spaltung des Kontinuums
a <z <b in Zahlbiischel. Die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Existenz von f, (x) besteht nun in der Konvergenz similicher zu
f(x) gehorigen Zahlbiischel.

II. Eine Umkehrung des Problems.
Wir fragen jetzt: Wamn ist eine gegcbene Funktion ¢(z) darstellbar

i der Form
o(2) =1, (2)?

Dieses Problem ist leichter zu behandedn als das Konvergenzproblem.

Die folgenden Sitze gelten sowohl fiir endliches wie unendliches
Intervall. Bei endlichem Intervall a <2< muB man den gegebenen
Funktionen wieder die Bedingung B,) auferlegen.

Satz VI. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer Funktion f(z), die der Gleichung

A) fu(®) = 9(2)
geniigt, besteht in folgendem:
B,) Fiir jeden Wert p, den ¢(z) annimmt, ist x= p eine p-Sielle oder eine
Haufungsstelle von p-Stellen von ¢(x).

Beweis. 1. B;) ist notwendig. Sei also vorausgesetzt: Es gibt die
Funktion f(z), die der Gleichung

fu(@) = 9(2)
geniigt. Ist £ = « eine p-Stelle von ¢(z), so ist

M lim fy@) = 2,
oder, anders geschrieben:

limf,(f(@)=p fir k=123, ...
Die Zahlen f,(x) (k=1,2,---) sind somit p-Stellen von ¢(z). Diese haben
nach (1) entweder p zur Hiufangsstelle oder aber sie sind von einem be-
stimmten Index an alle gleich p, w. z. b. w.

II. B,) ist hinreichend. Wir miissen nun unter der Voraussetzung B,)
eine Funktion f(z) konstruieren, die der Gleichung A) geniigt. Ist p ein
Wert, den ¢(z) annimmt, so unterscheiden wir folgende Fille:

a) ¢(p) =p. Ist ¢ irgend eine p-Stelle von @(z), so wird alsdann
definiert:

f(e) =p.
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Es ist nun zu beweisen, daB [ (¢) = @(«) ist. z =p ist selbst eine
p-Stelle von ¢(2), also ist

f!(“) = f(p) =D,

fs(“) =f (P) =D,

fa(“) =f(p) =D,

woraus folgt: @ @
w\&) =P = @(&),

w. z. b. w.
b) ¢(p) +=p. In diesem Fall ist p gemidB B,) eine Haufungsstelle
von p-Stellen von ¢(r). Es sei
@y Cgy Cgy = = °
eine gegen p konvergierende Folge von p-Stellen von ¢ (z):

lim ¢, = p,
so definiere ich: B
fi (“1) == Cg,

. fleg) = e,y
Hieraus folgt:

. . fu(ak) = ak +n*
Dann wird in der Tat:

fol@) = ,I.i.-?:o“"*" =p=p(a,).
Ist z = « eine der #ibrigen p-Stellen von ¢(z), d. h. ist
9(@)=p, a+ey, o, a, -
fl@) = e;
w.z b.w ful@) = fole) =2 = 9(«),

Nun ist f(z) offenbar im ganzen Intervall « < 2 < b definiert, womit
auch der IL Teil des Beweises erledigt ist.

Zusitze zu Satz VI 1. Geometrische Fassung von B,): ,Zieht man
zu der Mediane y = z die beiden Parallelen

Py cyYy=2—¢ und p---y=zx-+¢

und durch einen beliebigen Punkt von y = @(z) eine Parallele p, zur
X-Achse, so liegt auf p, zwischen p, und p, mindestens ein Punkt von
y = ¢(z), wie klein ich auch |&| wihlen mag.

2. Hier liegt der seltene Fall vor, daB man auf elementarem Wege
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Struktur einer Funk-
tion erhilt, die Grenzfunktion einer unendlichen Folge ist. Diese Be-

80 definlere ich:

dann wird:
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dingungen werden noch einfacher, wenn man, wie in Satz VII, Stetigkeit
der Grenzfunktion voraussetzt.

Satz VI Ist @(x) eine stetige Funltion, so besteht die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Ezistenz einer Funktion f(z), die der
Gleichung
(&) £.(2) = 9(2)
geniigt, in folgendem:

B,) Es gibt zwei Zahlen o und 8 > «, so daf

p2)==2z fir «a<L2<B,
eZp@ LB fir 2<e, f< 2.

Beweis. DaB B;) hinreichend ist, ist ohne weiteres klar: Man setze

etwa
f(2) = ¢(2).

B,) ist aber auch notwendig: Setzen wir die Existenz einer Funktion f(x)
voraus, die der Gleichung (A) geniigt Ist « die untere, § die obere Grenze
von ¢(r), so nimmt @(z), weil stetig, jeden zwischen « und g liegenden
Wert an. Ist p ein solcher Wert, so ist p nach Satz VI eine p-Stelle
von f(z) (denn bei stetigen Funktionen ist auch jede Hiufungsstelle von
p-Stellen eine p-Stelle), d. h. es ist

flp)=p fir «a<p<8$,

f@y==2 fir «<2z<8,

oder

womit der Satz bewiesen ist.

Zusitze zu Satz VIL. 1. Geometrische Fassung von By): ,Das Bild
der Funktion y = ¢ (2) verliuft zwischen den Geraden y =« und y =g
und enthdlt das von diesen beiden Geraden ausgeschnittene Stick der
Mediane y = z.“

2. Die elementaren Funktionen (ausgenommen y =z und die Kon-
stanten) geniigen der Bedingung B;) nicht, sie kénnen also keine unend-
lichfach wiederholten Funktionen sein.

3. Aus By) folgt offenbar:

(p,(x) == ¢($),
‘Pn(x) = q:(x),
Pu(2) = 9(2).

Es fragt sich nun, wann diese Gleichungen bei beliebigen Funktionen gelten.
Hi#rvon handelt Satz VIIL
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Satz VIIL Fiir das Bestehen der Gleichung
ful@) =1(2)
ist folgendes notwendig und hinreichend:
By) Ist p ein Wert, den f(x) annmimmt, so st
(o) =»p.
Beweis. 1. By) ist notwendig. Sei also angenommen:
f w(x) = f (x)'
Ist p ein Wert, den f(x) annimmt, so folgt aus der Hypothese

o f(p)=q9+p
die Gleichung
fw(p) = fm(Q) =4,

also

fu(P) +p
— ein Widerspruch; es ist also

f (p) =0,
w. z. b. w.

II. By) ist hinreichend. Aus

, fp)=p
folgt mit p = f(2):
. (@) = f(2);
hieraus folgt

fm(z) = f(x))
w. z. b. w.

Zusitze zu Satz VIIL 1. Geometrische Fassung von B,): ,Zieht
man durch einen beliebigen Punkt von y = f(z) die Parallele zur X-Achse,
so schneidet diese Parallele die Mediane y = z in einem Punkt von

y=rz)*

2. Mit B,) gleichwertig ist die Gleichung:

d. h. eine Funktion ist dann und nur dann gleich ihrer co-fachen Wieder-
holang, wenn sie gleich ihrer zweifachen Wiederholung ist.

3. Fir stetige Funktionen sind B;), B;) und B,) gleichbedeutend.
WeiB man also von einer stetigen Funktion enfweder: sie ist gleich einer
oo-fach wiederholten Funktion; oder: sie ist gleich ihrer zweifachen Wieder-
holung; oder: sie ist gleich ihrer oco-fachen Wiederholung; so weif man
auch, daB sie die beiden anderen von diesen drei Eigenschaften hat.

Ulm im Januar 1916.




