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~ b e r  w i e d e r h o l t e  Funk~ionen .  

Yon 

RUDOLP SCHAU~T.Ra in Ulm. 

(D) 

I.  ] )as  Konvergenzproblem.  

f(x) sei eine reelle Funktion reellen Arguments. 

I f , (~)  = f (~) ,  

f, (x) = f(f(x)), 

Ich definiere: 

Man finder dutch Zeiehnung und noch einfacher 1 
3. f (x )  •, 1 ~ x" 

dureh Rechnung: 

ex/stiert. 
Besitzt y =ffi f ( x )  eine Bildkurve, so lassen sich die Funktionen f,,(x) 

( n ~  2 , 3 , . - . )  geometrisch kor, struiere~: Man ziehe dutch den Punkt  P~ 
(x ,  f(x))" die ParaUele zur X-Aehse his zum Schnitt Qt mit der Geraden 
y - - x ;  dutch Q1 die Parallele zur Y-Aehse his zum Schnitt PI  mit der 
Kurve y ffi f (x ) ,  so hat P2 die Abszisse f~(x), die Ordinate f2(x) usw. So 
kann man einerseits die f , ,(x) (n ffiffi 2, 3, - - .) konstruieren, andererseits ihr 
Verhalten ffir lira n -~  r beurteilen. 

E i n l e i t e n d e  B e i s p i e l e :  
1. f ( x )  - -  sin x .  f~,(x) ~- O fiir - -  oo ~ x ~ -t- oo .  
2. f(x) ffi cos x, f| •ffi c ffir - -  oo ~ x <: + oo; e ist die Wurzel 

der Gleichung cos x ~ x. 

f,,(x) heiBe die ,,n-fach wiederho~te F u n ~ i o n  f(x)". 
Es fragt sieh nun, unler welehen .Bedi~unpen die Orenzfunl~ion 

f..(~) = lira f .  (~) 
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unbeetimmt ffir x - = - -  1, f=(x) = . - -  1 ( n = 1 , 2 , 3 , - - . ) ,  d. h. fftr 

8 5 8 
x = - - l , - - 2 ,  ~, a' 5 t'''" 

- - t  + l /~  xe~r alle fibrigen Werte yon x. f.(z) let somit 
2 

das gibt im Verein ]nit B=): 

*) Man hat ntndich f . ( z ) = - - -  

B,) 

B,) 

so ist 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition D). 
S a t z  II. ]st  

f(z) .~ag u ~  
If(,O-cl<l, -cl x+c ,  

B e w e i L  &us ]3=) folgt: 

- lira I f (x)  - -  c l = O; 
I=-~:1 =o 

lira f,,(x) = e. 

f(c) = c. 
1 

1 
1 +  t 

x + l + . .  

Es f (x) 

bis auf nhebbare" Unst~tigkeiten konstant~ n~mlich = -- 1 -{ -~ .  Das letzte 
2 

Beispiel weist auf die Beziehungen unseres Problems zur Kettenbmcho 
lehre bin.*) 

Unsere allgemeine UnL~rsuchung sei, wo nicht anders bemerkt, auf 
das endliehe Intervall a ~ x ~ b beschr~makt. Die notwendige und laino 
reichende Bedingtmg Mr die Existenz yon f~(x) (~ = 2,3, . . . )  lautet dann: 

B1) a ~_~ f ( x )  ~_~ b fur  a ~__ x ~_ b. 

Ich nehme an, B1) se/erf/ /~.  
Die Mehrzahl der nun folgenden Siitze ist geometriseh einleuchtend. 

Die Beweise sind jedoch unabhi~ngig yon der Anschauung d .urchgefQhrt. 
Sa tz  I. I~t lira f.(xo) ]~nvergent (divergent) rout 

f ( x l )  = f ( x , ) ,  

so ist aueh lira f~(xl)  koNvergent (diverge~) und es ist 

lira f . ( x ~ ) =  lira f . (xo) 
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Sei  n u n  

S,) gibt ~i~ f._~(x0) sUtt Xo: 

If.(xo)--c] < ]f .-1(%)--cJ far n--- 2, 3 , . . . .  

Hieraus folgr die Konvergenz yon 

lira I f . (z , )  - el.  

Es is~ noeh zu zeigen, da6 dieser Grenzwert gleieh Null ist. hngenom- 
rnen~ es sei 

(1)  lim I f, .(%) - e l  = h > o .  
S .~__. , .~a 

Da zwisehen den stetigen Funktionen ! f ( x ) - - c l  ~ d  I z - c l  die Un- 
gleiehung B~) besteh4~ so l~l~t sich die positive Zahl ~ so bestimme% da6 

(2) O < h - - l f ( x ) - - c J  far O , ~ { x - - c l - - h < ~ .  

Nun konvergiert andererseits die Folge 

]f,(xo)- c], If,(~o)- el, -- �9 

abnehmend gegen h, also ist 

(3) O>h-- t f , , (%) - -c  ! far n,--1,2, . . . .  

W~ihlt man den Index n so gro6, da6 

(~) o < If.-10,o) - el - ~ < 
wird und setzt sodann 

(5) f~_~(zo) = x~, 
so geht (3) fiber in 
(6)  o > h - tf(x~) - c i. 

Da hier n ~ h  (4) und (5) 

O < lz t  - cl - -  h < t 

ist, so steht (6) im Widerspmeh mi~ (2); also is~ h----O, w. z. b. w. 
Zusiitze zu Satz II. i. Man deute Bs) geometriseh! 
2. Der Satz gilt auch far das unendliche Intervall --oo <x <-l-co. 

B~) fi~llt dana weg. 
3. Einfaehe Beispiele zu Satz II: 

f ( x ) - ~ ,  far I ~ ] < 1 ;  

f(z)=,~ + e ( z - , , )  ~c~,: l a l < l ,  
sin x 

f ( x )  - s in  x ,  cos x ,  ~ ffir 
X 

- - e ~ < x < +  o o ;  

- - c o < x < + c o .  

c ist jedesmal die Wurzd der Gleichung f(x)= x. 
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4. Aus Satz LI fo l~:  Is~ f(x) stetig um~ fiir x = c dif[erenzierbar, 
f(e) = c und I f '(c)! < 1, so ist, wenn x ein Wef t  in tier Umgebu~ van 
X ---~ C iSf:, : 

l ira f .  ( x )  ---- c. 

Dies ist ein praktisches Kriterium. 
5. Satz II oder Zusatz 4 dient auch zur zahleam~ifligen AuflSsung 

yon G~eichung~. Ist eine Wurzel c der Gleichung 

f ( x ) : - x  

gesucht, weiB man, dab f ( x )  bei x----c den Bedingungen yon Satz II oder 
Zusatz 4 gentigr und ist a I ein Niiherungswer~ yon c, so ist 

a~, a ,  = f ( a , ) ,  as ---- f ( a s ) ,  " " 

eine gegen c konvergierende Folge yon Niihemngsw~rten~ yon denen jeder 
besser isl als der vorhergehende. Es ist 

a,, --  c f(a,~_ 1) - -  f ( c )  . 

a a _  I ~ C a n _  1 ~ C 

die Konvergenz ist also um so besser~ je kleiner I f ( e ) [  ist. 
Das angegebene l~herungsverfahren k~nn z. B fiir die Gleichungen 

s in  x 

empfohlen werden. Es l ~ t  sich auch auf Algebra anwenden; so ist 
z. B. mit 

1 
f ( x )  = x ~ + x - -~ : 

f~(al) ~_ is ]/~'  sobald a 1 ein Naherungswert yon _-~-1 V~ ist. Und es 

lgflt sieh leicht ermitteln, miter welehen Voraussetzungen die Funktion 

f ( x )  = x"  + x -  a 

den Bedingungen yon Zusatz 4 geniig~ und somit zur Berechnung yon 

~/a geeignet ist. 
Die Verwendung der wiederholten Funktionen zur AuflSsung yon 

Gleichungen ist altbekannt. Das Newtonsehe Verfahren gehSrt als Spezial- 
fall hierher. Vgl. PascaJ, Repertorium d. hSh. Math. I, I Leipzig 1910, 
S. 353f., wo aueh Literaturangaben. 

Sa t z  I/I. Ist ~ ( x )  ei~e sietige Funktion und ist 

~,) i f (x ) -  c[ ~ [~(,x)-cl < tx -c [  f~  
Bs) f ( c ) ~ - c ,  

ist 
l i ra  f . ( ~ )  = c.  
I ~ r  

x =p c ,  
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Beweis.  Ffir x ~ c folgt das Behauptete aus B6). Ffir x ~ c erkennt 
man zun~chst wie bei Satz II, daft lira l f,,(Xo)--c[ konvergiert. Wir machert 

S~-.OO 

nun wieder die Anlaahme (1). Zwischen den stetigen Funktionen 

besteht die Ungleichung B~), also ist 
O < h - - i g ( x ) - - c  I ffir O < l x - - c t - - h < ~ ;  

hieraus folgt wegen B~): 
0<lx--cl-h< , 

und der Beweis geht weiter wie bei Satz II. 
Zusgtze zu Satz llI. 1. Der Satz gilt aueh f f i r - - o o < x < + o o ;  

B~) f~llt dana weg. 
2. Satz HI ist der auf unstetige Funktionen ausgedehnte Satz II. El" 

hag einen sehr weiten Geltungsbereieh. Ist z. B. g(x) eine Funktion, die 
tier Ungleiehung Ig(x)l ~ G genfigt, ha fibrigen aber beliebige Unstetig- 
keiten aufweist, so genfigt die Ftmktion 

X ~ C  
f(x) = c + # - - d -  g(x) (lOt < 1) 

den Bedingungen yon Satz III (man seize etwa q~(x)~ c + a(x--c)). 
Satz  IV. /st 

~) f(x) stetig und 
B6) f(z) mo~2;on ~unehme.d, 

.so ~ f~(x) korroergent u~l es 

d,,m We~ x v ~ a ~ e ~ d e n ,  lgul~Mle yon ( f ix)--x) , l  

Ich filhre den Beweis nieht dutch, denn Satz IV ist nur ein Spezial- 

fall des folgenden. 
Zusgtze zu Satz IV. 1. Es sei an BI) erinnert. Der Satz gilt dann 

und nur (]ann auch ffir --oo ~x~-l-oo, wenn die ,folgende" bzw. 
,vorangehende" Nullstelle, yon der im Satze die Rede ist, fiir jeden Weft 
yon x vorhanden ist. BI) f~llt dann weg. 

2. Beispiel zu Sat, z IV: 
1 1 

f ( x )  ..- z + ~ cos 2 = z  - -  ~=~ ( - c o <  x < + o o ) ,  

gibt: 
fax) = E(x), 

wobei ~(x) die grOl~te ganze Zahl bedeutet, die ~ s ist. Bier ist die 
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zahlentheoretisehe Fvnktion E(x) auf einfache und geometrisch leicht zu 
deutende Art dutch sine Folge analytischer Funktrionen dargestellt. (Wegen 
anderer Darstellungen yon E(x) siehe A. Pringsheim, Math. Ann. Bd. 26 
(1886), S. 192--196.) 

Satz V. X~ 
Bs) f(x) ~noton ~ u ~ z ~ d ,  
so ist f~(x) l~o~verge~ undes ist 

der auf den Weft x fobye.de~ NuZ~'te~ voa ~ffi_of(X -I- d) -- x), 

f , ( x ) =  x, 
der dem Weft x vorangehenden NullsteI~ ~ (lim f(x-i-o')--x), 

d : + O  

je naclutera f(x) {~} x i s t . -  
Beweis. Die Werte yon x, ffir welche die Ungleichmag 

(1) lira f(x q- ~) <= x ~ llm f(x +,)) 
clffi--0 ~ 6 = + 0  

gilt, mad denen wit noch a mad b hlnzufiigen, bilden sine abgescldossene 
Menge Jl/', d. h. jede HRufungsstelle dieser Wefts gehSrt zu ihnen. 

I. x gehSr t  n icht  zu M. Die Zahlen, die nicht zu M gehSren~ 
bilden eine Menge yon Intervallen, deren Endpunkte zu ~f gehSren Ist 
tz ~ x < ~ ein solches Intervall, so ist eatweder 

f( .x)~lim f ( x - t - ~ ) ~ x  fiir ~ < x < ~  
- - d = - 0  

(2) 

oder 

(3) f(x)<lim f(x+~)<x ~r ~<x<~. 
~ d = + O  

Es ist nRmlich ausgeseMossen, dab etwa in einem Teil des Intervalles die 
Ungleichung (2), in einem anderen die Ungleichung (3) gilt; denn an 
einer Stellex o (r in deren Umgebung teils f ( z ) ~ x ,  tells 
f(x) <~ x w~re, mfilRe wegen Bs): 

lim lira f (z ,  + d) < z, ~ +of(x , -b d) 
dffi-O ~ m 

seim x o miiBte also zu M gehSren m sin Widersprueh. Nehmen wir an, 
es gelte (2). Wiire nun 

~m f(~+~) < ~, 
dffi-O 

so miilRe in der linksseitigen Umgebmag yon x ffi=fl die Funktion f(x)<x 
sein; w~re abet 

~m f ( ~ +  ~) > p, 
d = - O  

so wards ~ nicht zu M geh~ren. Also ist 

(4) lim f(/~-{- ~) =- ft. 
d=--O 
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Ist e eine beliebige kleine positive ZaM, so besitzt die Differenz (f(z)--x)  
f~r ~ + e ~< x ~ t~ --  s wegen (~) eine yon e abh~ngige, abet yon Nul l  
versehiedene untere Grenze. Man kann jetzt leieht eine stetige F u ~ t i o a  
~p(x) hersteUen, die f~r ~ < z < t3 der Ungleiehung 

I f ( z )  - _-< I (z) - < I z  - 

gen~gt. Setzt man c-- t~,  so g e n ~  nun f(x) far ~ < . z  ~ t~ dan Be- 
dingungen yon Satz HI, mSglicherweise mit Ausnahme yon Bs). Da jedoch 
wegen Be) stats 

f ~ ( x ) ~ f l  fiir a < x < f l ,  

so kann man trotzdem auf die Gleichung 

seh]ieBen. 
Besteht andererseits die Ungleichung (3), s~ finder man das analoga 

Ergebnis: 

womit der Satz fiir die Punkte bewiesen ist, die nicht zu M gehSren. 
II. x geh~irt zu M. a) Fiir f ( x ) ~  x ist die Behauptung evident�9 
b) Ist f(xo) > xo, so gilt die Ungleiehung f(x) > z auel~ noeh in der 

rechtsseitigen Umgebung yon xo; in dieser Umgebung (x o selbst ausge- 
schlossen) gill somit (2); x o ist somit ein a; in diesem Fal!e sind die 
Bedingungen yon Satz III fiir a ~ x ~  fl erfallt (B~) wieder eventuell 
ausgenommen) und as wird 

f A z )  = 

e) Ist endlich f (xo)< xo, so finder man~ dab x o eta fl ist und daB 
f,,(fl) = a ist, so dab nunmehr Satz V vollst~ndig bewiesen ist. 

Zusi~tze zu Satz  V. 1. Der Zusatz 1 zu Satz IV, der den Satz auf 
unendliches ]ntervall ausdehnt, gilt auch ftir Satz V. 

2. An dem Beispiel f (x)  ~ .E(x) sieht man, dab der Satz nieht mehr 
gilt, wenn man ftir f(z) Konstanzintervalle zulKBt. 

Wit  kennen bis jetzt eine notwendige (BI) und versehiedene hia- 
reiehende Bedingungen fiir die Konvergenz yon f,,,(x). Wie man eine 
zugleich notwendige und hinreiehende Bedingung erhalten kann, set 
bier nut  angedeutet: f (x)  geniige der Bedingung B1) und set im fibrigen 
beliebig. Der Zahl a~ we a ~ a ~ b, ordne ich die demselben Intervall 
angehSrige Zahl f(a) zu, dieser f~(a) usw. So erhalte ich eine konver- 
genre oder divergente Zahlfolge F~. Gehe ich yon einer andern ZaM t~ 
aus ( a ~ f l ~ b ) ,  so erhalte ich mSglicherweise eine Folge, die yon einem 
gewissen Glied an mit F ,  fibereinstimmt. Alle Folgen $'~, bet denen 
dies der Fall ist~ vereinige ich mit ~'~ zu einem einheitlichen Gebilde~ 
des als ,,Za/db//schd" bezeichnet set. Jede Zahl des IntervaUs gehiirt 
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alsdann elnem bestimmten Zahlbiisehel an mad der Funktion f(x) ent- 
spricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Spaltung des Kontinuums 
a ~ x _~ b in Zahlbtischel. Die notwendige und hinreichende Bedi~gung 
fiir die Existenz yon f~(x) besteht nun in der Konvergenz siimtlicher zu 
f(x) gehSrigea Zahlbiischd. 

IL  Eine Umkehrung  des Problems.  

Wir fragen je~zt: Warm ist eine gegebene Funktion ~(x) darstdlbar 
in der Form 

~(x) ffi f~(z)? 

Dieses Problem is~ leichter zu behandele als das Konvergenzproblem. 
Die folgenden S~itze gelten sowohl ffir endliches wee unendliches 

Intervall. BeE endlichem Intervall a ~ x ~ b muB man den gegebenen 
Funk~ionen weeder die Bedmgung Bz) auferlegen. 

Satz VI. Die notwendige und hi~reichende Bedingung fiir die .Existen~ 
einer Fanktio~ f(x) ,  die der Gleichung 

A) fo(x) = ~ (x) 
geniigt, besteht in folgendem: 
BT) Fiir jeden Weft p, den ~(x) an~immt, ist x ~ la eine Ia-Slelle oder eine 
Hiiufungsstelle yon ~-Stdle~ yon ~(x). 

Beweis. I. B1) ist notwendig. SeE also vorausgesetzt: Es gibt die 
Ftmktion f(x), die der Gleichtmg 

L ( x )  --- ~(x) 

genfigt;, h i  x = a eine p-Stelle yon ~(x), so ist 

(1) lira f~ka) ffi p, 

oder~ anders geschrieben: 

lira fAf~(~)) ~ -p  f~r k ~- 1, 2, 3 , . . . .  

Die Zah]en fk(x) (/r 1,2~-.-) sind somi~ p-S~ellen yon ~(x). Diese haben 
nach (1) entweder p zur H~ufungssteUe oder aber sie sind yon einem be- 
stlmm~en Index an alle gleich p,  w. z. b. w. 

II. B~) ist hinreir~nd. Wir mfissen nun unter der Voraussetzung B~) 
eine Funktion f(x) konstruieren, die der Gleichung A) genfigt. Ist p ein 
Wert, den ~(x) annimmt~ so un~erscheiden wir folgende F~lle: 

a) r Is~ e~ irgend eine p-Stelle yon ~(x),  so wird alse]~n 
definiert: 

f(~) ~ p .  
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Es ist nun zu beweisen, 
p-Stelle yon ~(x),  also ist 

woraus folgt: 

W. Z. b .  w .  

b) ~ ( p )  + ~ .  

f , (~)  = f (p)  :-  p ,  

f , (~)  = f @ )  = ~ ,  
�9 o 

f . ( - )  = f (~)  = p ,  

f .  (~) = p = ~ (~), 

In diesem Fall ist /~ gemM$ BT) 

x = i v  ist selbst eine 

eine Hiiufungsstelle 
yon p-Stellen yon 9~(x). Es sei. 

eine gegen p konvergierende Folge yon p-Stellen yon ~(x):  

lira ~. = p, 

so dellniere ieh: 

Hieraus folgt: 

o 

f(a~) ~" a,+l.  

f . ( ~ )  = ~ ,+ . .  

so deilniere ich: 

d~nn wird: 

w .  Z. b.  w .  

Nun ist f(x) offenbar im ganzen Intervall a ~_~ x ~_~ b defmiert, womit 
auch der H. Teil des Beweises erledigt ist. 

Zus~tze  zu Satz  VI. 1. Geometrische Fassung yon B~): ,Zieht man 
zu der Mediane y = x die beiden Parallelen 

p l . . . y = . x - - e  und p ~ . . . y f f i x 4 - ~  
und durch einen beliebigen Punk~ yon y ~ (p(x) eine Paral]ele p~ zur 
X-Achse, so liegt auf ~ zwischen Pl und ~j mindestens ein Punkt yon 
y ffi ~(x), wie klein ich auoh I~l w~t.hlen mag. 

2. Hier liegt der seltene Fall vor, da6 man auf elemen "tarem Wege 
notwendige and hinreichende Bedingungen fiir die Strukh~ einer Funk- 
tion erhii]t, die Crrenzfunktion einer unendlichen Folge ist. Diese Be- 

~(~)  ~ ,  ,~ + , ~ ,  ,~,. , ~ , , . . . ,  

f ( ~ )  = a~; 

f.(,~) - f . ( ,~ )  - p = ~(~) ,  

Dann wird in der Tat: 

f , , ( a ~ )  = l ira  a ~ + .  =-  p -ffi +( ,~ . ) .  
tg OO 

Ist x ~ -a  eine der fibrigen ~-Stellen yon r & h. ist 
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dingungen werden noch einfacher~ wenn man, wie in Satz VJI, Stetigkeit 
der Grenzfunktion voraussetzt. 

Satz  VII. Ist vp(x) eine stetige Fun~'tion, so besteht die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eim, r Funktion f(x) ,  die der 
Gleichung 
(A) f~(x) ffi ~(x) 
geniigt, in folgendem : 

Bs) Es gibt zu,ei Zahlen a und ~ ~ or, so daft 

Beweis.  DaB Bs)hinreichend ist, ist ohne weiteres klar: Man seize 
etwa 

f(x) 
Bs) ist aber auch notwendig: Setzen wir die Existenz einer Funktion f(x)  
voraus, die der Gleichung (A) gentigr Ist a die untere, fl die obere Grent.e 
yon q0(x), so nimmt r well stetig, jeden zwischen a und fl liegenden 
Weft an. Ist jo ein solcher Wert, so ist p nach Satz VI eine p-Stelle 
yon f(x) (denn bei stetigen Funktionen ist auch jede tt~iufungsstelle yon 
/9-Stellen eino p-St~lle), d. h. es ist 

oder 

f(x)=x 
womit der Satz bewiesen ist. 

Zusi i tze  zu Satz  VII. 1. Geometrische Fassung yon Bs): ,,Das Bild 
der Funktion y ~ ~(x) verl'~uft zwischen den Geraden y ~ a und y ~ fl 
und enth~l~ das yon diesen beiden Geraden ausgeschnittene Stfick der 
Mediane y ~- x." 

2. Die elementaren Funktionen (ausgenommen y ~ x und die Kon- 
stanten) genfigen der Bedingung Bs) nicht, sie kSnnen also keine unend- 
lichfach wiederholten Funl~ionen sein. 

3. Aus Bs) folg~ offenbar: 

% ( x )  - -  

- -  

Es fragt sich nun, waun diese Gleichungen bei beliebigen Funktionen gelten. 
Hi@rvon handelt Satz VIH. 
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Satz VII/. Fiir das Bestehen der Gleichung 

fo(x) = f(x)  
foOe~wTes noiwendig und hinreichend: 

Bo) Ist p ein Weft, den f(x) annimmt, so ist 

f (p)  =~,. 
Beweis. I. Bg) ist notwendig. Sei also angenommen: 

f=(x) = f(x). 
Ist ~ ein Wert, den f(x) annimmt, so folgt aus der Hypothese 

f (p)  = q dffi p 
die Gleichung 

f=(~) ~-fo(q)=q, 
also 

f=@) +p 
-- ein Widerspruch; es ist also 

f(p) =.p, 
W. Z. b .  w .  

H. B~) ist hi~reichend. 

folgt mit $ ---- f(x): 

hieraus folgt 

W. Z. b .  w'. 

Zus~tze zu Satz VIII. 

Ass 

f(p) = p  

5(=)  = f(x); 

f=(x) = f(x) ,  

1. Geomeh-ische Fassung yon Bs): ,,Zieht 
man dutch einen beliebigen Punkt yon y = f(x) die Parallele zur X-Achse, 
so schneider diese Parallele die Mediane y = x in einem Punkt yon 

y = f(x)." 
2. Mit Bg) gleichwertig ist die Gleichung: 

f , (x)  = =  f (x) ,  
d. h. eine Funktion ist dann und nut d~nn gleich ihrer ov-fachen Wieder- 
holung., wean sie gleich ihrer zweifachen Wiederholung ist. 

3. Filr stetige Funktionen sind B~), Bs) und Bs) gleichbedeutend. 
WeiB man also yon einer stetigen Funktion e~wed~': sie ist glcich einer 
oo-fach wiederholten Funktion; oder: sie ist gleich ihrer zweifachen Wieder- 
holung; od~: sie ist gleich ihrer ov-fachen Wiederholung; so wefts man 
such, dal3 sie die beiden anderen yon diesen drei Eigenschaften hat. 

Ulm im Januar 1916. 


