
0bet  einige Mtere Vermutungen und Behauptungen 
der Primzahltheorie.  

Zweite Abhandlung. 
Von 

Edmund Landau in GSttingen. 

in 

Wie ich schon im Nacht rage  zu meiner ersten Abhandlung hervor- 
gehoben habe, bewiesen die Herren H a r d y  und  L i t t l e w o o d  neuerdings: 
W e n n  I I  w a h r  is t ,  so ist  I wahr .  In  etwas vereinfachter Ds z) 

lege ich bier ihren Beweis vor. 

t] Meine Abkiirzung beruht z. B. darauf, da6 sie I/, (z) in der Gestalt 

eZ.4 - f e -wz  dw 

O 

haben und flit don Beweis yon Hilfssatz 2 eine Abhandlung yon Herrn W. H. Young  
heranziehen. 

lJbrigens beweisen sic nieht nut meinen Hilfssatz 5, sondern mit dem gleiehen 
"Ansatz sogar, fiir R ( y ) > 0 ,  

1 

@ 

we ~z (y) 'und ~g (y) g~nzo Funktionen sin& Aber in dora hierfiir als Paradigms 
angefiihrten Abschnitt 2. 21 maohen sie ein Versehen, indom sic auf S. 135 aug 

~'(s) O(logltl) , gleiohmiil3ig ffir ~ < - - 1 ,  meinem Ha~dbueh, S. 336, die Formel ~-(~ ~ 

zitieren und s;nwenden, Weder steht diese Formel dort (vielmehr 0 (log Is ])), nooh 

ist sie riehtig. Denn damn w~,re ein festes a > 0  vorhanden, so dab I~'~-)[ / r (s) I 
fiir o<:: - 1, ~ a  besehr~nkt ist; wegon 

-~- log (2~)-[--~ tg ~ F(s) r 

r' (s) l w/ire also --~(~" I fiir a 2 2 ,  ~ ~ besohr~nkt, also fiir ganzzahliges h ::> 2 
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H i l f s s a t z  1: Es ~ei z > O. .Fi2r das o//enbar konvergente Integral 

~ 8 - -  1 

0 
1 gilt au[ der Strecke 0 < z < g 

w ( z )  > ~1 1 '  c 1 >  0.  
z log ~ --  

Be we i s :  Fiir 0 < s < 1 ist ~ ( ~  > c~s, % :> O; flit 0 < z < -~ ist also 

1 1 x 

flog:" Z s-1 C~ ~'1og I ~ f log 1 - ~ ( z ) >  s  z z % d s :  h z " x a x  
o o z log a 1 o 

1 

ce f 
- -  , ~T e - " x d x - -  

zing u  z log  ~-1 
Z 

I-Ii l fssatz 2: F~r n > I Cat 

, f l o g n =  e-n"V(z)dz" 
0 

Be we i s :  

logn J n ~  ,J F ( e )  
0 0 0 0 0 

I I i l f s s a t z  3: Ee ~ei a .  /~,r n >= 2 reeU, 

~(u) =Za.~-", 

fi~r y > 0 konvergent (aleo als Potenzreihe abeohtt konvergent und ste~ig). 

besohr'gnkt, en~gegen der Divergenz der harmonischen Reihe. 

Aber der H ~ r d y - L i t t l v w o o d s c h o  Beweis yon (1) is~ sofor~ in Ordnung zu 
bringen. Es ist nut im Paradigma auf  S. 135~ Z. 8 so wei~erzurechnen: 

I f  = ..: 

bei m --~ oo, q ~--- - -  m - -  } ---~ ~ oo ,  wegen  log i/q~--~-~ = �89 log (qg .--}- t 2) < } ( q g . . ~ )  

und der Konvergenz yon f e-('=-'~[t'dt' f 
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Es  werde /i~r y > 0 

gesetzt. E s  sei 

D a n n  ist 

~ n  

l o g  n 

lira inf ~--(-Y._) > O. r 

lim inf ~' (y) > O. 

B e w e i s :  Da fiir y > O  

20;' 
konvergiert, ist dort 

n y  

~o(y)=Zfa.~---~-.*V(~)~,=fV(~)Z~. ~-"~§ ')d"- 
n : ~  0 0 n = 2  

Nach Voraussetzung gibt es ein Yo der Strecke 0 < Yo ~ ~ und ein ~ > 0, 
so dab fiir O ~ y ~ y o  

~(y) > ~-~ 
0o ~ o~ [ *  P 

ist. I~ach I-Iilfssat~ 2 konvergiert ] e - ~ V ( z ) d z ,  also [ ~ ( z ) ~ , l a .  l e -"~dz ;  
d ,) - -  

fiir y > 0 ist also 

�89 �89 ~ = 

1 wo die reehte Seite yon y frei ist. Fiir 0 < y ~ ~ Yo ist aber naoh Hilfssatz 1 

by0 � 8 9  v 

0 0 0 

Y 

J >)-~0 
daher ist 

2 ~ 

lira inf o~ ( y ) > 
,_-o Cr ~ : log--y 
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H i l f s s a t z  4: Es  durcklau/e ~ ~- fl q -7C die yon - - 1 , -  3, - -5  . . . .  
versdtiedenen Wurzeln der in w 1 meiner ersten Abhandlung genannten 
ganzen Funktion L(s).  Dann ist 

# 

B eweis: Nach S. 497 des Handbuchs ge~fig~ die ganze Funktion 

4 - -~  s--~l 

welche genau die Q zu Wurzeln hat,  d e r  Funk t ioaa lg le i chung  

~(s) = ~(~ - s), 

r (s) ~ '  (1  ~ s ) .  
(3)  ~(s) = ~(~ - - s ) '  
nach S. 506 ist  

$ 

(~) ~ + , 

• x • (  ~ ~ )_ r  r r162  ~ , r'(~) ~.L'O) 
+ -- ~ -- B ----- ~ (I) ~ (o) ~ = log ~ ~- ~ + _ r, (I) 

�88 8 kz(")'~ 
l o g  - -  0 ~ " n ' 

wobei 0 die E u l e r s c h e  Konstante  b e d e u t e t ,  also 

= 2  log2 -- log n - C _4_8; (1o~8 log5,5 -4-, 1og77 1og99 -~- " " ") 

8 log 3 8 1,1 
.~ 2 log 2 - -  log ~ --  6' + ~ - -g-  < 1 ,4  - -  1,14 --  0,57 ~- 3,1 3 

8,8 2 
= --  0,31 q- ~ < --  0,31 --~ 0 ,95  ~ 0,64 < g .  

H i l f . s s a t z  5 : ~ 8  werde /~r y > 0 

:(y)-- Z z(~ ~') l~ ' ~-r 

geset~. Da~n ~ bei y--~ 0 

f(y) = -- Z F ( ~ )  y-.~ + O(11. 

~t 

@ 
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Beweis:  Fiir y > 0 ist bekanntlich ~) 
2 + ~  

f 2~rie-~ =~- l'(s)y-,'ds, 

also 2 + | 

2 i (y)=Z f 
P, 2 -  ~ l  
2 + ~ t  2+ool 

-L~ ds.  
2 -- ~ * p,m 2 -- ~ i  

Man weude nun den Cauchyschen  Sate auf den letzten Integranden 
und das Rechteck mit den Ecken 2 + Ti, -- �89 • Ti an, wo T :> 0 wurzel- 

L'(0) Jetzt wachse T frei sei. Die Residuensumme ist ~ F(~)y-q+-L(O). 
i r i<~ 

2 + T ~  

wurzelfrei ins Unendliehe. Dann strebt f nach dem Obigen gegen 
2-Ti 

--2zrif(y). Die Integrale fiber die Horizontalseiten streben gegen 0; 
dies folgt aus Formel (8) meiner ersten Abhandlung nebst 

F(~+ti)=O(e-~t t]  ) ( - - � 8 9  

und der naeh dem Paradigma jenes w 4 dureh halbkreisfSrmige Ausbuch- 
tung zu begriindenden Relation 

--~+Ti 

"~" f F(s)Y-"*--ed~ =O(e-;~'T]logT)=o(1). 
2+Tt 
-�89 - � 89  

:Femer strebt f gegen f ; dies Integral konvergiert sogar absolut, 
- ~ + ~  - ~ + ~  

well fiir a = -- �89 naeh (2) und (3)  

L' (a) 1 4 1 _ _ _ _  1 log 
L(.) = - -~ t~  2 r ( ~ )  2 2 F (2~__~) L ( 1 - - $ )  

F( .~  r/(a) 
~ j - / ~  = O(e-~t-~logt)  

ist. Zugleioh folg~ hieraus 
- �89 | 

I dt  ---- O(y�89 

~) VgL z. B. S. 215--216 m e i n e r  Arbe i~  ~ber die Hardysche Ent, decku~ unend- 
v~,eler 2~ullate~m dee Ze~fu '~ ion  mit reellem Te~l 1} [Mathemat i sche  Armalen,  

Bd. 76 (1915), S. 212---248]. 
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L' (0) 
also _ 2 n i f ( y ) _ _ 2 z ~ i ~ - ~ F ( e ) y _ e  + 2z~i L_~+O(y �89  

e 

--- 2 ~ i ~ x ~ r ( e ) y - ~  + o (1). 
e 

Hilfssa tz  6: Es sei wahr, daft alle fl--~ { ,ind. Danr, ist 

~x~j r ( e ) l  < o,8a. 

Beweis: Nach Hilfssatz 4 ist wegen fl ~- 

r>o � 8 8  < 3 '  

also jodes positive r > Vff-~--~ ~ V~, i > -~. Nun ist fiir y > 

x ~ 1 , 8,1 ~ /  , 3 8~ I - ' ,  1 ~"(1+ , ) 7 ' >  - f - ' - g - k l . ~ ) y  

1 . 9,6 7 ~ l  1 y l  ),~) 
F 

folglich, wogen 

: F(~ + Ti) ls = F(�89 + yi ) I'({ -- Ti ) - -  
sin ~ (~+7i)  . . . .  oos ~ ri ---- e~r+e  - ~ <  - ~ '  

e y > o  r > O  e g r  

= ~ < o,84. 
Satz: E* werde (wie in der eraten AbhandMng) liar y > 0 

g ( y ) =  - Z z  (~) ~-,~ 
p 

geaet~t. B, sei wahr, daft alle fl = ~ eind (Po~ula$ II). Dann ia  

lim ira __g (V) > 0, 
t t=o  1 1 ~/-~ .. lo,-~ 

a~o a /art~ (Tscheby , r  Behau,ptung I )  
g ( v ) - - ,  oo. 

Beweis: Wird fiix y > 0 

~(Y)---- -- Z Z O ' ) m g  ~ , , - "  
gnmet~t ,  s o  i ~  P 

- f ( y ) =  ~(y)  - ~X~logp e - " '  + log 2 , - ' v  + 0 ~X~, log p c -  # , .  
dS~ 

ius  a ( z ) = 2 1 o g p x ] / ~  folgt, dab yon einer S~elle h ai~ 

A ( x )  > 0,98 Vx ist, also fiir y > 0 
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S ~ o g p ~  -~'' = Z ( A  ( ~ ) -  ~r  - ~))~-" ~ - - Z A  (~)(~-"~- ~- r 

n = l  n 1 h 
oo 

(,) - - ~  ~ +  o ~ .  

Z l o g p ~ - " = v  B (,,) ~- "" e,, =- o v r  
p.m I 0 

ao  

0 

Daher ist mit Riieksicht auf Hilfssatz 5 und 6 fiir alle hinrelehend 
Meinen positiven y 

~o(y) = ~ l o g p  e - " '  - -  log 2 e - "  --  O ~ logpe - ' ~ -  f(y) 
lo ~ , m  

m > 2  

> 0,96 ~/~ 1 1 ~ x 

wo ~ > 0,48 1/~ --  0,84 > 0,48 ~ - -  0,84 - -  0 ist~. Aus I-Iilfssat~ 3 folgt 
also die Behauptung. 

Berl in ,  den 26. Dezember 1917. 

(FAngegangen am 26. Dezember 1917.) 


