Uber einige iiltere Vermutungen und Behauptungen in
der Primzahltheorie.

Zweite Abhandlung.
Von

Edmund Landau in Géttingen.

Wie ich schon im Nachtrage zu meiner ersten Abhandlung hervor-
gehoben habe, bewiesen die Herren Hardy und Littlewood neuerdings:
Wenn II wahr ist, so ist I wahr. In etwas vereinfachter Darstellung?)
lege ich hier ihren Beweis vor.

1) Meine Abkiirzung beruht z. B. darauf, daB sie w (2) in der Gestalt
*x
—wz dw
2) = g Nf__.A-__.
vi=ot [l
0
haben und fiir den Beweis von Hilfssatz 2 eine Abhandlung von Herrn W. H.Young

heranziehen.
Ubrigens beweisen sie nicht nur meinen Hilfssatz 5, sondern mit dem gleichen

Ansatz sogar, fiir R (y) >0,
(1 F)=— 3 Tley—e+ B (v)+vlog - %uv),
e

wo P, (y)\und &, (y) ganze Funktionen sind. Abor in dem hierfir als Paradigma
angefiihrten Abschnitt 2.21 machen sie ein Versehen, indem sie auf 8. 135 aus

4
meinem Handbuck, S. 886, die Formel %%.—; O (log | #]), gleichmiBig fiir 6 < —1,
sitieren und anwenden. Weder steht diese Formel dort ( vielmehr O (log|s 1)), nooh

¢ (8)

ist sie richtig. Denn dann wire ein festes a>0 vorhanden, so dal } 20)

fir o< —1, t=0 beschrénkt ist; wegen
g{l—e) L

wire also I;é:)”\ fiir 022, t==a beschriinkt, also fiir ganzzahliges h>>2

ex_I'(e) L(2)
2 I'(s) {8
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Hilfssatz 1: Es sei 2> 0. Fir das offenbar konvergenie Integral

; s—1
2
v ()= 40
0
gilt auf der Strecke 0 <z << %
W(Z)>*cl_1, Cl>0.

z log” —

Beweis: Fiir 0 < s <118t w75 > ¢,8, 02>0 fu10<z<slsta.lso

( )
1 1 z
1
log Pl * Cg lOg}—
’Q/J(Z)> O] ds> ‘s zsds — 7 |z *wdx
zlog®—§
1
=8 _|erado=—2
zlog? —§ zlog®—

Hilfssatz 2: Fir n > 1 ist

Hilfssatz 3: Es sei a, fir n =2 reell,

p(y) =2 a,e
n=12
fiir y > 0 konvergent (also als Potenzreihe absolut konvergent und stetig).

| (h40i) I"(2+ai)l 1 1
| T(h—Fas) . T(2+as)| 2+ai+3+a4+"'+h—1+ai

beschrankt, entgegen der Divergenz der harmonischen Reihe.

Aber der Hardy-Littlewoodsche Beweis von (1) ist sofort in Ordnung zu
bringen. Es ist nur im Paradigma auf 8. 135, Z. 8 so weiterzurechnen:

gt+in
‘ff(s)y“i_’((:))ds {Iyl"‘fe (= le] logV“'—Eﬂd:}_»o
g~t®

bei m—» 00, g=—m — § —» — 00, Wegen log V& ¥ = § log (¢° - £2) < } (¢*+-#°)

L

und der Konvergenz von fe" Gm= 21t ge, fe— Gr-Nlei g gy,

—® ~®
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Es werde fiur y >0

y)_Zlo&e ny

gesetzt. Es set

lim inf "”“’)>o
y=20

. Yy
Dann st

lim inf _ ol > 0.
y=9 \/— log——

Beweis: Da fiir y > 0

Zﬂ e Ve "'zp(z)dz-— IL:"J

n=2y§
konvergiert, ist dort

®©

o(y)= Zfa “hyeTnEiy z)dzzj‘r,u) ae—"0+'1dz—fw(z)¢(z+y dz.
0 0 n=

n=2 1]

Nach Voraussetzung gibt es ein y, der Strecke 0 < y, < % und ein » > 0,
so daBl fiir 0 <y <y,

¢(y)>;5

ist. Nach Hilfssatz 2 konvergiert fe“'“ v (z)dz, also fw (z) Z la,|e-"*dz;

'%‘yo &yo n= 2
fiir y > 0 ist also
H"’(z)q’(zﬂ)dz éfw(z)zwnle‘"'dz,
1‘[#0 ’}!Jo n=2

wo die rechte Seite von y frei ist. Fiir 0 < y < 3y, ist aber nach Hilfssatz 1

o L i) v s
R e e P

0y J dz_ __ G % .
VBy ) slog's  yByylog

daher ist
liminf —28) >4

v=0 \/—1— : Io
v g

£ >0.

o
SIS
wof %
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Hilfssatz 4: Es durchlaufe ¢ = 8 -\ »; die von —1, —3, —5, ...
verschiedenen Wurzeln der tn § 1 meiner ersien Abhandlung genannten
ganzen Funktion L(s). Dann st

22( 1_9) DZO(§+TE;):T§£T(TI“_§<%-

Beweis: Nach 8. 497 des Handbuchs geniigt die ganze Funktion

s+1
4 3
2) ()T () L) = o),
welche genau die ¢ zu Wurzeln hat, der Funktionalgleichung
E(8)=£(1 — &),
) g(a) __F(l—s)
(d) (5) E (1 — 8) 3

nach 8. 506 ist

&

5(8)=Ae33]](1—~ —;‘-)35,
=B+Z(8ie+l),

o n_ g ) €O 580 ' oM
X o=% B=%0 - 5o 25(1) 82+ 2T

n=1

n b

wobei ¢ die Eulersche Konstante bedeutet, also

=2log2 — logn — C + = (l,‘!&?_1085+1°g7 log9 )
1,1
3

5 7
810g3

<2log2 —logn —C 4 — <1,4— 114——057’—%—3‘Ei

= — (0,31 +§§ < — 0,81 + 0,95 = 0,64 < ~3—.
Hilfssatz 5: Es werde fir y > 0
fly)= 2 x(p™) logpe™®"*

. nm
gesetzt.  Dann ist bei y— 0

fly)=—2'T(e)y~2+0(1).
4
( 2 konvergiert absolut, weil fir 0 < o <1 gleichmdpig I'(s) == O(eﬁgtt‘})
e

tst und 2 e 2 yb laonvergieﬂ.)
y>0
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Beweis: Fiir y > 0 ist bekanntlich )

2+.®1
2Qrie Y = j I'(s)y=+ds,
also 24w o
2aif(y)= 3 [ I(e)y=z(pm) o~ logpds
S 240
= [Py Supm) pomlogpas = — [ Tie)y-rE g
2~ = »nm 2— i

Man weunde nun den Cauchyschen Satz auf den letzten Integranden
und das Rechteck mit den Ecken 2 = 74, — 3+ T'¢ an, wo T > 0 wurzel-

frei sei. Die Residuensumme ist 2 I'(p)y-e+ O Jotzt wachse T

lri<e L)
2+ Ti
wurzelfrei ins Unendliche. Dann strebt [ nach dem Obigen gegen
21

—2nif(y) Die Integrale iiber die Horizontalseiten streben gegen 0;
dies folgt aus Formel (8) meiner ersten Abhandlung nebst

I(o+ti)=0(e *'th) (—3<0<2)
und der nach dem Paradigma jenes § 4 durch halbkreisférmige Ausbuch-
tung zu begriindenden Relation
—~}+Ti

” d I
3 [ riayye i = 0( T g Ty = 0(1).
e 2474
-3-mi 3w
Ferner strebt | gegen [ ; dies Integral konvergiert sogar absolut,
— b+ ~$+wi
weil fiir 6 == — } nach (2) und (3)
, (841 , (2—38
@ _ _ liggd lf__<__2._)___ Liogt— 17 (—.Q“) _L1=9 _ g0g1)
I~ 2%z 2r(122-1) 308 2F<2—a) Ii—y) '
2 2
FEEL _ oy loge)
I — &
ist. Zugleich folgt hieraus
-%-—-mi «©

40 | NE =3+ e b

, f I'(e)y L {s) ds l gy*f} I(—3+¢) L{—3+) ldt—O(y )s
..._}+ oi — %0

1) Vgl z B. S. 215-216 meiner Arbeit Uber die Hardysche Entdeckung unend-

lich vieler Nullstellen der Zetafunktion mit reellem Teil § [Mathematische Annalen,
Bd. 76 (1915), S. 212—248].
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also ~2ﬂif(y)=2“‘2r(9)y‘9+27”1,((0))"’0(3’%)
4

=2ni 3T (e)y=e+ 0 (1)
14
Hilfssatz 6: Es sei wahr, daf alle g =% sind. Dann tst
21T (e)l < 0,84.
e

Beweis: Nach Hilfssatz 4 ist wegen ﬁ:};,
1 1
also jedes positive y > V3 —1=7ViI> ¥ Nun ist fir y >}

Ao 14 G g () =1+ F (1 450) > 3+ 3y

>3 +967 T 2+217 >2( +7*),
folglieh, wegen
£ 2x 2=

I'(x s__ (1 1 wi) — x = = =
PE+ri)f=TG+r) TG—ri) = s = e = e < g’

S1r@|=2 S G+ri) <2 0T < Ven 3 < V635
] y>0

r>9 37
= V0,7 < 0,84.
Satz: Es werde (wie tn der ersten Abhandlung) fir y > 0

gly)= —-Z'x(p)e‘”

geselzt. s sei wahr, daf alle f = % sind (Postulat I1). Dann st

liminf—/TL(y)—Y>O,
y=0 _:1 h
\y ogy

also a fortiori (Tachebyschefs Behauptung 1)
g(y)— oo

Beweis: Wird fir y > 0
p(y) = —Z’x(p)lospe‘”

gesetzt, 8o ist
—f(y)—¢(y)~2103pe V- log2e* 40 Slogpe Y.
nm
m>2
Aus A(z)mZ’logpAaVE folgt, daB von einer Stelle » sh

_ pSy=
A(x)> 0,98 Vz ist, also fir y > 0
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2 logpe™® =2.O A(n)—A(n—1)) “ZA(H) (77— 7"ty
? n=1

=1
+

=2A(n)yf T Jy — yf A(u)e " du > O,QByJ‘VEe"‘” du
n=1 A

_098y<fvue ""du—}—o(l)) \,?fﬁe””dew(y)
[

Aus B(z)= > logp=0(Vz) folgt
P
m$2

Zlogpe 4 ”—ny(u)e “Wdu=0 (yff’;,e'""du)
¢

K
- o(y~%f\“/§ e"”d'v) =0(y~t)=o0 (5;)

Daher ist mit Riicksicht auf Hilfssatz 5 und 6 fiir alle hinreichend
kleinen positiven y

:Zlogpe”"’ —log2e*Y — OZInge"’m”——f(y)
? m;lz
z 1 1
> 090 5 2~ 3 1T(e)] =

wo x> 0,48 Va — 0,84 > 0,48 7-0,84=0 1st. Aus Hilfssatz 3 folgt
also die Behauptung.

Berlin, den 26. Dezember 1917.

(Bingegangen am 26, Dezember 1917.)



