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2 .  Theorie der Tra~nsversalschwinnyungem 
eiizer quadratischen Platte mit  f re ien  Randern; 

von Walter  Bits. 

Einleitung. - Zusammenfaseung der Resultate. 

Die Differentialgleichungen und Randbedingungen fur die 
transversalen Schwingungen ebener, elastischer Platten mit 
freien Randern sind bekanntlich zuerst in teilweise unrichtiger 
Form von Soph ie  Germain  und Poisson ,  in definitiver 
Gestalt nber von Kirchhoff  im Jahre 1850 gegeben worden. 
Angeregt wurden diese Untersuchungen durch die schonen von 
Chladni  1787 entdeckten Figuren, die eich bilden, wenn auf 
eine schwingende Glas- oder Metallplatte etwas Sand gestreut 
wird; spater wurde die Bezeichnung Chladnischer Klang- 
figuren auch bei den Schwingungen von Membranen angewandt. 

Die von K i r c h h o f f erhaltene partielle Differential- 
gleichung ist vierter Ordnung, und ee miissen am Rande zwei 
Differentialausdrucke dritter und zweiter Ordnung verschwinden, 
die ron einer Elastizitatskonstante abhangen. Die groSe hieraus 
sich ergebende Komplikation des Problems erklart es hin- 
reichend, daB die Losung bis jetzt nur im  Falle des Kreises 
(Kirchhoff) gefunden wurde, wobei sich ein sehr befriedigender 
AnschluB an die Erfahrung ergab.l) Die Klangfiguren be- 
stehen hier nur aus konzentrischen Kreisen und aus Radien, 
mehrfache Tone sind ausgeschlossen. Die Mannigfaltigkeit der 
Figuren ist somit vie1 kleiner als in den Fallen des Dreiecks, 
Vierecks usw. 

Im folgenden entwickle ich am Beispiel der quadratischen 
Platten mit freien Randern eine neue Integrationsmethode z), 

1) Im Falle ciner recliteckigen Platte, von der zwei gegenuber- 
liegende Kanten gestiitzt, die beiden anderen frei sind, laBt sich, wie 
W. Voigt (GStt. Nachr. p. 225. 1893) gezeigt hat, die Integration elementar 
durchfiihreq. Gleiches gilt von ringsum gestiitxten rechteckigen Platten. 

2) Vgl. die Abhandl. des Verf.: ober  eine neue Methode zur LGsung 
gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik. Journ. f. reinc 
u. angew. Mathematik 138. p. 1. 1908. 
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die ohne wesentliche Anderungen auch auf rechteckige Platten 
angewandt werden kann, sei es mit freien, sei es auch mit 
teilweise oder ganz eingespannten oder gestutzten Randern. 
Theoretisch ist die Losung in ahnlicher Weise sogar fur eine 
beliebige Gestalt der Platte msglich; eine genaue Berechnung 
einer groBeren Anzahl von Klangfiguren, wie sie i a  folgenden 
fiir den klassischen Fall der quadratischen Scheibe durch- 
gefiihrt i s t ,  wird aber nur bei geeigneter Wahl der Grund- 
funktionen, nach welchen entwickelt wird, praktisch ausfuhrbar. 
Fur den Grundton , sofern groBe Genauigkeit nicht gefordert 
wird, fuhrt das Verfahren f i r  die meisten Platten durch den 
Ansatz von Polynomen zum %el. 

Das Wesentliche der neuen Methode besteht darin , daB 
nicht von den Differentialgleichungen und Randbedingungen des 
Problems, sondern direkt vom Prinzip der kleinsten Wirkung aus- 
gegangen wird, aus welchem j a  durch Variation jene Gleichungen 
und Bedingungen gewonnen werden konnen. Dieses Variations- 
problem wird nun durch ein gewohnliches Maximum- und 
Minimumproblem fiir eine endliche Anzahl Parameter ersetzt, 
dessen Losung elementar gelingt, womit dann eine erste 
Approximation gegeben ist. Dieselbe laBt sich unbe,p*enzt 
verbessern durch Vermehrung der Zahl der Parameter , und 
ergibt somit ein konvergentes Verfahren zur Integration. DaB 
die mathematische Form der ersten Approximationen will- 
kurlich gewahlt werden kann , ist hierbei ein wesentlicher 
Vorteil. Denn es ist leicht, eine experimentell bekannte 
Funktion durch eine geniigende Anzahl Konstanten in einer 
geeigneten mathematischen Form beliebig genau darzustellen; 
unsere Methode erlaubt es nun, die Konstanten a priori aus 
der Theorie zu bestimmen, so daB die Ergebnisse der Er- 
fahrung, in Bezug auf die angenaherte Form der gesuchten 
Losung, zur praktischen Durchfiihrung der Integration benutzt 
werden kbnnen. Der Umstand, daB das Prinzip der kleinsten 
Aktion, welches die kiirzeste Zusammenfassung der Gesetze 
der meisten physikalischen Erscheinungen gibt, auch in  vielen 
Fallen den direktesten Weg zu deren mathematischen Be- 
handlung und numerischen Berechnung weist , durfte nicht 
ohne Bedeutung sein. 

Fu r  die Berechnung der Schwingungen einer quadratischen 
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Platte rnit ringsum freiem Rande fiihrt man zweckmabiger- 
weise die bekannten Funktionen u,(x) ein, welche die Amplitude 
des nten Obertones eines freischwingenden Stabes, dessen Lange 
gleich ist der Quadratseite angeben. Die Koordinatenachsen 
seien durch den Mittelpunkt parallel zu den Seiten des 
Quadrates gelegt. Aus unten zu erorternden Grunden miissen 
die Funktionen uo (x)=const. ; u1 (x)= x. const. eingefuhrt werden, 
die als Grundschwingangen des Stabes mit der Schwingungs- 
za.hl Null aufzufassen sind; u, (2) ist also die Grundschwingung 
im gewahnlichen Sinne, mit zwei Knotenpunkten; urn (x) besitzt 
m Knotenpunkte. Dann ergeben sich aus der Untersuchung 
folgende Resultate: 

1. Samtliche Eigentone der Platte lassen sich bis auf 
einige Prozent darstellen durch die Formeln : 

wrn, = @, (4 7% (Y) + u, (Y) 7% (4 Y { w:n = u, (4 1% (Y) - u, (Y) un (4 * (1) 

Den Indizes 00, 01, 10 entspricht die Schwingungszahl Null, 
die Platte bleibt eben. 

2. Es existieren nur Doppeltone, keine mehrfachen Tone. 
Die Doppeltone entsprechen dem Falle, wo von den Indizes m n 
der eine gerade, der andere ungerade ist. Es ergeben dann wml 
und wk,, dieselbe Tonhohe; jede lineare Verbindung dieser zwei 
Funktionen entspricht einer moglichen LGsung. Die hierbei 
auftretende Schnr von Klangfiguren hat die Eigenschaft, da6 
die Kurven samtlich durch gewisse feste Punkte, von S t r eh lke  
Pole genannt, gehen , namlich die Wurzeln des Gleichungs- 
systems w,,(z, y)=OJ whn(z-, y)=O. In erster Annaherung sind 
dies die Wurzeln yon um(x) = 0 ,  u,(y) = 0, bzw. u,(x) = 0, 
u,(y) = 0; die Abstiinde der Pole von den Seiten sind also 
(bis auf 1-2 Proz.) gleich den Ahstanden der Knoten frei 
schwingender Stabe von deren Enden. 

3. Die Eigentone lassen sich rnit beliebiger Genauigkeit 
durch Summen von Ausdrucken der Form (I) darstellen mit 
Koeffizienten, die sich aus der Theorie bestimmen. Im 
folgenden ist die Rechnung bis auf l/looo durchgefuhrt fur rn 
und n kleiner als 4. Die so berechneten Klangfiguren stimmen 
in sehr befriedigender Weise mit den genauen Beobachtungen 
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von S t r e h l k e  uberein. Die Korrektionen gegen (I) bleiben 
stets relativ klein. 

4. Die Klangfiguren und Tonhohen samtlicher 35 Ober- 
tone, fur welche rn und n kleiner als 7 sind, werden unten 
angegeben; fiir rn und n kleiner als 4 sind sie nach den 
exakten For meln berechnet, fur groflere Indizes nacli (I), wobei 
jedoch der E’ehler beim MaBstab der Zeichnung kaum wahr- 
zunehmen ware. Dies schien mir deshalb wiinschenswert, veil 
uber diese schijnen Figuren durch ungenaue Beobachtung und 
theoretische Fehlschliisse eine groBe Anzahl unrichtiger An- 
sichten in die Lehrbiicher und Zeitschriften iibergegangen ist, 
SO daB selbst iiber die am leichtesten zu beobachtenden 
Fundamentaltone Unsicherheit herrscht. In  Ch ladn i s  Akustik 
erscheinen manche Eigenschwingungen als Doppeltone, die es 
nur durch Inhomogenitat des Materials und Mangel der Be- 
obachtungsmethode sind. Die entsprechenden 46 Klangfiguren 
sind von Chladni  groBtenteils erhalten und, wenn auch nur  
in rohen Umrissen, gezeichnet morden. Da sich die zum 
Hervorbringen einer bestimmten Figur notige Unterstiitzung 
der Platte aus den unten gegebenen, genauen Figuren ent- 
nehmen IaBt, wird deren experimentelle Herstellung erheblich 
erleichtert, wahrend bisher uber das Zustandekommen irgend 
einer Figur, besonders bei den hoheren Obertonen, im wesent- 
lichen der Zufall entschied. 

5. Die vielumstrittene Frage, ob die scheinbar geraden 
Linien, die in vielen Figuren auftreten, auch wirklich gerade 
seien, ist dahin zu beantworten, daB dies nur fur die Diagonalen 
und Seitenhalbierenden - wo schon Symmetriegriinde es er- 
fordern - gilt. AuBerdem ergeben sich aus (I) (angenahert) 
gerade Linien nur be1 Doppeltonen und wenn m = n ist. Die 
Resultate der Messungen S t r eh lkes ,  die vielfach angefochten 
wurden, stimmen hierin mit der Rechnung genau uberein; die 
geringen Abweichungen dagegen, die S t r eh lke  auch bei den 
Diagonalen und Seitenhalbierenden gefunden bat, beruhen auf 
einem unten zu erorternden tlystematischen Pehler bei der Her- 
stellung von Sandfiguren. 

6. Die Tonhijhen der 35 Obertone stimmen mit den von 
Chladni  gegebenen innerhalb der zu erwartenden Pehler 
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iiberein. Sie umfassen sechs Oktaven. In  roher Annaherung 
sind die Tonhahen gegeben durch die Formel 

u = A . l m 4 +  n4 + 2(1 - p ) m z n 2 ,  

wo m, ri ganze Zahlen, A, p Konstanten der Platte sind. 
7. Die bei Membranen giiltigen Satze: ,,Wo eine Knoten- 

linie den Rand trifft, steht sie auf demselben senkrecht; 
schneiden 0ich zwei oder mehr Knotenlinien im Innern der 
Platte, so bilden sie gleiche Winkel miteinander", gelten bei 
Platten nur ausnahms weise oder angenahert. 

8. In  den Ecken ist die Losung eine im allgemeinen 
izicht analytische E'unktion, womit die Unzulanglichkeit der ge- 
wohnlichen Methoden bei diesem Problem geniigend erklart 
ist. Da die Losung jedoch innerhalb der Platte endlich und 
stetig bleibt, wenn sie auch nicht in eine Potenzreihe ent- 
wickelbar ist, so bleiben analytische Darstellungen durch 
Polynome, Fourierreihen, nach den Funktionen wmn fort- 
schreitende Reihen usw., wie sie unsere Methode bringt, 
dennoch moglich und praktisch anwendbar. 

9. Parallelen zu den Seiten schneiden jede Figur in einer 
Anzahl Punkte, die hochstens gleich ist dem groBeren der 
beiden Indizes m und n und mindestens gleich dem kleineren. 
Andere, analoge Gesetze gestatten es, zu einer gegebenen 
Klangfigur die entsprechende Formel zu finden. Sind z. B. 
beide Diagonalen Knotenlinien, so hat man es rnit wk, zu 
tun, wobei m ,  11 beide gerade oder ungerade sind. 1st nur 
eine Diagonale vorhanden, so liegt wieder w:, mit m und n 
von ungleicher Paritat (Doppelton) vor. Qehbren die Seiten- 
halbierenden zur Figur, so ist einer oder beide Indizes un- 
gerade usw. 

10. SchlieBlich wird die Methode, unter Anwendung von 
Polynomen, auf die schon von Kirchhoff  berechnete Grund- 
schwingung eines Kreises angewendet. Formeln rnit zwei 
Konstanten geniigen, um die Schwingungszahl desselben auf 
I/, Proz. zu erhalten, d. h. mit derjenigen Genauigkeit, die fur 
solche Versuche iiberhaupt in Betracht kommt. Der Rechnungs- 
aufwand ist vie1 geringer wie bei der Kirchhoff  schen Methode, 
und stimtliche Operationen durchaus elementar. In der ohen 
zitierten Arbeit habe ich auch die Anwendbarkeit der Methode 
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auf die Schwingungen yon Saiten, unter Benutzung von 
Polynomen zur angenaherten Darstellung der Losung, unter- 
sucht: bei Benutzung van nur drei Gliedern ergibt sich der 
~ u ~ d a m e n t a ~ t o n  der &kite auf drei Milliardstel genau. 

Die empirischen Formeln. 

Nach diesen Ergebnissen der Theorie 156t sich leicht iiber- 
sehen, in welchem Umfange und warum gewisse empirische 
Formeln, die zur Darstellung der Klangfiguren in mehr oder 
weniger roher Annaherung herangezogen worden sind, ihren 
Zweck erreichen. Es ist dabei zu berucksichtigen, daB, wie 
unten gezeigt wird, um(x) durch einen cos bzw. einen sin an- 
genahert darstellbar ist, ausgenommen in der Nahe des Randes. 
1st die Quadratseite gleich 2 ,  so sind, bis auf willkiirliche 
Faktoren, die Losungen: 

Ersetzt man dies noch durch cos m x x und sin (m + +) x 2, SO 

hat man die Funktionen, aus welchen durch Superposition 
W h e a t s  t on e l) die Klangfiguren ableiten wollte, wobei gerad- 
linig begrenzte Figuren sich ergaben. Solche LZisungen ent- 
sprechen, roh angenahert, den Gleichungen (I) fur m oder n 
gleich Null. 

beobachtete Figuren ungefahr en tsprechen, nicht aber cos x x, 
cos x y einzeln, wie es nach diesem Superpositionsprinzip sein 
sollte, la6t geniigend erkennen, daB es sich hier nur um einen 
in besonderen Fallen anwendbaren Kunstgriff handelt. Um so 
merkwiirdiger ist es, da6 auf Grund dieses unhaltbaren Prinzips 
bis in die neueste Zeit die exakten Versuche S t r e h l k e s  yon 
experimenteller und theoretischer Seite her als ganz unrichtig 
bezeichnet wurden. Insbesondere glaubt R. Konig2)  aus ganz 
unzulanglichen experimentellen Ergebnissen die Qeradlinigkeit 
der den Seiten paralleler Knotenlinien behaupten zu konnen, 
wie es das Superpositionsprinzip verlangt. Indem er die 
Grundgleichung fur einen solchen durch geradlinige Knoten- 

Vgl. Lord Rayleigh,  
Sound § 221. 

?Jza = cos (m - +) 76 x ; u2sb+l  = sin(rn + # x x .  

Der Umstand, dal3 nur den Ausdriicken 
C O S I X  .- cosxy ,  C O S I X  + cosxy 

1) Ch. Wheatstone, Phil. Trans. 1833. 

2) R. Kiinig (Paris), Pogg. Ann. 122. p. 238. 1864. 
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linien begrenzten Bereich (also mit der Randbedingung : Ver- 
schiebung gleich 0) integriert, glaubt S. T a n a k a l )  allgemeinere 
und strengere Formeln zu erhalten. Dies ist aber schon deswegen 
nicht der Fall, weil iibersehen ist, da6 eine Randbedingung 
die Losung gar nicht bestimmt, so daJ3 Hr. T a n a k a  aus der 
unendlichen Reihe mijglicher Losungen eine unrichtige heraus- 
gewahlt hat, wie es die Wahrscheinlichkeit j a  verlangt, hatte 
er statt Produkten von cos und sin, Produkte der Form 
u, (x) u, (y) angesetzt , 80 hatte die Losung eine wesentlich 
hohere Approximation dargestellt (wenigstens bei Doppeltonen 
und fiir m = n). 

In  seiner Theory of Sound, 6 226 ff., hat Lord Ray le i  gh 
die W 11 e a t s  tone  sche Untersuchung weitergefuhrt. E r  geht aus 
von der Bemerkung, da6, wenn das Verhaltnis ,u der Quer- 
kontraktion zur Langsdilatation gleich Null ist (was allerdings 
bei keinem bekannteii KGrper zutrifft), partikulare Losungen 
des Problems existieren, die von einer Koordinate unabhangig 
sind , und einfach den Schwingungen elastischer Stabe von 
gleicher Lange wie die Quadratseite entsprechen , also den 
Funktionen u, (z). Dabei ergeben u, (x) und u, (y) natiirlich 
dieselbe Tonhohe; sie kiinnen zu den Ausdriicken 

verbunden werden, welche in der Tat eine Reihe von Klang- 
figuren auf 1-2 Proz. genau darstellen. Allerdings ist die 
Forderung der Theorie, da6 diese zwei Schwingungen gleiche 
Tonhohe haben sollten, tatsachlich nicht erfullt, und es existieren 
die einzelnen Schwingungen urn@), bzw. u, (y), nur im irreali- 
sierbaren Falle p = 0. In Wirklichkeit liegt hier jener Spezial- 
fall der Formeln (I) vor, wo der eine Index gleich Null ist. 
Der Grundton der Platte (m = n = 1) wird hierdurch nicht 
dargestellt. Lord Ray le igh  setzt dafiir den angenaherten 
Ausdruck zy, der in der Tat mit (I) ubereinstimmt, und, wie 
sich zeigen wird, von der richtigen Losung nur wenig abweicht. 

Das Variationsproblem und die Grundgleichungen. 

Sei, wie oben, p das Verhaltnis der Querkontraktion zur 
Langedilatation, welches nach Poisson  1/4, nach Wer the im '/, 

urn (4 + urn (Y) ; u, (3 - u, (Y) 

1) S. Tanaka, Wied. Ann. 32. p. 670. 1887. 
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sein 9011, und jedenfalls zwischen 0 und 1 liegt; sei ferner E 
der Elastizitatsmodul’), 2 A  die Dioke der Platte, dann ist 
nach Kirchhoff  die potentielle Energie der Platte, voraus- 
gesetzt, dali die Verschiebung 71 (x y) senkrecht zur  Ebene der 
Piatte klein bleibe : 

Die kinetische Energie wird, wenn p die Uichte bedeutet, 

woraus sich durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips 
ergibt 

Hat man es mit Eigenschwingungen zu tun, so ist 
u = sin 2 n: v ( t  - to) w (x, y) 

zu setzen ; dann ergibt sich die Differentialgleichung 
(3) A A w  = A w ,  
wo 

3, wird durch die Integration bestimmt; die Gleichung (4) er- 
gibt dann die Anzahl Schwingungen pro Sekunde v. Die 
Randbedingungen selbst findet man durch die Variation von v. 
Den Faktor sin 2 rn v (t - to) kann man natiirlich abwerfen, und 
erhalt fur eine Seite des Quadrats senkrecht zur x-Achse 

und ahnlich fur die Seiten senkreckt zus y-Achse, durch Ver- 
tauschung von x und y. 

Bei den hierbei notigen Umformungen und partiellen Inte- 
grationen ianys des Kandes tritt an den Eckeii desselben, wie 

1 + 3 8  E=eA’----. e 
1-1-28’ l + O  

1) In K i r c h h o f f s  Bezeichnung ist ;I = __ 
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s 20 H. Lamb1) zuerst bemerkt hat, ein Glied der Form my 
auf, aus welchem die weitere von, Kirchl io  ff nicht 6emerkte 
Bedingun9 sich ergibt 

a 2  20 

d2W -- 0 in den Ecken. a x  a y  

Der Stabilitat der Platte entspricht es, da6 der Integrand von (1) 
eine stets positive Form isL2) 

Ahnlich wie bei den Schwingungen von Membranen lassen 
sich diese Gleichungen ohne weiteres zu der Forderung zu- 
sammenfassen, es sol1 das Integral 

unter der Bedingung 

(8) J J l u a d x d y  = a = gegebene GroBe 

mogliehst klein werden. Denn nach bekannten Satzen der 
Variationsrechnung hat man letzteres Integral, mit einem kon- 
stanten Faktor - -A multipliziert, zu (7) zu addieren, und nun- 
mehr bei willkiirlichem d;w zu variieren, woraus sich ohne 
weiteres die Gleichungen (3), ( 5 )  und (6) ergeben. Aus dem 
Verschwinden der ersten Variation 

folgt, wenn man insbesondere Sw = E w setzt, TKO E ein unend- 
lich kleiner konstanter Faktor ist, die Gleichung 

JI (2 (g)' + . . . - 2 I. wa dx d y  = 0 far w = gesuchte Losung, I 
1) H. Lamb,  Lond. Math. SOC. Proc. 21. p. 70. 1890. 
2) Namlich ale Fuuktion von 

betrachtet; die Diskriminante der Form PL* + ue+ 2 ,u u 0 ist gleich 4 (1  -p) 
und somit positiv fur p < 1 .  

Annalen der Phgaik. 1V. Folge. 28. 49 
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also 

(10) 
Minim. von J J[w) a = .  =-  

a (6  

ganz ahnlich wie bei den Membranen. 1) 
Ein wirkliches Minimum liegt nur vor beim Grundton w0, 

welcher dem kleinsten Wert von I entspricht. Will man fur 
den ngchsten Oberton wl, dem der Wert ill entsprechen moge, 
ein wirkliches Minimum erhalten, so hat man die weitere Be- 
dingung 

w0 d x  dy = 0 (1 1) ss 
hinzuzufiigen. Man hat dann zum Integranden von (9) noch 
ein Glied A' wo d w1 zu addieren; fur a w l  = E w1 verschwindet 
dasselbe nnch Voraussetzung, und es bleibt wieder die Glei- 
chung (lo), diesmal fiir I ,  gultig.a) 

Der Ansatz 6w, = E wo ergibt fur 1' den Wert 

und dieser Ausdruck ist gleich Null. Dies folgt aus der 
Variationsgleichung (9) fiir wo , wenn 6 w = E wl , w = wo gesetzt 
wird und (11) berucksichtigt wird. Die Gleichungen (3), (5), (6) 
bleiben also ungeandert. 

Far den Oberton w, gelten ebenso die ,,Orthogonalitats- 
bedingungen" 

~ ~ ~ ~ d x d y = O . .  . , 
wobei, falls mehrfache Tone vorliegen, jede der linear unab- 
hangigen Schwingungen wi, die zu dem Ton gehoren, zu beriick- 
sichtigen sind. Fu r  irgend zwei Schwingungen w,, w,,, die 
zu verschiedenen b gehoren, gilt also die Orthogonalitats- 
bedingung : 

w,,, 20, dx d y  = 0.  ss 
1) Vgl. z. B. Riemann- Weber,  Die partiellen Differentisl- 

gleichungen der Physitc 11. 8 116ff. Braunschweig 1901. 
2) Vgl. Lord Rayleigh,  Theory of Sound, § 217. 
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Die Minimumsforderuag (7) und (8), mit der wir es irn 
folgenden zu tun haben werden, ist ersichtlich nur eine ab- 
geanderte Form des Hamiltonschen Prinzips. 

Die Integrationsmethode. 

Die neue Methode zur Losung von Variationsproblemen, 
die wir nun anwenden wollen, geht aus von folgendem Inter- 
polationsproblem : 

Seien yl(x,y), v B ( z , y ) .  . . q,(.z,y) . . . eine Reihe von 
Funktionen, die wir (was hier zu selbstverstandlich ist, um 
betont zu werden) als stetig (nebst den l . ,  2., 3. und 4. Diffe- 
rentialquotienten) innerhalb der Platte annehmen. Wir bilden 
den Ausdruck : 
(12) *"%, = a1 w1 + a, v* + * - * a, V%, 

und fordern, es sollen die 0, so bestimmt zcerden bei gegebenem n, 
dap wD mcglichst wenlg von einer der gesuchten Punktionen w, 
die das System (3), (5), (6) befriedigen, innerhalb der Platte 
abiueiche. Ware w numerisch gegeben, so l&ge hier ein ge- 
wijhnliches Interpolationsproblem vor. 

Dasselbe ist insofern unbestimmt, als man eine ,,mog- 
lichst gute Annaherung" in verschiedenem Sinne auffassen 
kann. Eine gennue Definition des ,,@esamtfehlers", welcher 
moglichst klein werden soll, ist daher niitig. 

Es liegt nahe, als Ma8stab des Gesamtfehlers die Ab-  
weichung der potentiellen Energie von ihrem exakten Wert 
beim wirklichen Vorgang zu wahlen; dies kommt aber auf die 
Forderung hinaus: es sind die ai so zu wahlen, dap der Aus- 
druck 

unte?- der Bedingung 

(14) un = JJm; ax rly = 

rnzglichst hlein werde. Da aber J, eine yuodratische Funktion 
der ai i s t ,  so Iiegt hier ein geiuiihnliches Maximum- und Mini- 

49*  
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mumproblem vor, ioelches, unter Einf iihrung eiries Faktors A,, 
durcA das &stem homoyener linearer Qleichungen geliist wircl 

a u,, a - - = o .  a J,, _ _  - a U” 1 -= o . . . ,  a J. 
(15) aa, - d a ,  a a, a CL,, 
&lit anderen Worten: es ist der Ai~sdruck (12) an Stclle der 
unbekannten Funktion w im Yariationsproblqm einzusetzen, und 
die ai so zu iuahlen, dap das Integral moglichst klcin werde. 
Gleiches gilt allgemeiner f u r  jeden Forganq, der durch das 
Hamil tonsche Prinzip gegeben ist, j a  fir die LGsung beliebiger 
Variationsprobleme, vorausgesetzt, daB sie gewissen, hier nicht 
zu erijrternden Bedingungen geniigen. 

Unter Einfiihrung der (bekannten) Konstanten 

(17) P Y A ,  = /jmn=J’vm ~ / ~ ~ ~ x ~ Y  

laBt sich (15) schreiben: 

2 ( u p q  - 1, P , J ~ ,  = o fir q = I, 2 . . . n .  

Die Determinante dieses Systems voxi n homogenen , linearen 
Gleichungen fur die at mu6 verwhwinden, woraus sich ;I, als eine 
der Wurzeln einer Gleichung nteu Grades ergibt, und die ai bis 
auf  einen zunachst willkurlichen, nachher aus (14) zu bestimmen- 
den Faktor bestimmt werden. Jeder Wurzel 2.2) entspricht 
ein System der ai. Bei einer nachst hijheren Approximation 
I L ) ~ + ~  sind die ai neu zu bestimmen. 

3 s  zeigt sich nun, dap,  wenn man die vi yeeignet wiihlt, 
der so erhaltene Ausdruck (12) in der Tat eine Anniiherung an 
die gesuclcte Losung darstellt, welche mit inachsendem n sicli xu- 
begrenzt verbessert, so daB sich ein konvergentes Verfahreii 
ergibt. 

Wir betrachten zunachst den Grundton, und wahlen dem- 
entspreehend bei jeder Approximation die kleinste der Wurzeln 
der Determinantengleichung. Bezeichnen wir mit d’ w7L das 
totale Differential von wTL in bezug nuf dic ui 

d’ u y l l  - ipl da ,  + v2 do, + . . . v,, da,;, 

2,-1 
(18) 
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so mu6 d'Jn-?b,,d'Un = 0 sein, d. h. 

Hier sind aber genau dieselben Schlusse mijglich, wie wir sie 
im vorigen Paragraphen ftir die Variation gemacht haben; es 
ist nur w durch w,, A durch A,,, 6 durch d' zu ersetzea. 
Wieder ist A,, der kleinste Wert von J , / a ,  und wenn n wachst, 
nimmt dieser kleinste Wert fortwahrend ab, oder wenigstens 
niemals zu. Da nun aber J und Jn. wie oben bemerkt, positiv 
sind: SO haben die An eine untere Grenze 1, der sie beliebig 
nahe kommen. Sol1 nun diese Grenze mit dem I des Grund- 
tones zusammenfallen, so mussen wir offenbar die qi so wahlen, 
dap durch einen Ausdruck der Form A,  v1 + . . . Anq, jedc 
beliebige, den Stetigkeitsbedingungen geniigende Funktion w, nebst 
ihren DifferentiaZquotieTtten erster und zweiter Ordnung , inner- 
haZb der Platte beliebig genau darstellbar sei; eine Forderung, 
die d u r J  PoZynome, Fourierreihen usw. hefriedigt wird. Dann 
kann limii, von dem kleinsten Wert von J /a  fur beliebige w 

nicht verschieden sein, und wir erhalten eine Reihe von Funk- 
tionen uil, wg , wy . . . fur die J gegen seinen Grenzwert konver- 
giert. Dnrnus folgt nach den Untersuchungen von D. Hilber t ' )  
und B. LeviB), dap die wi gegen die gesuchte Grenzfunktion 
Ronvergieren, von gewissen Punkten vielleicht abgesehen , die 
hier ohne Interesse sind. s, 

Nimmt man, statt der ersten, stets die zweite Wurzel der 
Determinantengleichungen , so gelangt man zum ersten Ober- 
ton usw. 

Die Randbedingungen (5) und (6) sind urn so genauer er- 
fiillt, je nbher An seinem Grenzwert liegt. Gleiches gilt von 

n = m  

1) I). H i l b e r t ,  Math. Annalen 68. 1902. 
2) B. L e v i ,  Rendiconti del circ. math. di Palermo 22. 1906. 
3) Diese Punkte k6nnen iiberall dicbt liegen, aber nur so, daS sie 

bei einer Integration der Funktion iiber jedes beliebige Bereieh ohne 
EinfluS bleiben. Bei den Fourierreihen und anderen fir die ti in Be- 
tracht kommenden interpolatorischen Funktionen sind die Koeffizienten 
aber durch Integrale gegeben, auf welche die singularen Stellen somit 
ohne EinfluS bleiben; die Reihen nehmen daher in solchen Stellen den 
aus der Stetigkeit folgenden Wert an, d. h. Funktionen mit solchen Singu- 
laritaten sind als Grenzwerte ausgescb~ossen. 
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der Differentialgleichung. Dabei ist jedoch zu bemerken, daW 
die Entwickelungen nach Polynomen, Fourierreihen usw. stets 
nur eine bestimmte Anzahl gliedweiser Differentiationen zu- 
lassen, so daE - wie auch wirklich der Fall ist fiir die unten 
zu betrachtenden Entwickelungen nach den u, (x) un (y) - sie 
moglicherweise gar nicht drei- und viermal gliedweise diffe- 
rentiierbar sind, und daher durch Einsetzen in (3) und (5) 
nicht verpziert werden kiinnen. Es ist eine allgemeine Eigen- 
tumlichkeit interpolatorischer Funktionen, daB sie um die dar- 
zustellende Funktion hin- und herschwanken, und ihre suk- 
zessiven Differentialquotienten bei gegebener Qliederzahl eine 
immer schlechter werdende Approximation geben , die bald 
ganz unbrauchbar wird - was dann der Divergenz der Reihen 
entspricht. So stellt der Ansatz I, p. 739 zwar die Ampli- 
tuden w, nicht aber deren zweite Differentialquotienten be- 
friedigend dar. 

Entwickelungen nsch Polynomen geniigen stets den ge- 
stellten Anforderungen; man kann also 6ei jeder Form der 
Platte fur yi den Ausdruck zmyn setzen. Denn da jede be- 
liebige Funktion durch Polynome stets beliebig angenahert 
darstellbar ist, so gilt dies insbesondere fur den zweiten Diffe- 
rentialquotienten einer gegebenen Funktion f ( x ) ;  es ist ? wenn 
nur da f / d x a  den sogenannten Dirichletschen Bedingungen 
gentigt, 

= a, + al x + . . . alLxn + e, ,(x),  
d x  

wo /&,,I kleiner ab  jede beliebige Zahl gemacht werden kann 
fur geniigend groBe n. Somit folgt 

wo von y, gleiches wie yon en gilt; hier haben wir also einen 
angenaherten Polynomialausdruck von f ( x ) ,  der zweimal diffe- 
rentiierbar ist. Ob er es auch dreimal ist, hangt von der 
Natur von f"', aber auch vom gewahlten Interpolationsmodus 
ab. Dies la& sich ohne weiteres auf Funktionen mebrerer 
Variabeln ausdehnen. 

Ob und wie oft Fourierreihen differentiierbar sind, hangt 
von analogenUmstanden ab, wie sie unten bei den Entwicke- 
lungen nach den um(x), ?in(?/) zu besprechen sein werden. 
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1st die Variation S w selbst gewissen Bedingungen unter- 
worfen (was bei eingespannten Platten der Fall ist, wo am 

sein muB), so miissen alle qi diese Bedingungen erfullen. 
Diesen Fall habe ich in der eingangs zitierten Arbeit ein- 
gehend besprochen. 

Da6 die vorliegende Methode auch auf viele andere Pro- 
bleme, insbesondere auf Gleichgewichtsprobleme, die ja stets 
nus einer Minimumsforderung ableitbar sind, angewendet werden 
kann, braucht kaum erwahnt zu werden. Es ist nun zu zeigen, 
da6 sie auch wirklich, bei geeigneter Wahl der yi, numerisch 
brauchbar ist. 

Entwickelungen nach den Eigenechwingungen von Staben 
mit freien Enden. 

Die Amplitude u(z) eines an beiden Enden freien Stabes 
geniigt bekanntlich I) der Gleichung 

uiid an beiden Enden den Bedingungen 
de u da u 

dxg ~~ dx2 = 0, ~ = 0, 

woraus sich u als eine Summe trigonometrischer und hyper- 
bolischer Funktionen ergibt, wahrend k Wurzel einer bekannten 
transzendenten Gleichung ist. Jeder Wurzel k, derselben ent- 
spricht ein Eigenton um(x) ,  uud es gilt die Orthogonalilatu- 
beding ung 

u , u n d x = O  fur m + n ,  
(22) s 
das Integral iiber die Lange des Stabes erstreckt. Um die 
Symmetrieverhilltnisse gehorig hervortreten zu lassen, wiihle 
man als Anfangspunkt z = 0, die Mitte des Stabes; ferner be- 
stinime man den willkiirlichen, konstanten Faktor, mit dem 

1) Zur Theorie der Sehwingungen freier Stribe vgl. man z. B. Lord 
Rayle igh,  Sound Q 160ff. 



jede Losung noch multipliziert werden kann, durch die Be- 
dingung 

u;,dx = 1, (23) s 
und setze endlich der Einfachheit halber als Langeneinheit 
die halbe Stabllnge an, so da8 z- = 4 1 die Koordinaten der 
Endpunkte sind. Dann ergeben sich fur die u,, wie man 
leicht findet, die Ausdriicke: 

PUT gerade m:  

wobei tg R,,, + Zg A,,, = 0 .  
Fur ungerade m :  

Gin Ic,  sin km x + sin A:,,, Gin k,,, x 
l/EinZ Ic, - sin2 k ,  

Beide Gleichungen lassen die Wurzel h = O  als erste zu; 

urn = (25) 7 

wobei tg k, - %g km = 0. 

in der Tat erfullen auch die Funktionen 
1 u,(x) = ?= const., 

V2 
A, = 0 ,  (2 6) 

k ,  = 0 

alle Bedingungen (20) bis (23), und sind als Eigenschwingungen 
mit der Schwingungszahl Null einzufuhren , bei welchen der 
Stab geradlinig bleibt. Die Notwendigkeit dieser Einfuhrung 
mird sich unten zeigen. 

Bei dieser Festsetzung entspricht m = 2 dem gewohnlichen 
Grundton mit zwei Knotenpunkten; allgemein gibt jedesmal 
der Index m die Anzahl der Knotenpunkte der entsprechenden 
Schwingung an. Die Schwingung ist eine gerade Funktion 
von x fir gerade m, eine ungerade fiir ungerade m. 

Die Wurzeln ha, h,,  k,  . , . von tg A,,, + &g Am = 0 unter- 
scheiden sich wenig von m n12 - n/4;  es ist k, = 2,3650; h, 
ist von (2 - +)z nur in der 6ten Stelle verschieden, k, noch 
weniger von (3 -$)a. 

Die Wurzeln h,,  R , ,  A, . . , von t g  k,,, - 'kg k ,  = 0 sind 
k ,  = 3,92660; k ,  = (2 + 4) n ;  R, = (3 + +) R , . . 
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Allgemein ist fur m > 2 auf funf Stellen genau 

(27 4 
Fur m > 2 ist auf vier Stellen genau 

km = (m - i);. . 

fur gerade m, und 
?,I - 1 

(- I )  2 b in  -- - nx (T 3 
n& I 

(29) um(z) = sin ($ - ndz + 
1/2 Gin ( -F - 4) n 

fur ungerade m. 
Die hyperbolischan Teile sind fur kleine 2 um so kleiner, 

als m griiBer ist; flir qualitative Betrachtungen kommen sie 
nur in der Nahe der Endpunkte in Betracht,, und es reduzieren 
sich die urn auf 

cos m - - -- und sin ( m 2 ) y .  ( ;) Y 
Infolge von (22) und (23) laseen sich, wie bekannt, die 

Koeffizienten einer Entwickelung 

durch Multiplikation mit urn und Integration, wie bei den 
Fourierreihen, bestimmen ; es ist 

(30) f(.) = A, uo 3. A, U l  + . . . Amum(z) + . . . 

+ l  

Am = s -  f ( + )  u, ( x )  dz. 
-1 

Schreibt man dies 
-t-1 

d4 Un, f(+ -,dz 
C l X  

A,= 
% 

-1 

und integriert partiell, 80 wird, da 
daum W r  X =  f 1 dSu, __ und __ d x s  d 21 

verschwinden, 
tl 
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und weiter 
+1 

-1 

Da Ld.u,, mit 1 vergleichbar bleibt fur jedes rn, und 
f", f"' endlich und stetig sein sollen, so ergibt sich, daB fur 
beliebige m ,  Amk; unter einer festen Zahl bleibt; oder, da 
km = (m - +) 4 2 ,  dup die Am iuie l / m 3  abnehmen. Die Reihe (30) 
konvergiert also absolut und gleichmafiig, nebst ihrer ersten, 
gliedweise genommenen Ableitung. Die zweite Ableitung kon- 
vergiert nur noch wie l /m.  Da (Lord I tay le igh ,  1. c.) die u;; 
die Eigenfunktionen von an beiden Enden eingespannten Staben 
sind, so entspricht die Formel 

k,, dx 

f ' ( z ) = a o u ; +  A,uY+. .  . A m u ; ( . x ) + .  . . 
der Entwickelung nach solchen Eigenfunktionen. wie sich auch 
aus dem Ausdruck (32) der Ai ergibt. DaI3 diese Entwicke- 
lung, wenn auch nicht absolut, so doch in der Art eincr 
Fourierreihe konvergiere , darf wohl vorausgesetzt werden. 
Daraus folgt dann die zweimalige gliedweise Differentiierbar- 
keit cler Reihe (30). 

Nun sind aber die Formeln (31) und die folgenden Be- 
trachtungen ebensogut anwendbar, wenn man einige der ui 
weglaBt; sol1 die Reihe gegen f (x) und nicht gegen eine andere 
Funktion konvergieren, so ist es wichtig festzustellen, daB das 
Orthogonalsystem der ui ein vollstand<ges ist, d. h. daB nicht 
etwa weitere Funktionen 4 existieren , die den Bedingungcn 

+1 +1 

y, u,, dx = 0 ,  U,,, U,, dz = 0 fur m tf- n s 
-1 -1 

geniigen. DaO die gewohnlich nicht betrachteten Funktionen 
u = const., u = x. const. hierher gehoren, ist schon bemerkt 
worden, und wir haben sie a16 ?lo und u1 bereits eingefuhrt. 
Ohne diese Einfiihrung aber konvergiert 2 Ai ui (x) gar nicht 
gegen f(z), sondern gcgen 

t l  C1 

f ( x )  - A, uo - A ,  u1 = f ( x )  -- J ~ f ( t )  d t  - .x J j ; f . ( t ) t d t .  

-1 
v2 

-1 
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Dies scheint bisher nicht bemerkt worden zu seinl); da der 
Ausdruck x y nahezu dem Grundton einer quadratischen Platte 
entspricht, erkennt man wie praktisch wichtig diese Ein- 
fuhrung ist. 

Da6 damit aber die ui wirklich zu einem vollstaudigen 
Orthogonalsystem erganzt sind, laBt sich nach einer Methode 
von L i o u v i l l e  zeigen, und ist in letzter Instanz darauf zuruck- 
zufuhren, da8 nun jeder Ausdruck2) 

(33) A, u, + A, u1 + * * * Am uw2. 

hochstens m Wurzeln besitzt, uber die man offenbar willkiirlich 
verfiigen kann, durch geeignete Wahl des A,; dies war vor der 
Adjunktion von uo, u1 (mit keiner bzw. einer Wurzel) nicht 
der Fall ;  bei den Entwickelungen nach den Eigenfunktioneii 
eingespannter Stabe ist keine Adjunktion notwendig (und mog- 
lich), weil der Grundton im Innern keine Wurzel, der erste 
Oberton nur eine usw. hat. 

In  einem analogen Fall bemerkt nun L i o u v i l l e ,  daB, 
wenn man f ( x )  durch (33) darstellen will und der Blethode 
der kleinsten Quadrate entsprechend die Ai so wahlt, da8 das 
Integral des Fehlerquadrates 

[ f ( ~ )  - A, u0 - A, ul - . . .]'dx 
(34) -1 1' 
ein Minimum wircl, man fur die A, eben die Formel (31) er- 
halt. 1st [a, u, + a,  u1 + . . . am urn] E das totale Differential 
yon (33) nach den Ai ( e  = unendlicli klein, die ai willkurliche 
Zahlen). so ergibt die Forderung des Minimums: 

tl 

fur beliebige ai. Daraus folgt, da6 f (z)  durch A,?L, + . . . 
mindestens m + l m a l  geschnitten wird, sonst konnte man iiber 
die Wurzeln von aou, + ... so verfiigen, da6 sie mit deli 
Wurzeln des ersteren Ansdruckes zusammenfallen , und das 

I) Insbesondere nicht YOU Lord Rayle igh,  Sound, Art. 168. 
2) Der Beweis dieses Satzes von Sturm IgBt sich genau wio bei 

Riernann-Weber, Part.-Differentialgl. 11. p. 69 fuhren. 
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Integral ware positiv und nicht = 0. (Mehrfache Wurzeln 
sind als Grenzfalle zu betrachten.) LaBt man nun m un- 
beschrankt wachsen, so schneiclet Aouo + . , . 8, urn die Funktion 
f (z)  in einer unbeschrankt wachsenden Zahl von Punkten; die 
angenaherte Funktion oszilZieTt urn die exakte bin und her- 
SchlieBlich verwandelt sich 8,u0 + . . . in eine gleiclimaBig 
konvergente Reihe, und f ( z )  - Aouo - A,ul - . . . ist eine 
stetige Funktion mit unendlich vielen Nullpunkten. Sind die- 
selben gleichmaBig verteilt, so ist sie Null; besitzen sie 
einzelne Haufungsstellen, so bleibt sie in kleinen Bereichen 
um dieselben < E ,  und hat auBerhalb nur eine endliche An- 
zahl p von Nullstellen. Dies ist aber nicht m6glich: man 
konnte, sobald m > p + q ist, die Kurve aOuO + a, u1 + .. . amurn 
so legen, da6 sie iiberall gleiches Vorzeichen hat wie f (z) - A, uo 
- A,%, - . . ., und das Integral wieder positiv bliebe (da die 
kleinen Bereiche auf das Vorzeichen ohne EinfluB bleiben). 
Somit koizvergiert 2 A,,, iim wirklich yeyen f (x). 

In  ganz entsprechender Weise laBt sich eine geeigneten 
Stetigkeitsbedingungen geniigende Funktion zweier Variabelen 
f (x, y) innerhalb des Vierecks .z= & 1, y= 4 1 in eine absolut 
urid gleichmaBig konvergente Reihe 

f’(5 34 = A00 uo (4 uo (Y) + 4 0  u1(4 uo (!I) + A01 uo (4 211 (Y) 
+ 4 1  u1(4 (Y) + A02 uo (4 u2 (Y) + * * - 

+I +I 

{ (35) 

cntwickeln mit 

(3 6) A m n  =J J’ f ( x  Y) ‘‘m un (Y) dx dy 7 

-1 -1 

die zweimal gliedweise nach 2 und y differentiiert werden 
clarf, und wie CC 1 / (m3n3)  konvergiert. Bies is t  die Ent- 
iuickelung, die wir f u r  unser Problem anwenden wollen. Wir 
setzen also 

und es geniigen diese Ausdriicke den oben p. 747 und 749 fur 
die ?pi gestellten Forderungen. Gleichzeitig erkennt man, daB (35) 
im allgemeinen nicht 3- oder 4mal differentiiert werden darf, 
wie schon oben hervorgehoben wurde, d. h. daB zur Be- 
rechnung dieser Differentialqnotienten, bzw. zum direkten Ein- 
setzen der Losung in die Grundgleichung und Randbedingung, 

(368) V m n  (x, Y) = urn (r) 21% (Y) 
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unsere Ausdriickc sich nicht eignen werden. Burch cliesen 
Terzicht wird abet. gerade die Barstellung der Losung se26st 
tuesentlicli vereinfitcht. 

Bevor wir zur wirklichen Berechnung des A,, iibergehen, 
1st es notig, uns von den allgemeinen Eigenschaften der Losung 
to (x, y) ein Bild zu rnachen. 

Allgemeine Eigenschaften der Loeung. 

Sei to(x, y) irgend eine Funktion, die den Gleichungen (3), 
(5), (G) genugt, und 1 der durch (10) gegebene zugehijrige 
Eigenwert. Die Symmetrie dieser Gleichungen und der Rander 
lHBt ohne weiteres die Richtigkeit folgender Satze erkennen : 

1st w(x,  y) eine LGsung, so ist auch ~ ( - 2 ,  +y) eine zu 
demselben il geharige Losung. Falls also w einem einfachen 
Ton entspricht , sind diese zwei Ausdriicke hiichstens durch 
das Vorzeichen verschieden (welches durch die Bedingung (8) 
nicht festgelegt ist), d. h.: 

Einfaciie Tone entsprechen Funktionen, die in bezug auf jede 
der beiden d u ~ c h  den Mittelpunkt des Quadrates gehenden zu den 
Seiten parallelen Achsen eiitioeder gerade oder ungerade sind. 

Mehrfache Tone Ronnen stets aus ebensolchen Piinktionen 
linear zusammenpsetxt werden. 

Fiihrt man ebenso die Substitution x = y’; y = 2‘; 20 (x, y) 
= 20‘ (x‘, y‘) aus, so ist in bezug auf die neucn Variabelen die 
Form der Gleichungen ungeandert geblieben; w’(x’, y‘) muB 
ebenfalls eine LGsung sein, die zu demselben 1 wie w(x, y) 
gehort, und sich bei einfachen Tonen von w(x ,  y) nur urn das 
Vorzeichcn unterscheiden kann. 

Binfaciie Tone entsprechen also entweder in x und y sym- 
metrisc?Len oder in x und y antisymmetrischen Liisungen: d. h. ini 
ersteren Fall andert sich w nicht bei Vertauschung von x und y; 
im zweiten andert es sein Vorzeichen. 

Mehrfache l’iine entsprechen &Immen solder Aosungeii. 
Dies bedingt, daB wir bei den Entwickelungen nach den 

urn (x) um(y) uns darauf beschranken konnen, die diesen ver- 
scbiedenen Syrnmetriebedingungen geniigenden Losungen einzelii 
zu beriicksichtigen. 1st PO gerade in .T uiid in y, so werden 
nur gerade um(x), um(y) ,  d. h. gerade m ,  11 nuftreten. 1st es 
auBerdem symmctrisch, so wird Anql = A,lm; i m  andercn Falle 



758 W. Xitr.  

A,, = - Anm. So werden wir zu den a n f u n p  6esproclrenen 
Entwickelungen nach den Agyregaten u, (x) un (y) & u, (.x) u, (y) 
gefiihrf.  

Uber den Verlauf der Knotenlinien la& sich folgendes 
fes tslellen : 

1. wenn sich zwei oder mehr Knotenlinien im Innern 
schneiden, so bilden sie nicht notwendig gleiche Winkel unter- 
einander, wie man nach Analogie der Schwingungen von Mem- 
branen erwarten kiinnte; 

2. ebensowenig steht eine den Rand schneidende Knoten- 
linie immer senkrecht suf ihm. 

Zum Beweis entwickele man in der Nahe des betreffenden 
Schnittpunktes w nach Potenzen von x und y. Fur  den Fall 
zweier in x = 0, y = 0 sich schneidender Knotenlinien ist 
auBer w = 0 auch a w l a x  = 0, 8 w / 8 y  = 0 fur x = 0, y = 0 
zu setzen; also w = a x 2  + 2 b a y  + cy2 + u'x3 + . . . Bei 
Membranen ist nun die Gleichung A w  + k2w = 0 identisch zu 
erfullen , woraus fur die Glieder niedrigster Ordnung folgt 
a + b = 0; dies ist aber die Bedingung, damit die zwei durch 
a x2 + 2 6 x y  + c y2 = 0 definierten Geraden sich rechtwinklig 
schneiden. Bei Platten dagegen bringt die Gleichung A Azu = k2 w 
die Glieder mter Ordnung mit den Gliedern m - 4kr Ordnung 
in Zusammenhang; insbesondere bleiben die Glieder zweiter 
und dritter Ordnung ganz willkiirlich; die Knotenlinien lronnen 
sich unter beliebigen Winkeln schneiden. Wenn die Winkel, 
wenigstens bei Rechtecken, dennoch meist 90 O betragen, so 
liegt dies in manchen Fiillen an  Symmetriegrunden, ofter aber 
auch daran, daB, wie schon hervorgehoben, im Innern eines 
Quadrates fur '10 die angenaherten Ausdrucke 

cos k ,  x cos k, y & cos k,  x cos k ,  y ; 
cos k,n x sin k, y & cos k, x sin A, y usw. 

gelten, welche der Qleichung dw + (km2 + kn2)w = 0 genugen, 
und somit die Eigenschaften von Membranenschwingungen 
haben. 

Am Rande ergeben die Bedingungen fur die Glieder erster 
Ordnung in w gar nichts, fur die Glieder uz2  + 2 6 x y  + cgz 
die Gleichung a + pc = 0, aus der iiber den Winkel der 
Knotenlinie gegen den Rand nichts geschlossen werden kann. 
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Intcressanter sind die Ergebnisse an einer Ecke. Hier 
Ferner ist muB ( P z u / d x d y )  = 0 sein. 

nebst den Ableitungen 
dieses Ausdruckes nach y I 8% 2 0  d2 ?U m+,u-=O d y (37) nebst den Ableitungen 
dieses Ausdruckes nach y I 8% 2 0  d2 ?U 

(37) m+,u-=O d y 

(3 9) nebst den Ableitungeii 
dieses Ausdruckes nach x 

a 2  8% 1U 

a Y2 - - - + p x = O  

d a a w  8% 1U 
(40) - dY (7 a Y  3- (2 - PIrn) = 0 

endlich 
a+lu 

(41) a ~4 aaJay*  a y 4  
a4w + 2 ____ + ~ = 

eine Gleichung, die beliebig oft nach x und y differentiiert 
werden darf. Wir legen die Koordinatenachsen in die zwei 
sich in der Ecke schneidenden Seiten und suchen die Kooffi- 
zienten der Taylorscheu Entwickelung 

?U = uo + u1 + u2 + u3 + . . . )  

wo ti,, ein homogenes Polynom mten (3-rades in x nnd y ist, 
zu bestimmen. Bus (37) und (39) und 8azu/ilxdy = 0 folgt 
zunachst, daB u, identisch verschwindet, wenn ,u + 1 ist, was 
wir annehmen. Ebenso ergeben (38) und (40), nebst den 
Differentialquotienten von (37) nach y, (39) nach 5,  daB u3 0 
ist. Danach weicht 10 von dem linearen Ausdruck u0 + u1 = 
a + bx + cy nur in den Gliedern vierter Ordnung ab, was 
zuerst von L a m b  (1. c.) bemerkt worden ist. An den h'cken 
wird die Platte nicht merhlich deformiert. 

Fur die funf Koeffizienten der Glieder vierter Ordnung 
ergeben sich durch Differentiation von (37) bis (40) fur 

, usw. (gj z = o ,  y = o  

vier Gleichungen, aus (41) eine fiinfte; die Koeffizienten der- 
selben sind also samtlich ljestimmt und proportional a: 
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Ebenso sind die Glieder funfter Ordnung linear in 6, c ;  die- 
jenigen sechster und siebenter Ordnung verschwinden usw. 
Fur  die Glieder mte* Ordnung ergeben sich durch m - 2fache 
Differentiation von (37) nach y, (39) nach x; durch m - 3fache 
von (38) nech y, (40) nach x vier Gleichungen; die Bildung 
der m - 3 Differentialquotienten von (41) vervollstandigt die 
Zahl der m + 1 Gleichungen, durch welche alle Koeffizienten 
von urn durch solche von also schliefilich durch a, b ,  c 
und i ausgedruckt werden k8nnen. 

Die Eiitwickelung von w in einer Ecke hangt also nur 
ab von den vier Konstanten a, b, c: 1. Da wir aber uber den 
weiteren Verlauf des Randes in einiger Entfernung und uber 
die daselbst zu erfullenden Bedingungen hierbei nichts voraus- 
gesetzt haben, so miiBte die Entwickelung von 10 eine unend- 
liche Anzahl Konstanten enthalten; der von diesen Konstanten 
abhangige Teil von w ist an der Stelle x = 0,  y = 0 nicht nach 
potenzreihen entlcichelhar, die Liisung ist in den Ahken niclit 
anacytisch. Nur sehr ausnahmsweise, z. B. in dem oben 
zitierten, von Lord Ray le igh  bemerkten Spezialfall p = 0 sind 
einige der Liisungen analytisch, weil es d a m  gelingt, mit den 
drei zur Verfugung stehenden Konstanten den Bedingungen 
an den anderen Randern zu genugen. 

Es ist wahrscheinlicb, dab urn die Ecken herum die Losung 
mehrdeutig ist, so daB die analytische Fortsetzung von ~ ( 2 ,  y) 
uber den einen Rand hinaus, urn die Ecke herum bis zum 
anderen Rand und ins Innere, hier nicht die Ausgangawerte 
von w ergibt. 

Fur  den Fall eingespannter Platten ist ein entwickelbarer 
Bestandteil iiberhaupt nicht vorhanden, wie man leicht findet. 

Berechnung der Koeffiaienten. 

Es seien die Koordinatenachsen durch den Mittelpunkt 
des Quadrates parallel zu den Seiten gelegt und a1.s Langen- 
einheit die halbe Quadratseite gewahlt, SO da8 fur unL(x), uqL:y)  
uie Ausdrucke (24), (25) gelten. 

Man hat nunmelir einen Ausdruck der Foru 
\ 8  

?('s = c c A,n 7' UllL (4 % (Y)  
0 u (42) 
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in das Integral 
+I +I 

(43) - 1  - 1  

einzutragen, und die Koeffizienten von A:,,, A,,l App zu be- 
rechnen. Dies fuhrt zur Berechnung der GroBen: 

(45) 
U O T L  = a n 0  = 0 

+I fl 

Jvgu:: d z  = 0 (m + n) ; f7tg2 dy = k; .  

Man erhiilt diese Formeln durch Beriicksichtigung der Diffe- 
rentialgleichung fur u, und u, und partielle Integration. Fiir 
m = n sind sie ungultig; hier ergibt sich 

-1 -1 

- - km2 (Eo~* km - C O S ~  k,) + 2 cose d;, 6012 k ,  zg t 
Wmnz - Qof"k ,  f c0s9km @of2km + cosak, 

fur m gerade, (woo = 0) , 
- km2 (@in2 12, + sin2 km) 

Gin2 k ,  - sins k,,, 
Gin2 k, sina k,,, 6otg k,,, 

Bin2 k, - sinP Ic, - + 2h,  wmrn = 

fur m ungerade, (wll = 0), 

km2 ((501~ k, - COB' km) cog= L 

fur m gerade, (aoo = 0), 

sins k Bin2 k, Goty 11, + 6 k  -L.-- - 

6 o P  k, Zg k* - + 6 k r n - b -  %lm = ED!' k, + COB* k, &or- li, + COS' k,, 

km2 (Binz k, + sin2 k,l 
amrn= -__ Bin2 k,,, ---__ - sinB Ic, Bin2 k, - sin2 A,,, 

fur m ungerade, (al1 = 3). 
50 

I (47) 

I 
Annden der Phpsik. IV. Folge. 28. 



Begnugt man sich mit vier genauen Ziffern, so ist 
m m- 1 

fur m > 2 )  

- [I - 0,01731 - - cos k,  
'1/ Qoj2 k2 f cos2 k,  7/2 

und es folgt fur m > 2, n > 2:  

4 k,k [b, - k,] w,, = 0- (45) k,4 - kn4 ' 
m f I 1  

wo o= 0, wenn m und n verschiedener Paritat sind; = (- 1) 2 ) 

wenn m und n gerade; und = - (- l)", wenn m und n 
ungerade sind. 

m + IC 

Es ist km = (m - +) m /  2 zu setzen 

Mit einer Qenauigkeit von mindestens 2 Proz. sind diese 
Formeln auch far m und n gIeich 2 anwendbar, und es ist 

{ fur n gerade, 
= 0 fiir n ungerade, 
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und es sind die Gleichungen xu losen 
0 = ( u p  - A,) A,, + u p  A,, + u y  A,, + . . . + ai;oO,O' A s s ,  

0 = ag,) A,, + (q) - as) A,, + , 
0 = nb"o"' A,, + a$%lOl + a" A,, + . , . (a!;' - i l8)ASS. 

A,, + . . , a:";) 
. . . . . . . . . . . . I . . . . . .  

mi:( 

Zur Vereinfachung wird man die aus der Symmetrie der 
Lijsung sich ergebenden Beziehungen zwischen den A,, sogleich 
einfiihren: bei einer in t und y geraden symmetrischen Losung 
kommen nur gerade Indizes in  Betracht und es ist An*; 
die Zahl der Unbekannten reduziert sich so bei gegebenem s 
betrachtlich. Ahnliches gilt fur die anderen Falle von Sym- 
metrie. Nichtsdestoweniger ware eine Rechnung auf drei bis 
vier Stellen fur eine grogere Anzahl von Eigenschwingungen 
undurchfiihrbar , wenn das Qleichungssystem nach dieser 
Reduktion nicht die Eigenschaft hatte, daB die a??;) der 
Diagonalglieder erheblich grijI3er sind und mit m und n rascher 
wachsen als die ubrigen Infolgedessen l&Bt sich das 
System (53) mit einem geringen Aufwand an Rechnung durch 
sukzessive Approximationen leicht losen. Wir wollen dies fur 
den Fall in x uud y ungerader, aber symmetrischer Schwin- 
gungen zeigen, zu welchen der Grundton der Platte gehort. 
Wir wahlen fur p den Wert y = 0,225 (vgl. unten), und ent- 
wickeln bis zu den Gliedern in u5, setzen also s = 5. Es sei 
abkurzend u,(y) = vm gesetzt und 

20 = A, u1 v1 + A, ( 2 ~ ~  v3 + vl u3) + A, u3 v3 + A, (u, v5 + 215 vl) 
+ A,(u31.b + 215 v,) + A51L5?J6 . 

Das System (53) wird hier 

(54) 

' 0  = (13,951 - 1 ) 8 ~ - 3 2 , 0 8 ~ , + 1 8 , 6 0 ~ ~ + 3 2 . 0 8 4 ~  -37 ,20A~+18,60A, ,  

0 = - 16,0480 + (411,8 - L) A ,  - 120,O A ,  - 133,6 8% + 166,884 + 140&, 

0 = +18,60A,-240,081+ (1686 - L)A2-218,088-  1 1 3 4 8 4 f 3 3 0 8 5 ,  

0 = +16,04A,- 133,6341 + 1OO,Odg+(2945 - l ) A , -  424A,+ 1 7 9 8 5 ,  

0 = - 18,680 + 166,881 - 56781 - 4 2 4 4 ,  + (6303 - l)&- 1437 d , ,  

, 0 = + 18,6 9, + 280 dl  + 3 3 0 8 ,  + 35843 - 2874 A,+ [13674 - l ]  8,. 

Wiirde sich das System wirklich auf seine Diagonalglieder 
beschranken, so ware die kleinste Wurzel il = 13,95, die 
nachste 411,8 usw.; fur die erste bleibt A, willkurlich, die 

50 * 
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anderen Ai sind Null; fur die zweite gilt dies fur A, usw. 
Da es auf den konstanten Faktor nicht ankommt, setzen wir, 
um den Grundton zu erhalten, A, = 1 ,  und in erster An- 
naherung h, = 13,95. Dann ergeben die fiinf letzten Gleichungen 
die ubrigen Ai. Wesentlich ist nun, dap diese Ai geyen 1 klein 
sind, so daB sie nur mit geringerer Genauigkeit berechnet zu 
werden brauchen. Beschrankt man sich auf vier Stellen beim 
SchluBresultat , so sind sumtliche Operationen , auch schon die 
Berechnung der w,,~ und a,, und ihrer in den 05;) auftTetender 
Produkte, mit dem Rechenschieler ausfiihrdar, wodurch bei dem 
Cherakter dieser Operationen die Rechnung sich sehr einfach 
und sicher gestaltet. Direkt mit vier Stellen zu berechnen sind 
bloB die in den w,,, a,,,, und den a?:) auftretenden Potenzen der hi. 

Wir berechnen fiir die Ai eine erste Approximation, indem 
wir alle Glieder rechts vernachlassigen neben den Diagonal- 
gliedern, es wird also 

A , =  . . .  3. 16,04 A = - 18960 A, = 411,s 13,95 ’ 1686 - 13,Y5 ’ 
Diese As sind ersichtlich samtlich klein. Aus der ersten Olei- 
chung folgt eine kleine Korrektion fur A: 

Diese Werte der Ai und 1. + 6 h  setzen wir in (54) ein; das 
Ergebnis wird in den einzelnen Gleichungen nicht Null sein, 
aber doch eine kleine Zahl. Die Korrektionen der Ai, die 
dadurch notig werden , berechne man wieder unter alleiniger 
Beriicksichtigung der Diagonalglieder ; eine oder zwei sukzessive 
Korrektionen geniigen meist, urn die vierte Stelle bis auf wenige 
Einheiten festzustellen. 

Hat man eine erste Approximation schon berechnet, unter 
Beriicksichtigung einer kleineren Anzahl Glieder der Ent- 
wickelung, so w i d  man sie bei der Berechnung der erweiterten 
Formel vorteilhaft benutzen kijnnen. Im vorliegenden Falle 
ist es z. B. zweckmaBig, zuerst das System 

(13,95 - I.) 8, - 32,OS A, = 0 
(55) 

6 rZ = - 32,OS A, + 18,60 A, + 32,OS A,  - 37,ZO A, + 18,60 A, . 

1 
zu losen, welches dem Ansatz 

- 16,04 A, + (41 1,s - A) A,  = 0 

‘0 = 8,111 v1 + A, (., v3 + v1 u3) 
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entspricht ; diese Werte tragt man in das vollstiindigere 
System (54), und berechnet nun die Korrektionen 68,, dA,  
und A , .  . . A,  in der angegebenen Weise.l) 

Die Korrektion, die il erfahrt, ist stets negatiu, weil il das 
Minimum des oben besprochenen Integrals ist, welches bei 
der Anwendung von mehr Konstanten notwendig abnehmen mug. 

Nimmt man Al = 1, ?" = 41 1,8, und berechnet ebenso die 
Korrektionen, so erhalt man den nachsten Oberton, der dieselbe 
Symmetrie besitzt. Wieder ist die Korrektion von il negativ ; 
dies tritt jedoch erst ein fur das System (54), nicht schon fur 
die erste Approximation (55). Der Grund liegt darin, daB das 
neue 2, einem Minimumwert des Integrals nur entspricht, wenn 
die Bedingung 

JJwo w'dx dy = 0 (70, = Grundton) 

hinzugefilgt wird, welcher durch den Ansatz (55) nur roh 
genugt wird, wahrend (55) sie innerhalb der Genauigkeit der 
Rechnung erftillt. In  dieser Bedingung liegt auch, wenn mehrere 
Oberschwingungen mittels (54) berechnet worden sind, eine ein- 
fache Kontrolle der Rechnung. Denn ist w = A, ul u1 + . . . 
die eine derselben, w'= A,' u1 v + . . . irgend eine andere, so ist 

JJw w' d r  dy = A, A,' + 2 A, A,' + A, A,' + 2 A, A,' 

+ 2 A, A4' + 8, A,' 

und dieser Ausdruck muB einen Betrag haben, der zu ver- 
nachlassigen ist. 

Der Urnstand, daB die Diagonalglieder groI3er sind und 
rascher wachsen als die ubrigen, gilt auch fur hohere Approxi- 
mationen, und folgt daraus, daS die mmn, a,,, (m + n), die in 
die anderen Glieder eingehen, nach (48), (49) und (50) wesent- 
lich langsamer wachsen als die w,, und CC,~,~, Am4 und kn4 der 

1) Die erste Annliheruiig gibt, wenil A, = 1 ist: 

A1=0,0403; A,= -0,0053; A,= -0,0036; A,= +0,0019; 85=-0,0022. 

Exakt ist: 
Al=0,0394; A,= -0,0040; A , =  -0,0034; A , =  +0,0011; A , =  -0,0019; 

und I = 12,43 s h t t  13,95. 
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Iliagonelglieder. Fur  hohere Obertone, die komplizierten 
Funktionen entsprechen, ist naturlich die Entwickelung weniger 
rasch konvergent ; immerhin bleibt auch bier der Fehler, der 
bei Beschrankung auf das Hauptglied urn v, f vm uql entsteht, 
von der Ordnung lll0, und dies bedingt, wegen des raschen 
Oszillierens der u, v fur gr66ere m, fur die Klangfiguren nur 
Fehler von etwa 1 Proz.; fur die I yon 5-10 Proz. 

Die Aggregate uo vo ; uo v1 5 u1 vo,  die linearen Funktionen 
von x und y entsprechen, ergeben I = 0; dies ist selbst- 
verstandlich, da die Platte eben bleibt. Aus dem Ausdruck 
von J verschwinden sie, und kbnnen daher bei allen Rech- 
nungen weggelassen werden. Bei Bntwickelungen nach den 
Eiyenfunktionen w, der Platte aber rnusseii sie beibehalten werden, 
elrenso wie uo und u1 f u r  den Stab. 

Im folgenden sind die hoheren Approximationen fur die- 
jenigen T h e  angegeben, die in erster Anntiherung den Formeln 
u, v, f vm u, entsprechen, mit nz < 4, n < 4; es sind die Glieder 
bis zu m = n = 5 beibehalten, womit die dritte Stelle bis auf 
1-2 Einh. sichergestellt ist. Dies -bedingt fur die Klang- 
figuren eine noch geringere Unsicherheit, die ganz innerhalb 
der Beobachtungsfehler liegt. 

Dem Aggregat um v, + vm u, entspricht stets ein etwas 
groBeres A, also ein hbherer Ton, als dem Aggregat u, v , ~ -  vm un, 
wenn ni und n beide gerade oder ungerade sind. In dom 
anderen Falle liegt ein Doppelton vor, und es sind die 
Schwingungon 10 = urn v,, w = urn u, auch einzeln maglich, ferner 
jede lineare Verbindung der Form A u,,, v, + B vm u,. 

Zur Rerechnung der Klangfiguren, d. h. der Linien, in 
welchen w verschwindet, wird man zweckmaBig die beob- 
nchteten Werte als erste Approximation benutzen.l) Bei der 
Berechnung der Korrektionen, die stets sehr klein sind, geniigt 
die Berucksichtigung des Hanptgliedes der Formel. Von 
m und n = 4 an bis m und n = 7 sind die Klangfiguren auf 
Grund der vereinfachten Formel um v, 5 u, urn berechnet, da 

1) Tabellen fur u,, y gibt Lord R a y l e i g h ,  Sound 5 178;  fur 
vier Stellen sind die zweiten Differeueen bei der Interpolation eu be- 
rucksichtigen. Zur direkten Berechnung auch der zc,, us. . . benutzt man 
mit Yorteil die ,,Tafeln der Funktionen cos und sin'' (Kreis- und Hyperbel- 
funktionen) yon Dr. Carl Burrau, Berlin 1907. 
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hier genaue Beobachtungen nicht vorliegen und auch schwer 
moglich sind. 

Die Tonhijhen. 

Aus einem bekannten h ergibt sich 
Schwingungen pro Sekunde 

nach (4) die Anzahl 

Genaue Beobachtungen uber die absoluten Tonhohen unter 
genauer Angabe der Elastizititskonstanten, des Verhaltnisses 2 h 
der Dicke zur halben Seite der Platte und der Dichte p des 
betreffenden Materials sind mir nicht bekannt. Die relativen 
TonhShen der verschiedenen Obertone gegen den Grundton, 
wenn fur diesen der Ton G gesetzt w i d ,  hat Chladni') an- 
gegeben. Es ist die gleichniaI3ig temperierte Skala voraus- 
gesetzt; ein + bedeutet, da8 der wahrgenommene Ton etwas 
hoher war, ein - daI3 er tiefer war. Leider ist von Chladni  
nicht angegeben, ob er Metall oder Glas benutzt habe, wodurch 
der Wert von p erheblich unsicher wird; vielleicht hat er 
Platten aus beiderlei Material in einzelnen Fallen gebraucht, 
im allgemeinen jedoch zeigt die Ubereinstimmung mit unserer 
fur Qlas ausgefuhrten Rechnung, daS er Glasplatten benutzt 
hat. Durch den Ubergang zu Metall wird die Tonhiihe leicht 
um eine Sekunde verandert, wie dies beim Kreis schon die 
Herechnungen von Kirchhoff  gezeigt haben. 

Die Tonhohen, die auf Qrund exakterer Formeln (unter 
Beriicksichtigung haherer Approximationen) berechnet sind, 
stimmen genau mit Chladnis  Angaben uberein. Es sind dies 
die Hauptschwingungen, in der Tabelle mit * bezeichnet. Die 
ubrigen, nach dem einfachen Ansatz w = urn. v, f vm u2, berech- 
neten, sind teilweise um Ton zu hoch. Dies wird uns 
nicht wundern, da j a  die entsprechenden A, wie oben bemerkt, 
stets zu groB sind, und zwar sind sie bei den Hauptschwin- 
gungen, wie sich gezeigt hat, meist um 5-10 Proz. zu grob, was 
einem viertel bis einem halben Tone entspricht. So ist h aus 
dem Ansatz u1 v1 gleich 13,74; bei genauer Berechnung dagegen 

1) E. F. F. Chladni ,  Akustik, p. 138. Leipzig 1802. 
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12,43 (vgl. oben). Wiirde man die hoheren 1 auf den Grund- 
ton beziehen, wie er in erster Approximation gegeben ist, so 
wiirden die Tone um '1, Ton zu erniedrigen sein, und die 
Ubereinstimmung ware so gut wie sie uberhaupt, bei der oben 
erwahnten Unsicherheit, erwartet werden kann. 

I n  der folgenden Tabelle sind die Schwingungen nach 
ihren Tonhohen geordnet, und jedesmal die charakteristischen 
Hauptglieder urn v7' +_ vm ul, angegeben, nebst den zugehorigen 3,. 
Das Zeichen & deutet einen Doppelton an. 

Tabelle der Tonhijhen 01 = 0,225). 

i 

12,43 
26,40 

80,s 
237,t 
266,O 
316,l 
378 
746 
886 
941 
131 
554 
702 
020 
500 
713 
945 

35,73 

- 
~ 

ber. 

Q *  

e *  
h *  

risl* + 
cis,* - 

~ 
~ 

;I* 

hl* 
cis,* 

fis** -t 
gis2 

gis, + 
ai p, 
cs + 
4 - 
d is3 

f s  - 
f iss 

f iss + 

- 
~ 

beob. 

G 
d 
e 
h 

~ 
~ 

gis, + 
-&is1* - 

hl 
Cis,  

f i S P  

gis, 
gis, + 
ais, - 

CS 

cis, 
dS 

f s  - 
f is, - 
f i s s  1) 

- 
~ 

i 
~ 
~ 

3240 
3927 
5480 
5500 
5570 
5640 
6036 
6303 
7310 
7840 
9030 

10380 
13670 
13840 
15120 
20400 
28740 

- 
~ 

ber. 

93 + 
a3 + 

ais, + 
04 - 

c4 - 
c4 - 
04 + 
cis, 
d,  + 

~ 
~ 

diS4 - 
e4 

fi 
g4 + 
g, + 

gis, 4- 
h, 
4 

Dabei ist, um daran zu erinnern, urn = urn(z), v,, = un(y )  
gesetzt. 

Die Ubereinstimmung der mit * bezeichneten Schwingungen 
mit Chladnis  Beobachtung ist eine vollkommene, wahrend 
nach Kirchhoffs  Rechnungen fur den Kreis Abweichungen 
sich zeigen, die fur p = (Poisson) kleiner sind ale fur 

1) Von Chladni  von dem vorigen Ton nicht getrennt. 
2) Von Chladni nicht beobachtet. 
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p = '/, (Wertheim). Dies zeigt, daB Chladni  auch hier mit 
Glasscheiben operiert hat, und daS fur Glas p jedenfalls kleiner 
als 'I4 ist, und von -dem hier benutzten Wert 0,225 nur wenig 
abweich t. 

Benutzt man fur eine Schwingung den angenaherten Aus- 
druck tom, = um (x) u,$ (y) & 7i9' (4 u, (y) , so berechnet sich, wie 
sohon hervorgehoben, das zugehorige angeniiherte I au8 der 
Formel 

. J  
A = - ,  

a 

wo J,,, das fur w = 7u7,,,, gebildete Integral 

a = fJu& d z  d y .  

(7) ist, wahrend 

Setzt man hierin die fur u,, (p. 752) gegebenen Ausdrucke 
ein, so wird 
(57) { I = A: + 6 + p [ 2  w,, ( I ) t L 1 1  -c @,,2,& t %A'] 

.t 2~ - m m m a 7 L 7 , n  -t ~m?nl, )Il i. 12, 

(58) 
Bei rn = n kommt das untere Vorzeichen nnturlich nicht in 
Betracht; bei den Doppeltonen verschwinden in h die Glieder 
mit den d.oppelten Vorzeichen, so da8 beide Vorzeichen 
dasselbe I ergeben. 

Nach den Gleichungen (48) bis (50a) sind die w m m ,  cr,, 
zweiten Grades in den k,; die urn,& und urn,, fur m + n dagegen 
ersten Grades. Zur Aufstellung einer angenaherten Yormel 
f i i r  I beschriinken wir uns auf die Glieder vierten und dritten 
Grades; d a m  kbnnen wir die 5 Glieder in il gegen die iibrigen 
vernachl'assigen (wodurch je  zwei benachbarte Tone in einem 
vereinigt werden). Fur  die w,,, amm benutzen wir die Aus- 
driicke (49), (50), (50a), so ergibt sich angeniihert 

(59) 
wobei 

I.  = 2 k,$, + 2pr'1'& + 2(1 - p ) c ~ ~ ; ,  fur m = n .  

I = (G 3- ha)' + 2 y kk k;Z + (6 - 8 p )  km A,, (Am + An) 9 

h ni =?(  2 m - -  

ist; fur m = 0 und m = 1 ist dagegen h, = k ,  = 0 zu setzeu. 
1st u = 0,  so schwingt die Flache angenahert wie ein 

Stab, und es stinmen, wie bei einem solchen, die Tonhohen 
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mit den Quadraten der ungeraden Zahlen a.ngenahert iiberein, 
wie schon Ch ladn i  bemerkte. Fur  n = 1 ergibt sich dasselbe 
Resultat; nach der Formel (57) sind die entsprechenden TGne 
aber in Wirklichkeit etwas verschieden, die Abweichung ist 
bei den Grundtihen relativ am bedeutendsten. Sind endlich m 
und n gentigend groB, so ergibt sich das as-ymptotische Ge- 
setz der il 

(60) i = [m4 + n4 + 2(1 - p)m2n2) ]  (:y. 
Die Schwingungszahlen sind der Wurzel aus il proportional. 

Die syatematischen Fehler bei der Beobachtung C h l a d n i s c h e r  
Klangfiguren. 

Fur eine Anzahl von Klangfiguren hat S t r e h l k e  l )  sehr 
genaue Messungen an verschiedenen sorgfaltig gearbeiteten 
quadratischen und kreisfirmigen Platten aus Spiegelglas an- 
gestellt. Insbesondere hat er drei quadratische Platten benutzt, 
deren Dicke etwa 'I,,,, lla5 und 1/40 der Seite war. Die Beob- 
achtungen stimmen fur die drei Platten innerhalb 0,001 der 
Seitenlange, manchmal noch genauer. Diese Genauigkeit er- 
weist sich jedoch fur den Vergleich mit der Theorie als 
illusorisch und ist durch den Umstand ermoglicht, da8 S t r eh lke  
die Unterstiitzung und die Erregung durch den Violinbogen 
fur eine bestimmte Klangfigur bei allen Versuchen genau an 
diesel ben Stellen verlegte. Welcher Art nun bei diesen Ver- 
suchen die wichtigste systematische Fehlerquelle iat ,  ergibt 
die Diskussion der Messungsergebnisse in folgender Weise : 

In einer Klangfigur (ygl. unten Fig. 21), in welcher, der 
Symmetrie nach, die beiden Diagonalen Knotenlinien sein 
sollten, findet S t r e h l k e  an deren Stelle zwei hyperbelartige 
Kurven, deren Scheitel im Abstand von 0,037 (die Quadratseite 
als Einheit gesetzt) lagen. Auch Ch ladn i  gibt an, dab er 
dies Verhalten unter Urnstanden beobachtet habe. Theoretisch 
ist dies ausgeschlossen; denn durch eine Drehung um 90° 
entsteht bei solcher Dissymmetrie eine neue Figur, die der- 

1) F. S t r e h l k e ,  Repertorium der Physik, von H. W. D o v e ,  3. 
p. 112 ff. Berlin 1839; vgl. auch Pogg. Ann. 96. p. 577. 1855; 146. 
p. 319. 1872. 
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selben Tonhohe entsprechen muB; es lage also ein Doppelton 
vor und eine unendliche Anzahl von Figuren miifite moglich 
sein; dies widerspricht der Erfahrung, die zweite Figur mu6 
also mit der ersten identisch sein, die Diagonalen sind Knoten- 
linien. 

Es ist klar, daS zur Uberwindung der Reibung die 
Schwingungsamplitude ein gewisses, von der Beschaffenheit der 
Oberflache und des Sandes abhangiges Minimum - j e  uber- 
schreiten mu6; unterhalb desselben bleibt der Sand unbeweglich. 
Wo sich die zwei Durchmesser schneiden, ist aber auBer 
10 = 0 auch 

Wie kommt diese Abweichung zustande? 

a w  - 0 ,  -- - 0. 8 W  -- 
8 %  a Y  

Bezogen auf die Durchmesser als Achsen ist der Ausdruck fur 
die Amplitude w (x, y) in erster Annaherung 

20 = A .  zy 

und der Sand bleibt in indifferentem Gleichgewicht innerhalb 
eines Gebietes, welches von den zwei Hyperbeln 

+ e = A x y  
begrenzt wird. Ob der Sand sich hier gleichma6ig verteilt 
oder gegen die einen oder anderen Rander des Qebietes 
gedrangt wird (beide FalIe sind beobachtet), hangt von der 
Stelle ab, wo der Bogen angelegt wird, von welcher am, 
neben dem betrachteten Ton, auch Nebentone von ver- 
schiedener , zum Teil betrachtlicher Hijhe sich als Wellen 
ausbreiten und eine Bewegung des Sandes bewirken kbnnen. 
Theoretisch ist der Vorgang nicht zu iibersehen wegen der 
Reflexionen an den Seiten des Quadrates. Bei dem be- 
sprochenen Versuch von S t r e h l k e  ist der Sand an die 
Rander des Gebietes getrieben worden, womit die betracht- 
liche Abweichung von der Theorie sich erklart. Allein die- 
selbe Ursache ist auch in der ganzen Ausdehnung der Klang- 
tiguren wirksam, wenn auch hier der Anstieg von der Amplitude 
Null zu - f t  rascher erfolgt, der mogliche Fehler also kleiner 
wird. Aber mehrere Tausendstel der Seitenlange betragt er 
unter allen Umstanden, so da6 die Ubereinstimmung der 
Versuche S t r e h l k e s  auf weniger als der Seite unter- 
einander, und ihre Abweichung um mehrere Tausendstel, j a  

( A  = const.) 
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um beinahe l/loo (in einzelnen Fallen) von der Theorie nichts 
besagt. 

Hierher gehort auch die von S t r e h l k e  und schon von 
Ch ladn i  gemachte Beobachtung, dab bei einer Kreisscheibe, 
wenn drei oder mehr konzentrische Kreise die Klangfigur 
bilden, der innerste Kreis entweder diffus bleibt, oder eine 
Ellipse bildet , wahrend die anderen Kreise keine me6bare 
Abweichung von der Symmetrie zeigen. S t r eh lke l )  erblickt 
den Grund in einer ungenugenden Homogenitat der Platte ; 
doch ist kaum begreiflich, warum diese Ursache stets nur 
den innersten Kreis beeinflussen sollte, und warum die Kreise 
manchmal einfach diffus bleiben. Dies folgt aber ohne weiteres 
aus dem Umstand, daB die Amplitude bei drei Kreisen gering 
ist, und vom Rand gegen die Mitte zu im Mittel abnimmt; 
daraus folgt um den innersten Kreis eine besonders groBe 
Zone indifferenten Gleichgewichtes fur den Sand. Wird nun 
die Amplitude sehr erhoht, etwa indem man zum Bestreichen 
der Platte mit dem Bogen ein in die Mitte eingebohrtes 
kreisfijrmiges Loch benutzt (S t r e h 1 k e), so werden die Sand- 
kiirner zum Teil an den Rand des Bereiches getrieben, es 
entsteht eine elliptische Figur , deren Achsenrichtungen von 
der Streichrichtung abhangen. Bei S t r e h l k e  war die eine 
Achse um + 0,003 zu grob, die andere urn 0,003 zu klein 
(Durchmesser der Platte = 1); eine GroBenordnung, wie sie 
a priori zu erwarten war. 

Den EinfluB der Streichrichtung auf die Knotenlinien hat 
auch Zeiss igz)  direkt beobachtet. 

Den Wert von p fur seine Platten hat S t r e h l k e  nicht 
angegeben , wodurch der Vergleich mit der Theorie ebenfalls 
etwas (wenn auch nur wenig) unsicher wird. Fur  Glas haben 
verschiedene Beobachter Werte zwischen 0,210 (Voigt) und 
0,257 (Caulon) erhalten; ich habe das Mittel p = 0,225 ge- 
wahlt, welches jedenfalls nur um fehlerhaft sein wird; auf 
die Knotenlinien ist dies ohne merklichen EinfluB; bei den 
Haupttonen , die in hoherer Approximation berechnet werden, 
ist die Korrektion fur p = 0,225 + Sp gegeben; genaue Be- 

1) F. Strehlke,  Pogg. Ann. 95. p. 594. 1855. 
2) J. Zeissig, 1naug.-Diss.; Wied. Auu. 64. p. $60. 1898. 
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obachtung der Verhaltnisse der Schwingungszahlen konnen in 
der Tat dazu dienen, p zu bestimmen. 

Der EinfluB der endlichen Dicke h der Platte durfte wohl 
erst in den Gliedern zweiter Ordnung in Betracht kommen. 
Da Dicke/Seite der Platte bei S t r e h l k e  = l/,,, bis 1/40 war, 
gibt dies Fehler von der Ordnung 0,0002 bis 0,0006 (Seite= l), 
die nicht in Betracht kommen. 

Durch die Art der Unterstiitzung, vor allem aber durch 
das Bestreichen des Plattenrandes mit dem Bogen, wird, 
wie Lord Ray le igh  (1. c.) hervorhebt, die Bewegung zu einer 
nicht ganz freien, was sowohl auf die Lage der Knotenlinien 
wie auch auf die Tonhohe von EinfluB sein kann. Endlich 
sind diese Bewegungen stark gedampft, vor allem durch die 
Fortleitung des Schalles durch die Luft, zum Teil auch dnrch 
innere Reibung: auch hierin liegt eine Abweichung Tom theore- 
tischen Ansatz, die aber wohl in entgegengesetztem Sinne wirkt 
wie der EinfiuB des angelegten Bogens, so daB sich beide 
Fehlerquellen zum Teil kompensieren durften. 

Die Klangfiguren quadratischer Platten mit freien Riindern. 

Im folgenden sind die Formeln fur die Eigenschwingungen, 
die sich auf Grund der mitgeteilten Methode ergeben, zusammen- 
gestellt und mit den Beobachtungen von S t r e h l k e  ver- 
glichen. I) Bei den h6heren Eigenschwingungen, wo keine 
genauen Messungen vorliegen, sind die angenaherten Formeln (I) 
p. 739 zugrunde gelegt; der Fehler (1-2 Proz.) ist bei dem 
MaBstab der Figuren bedeutungslos , nnd bei den mannig- 
fachen Schwierigkeiten und Fehlerquellen der experimentellen . 

Herstellung der Figuren diirften die hier gegebenen die Wahl 
der Unterstiitzungspunkte und somit die experimentelle Dar- 
stellung wesentlich erleichtern. 

Die im folgenden mitgeteilten 46 Klangfiguren erschopfen 
unge€ahr das, was ohne allzugroBe Schwierigkeit experimentell 
erreicht werden kann; sie sind von Ch ladn i  in seiner Akustik 

1) Die Auedrucke fur w Bind auf drei Stellen genau, doch wird die 
vierte Stelle gefiihrt, um eine Anhiiufung von Fehlern zu vermeiden, die 
die dritte Stelle stark beeinfluasen konnten. 
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zum gr6Bten Teil gegeben worden, jedoch sind die Zeichnungen 
meist nur ziemlich roh, wie schon der Vergleich mit S t r e h l k e  
zeigt, und es sind Tone als doppelt und ineinander trans- 
formierbar bezeichnet, die es nur durch die Methode der Her- 
stellung geworden sind ; dementsprechend sind diese E’iguren 
stark verzerrt. 

Fur die Doppeltijne waren an und fiir sich unendlich viele 
Figuren moglich. Den Ausdrucken urn (2) u, (y) f u, (z) 21, (y) 
entsprechen hier zwei Figuren, die auseinander durch Drehung 
urn 90 O entstehen; den einzelnen Schwingungen u, (z) un (y) 
Linien, die angeniihert parallel zu den Seiten verlaufen, und 
deren Lage den Wurzeln von u,(x) = 0 bzw. u,(y) = 0 ent- 
spricht; sie schneiden also jede Parallele zur x-Achse (bzw. 
zur y - h h s e )  in Punkten, die genau so liegen wie die n (bzw. m) 
Knotenpunkte der nen (bzw. mtO*) Schwingung eines Stabes von 
gleicher Lange mit freien Enden. Fur  jeden Doppelton wird 
eine Figur, die u, (x) u, ( R / )  - u, (y) u, (z) = 0 entspricht, und eine 
solche, die x,(x) u,(y) = 0 entspricht, gegeben. Wie man die 
Schar der unsymmetrischen, der allgemeinen Formel 

A urn (3) un (Y) + ’ un (x) urn (Y) = 0 

entsprechenden Figuren ihrem ungefahren Verlauf nach daraus 
herstellen kann, ist oft fur den Fall von Membranen usw. 
beschrieben worden; da fiir jeden Ton diese Figuren samtlich 
durch gewisse feste Punkte, die Pole der Figur gehen miissen, 
wird ihre Konstruktion dadurch auch erleichtert. Diese Pole 
sind (in erster Anniiherung) die Nullstellen der Gleichungs- 
systeme u,(x) = 0, u,(y) = 0 und u,(z) = 0, u,(y) = 0. Ihre 
Lagen sind also auch mit denen der Knotenpunkte freier Stabe 
identisch. 

Die Figuren sind zuniichst nach den Symmetrien der 
Schwingung geordnet; innerhalb jeder Abteilung nach der Ton- 
hohe. Es sind angegeben die Formel fur w, der Wert von il 
fur p = 0,225 (Glas) und die Korrektion dieses Wertes. fur 
p = 0,225 + iYp (wo iYp klein ist); letztere allerdings nur bei 
den genau berechneten A, wo sie allein einen Sinn hat. 

Aus dem schon besprochenen S t u r m  -L iouv i l l e  scheii 
Satz, daB ein Ausdruck der Form A un,(x) + Bztn(x) ,  wo in 2 n 
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ist, Jtochstens m und mindestens n Wurzeln hat, folgt, dap eine 
Purallele zu einer Scite des Quadrats die durch urn (x) u, (y) -+ 
u, (y) un(x) = 0 gege6ene Figur in hochstens m und mindestens n 
Punkten schneidet. Die Korrektionen, die die hohere Approxi- 
mation einfuhrt, sind zu klein, urn hieran etwas zu Ondern. 

1st (Vorzeichen +) die Diagonale x = y keine Knotenlinie, 
so wird sie von Knotenlien (und zwar senkrecht) geschnitten 
in den Punkten, deren Koordinaten x = y die Wurzeln von 
u,(x) = 0 und U , ~ ( I C )  = 0 sind, also in n + m Punkten, deren 
Abszissen und Ordinaten wieder den Knotenpunkten schwin- 
gender Stabe entsprechen. Auf scheinbare Ausnahmen, die 
durch nahe Koinzidenz zweier Wurzeln entstehen, wird unten 
hingewiesen. 

1st das Vorzeichen - genommen, so gehort stets die 
Diagonale x = y zur Klangfigur. Sind dann n und m beide 
gerade oder ungerade, so gilt gleiches von der zweiten 
Diagonale. Wenn nicht, so liegt ein Doppelton Tor, der sich 
somit durch seine geringere Symmetrie kennzeichnet. 

Sind m und n ungerade, so gehiiren die beiden Koordi- 
natenachsen (Seitenhalbierenden) zur Figur. Diese Satze lieBen 
sich leicht vermehren ; sie gestatten es, zu einer gegebenen Klang- 
figur die zugehorigen Indizes m, n zu fizeden. 

Es ist im folgenden wieder abkiirzend urn = urn (x),  u , ~  = u,(y) 
gesetzt, wo die un(x) die durch (24), (25) p. 752 gegebenen 
Funktionen sind; die x-Achse ist nach rechts gelegt, die y-Achse 
nach oben, durch den Mittelpunkt des Quadrats parallel den 
Seiten. Langeneinheit ist die halbe Xeitenlange. Wegen der 
Symmetrien hat man beim Vergleich mit der Erfahrung nur 
positive x und y zu berucksichtigen. 

A. LBsungen,  d i e  in 1: und y ungerade  und symmetr i sch  s ind.  

I. Grundton. I. = 12,43 - 18,OSp.. 

w = u1 v1 + 0,0394 (ul v3 + v1 u3) 
- 

- 0 , 0 0 4 0 ~ ~ ~ ~  - 0 , 0 0 3 4 ( ~ ,  +uUs u,) 
+ 0,OO 1 1 (us v5 + u5 27,) - 0,001 9 u5 v5 . -1 

Fig. 1. 
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111. 3, = 1554. -- 
w = 0,009 I~ v1 - 0,075 (ul z ' ~  + v1 u3) 

+ " 9 ~ 3  - 0,057 ( ~ l v 5  + ~ 5 ~ 1 )  

+ 0,121 (u3 v5 + ug v$)  - 0,007 u5 v 6 .  

11. 2, = 378 - 57 rs'p. 

I 

m 

1V. i = 2 9 4 5 .  

w = u1 v5 + u5 vl. 

Diese Figur fehlt bei Chladni.  

V. i = 6303. -- 
10 = u3 w5 + u5 v3. 

Fig. 4. 

Fig. 5. 

Nach der Formel idl v3 + u 3 q  = 0 ergeben sich die Koordi. 
naten der Punkte, in deiien diese Kurven die Diagonalen 
schneiden, zu 2 = y = 0,736 (beob. 719); die der Randpunkte 
der Kurven: 2 = 1, y = 0,533 (beob. 0,487). Da die Seite 
gleich 2 ist, wurde die angenaherte Formel fur die Kurve 
Fehler von 0,s bis 2,2 Proe. der Seite geben, was im MaBstab 
der Zeichnung schon kaum zu bemerken wlre - geschweige 
die nach der genauen Formel erhaltenen Fehler. 
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VI.  3, = 13674. 

W 

B. LGsungen, die 

=?I v 5 5 ’  

in x und y ungerade u n d  
sind. 

I. 1 = 316,l - 27Odp. -- 
w = u1 v, - w1 u3 + 0,0002 (ul u5 -vl us) 

+ 0,0033 (u3 v5 - v3 u5) .  

Fig. 6. 

antisymmetrisch 

11. I = 2713. 

70 = u, u5 - v1 u5. 

III. a = 5570. 

w = ?I3 v5 - v, us. 

34 Fig. 7. 

Fig. 8. 

M Fig. 9. 

C. Liisungen, die in 5 und y gerade und symmetrisch sind. 
Die Klangfiguren dieser und der folgenden Abteilung er- 

scheinen besonderr;, leicht und es kannen besonders viele Ober- 
tone zur experimentellen Darstellung gebracht werden. 

I. I = 35.73 + 20,86p. 

w = u,, v2 + u2 v0 - 0,0238 u2 vU2 

+ 0,0130 (u, v4 + vo 7 ~ ~ )  

+ 0,0016 u4 v4. 
+ 0,0026 ( 1 ~ a  ~4 + v3 ~ 4 )  

hnnalen der Physik. IV. Bolge. 28. 

0 
Fig. 10, 

51 
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2 beob.: 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 
y beob.: 0,840 0,829 0,796 0,744 0,675 0,589 

y ber. - y beob.: +0,003 +0,003 +0,003 +0,003 +0,003 +0,004 

Die Abweichung ist offenbar einem der besprochenen, 
systematischen Versuchsfehler zuzuschreiben. Die erste An- 
naherung uo v2 + vo u, ergibt fur die Schnittpunkte mit den 
Achsen die Koordinaten 0,830 (beob. 0,839); mit der Dia- 
gonale 0,552 (beob. 0,546). 

XI. h = 266,O - 2 7 4 6 ~ .  

7u = 0,0122(u0 ua + vo u2) + u3 v, 
- 0,0188 (uo v4 + vo u4) 

+ 0,0880 (u4 v2 4- v4 u2) 

Fig. 11. 
- 0,0044 u6 v4. 

2 beob.: 0,100 0,200 0,300 0,400 
y beob.: 0,533 0,534 0,538 0,5465 

y ber. - y beob.: -0,003 -0,003 -0,004 -0,005 
Fur  den zweiten Teil jedes der Kurvenstucke ist: 

y beob.: 0,600 0,700 0,800 0,900 
2 beob.: 0,495 0,517 0,524 0,528 

z ber. - 5 beob.: +0,005 +0,005 -0,004 -0,006 

Die berechnete Kvrve ist in den fast geradlinigen Teilen 
weniger gekrummt als die beobachtete. Aus w = u, v, warden 
sich Parallelen zu den Achsen mit z bzw. y=O,551 ergeben 
haben. Da in den Punkten der Knrven, wo sie sich sehr 
nahe kommen, die Amplitude gering bleibt, der Sand also in 
indifferentem Gleichgewicht sich befindet, wenn nicht sehr sorg- 
faltig operiert wird, so wird meist die Figur als aus vier Ge- 
raden bcstehend erscheinen, wie auch C h ladn i  sie angibt; an 
den Schnittpunkten wird sie undeutlich sein. Der Fehler der 
ersten Anniiherung in den geradlinigen Teilen betragt 1 Proz. 
cler Plattenseite. 

Dl 111. I = 941. 

PU = u v + v o u 4 .  0 4  

Fig. 12. 
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IV. i = 2020. 

w = uz v4 + us u4 

V. 1 = 5480. 

VI. 1 = 5640. 

70 = ?Lo V6 + vo U6 

(von Ch ladn i  nicht beobachtet). 

Fig. 13. 

Fig. 14. 

Fig. 15. 

EII VII. 1 = 7840. -- 
w = ?12 V6 + up U6. 

Fig. 16. 

Die nahe Koinzidenz der Wurzeln I 
x = 0,544 von ue = 0 bedingt bier und 
gernden Linien, und die scheinbaren 
p. 775 gegebenen SLtzen. 

VIII. a = 15120. 

70 = u4 Do + v4 ue . 

= 0,552 von ua = 0 und 
in Fig. 23 die nahezu 
Ausnahmen von den 

Fig. 17. 
51 * 
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XI. I = 28740. 

w = zlg V6 

(fehlt bei Chladni).  

Fig. 18. 

D. Lt i sungen ,  d i e  i n  5 u n d  9 g c r a d e  u n d  a n t i s p m m e t r i s c h  s ind.  

I. il = 26,40. 

zli = u, v2 - vo Wa 

- 0,0129 (u,, v4’- V, u4) 
- 0,0045 (u2 v4 - v2 u*) 

11. 1, = 886. 

10 = uov4 - v u 0 4 .  

Fig. 19. 

Fig. 20. 

111. I = 1702. -- 
w = uz v4 - vz u4. 

Die Figur stimmt auf weniger alrc 1 Proz. 
mit Strehlkes Messungen. 

Fig. 21. 

IV. ;1 = 5500. -- 
w = uo V6 - vo U6 

(fehlt bei Chladni).  

Fig. 22. 
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V. I = 7310. 

VI. b = 13840. 

w = u* V6 - v., us.  

E. Doppeltsne.  

I. 1 = 80,8 - 73 Sp.  

w (x, y) = W~ va - 0,0682 ug v,, 

+ 0,0760 u3 v, + 0,0260 u1 v, 
+ 0,0073 v0 - 0,0027 u3 v4 

- 0,0112 u5 ua + 0,0030 u5 u6 . 

Fig. 23. 

Fig. 24. 

Fig. 25. 

47 
Fig. 26. 

Die allgemeine Formel ergibt sich hieraus (wie bei allen 
Doppeltiinen) 

Die erste Figur (25) entspricht B = 0;  die zweite (26) B = - A .  
Pole: x = y = 0 ;  f 2 = 0,522 I f y (beob.); die berech- 

neten Pole liegen auf der Diagonale urn 0,001 mehr nach 
auSen. (Vgl. Fig. 26.) 

AW(. ,  y) + B W ( 2 ,  y). 
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11. A = 237,l .  

w (z, y) = + 0,0678 u1 vZ + U, U, 

- 0,0150 V, + 0,0355 u1 v4 

+ 0,0000 u5 oo + 0,0100 u3 v4 

- 0,0007 u5 v2 + 0,0016 u5 v 4 .  

m 
Fig. 27. 

Fig. 28. 

Fur die annahernd parallel den Seiten verlaufenden Kurven 
in Fig. 27 findet sich 

y: 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 
sbeob.: 0,758 0,753 0,746 0,738 0,730 

z ber. - a beob.: - 0,0045 - 0,0055 - 0,0045 - 0,003 - 0,0005 
y: 0,600 0,700 0,800 0,900 

x beob. : 0,722 0,717 0,716 0,717 
s ber. - a: beob.: -0,0005 +0,0005 +0,0005 +0,0010 

Als Pole sind beobachtet 
y = 0, s = 0,760, ber. 0,761 , 

y = 1; = 0,716, ber. 0,722, 

nebst den symmetrischen, in den anderen Quadranten ge- 
legenen Punkten. (Vgl. Fig. 27). m 111. A = 746. 

w ( x , Y )  = - 0,0709 U, v2 + 0,0214 u3 v0 
+ w3 V~ - 0 , 1 2 6 0 ~ ~  v4 
- 0,0038 U~ v0 + 0,1234 v4 

Fig. 29. 

S t r e h  
- 0,0096 vZ - 0,0100 u5 v4. 

k e  gibt die Pole an, die jedoch mit 
dieser Formel nur auf 1 Proz. stimmen, was 
sich wohl aus dem Umstand erklart, da6 sie 
in einer Zone nahezu indifferenten Gleich- 
gewichtes liegen (in Fig. 29 dort, wo sich die 
Kurvenzweige einander nahern). Fig. 30. 
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IV. il = 1131. 

w = u1 vj , 
w = u1 v4 - u4 v1 . 

V. 3. = 2497 

7u = u5 v o ,  
?a = u5 Vo - uo V 5  . 

VI. A = 3240. 

w = ug v 4 ,  

I 0  = u3 vg - u v 4 3 '  

VII. A = 3927. 

1u = U6 v2 , 
10 = u6 v2 - u, v5 . 

VIII. 3. = 9030. 

Fig. 31. Pig. 32. 

Fig. 33. Fig. 34. 

Fig. 35. Fig. 36. 

Fig. 57. 

Fig. 39. 

Fig. 38. 

Fig. 40. 
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IX. I =  6036. 

w = u1 VG , 
20 = u1 VG - v1 UG . 

X. 3, = 10380. 

1u = u3 VG , 
w = u3 VG - v3 UG . 

XI. A =  20400. 

w = U6 vs , 
w = u5 V6 - V6 UG . 

Fig. 43. Fig. 44. 

Fig. 45. Fig. 46. 

SchluSbemerkungen. 

Es braucht wohl kaum betont zu werden, daI3 dieselben 
Ansatze auch fur Rechtecke gelten; sind a, b deren halbe 
Seiten, so werden sich Losungen der Form 

ergeben und das Verfahren bleibt im itbrigen ungeandert. 
1st eine Seite des Rechtecks eingespannt, die ubrigeii 

frei, so wird man dementsprechend fur die Richtung x der 
zwei freien Seiten diejenigen Funktionen, die einem an einem 
Ende eingespannten, am anderen freien Stabe entsprechen, 
einfuhren; fur die zweite Richtung bleiben die u, anwendbar. 

Entsprechendes gilt fur die ringsum eingespannten 
Platten usw. 

Wie dieselbe Methode Gleichsgewichtsprobleme zu be- 
handeln gestattet, habe ich in der eingangs zitierten Arbeit 
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gezeigt. Wird z. B. eine rechteckige Platte durch an den 
Randern angreifende Krafte gebogen (Maxwell), so ist fur die 
transversale Deformation w (x y) derselbe Ansatz [Entwickelungen 
nach u, (XI.) u,, (y / b )  zu machen, wie wir ihn in dieser Arbeit 
benutzt haben ; die Koeffizienten bestimmen sich daraus, daB 
die potentielle Energie - sie ist, bis auf einen Faktor, durch 
unser Integral Jgegeben - plus dcm die Arbeit der Krafte fur 
ein kleines w ausdrtickenden Randintegral, nach Einfuhrung des 
Ansatzes, moglichst klein sein soll. Da das Randintegral w 
nur linear enthalt, ergeben sich diesmal lineare, nicht homogene 
Qleichungen fur die Koeffizienten. Fur  eine quadratische Platte 
und geeignet symmetrische Krafte erhalt man wieder die 
Gleichungen (54) p. 763, wenn darin il = 0 gesetzt wird und 
die linken Seiten (Null) durch bestimmte Zahlwerte ersetzt 
werden. Die einmalige Aufstellung des Schemas (54) geniigt 
also, um eine game Reihe von Gleichgewichtsproble~nen bezug- 
lich quadrabischer Platten einfach zu lasen. 

Es  ist oben bemerkt worden, daI3 ein Polynom stets, bei 
jeder Begrenzung, als moglicher Ansatz fur w in Betracht 
kommt, wobei nur fraglich bleibt, ob bei der verlangten Ge- 
nauigkeit die Rechenarbeit nicht zu gro6 wird. Da der 
Eigenwert des Fundamentaltones, il,, dem Minimum von J 
entspricht, so wird im ganzen bei. jeder Approximation, wenn 
ee sich urn den Brundton handelt, b das durch die Methode 
am genauesten gegebene Element sein. Zur Berechnung dee 
Grundtones aus den Konstanten der Platte wird also sehr oft 
der Ansatz eines Polynoms mit wenigen Gliedern genugen. 
So entspricht der Symmetrie des Grundtones beim Kreise der 
allgemeinste Ansatz 
(a) w = xy [a  + E, ("2 + y2) + czsy2 + d(x4 + y4) + . . .I, 
wobei die x- und y-Achse die Knotenlinien der Klangfigur bilden. 
Triigt man dies in das iiber den Kreis vom Radius R = 1 er- 
erstreckte Integral J (Gleichung (7) p. 745) ein, so ergibt 
unsere Methode ohne weiteres fiir 1, folgende sukaessive 
Approximationen : 

Wenn man Formel (E)  mit dem ersten Glied abbricht 
(b  = c = d = . . . = 0): 

1 - 4 8 U - P )  = 32 fur p = 3 und R = 1. 0 - R6 
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Bei zcuei Gliedern (1, Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades) 

wahrend aus Kirchhoffs  Rechnungen sich ergibt 

do = 27,794 

1, = 27,574. 

Der Fehler der Tonhohe, die 11, proportional ist, ist 
somit schon in zweiter Annaherung nur ' I2 Proz., also an der 
Grenze des Beobachtbaren. 

Ebenso elementare Rechnungen ergeben die Grundtone 
und selbst die ersten Obertone des Dreiecks, Fiinfecks, 
Sechsecks usw. , und iiberhaupt irgendwelcher durch gerade 
Linien und Kreisbogen begrenzter Figuren. 

Go t t ingen ,  Januar 1909. 

(Eingegangen 14. Januar 1909.) 




