
Sul la  r iducibi l i th ,  de l l e  ecll lazioni diffe- 
renzia l i  l i n e u r i  a coe f f i c i ent i  doppia-  
mente  per iod ic i .  

(Di C.~.aLO BIOlAVl, a Firenze.) 

¥ 
1. ±~ella Memoria (*): Sopra una classe di equazioni differenziali li- 

neari riducibili, ho esposto, assieme ad altre eonsiderazioni generali~ la di- 
mostrazione di un teorema sulla ridueibilith delle equazioni differenziali li- 
neari a ceefficienti doppiamente periodici. In eotesta dimostrazione sono eaduto 
in una leggera inesattezza~ che ~ bene rilevare, tanto pil'l che per eorreggerla 
bisogna anche modificare l'enuneiato del teorema~ ch% sebbene di secondaria 
importanza~ ~ put sempre di un certo interesse. 

Trattandosi di eosa breve, trascriverb dapprima l'enuneiato e la dimo- 
straziene del teorema come figurano nella Memoria sopraceennata~ indieando 
poi in che consista l'errore, ed esponendo da ultimo~ dopo qualche eonsidera- 
zione ausiliaria; il nuovo enunciato e la nuova dimostrazione~ che farb se- 
guire da alcune osservazioni ed esempi. 

2. Mi servirb delle medesime notazioni di allora: 

F (x, y, n) = O, a (x, y, m) ---- 0 ,  ~' (v, z, p) = O, 

o F-----O~ G-----O, ¢ = 0 per rappresentare le equazioni differenziali lineari 
omogenee ehe hanno il coeffieiente delia pi~t atta derivata eguale all'unitii e 
gli altri eguali a funzioni meromorfe tall che quello della derivata i e~im~ abbia 
soltanto poll d'ordine inferiore o tutt'al pih eguali a d i .  Quest'equazioni ge- 
dono della proprieth di avere tutti i loro integrali regolari helle vieinanze di 
ogni punto singolare a distanza finita. Nelle prime notazioni le tre lettere 
fra parentesi stanno ad indicare rispettivamente la variabile indipendente, la 
funzione incognita e l'ordine dell'equazione. 

(~) Annali di Matematica pura ed applieata. Serie II, tomo XIX. 



108 B i g i a v i :  Sulla riducibilit~ delle equazioni differenziali lineari 

Cib premesso eeco l'enunciato e la dimostrazione del teorema: 
un'equazione F (x~ y~ n ) ~  0, a eoeffieienti ellittici e riducibil% ammette 

tutti gl'integrali di un'altra equazione G( ,~  y ,  m ) ~ 0 ,  pure a eoefi%ienti 
ellittiei e di ordine m ~ n .  

La F (,x, y, n) .~- O, essendo ridueibile, ammetter~ tutti gl' integrali di 
un'altra equazion'e G (x, y~ m ) ~  0, d'ordine m ~ n .  Di queste equazioni ve 
ne potranno essere pitt d 'una:  not peraltro seeglieremo una di quelle per le 
quali m abbia il massimo valore. Si tratta di dimostrare che l'equazione 
G(x, y~ m ) ~  0~ seelta in questo rood% ~ pure a eoefficienti ellittici. 

Supponiamo infatti che non lo sia; allora, indicando con 2 ~o e 2 ~' i pe- 
riodi dei coefficienti di F ~  0, osserviamo che quest'equazione sarh aneora 
soddisfatta dagl'integrati delle altre due: 

G (x q- 2 % y, m) = O, G (x Jr- 2 co', y, m) ~ O. 

Confrontiamo la G(x ,  y, m ) ~  0 con una di queste equazioni~ ad es. : 
colla prima; pub darsi che le due equazioni: 

(7 (x, y, m) = 0, G (x -k 2 % y, m) = 0 (1) 

non abbiano alcun integrale a comune, come pure pub accadere che siano 
ambedue ridueibili ed abbiano p integrali a comune, essendo naturalmente 
p ~ m .  In tal caso questi p integrali appartengono ad un'equazione 
H(x, y, p)=O. 

Consideriamo un punto quatunque xo che non sia un polo dei coemcienti 
di F ~ 0 ,  e indichiamo con u,, u~, . . . .  un n integrali distinti di quest'equa- 
zione, definiti dai loro sviluppi in serie di CAucn~ nelle vicinanze di xo. 
chiaro che potremo Supporli scelti in modo che: 

~ ~.~... Um-p~ Um-p~j~. • ~m~ (2) 

appartengono gli uni all~ prima delle (1) e gli altri all~ seconda. Altora 
um-p~,, u,,~_p~, .... um saranno gl'integrati di H ~  0. Se le (1) non avessero 
integrali a comune, e quindi la H : =  0 non esistesse, basterebbe fare p = 0. 

Si descriva con l a x  un cammino qualunque tale che, pariendo da .~o, 
non passi per alcun polo dei coemcienti di F : =  0, e ritorni in x0. Durante 
questo giro chiuso, che potremo indicate con F, le funzi0ni u ~.ariano con 
continuit'~; ma, quando x ritorna in .),~o, Ie u prendono valori differenti dagli 
iniziali, e the si possono ottenere effettuando su  questi valori iniziali una 
sostituzione lineare a coeifieienti costanti. 
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Ma cot giro F si vengono ad eseguire altre due sostituzioni lineari, eio~ 
una sugl'integrali (2) e l'altra sugl'integrati ( 3 ) , e  eib pereh~ i coeffieienti 
delle equazioni (1) sono monodromi. Da eib risulta subito ehe~ se conside- 
riamo le funzioni: 

u,, u~,.., u~,,-p, (4) 

su di esse pure si viene ad eseguire una sostituzione lineare a coeffieienfi 
costanti, quando colla x si f a i l  giro F. Se quindi si eostruisce un'equazione 
che nelle vicinanze di Xo abbia le funzioni (4) per integrali~ si vede subito 
che essa t~ a coefficienti monodromi e di quelle ches t  possono indieare con 
una notazione della forma K ( x ,  y, 2 m - - p ) ~ - - 0 .  

Ma quest'equazione non pU b sussistere, pereh~ tutti i suoi integrali, che 
sono in numero di 2 m - - p  :> m appartengono anche alla F ~ 0. Per con- 
seguenza i c0emcienti di G (x, y, m)-= 0 devono avere il periodo 2 ~. Si- 
milmente si prova ehe ammettono il periodo 2 d ;  quindi la G (% y, m) ~ 0 

un'equazione a eoefficienti etlittici c. d. d. 
Questa dimostrazione per altro non regge pih, quando le funzioni (4) 

costituiscono un sistema d'integrali particolari della F = 0 ,  cio~ quando 
2 m - - p  ~ n, nel qual caso la K :  0 viene a coincidere coll'equazione data 
F ~ 0, e quindi sussiste effettivamente. 

3. Avanti di esporre il nuovo teorema modificato, sartt utile, per ab- 
breviarne e semptificarne la dimostrazion% di premettere tre lemmi re]ativi 
alle equazioni differenziali lineari. Faremo precedere da aleune osservazioni 
il primo di essi, ehe si riferisce alle equazioni a coemeienti sempticemente 
periodici. 

Essendo data un'equazione G (x, y, m ) ~  0 .ed un punto .to del piano 
della variabite, scelto ad arbitrio, colla condizione peraltro che non sia un 
polo dei eoefficienti di G ~ 0, si pub sempre determinare uno ed un solo st- 
sterna y,, y~. . .  y,~ d'integrali partico]ari distinti di questa equazione, quando 
siano dati i valori ehe essi devono prendere nel punto Xo. Chiameremo xo 
origine del sistema d'integrali y~, y~,.., y,~, e chiameremo valori iniziali di 
questi integrali i valori che prendono in Xo. 

Uno dei modi per eostruire gl'integrali y~, y~,. . ,  ym ~ quello di deter- 
minarne gli sviluppi in serie di CAucHY nelle vicinanze di Xo, Si ottengono 
eosi m funzioni definite entro un cireolo di centro Xo, che possono prose- 
.guirsi in tutto il plan% quando ne siano eselusi i poll dei coeffieienti di 
G ~ 0. Esse variano con continuitY, quando x si muove, evitando tall punti, 

Annali di Matematica, Seeie II[, tomo V. 15 
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% al ritorno della variabile in Xo, dopo un eammino qualunque ehiuso 17, 
prendono in questo punto e nelle sue vicinanze dei valori ehe possono otte- 
nersi eseguendo sui valori iniziali delle y, nei punti eorrispondentl, una ~o- 
stituzione lineare S a eoeffieienti costanti e a determinante diverso da zero. 
Le nuove funzioni eosi ottenut% che sono e si mantengono legate alle anti- 
ehe dalla sostituzione S~ possono nel medesimo modo di esse proseguirsi in 
tutto i] piano, e costituiscono un altro sistema d i m  integrali particolari di- 
stinti di G = O, coll'origine in Xo e di cui i valori iniziali si esprimono col 
valori iniziali antichi mediante la sostituzione S. 

Si pub dimostrare faeilmente che tutte le sostituzioni S ehe subiscono 
gl'integrali y, ,  y~, . . ,  ym con tutti i possibili giri F costituiscono un gruppo. 

Considerando un attro sistema z,, z , , . . .  Z,n d'integrali partieolari di- 
stinti di G ~---O, cotl'origine in xo e con "¢alori iniziali differenti da quelli 
degl'integrali y, e denotando con T la sostituzione lineare per mezzo delia 
quale gl'integrali z si esprimono con quelli y, ~ facile vedere che col giro I' 
le funzioni z subiscono ]a sostituzione T S T  -1, da cui risulta ehe il gruppo 
di sostituzioni re]ati,¢o agl'integrali z ~ il trasformato mediante T di quello 
relativo agl'integrali y. 

Considerando poi un altro punto x, diverso da xo, ehe non sia un polo 
dei coefficienti di G =  O, ed una ]inea A e h e  vada da xo a.x~ passando per 
punti tutti della stessa natura di Xo ed x , ,  si pub prendere x, e i valori the 
in esso assumono gl'integrali .y, quando la variabile partendo da Xo vi giunge 
per A, come origine e come valori iniziali degl'integrali y. In tal caso si 
vede facilmente ehe il gruppo di sostituzioni ehe n¢ risulta coincide con 
quello relativo al punto x0, e cib anehe modificando la scelta della linea h 
Sieeh~ ogni giro chiuso della variabile ehe non passi per aleun polo dei eoef- 
fieienti di G ::= O, e the principii da un punto qualunque det piano, fa subire 
agli integrali y una sostituzione the appartiene al gruppo del punto Xo o a 
quello del punto x , .  Pereib chiameremo gruppo di sostituzione dell'equazione 
G = 0 relativo al sistema d'integrali y quel gruppo di sostituzio~d che su- 
biscono questi integrali con tutti i possibili giri chiusi della variabile che 
non passano per alcun polo dei coe[ficienti di G = O. 

Diremo che pi~t equazioni, in numero finito e dello stesso ordine~ pos- 
seggono lo stesso gruppo di sostituzioni~ quando si pub determinare per ognuna 
di esse un sistema d'integrali particolari distinti in modo che gl'integrali di 
questi diversi sistemi subiscano la medesima sostituzione lineare per ogni 
giro chhtso della variabile che nort passi per alcun polo dei loro coe~cienti. 
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Per mezzo della proprietY, che il cambiamento del sistema d'integrali 
trasforma il gruppo mediante una sostituzione, si dimostra facilmente che ire 
equazioni posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni~ quando cib accade per 
due coppie qualunque di esse. 

Diremo finatmente che tutte le equazioni di una successione infinita pos- 
seggono to stesso gruppo di sostituzioni~ quando cib accade per un numero 
finito qualunque di ess G scelte ad arbitrio. 

4. Cib premesso eeco t'enunciato del 12 lemma: 
Un'equazione riducibile F(~,, y, n ) ~  O~ a coefficienti semplicemente pe- 

riodici, a cui appartengono tutti 9t'integrali di un'equazione irriduttibile 
(po (x~ y, p ) =  O~ a coe[fieienti non periodici~ ammette tutti gl'integrali d'in- 
finite altre equazioni che ?osseggono il medesimo gruppo di sostituzioni di 
% = O. 

Essendo 2 ~o il periodo dei coeffieienti di F = 0, si faeeia nell'equazione 
% = 0 un cambiamento di variabile, ponendo: 

x = x '  + 2 s ~  

essendo s u n  numero intero qualunque, e si seguiti a rappresentare con x ,  
inveee ehe con x'~ la variabile indipendente della nuova equazione che cost 
si ottiene, che indieheremo con (])~(x~ y, p ) :=  0, e che ~ distinto dalla 
(Po = 0, poich~ i coeifieienti di quest'ultima equazione non sono periodici. 
Dando suceessivamente ad s tutti i valori interi positivi e negativi diversi da 
zer% si ottien% considerando anehe la (1)0 = 0~ la serie di equazioni di or- 
dine p : 

... ~-~ = 0 , . . .  ¢-, = O, 'I)o : 0 ~ (I', = 0 , . . .  'I)~ - -  0 , . . .  ( 5 )  

ehe sono tutte distinte, irriduttibili e godono della propriet~ ehe i loro inte- 
grali sono anche integrali di F--=-0. 

Essendo s, un numero intero e positivo, eguale o immediatamente infe- 

riore al rapporto n ,  consideriamo le ~ + 1 equazioni : 
p 

q'o =- O, ,I~, = 0 , . . .  %, == O, (6) 

ed un punto xo sut piano della variabile tale che i punti:  

Xo--2~,o~, . . .  X o - - 2 ~ ,  Xo, X o + 2 ~ ,  ....  X o + 2 ~ , ~  

non s~ano poli dei loro coefi~cienti~ e determiniamo per ciascuna delle (6) un 
sistema di p integrali particolari distinti mediante sviluppi in serie di C~.vcn~ 
nelle vicinanze di xo. 
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Pub darsi, ehe tutti gl'integrati eosl definiti delle prime ~ + 1 equa- 
zioni (6)7 essendo z~ un numero intero compreso fra zero ed ~ non siano le- 
gate fra loro da alcuna relazione lineare omogenea a eoefllcienti costanti~ il 
che aecade sempre per ~ / "  1 ; come pure pub darsi~ e cib si verifica semi)re 
per ~ - - ~ ,  ~ che essi siano legati fi'a loro da alcune di tali relazioni. Esister'X 
quindi un valore intero s tale che per ~ ~ s si verifichi questo secondo caso 
e per s2 < s si verifichi inveee il primo. 

In ognuna delle relazioni lineari omogenee ehe sussistono fra gl'integrMi 
delle prima e + 1 equazioni (6)7 e helle quali si devono sempre trovare in- 
tegrali di d)~--0, devono pure figurare integrali di q)o- 0. Supponendo in- 
fatti che gl'integrali di 'I)1~--0~ essendo h ~ 0 ~  siano i primi che figurano 
in una di tall relazioni~ consideriamo una linea A che vada da xo a xo ~ 2 h 
senza passare per aleun polo dei eoefi3cienti delle (6)~ e prendiamo il punto 
X o -  2 h ~ come nuova 0rigine degl'integrali delle equazioni Oh ~=: 0~... % = 0 
e come valori iniziali di questi integrali i valori che prendono in x 0 - - 2  h ~, 
quando la variabile vi giunge passando per A~ gl 'integrali gi~ stabiliti per 
queste equazioni. Per  rieondurre l'origine nel punto xo si faeeia un eambia- 
mento di variabile~ penendo x = x ' - - 2  h ~ e si seguiti a rappresentare 
con x~ invece che con x'~ ]a nuova variabile indipendente. In questo modo 
le equazioni precedenti si trasformano helle altre (I)o--0~... (P~-h .... 0, e i 
loro integrali divengono integrali di quest'ultime equazioni, e possono quindi 
rappresentarsi con gl'integrali gi~ stabiliti per esse mediante espressioni li- 
neari omogenee a coefiieienti costanti. Percib la relazione ehe si eonsidera 
viene a trasformarsi in un'altra fra integrali di equazioni (6)~ comprese fra 
la q)o = 0 e la q)~-h = 0~ e nella quale figurano sempre alcuni integrali di 
ognuna di queste due equazioni~ il ehe ~ impossibile, essendo ~ il pih piccolo 
indiee che possa dare origine ad una simile relazione. 

Dalle prime e + 1 delle (6) eseludiamo alcune equazioni~ diverse dalla 
prima e dall'ultim% in modo da formare un sistema di q-I-1 equazioni tali 
ehe ffa gl'integrali di q qualunque di esse non esiste alcuna relazione lineare 
omogenea a coefflcienti costanti e che esistano invece di tall relazioni fra 
gl'integra]i di tutte ]e q -~  1 equazioni. 

Esaminando in modo speciale una di queste retazioni~ osserviamo ehe in 
essa deve sempre figurare almeno un integrale di eiaseuna detle q- t -1  equa- 
zioni~ ehe considereremo sempre secondo l'ordine creseente dei loro indici. 
Se r~, r~ , . .  rlo sono i p integrali particolari distinti di (I)o ..... 0, e se que- 
st ' integrali  si trovano nella relazione~ formando in essa l'espressione 
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~, r, + 8~ r. + .  •. -4- ffp rp, nella quale le ~ sono costanti, potremo sostituire 
nella relazione a questa espressione delle r un unico integrale ui di ~l)o =: 0, 
legato alle r dalla relazione: 

Au~ = ~, r, + ~,r~ + . . .  +~'rr_,,,  

nella quale A ~ una costante che si pub scegliere ad arbitrio, purch~ si escluda 
il valore A = 0. Operando sullo stesso modo sugl'integrali delle altre q equa- 
zioni potremo sempre mettere la re]azione che si considera sotto la forma: 

A ui + B v, + 6' w, + . . . .  0, (7) 

nella quale le A, B~ C~... sono eostanti sempre diverse da zero, ma che 
del resto possono seegliersi ad arbitrio, ed ogni funzione u~, v,, w, , . . ,  g u n  
integrale di quella delle q + 1 equazioni the oeeupa il medesimo posto. 

Eselusa l'equazione Qo = 0, tutti gl'integrali delle altre q, ehe sono li- 
nearmente indipendenti, costituiscono, come si pub dimostrare facilmente, un 
sistema di q p integrali particolari distinti di un'equazione F ,  = 0 di or- 
dine qp. Ma anche u~ a causa della (7) verifica la F~ = 0 .  Percib tutti gli 
altri integrali di (I'o ~--0 devono pure verifiear]a, essendo la ,I)o----0 irridutti- 
bile. Epperb, se u~ ?~ un altr0 integrale di quest'equazione, distinto da u,, 
esso, dovendo verificare la F ,  ~ 0, sar~t un'espressione lineare omogenea a 
coefficienti costanti degl'integrali di F~ ~-0,  ossia degl'integ'rali delle altre ff 
equazioni (I)-----0, ed in questa espressione dow'k figurare almeno un integrale 
di ogni equazione. Potremo qui pure raggruppare in un solo tutti gl'integrali 
di una stessa equazione e scegliere questi nuovi integrali in modo c h e l a  
relazione che ci d~ u.. possa anch'essa eonvertirsi in una relazione della 
forma : 

A u~ + B v~ --{- C w~ -{-- . . . .  0, 

ne]la quale ogni funzione u~, v.~, w..,... ~ un integrale di un'equazione, di 
quella medesima a cui appartiene come integrale la funzion.e corrispondente 
della (7). Seegliendo quindi per l'equazione ,I)o-----0p integrali particolari di- 
stinti, fi'a i quali si trovino anche u, e u2, e ehe indicheremo con u~, u,2,... 
up, si potranno formare per queste funzioni u le relazioni: 

A u , + B v ,  + C w , +  . . . . .  0 

Au~ + Bv~ + C w ,  + . . . .  0 

D Q I I ¸ 0 I O 0 Q 0 O 

A u p + B v p + C w p ~  . . . . . .  O, 

(s) 
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nelle quali le funzioni di una medesima eolonna, ehe posseggono il medesimo 
fattore costante e sono rappresentate dalla medesima lettera con indict diffe.- 
renti~ sono p integrali partieolari di una stessa equazione e sono distinti. Di- 
fatti~ se esistessero p costanti l,, 12,... lp per le quali fosse: 

si avrebbe pure: 
e, v, + e~ v~ -~ . . . .  + ev v r = O, 

A ~i e~ u~ + G ~ ei w~ + . . . .  O, 

e quindi esisterebbe una relazione lineare 
gl'integrali di q della q + 1 equazioni, il 

Abbiamo eosi per ciaseuna delle q-[- 
ciale d i p  integrali partieolari distinti, ed 

omogenea a coefi~cienti costanti fva 
che ~ impossibile. 
1 equazioni scelto un sistema spe- 
al tempo stesso statue giunti alla 

conelusione the tutti questi integrali sono legati fra lore dalle p relazioni in- 
dipendenti (8). E facile anche vedere che all'infuori delle (8) non pub sussi: 
stere aleun'altra relazione lineare omogenea a eoeMeienti costanti fra gl ' in- 
tegrali della q + 1 equazioni ehe non sia una eonseguenza di esse. Difatti, 
se una tal relazione esistesse~ si potrebbe fra essa e le (8) eliminate i to in- 
tcgrali u,,  u~ . . .  up, e si otterrebbe cosl una relazione fi'a gl'integrali di q 
soltanto delle q + 1 equazioni, il ehe g impossibi]e. 

Si faccia percorrere alla variabi]e a partire dal punto Xo un eammino 
chiuso qualunque F che non passi per aleun polo dei coemeienti de]le q + l 
equazioni. Gl'integrati di ciascuna di esse~ dope questo giro chiuso~ si tra- 
sfbrmano in altri integrali, che possono ottenersi eseguendo sui primitivi una 
sostituzione lineare. Siano: 

[,p]; iv,I,... [up]; ;... 
le nuove funzioni in cut si mutano le antiehe : 

u~,. . .up; v , , . . . vp ;  w ,~ . . .wp; . . .  
col giro F e:  

le costanti della sostituzioni che ci danno i valori delle prime espressi con 
quelli della seconde. Avremo allora: 

b ~ ~ ~ ~ 6 ~ I 0 
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[v,] ~ -2~ ,v ,  + 2 ~ v ~  ÷ . .  + ~ p v p  

[v d ~--~,v~ + ~ . ~ v ~  + . . . .  ~-;~,pvp 

* • ° * Q • • . ° • ~ • 

[wd ----- 7,, w, ÷ 7,. w~ + .. • ÷ 7,p wp 

• ° . ° . ° . • * . ° . , 

da eui si ottiene: 

Sostituendo a u,, . . .  Up i loro valori ricavati dalle (8), si ha :  

B (~,, - -  ~,,) v, + C b ' ,  - -  ~,,) wi + . . .  + 

+ B (¢1.~ - -  ~.,) v~ + C (~,,~ - -  ~,,) w~ + . . . .  0 

Quest'ultime relazioni non possono sussistere altro the nel caso the tutti 
i eoeffMenti degl'integrali v~, w,, . . ,  siano identicamente nulli, perch~ esse 
sono relazioni lineari omogenee a eoeffieienti costanti fra gl'integrali di q 
delle q -t- 1 equazioni. Pereib le eostanti ¢~,, ~, , , . . .  7,,, 7,-~, ... devono egua- 
gliare rispettlvamente le ~ eogli stessi indiei. Quindi la sostituzione, ehe col 
giro qualunque ehiuso F subiseono gl'integrali di ognuna delle q @ 1 equa- 
zioni~ g la stessa per tutte. Epperb tutte queste equazioni posseggono il me- 
desimo gruppo di sostituzioni. 

Siano ( P ~ 0 ,  %÷z,-----0 due .delle q-t-" 1 equazionJ, consecutive e scelte 
in modo ehe la differenza positiva l, dei loro indiei abbia il minimo valore. 
Essendo r u n  numero intero qualunque, si faeeia un cambia~mento di varia- 
bile, ponendo x-~-x'-l--2 r % e si ehiami nuovamente con x la variabile in- 
dipendente. Si ottengono cosl le due equazioni Qi+,-= 0, Q ; , . + ( =  0, le quali 
posseggono e~'identemente lo stesso gruppo di sostituzioni come le preeedenti. 
Se diamo ad r tutti i valori interi positivi e negativi, si vede ehe due equa- 
zioni della serie (5), ehe hanno l, per differenza dei loro indiei, posseggono 
1o stesso gruppo di sostituzioni. 
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Considerando pot la serie di equazioni: 

Oa_~Z, -~  0 , . . .  a'a_l, ~ O, q ~ a ~  O~ ¢Pa+l, ~ 0 , . . .  (Pa+s~, ~ 0 . . .  (9) 

nelle quali a ~ un numero intero qualunque, e eonfrontando ciascuna di esse 
con quelle the la segue, si pub concludere ehe posseggono lo stesso gruppo 
di sostituzioni due equazioni (5) che hanno un multiplo quahnque di l, per 
differenza dei loro indict. 

Nel caso speciale di a ~--0 le (9) divengono equazioni della serie (5) the 
hanno per indict tutti i multipli di li, e che posseggono lo stesso gruppo di 
sostituzioni di % = 0. Questo risultato h sumciente per In dimostrazione del 
lemma; not per altro lo completeremo con aleune osservazioni. 

5. Se le q + 1 equazioni, ira le quali ~ anehe la Oo = 0~ non hanno 
tutte la forma q~hZ, ~ 0 ~  ore h b un numero intero e positivo, essendo nullo 
solo per Oo ~---0, se ne troverk sempre una di esse (P~ = 0 di cut  t 'indice 
snrh compreso Ira due multipli eonseeutivi di 1,, ad es.: b l,, (b + 1) l,. A1- 
lora le tre equazioni: 

Obl, = O~ q).. = O~ (P(b~-O Z, ----- O~ 

posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni, e le differenze d'indici m - - b  1,, 
(b + 1 ) 1 , - - m  sono tutte due minori di l~. Indicando con l~ ta pifi pieeola 
eli esse, si trova che posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni due equa- 
zioni (5) ehe hanno un multiplo qualunque di 12 pet- differenza dei loro indict, 

Ragionando sul numero 12 come su] numero l~, e seguitando in questo 
modo si giungerh, ad un numero intero e positivo lk, ehe potrh anehe essere 
l 'unit~ tale ehe gl'indici delle q +  1 equazioni risultino multipli positivi di lh, 
eeeetto quello della prima ehe g 1o zero. Inoltre anehe per lk come per l, 
e l~, sussiste la proprietb, ehe due equazioni (5), ehe hanno per differenza 
dei loro indict un multiplo di la, posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni. 

Nel easo che sia 1t,> 1 pub anehe darsi che posseggano ]o stesso gruppo 
di sostituzioni due equnzioni (5), ehe hanno per differenza dei loro indict un 
numero minore di lk, e per eonseguenza anehe due qualunque della (5), the 
hanno per differenza dei loro indict un multiplo di questo numero minore 
di lt~. Se 1 ~ il pRt piccolo numero intero e positivo ehe gode di questa pro- 
prierS, si pub vedere faeilmente ehe lk g un multiplo di l, e ehe quindi gli 
indict delle q 4-1  equazioni, eselu.~a la % ~ 0, sono multipli di I. 

6. Passiamo a dimo.~trare il 2. ° lemma elm si pub enunciare cosi: 
Se un'equaziol~e irriduttibile G (x, y, m ) =  0 ammette due sistemi d im 

integrali particolari distinti, che subiseono la medesima sostituzione lineare 
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per ogni giro chiuso della variabile che non passi per alcun polo dei coeffi- 
cienti dell'equazione, gl'integrali del 1. 0 sistema differiscono per un medesimo 
fattore costante da quelli corrispondenti del secondo. 

Siano y,~ y,..~.., y ,n ;  y ~  y~2~., y~m due sistemi d'integrali particolari 
distinti di G ~ O~ che subiscono la medesima sostituzione lineare S per ogni 
giro chiuso F della variabile che non passi per alcun polo dei coefficienti di 
G ~ O~ e sia : 

a .  a ~  • • • a i m  

a~ a** • • . a e m  

T ~ • • . • • . o • • ° o 

a m i  a m e  . • • a t o m  

la sostituzione lineare che ci d~ i valori degt'integrali del 1. ° sistema espressi 
per mezzo di quelli del 2. ° Quando questi ultimi subiseono col giro F la so- 
stituzione S quelli del 1. ° sistema subiscono la sostituzione T S  T-l~ che, do- 
vendo essere eguale ad S, ci conduce all'eguaglianza S ~  T S T '~, o anehe 
all'altra T - ~  S T S-~ dalla quale risulta, come del resto ~ gi~ noto che il 
giro F trasforma i due sistemi d'integrali in altri due sistemi tall ehe gl'in- 
tegrali del 1. ° sistema si esprimono sempre con quetli de] 2. ° mediante la 
sostituzione T. 

Considerando altri due sistemi d'integrali partieolari distinti di G ~ 0  
z,,, zi~. . ,  z,~; z~,, z2~,.., z~,~ i quali siano espressi rispettivamente con 
quelli y dei due sistemi preeedenti mediante la sostituzione R. Evidentemente 
gl'integrali di questi due nuovi sistemi col giro Y della variabile subiscono 
aneh'essi una medesima sostituzione, ]a quale ~ data da S, ~ R S R -j e gli 
integrali z del 1." sistema possono esprimersi con quelli del 2. ° mediante la 
sostituzione T~ ---= R T R -i. Cosicch~ essendo : 

S, TI R S T R  -~, T, S, - -  R T S R - *  

avremo pure : T, ~ S, T, Sl t. 
Potremo disporre delle costanti di R in modo c h e l a  sostituzione T, 

abbia la forma canonica~ cio~ tale che gl'integrali zti, zl~,... Zon del 1. ° si- 
sterna e quindi anche quelli corrispondenti z2j~ z2~,.., z,m det 2. ° possano 
distribulrsi in gruppi~ in modo che per uno qualunque di questi gruppi, ad 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie III, tomo V. 16 
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es. : per il primo si abbia: 

Zt I ~ - / z  Z2t 

zi.~ ----- ~ z~ + ~.~ z~ -1-/~ z~ 
• . ° • ° • , ° . ° 

essendo /~ una radice multipla secondo k dell'equazione earatteristica: 

a l l  - -  ~ at~ . • • aim 

~ 0 .  
• , . , . . . ° • • . ° , ° ° * • 

a m t  a m ~  • . . a r a m  ~ 

Pub darsi che alcune delle costanti ~ siano nulle in modo che oltre al- 
l 'integrale z,, ve ne siano altri del 1. ° sistema d'integrali z che eguaglino i 
corrispondenti del 2. 0 sistema moltiplicati per il medesimo fatiore a. Suppo- 
nendo che in tutti siano in numero di h~ indichiamoli con t,,, t ,~ , . . ,  to~ e 
indichiamo con l~ ,  t~2~.., t~h quelli corrispondenti del 2. 0 sistema. 

Dalla relazione Tl ~ 8i T ,  S:  -1 risulta che i valori che prendono gl' in- 
tegrali t,t, t , , , . . ,  tjh dopo un giro r devono sempre eguagliare il fattore f~t 
moltiplicato pet valori che prendono gl'iniegrali t ~  t ,~, . . ,  t~h dopo lo stesso 
giro F. Ma, quando sugl'integrali z del 2. ° sistema si effettua la sostitu- 
zione T~ per avere i valori di zt,, z,~,.., ztm espressi per mezzo di quelli 
di z~, z~:,.., z2m~ tutte le espressioni lineari omogenee a eoefficienti costanti 
di quest'ultime funzioni: ehe mediante Tl si riproducono moltiplicate per il 
fattore costante/~ devono contenere soltanto gl'integrali t~, t,~,.., t:h. Quindi 
con un giro qualunque F quest'integrali devono trasformarsi in espressioni 
tineari omogenee a coefficienti costanti di essi stessi, ossia devono subire una 
sostituzione lineare a coefficient i costanti e a determinante diverso da zero. 
Quest'ultima condizione ~ necessaria7 perch~ altrimenti fra gl'integrali t~, 
t ~ , . . ,  t~h sussisterebbero delle relazioni omogenee a coefficienti costanti, il 
ehe ~ impossibile. Ma, se gl'integrati t~t, t~ , . . ,  t,h godono di questa pro- 
priet~ esiste un'equazione G~ (x, y, h)~-0~ d'ordine h a m, di cut essi co- 
stituiseono un sistema d'integrali partieolari distinti, it ehe ~ pure impossibil% 
pereh~ l'equazione G(% y, m)-----0 ~ irriduttibile. Da tutto eib si conclude 
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che tutti gl'integrali z~,, z,~,.., z ~  devono, mediante la sostituzione T,, ri- 
prodursi moltiplicati per il fattore eostanie .a, e lo stesso deve aecadere per 
gl'intcgrali y~,, y~,, . . . .  y.~,,, quando su di essi si effettua la sostituzione T, 
ehe quindi coincide con T, ed 5 della forma: 

~ 0 . . . 0  

0 ~ . . . 0  
T---- 

• • * . ° • • , 

0 0 . . . ~  

Di qui risulta che gl'integrali del primo sistema differiscono per un me- 
desimo fattore costante t~ da quelli corrispondenti del 2. 0 sistema, c. d. d. 

7. Valendoci di questi due lemmi~ possiamo dimostrare il terzo, ehe 
relative alla ridueibitit~ delle equazioni differenziali lineari a coefficienti 

semplicemente periodici, e che si pub enunciate nel mode seguente: 
Un' equazione differenziale lineare riducibile F (x~ y ,  n ) ~  O, a coeffi- 

cienti semplicemenle periodici~ ammette tutti gl'integrali di un'equazione ir- 
riduttibile • (x, y, p) ~ O, pure a coefficienti semplicemente periodici ed aver6ti 
lo stesso periodo 2 ,.) di F ~ 0 o un multiple conveniente di questo periodo. 

Indiehiamo con (1)o (x~ y~ p ) =  0 un'equazione d'ordine p ~ n e tale ehe 
tutti i suoi integrali appartengano anehe ad F-----0, e supponiamola scelta 
in mode che io abbia il minimo valore. Ne viene di couseguenza the una 
simile equazione ~ neeessariamente irriduttibile. Eseludendo l'ipotesi che la 
% = 0 sia ~ coeffieienti periodiei con un multiple di 2 co per periodo, nel 
qual case non oc(~orrercbbe pi[l proseguire la dimostrazion% si deduca datla 
(Po----0 la serie di equazioni analoghe alle (5):  

. . . ~ _ ~ = 0 ,  (P_,=O, (I)o=O, ¢ ~ = 0 ~ . .  (P~=O, . . . ,  (10) 

sulle quali potremo ragionare ed operare come nel 1. ° dei due lemmi pre- 
cedenti. 

Troveremo eosi il numero ~ che ci permetter~ di scegliere il punto xo 
e di determinare i numeri ~, q, lh, 1 e le q -[-- i equazioni, che potremo rap- 
presentare con : 

~o~---0~ cpa, s 0 ,  (PbZ-----0~... (I)h~-----0~ (11) 

eve a, b, c, . . .  h sono humeri interi soggetti alle disuguaglianze : 

O ~ a ~ b ~ . . . ~ h .  

Dovendo la (P~ == 0 essere la ~I)hl ~ 0, avremo pure:  h 1 = ~. 
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Considerando le prime due delle h + 1 equazioni: 

(I'o ~ O, 'l'z = O, '~ l  = 0 , . . .  Ohz - -  O, (12)  

che posseggono tutto il medesimo gruppo di sostituzioni, denotiamo con uo,, 
Uo~,... uop e con uji, u~,,.., it,p due sistemi d'integrali particolari distinti: 
l'uno di %--= 0 e l'altro di ~I)t~O, definiti da sviluppi in serie di CxT~cH~ 
helle vicinanze di xo, e tali the subiscano la medesima sosfituzione lineare 
per ogni giro ehiuso della variabile, che, partendo da Xo~ vi ritorni senza 
passare per a)cun polo dei coeffieienti di (1,o == 0 e di (1)z = 0. 

Considerando una linea A che vada da x,, a xo q- 2 1 co senza passare per 
aleun polo dei coefficienti delle (12), prendiamo il punto xoq-21~o com~ 
nuova origiue degl'integrali dell'equazione (I)o = 0  e come valori iniziali di 
questi integrali i valori che prendono in xo q - 2  l~o, quando la variabile vi 
giunge passando per A, gl'integrali uo,,.., u0~. Per ricondurre l'origine nel 
punto Xo si faccia un eambiamento di variabile, ponendo x = x ' q - 2  l% e 
si seguiti a rappresentare con x, invece che con x', la nuova '~'ariabile in- 
dipendente. In questo modo l'equazione (I)~ 0 si trasforma nell'altra (Px =-0, 
e i suoi integrali~ che dopo il cambiamento indicheremo con (uo,)~... (Uop), 
divengono p integrali particolari distinti di (I)z= 0~ che nel punto Xo pren- 
dono rispettivamente i valori che prendono in xo q-2  l o~ gl'integrali Uot~... 
uop, quando la variabile giunge in questo punto passando per A. Psreib le 
funzioni (uo~)~... 0%) potranno esprimersi con gl'integrali u ~ . . .  u~v~ gih 
stabiliti per % ~ 0, mediante una sostituzione linears T. 

Considerazioni analoghe a quests possono farsi sull'equazione (Pl = 0 e 
sui suoi integrali u,,,. . ,  u,p. Dopo il eambiamento di variabils la (I)z= 0 si 
trasforma nel]a ci).~l=0~ e i suoi integrali, che indieheremo con (u~) , . . .  
(u,p)~ divengono p integrali particolari distinti di % z ~  0, ehe nel punto xo 
prendono rispettivamente i valori che prendono in x0 ÷ 2 l~  gl'integrali 
u , , , . . ,  u,p, quando la variabils giunge in questo punto passando per A. Po- 
tremo quindi determinars un sistema u~,,.., u~, d i p  integrati partieolari di- 
stinti di q',l = 0, dsfiniti da sviluppi in serie di Cx~cn~ nslle vicinanze di Xo, 
in modo che le funzioni (u, , ) , . . .  (u,p) possano esprimersi con essi mediante 
la sostituzions T. 

Evidentemente le funzioni uo,,.., u0r subiscono la medesima sostituzione 
linears dells altre u , , , . . ,  u,p per ogni giro chiuso della variabile ehe, par- 
tsndo da xo-f-2 1 ~, vi ritorni senza passare per aleun polo dei coeffieienti 
di 'Po = 0 e di ¢ 1 ~  0. Col eambiamento di variabile che abbiamo indieato 
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le due equazioni (I)o = 0 e (I)l~--0 si trasformano nelle altre due (I)z--0, 
'P~z~O, e gl'integrali dei due sistemi Uo,~... Uop; u ,~ . . ,  u,~ si trasformano 
in quetli degli altri due (uo~)~... (Uo~); (u,~)~... (u,p). Epperb questi ultimi 
integrali subiseono una medesima sostituzione lineare per ogni giro chiuso 
della variabile ehe~ partendo da x0~ vi ritorna senza passare per aleun polo 
dei coeificienti delle due equazioni Oz = 0~ (P~z~0. Lo stesso deve quindi 
accadere per gli altri integrali u ,~ . . ,  u,p; u ~ . . .  u~p di quesLe equazioni~ 
ehe sono legati ai precedenti dalla sostituzione T. Percib gl'integrali dei tre 
sistemi Uo,~... u0p; u, , , . . ,  u,~,; u~,~.., u~, ehe appartengono rispettivamente 
alle equazioni ~o = 0, O z ~ 0 ,  (P~l = 0, subiseono la medesima sostituzione 
lineare per ogni giro ehiuso della variabile ehe~ partendo da xo, vi ritorna 
senza passare per alcun polo dei coeitlcienti di queste tre equazioni. 

Anehe per l'equazione (P~l = 0 e pei suoi integrali u~,~.., u~p possiamo 
fare le stesse eonsiderazioni fatte per le precedenti. Dope il note eambia- 
mento di variabile si ottengono gl'integrali ( u ~ . . .  (U~p) di O~z~-~ 0~ che nel 
punto Xo prendono gli stessi valori di u ~ . . .  u~p nel punto Xo -1- 2 ! % quando 
la variabile giunge in questo punto per A. Qui pure potremo determinare un 
sistema d i p  integrali particolari distinti u3,~.., u3p di (P3~ = 0, de~initi da 
sviluppi in serie di C~uc~ nelle vieinanze di xo. in mode ehe le funzioni 
(u~,),. .  (u:~) possano esprimersi con essi mediante la sostituzione T. 

Potremo seguitare in questo mode fine all'equazione (Ph~ = 0~ ed otter- 
remo cosl gli h-I-1 sistemi d'integrali : 

uo,,.., uop; u,,~.., u,p; ...uh,~... Uh~, (13) 

the appartengono rispettivamente alle (12) e che godono delle due seguenti 
propriet.~. : 

1. ° Considerando xo-I-2 1 ~ come punto d'origine degl'integrali delle 
(12) e i valori che le funzioni (13) prendono in esso, quando la variabile 
vi giunge per A, come valori iniziali~ e facendo il note cambiamento di va- 
riabil% x in x-~  2 1% che riconduee l'origine in xo~ gl'integrati di ogni si- 
sterna (13) divengono integrali delt'equazione re]ativa a quelli del sistema 
successive avanii il cambiamento, e si esprimono con essi mediante la sosti- 
tuzione lineare T. 

2. ° Gl'integrali di ognuno di questi sistemi (13) subiscono la mede- 
sima sostituzlone lineare per ogni giro ehiuso della variabite che, partendo 
da x0, vi ritorna senza passare per aleun polo dei coefficienti delle (12). 
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Per eostruire le p relazioni fra gl ' integrali delle q-I-1  equazioni (11) 
possiamo seegliere ad arbitrio gli integrali di una di esse~ della (I),, .-= 0 ad 
es. : per la quale seeglieremo il sistema uo~,.., uop. In tal eas% in virttL del 
2. ° lemma, gl'integrali delia seconda equazione (PaZ = 0 devono differire ri- 
spettivamente da quelli del sistema Ua~,... uap per un fattore costante, che 
potremo ridurre eguale all'unith,, fissando in modo conveniente la costante 
diversa da zero~ ma ehe si pub seegliere ad arbitrio, che deve moltiplicare 
nelle relazioni (luest'integrali. Denotando con Ao, Aa, Ab,... Ah le q n t- 1 
eostanti eos'l fissate, le p relazioni assumono la forma: 

Ao Uo~ -Jr- A~ Ua, - t -""  + Ah uh, = 0 

Ao u,p + Aa uap + " "" + Ah ut~p - -  O. 

Se per tutti i valori interi di i, tompresi fi'a zero ed h, the sono di- 
verst da 0, a, b, c , . . .  h, poniamo A i =  0, possiamo mettere le relazioni 
pretedenti sotto t'altra forma: 

h h 

Xi Aiua = 0 , . . .  2i Aiuip~---O, (14) 
o o 

nella qua]e apparentemente figurano gl'integrali di tutti i sistemi (12). 
Denotando con )~, ;~2~... ih-~ h - - 1  eostanti arbitrari% eostruiamo te p 

funzioni : 
y~ ----- u0, + )~, u~, + )~, u.~, + . . .  + )th--, uh-,,, 

yp -~ uop + )., u~p ÷ ),~ u~p -l- ' " ' + )th-, uh--,,p. 

Nessuna di esse pub thai risultare identicamente nulla~ perch~ solo dopo 
introdotti gl'integrali di (P~ = 0, essendo e = h l, si possono avere relazioni 
lineari omogenee fra gl'integrali di go = 0, (I), ~ 0 , . . .  Per questa medesima 
ragione non possono sussistere fra le y relazioni tineari omogenee a eoem- 
cienti eostanti. Inoltre le y variano con continuitY, quando la variabile si 
muove sul piano, evitando certi punti, (i poll dei coemtienti delle (12), eselusa 
l'ultima), sempre in numero finito in ogni porzione finita del piano, e, con 
ogni giro ehiuso dalla variabile the non passi per questi punti, subiseono 
una sostituzione lineare, la medesima degl'integrali di ognuno dei sistemi (13). 
Da tutte queste propriet~ delle y risulta ehe esse sono to integrali partieolari 
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distinti di un'equazione (P(x, y, p ) =  0, di eui tutti gl ' integrali  apparten- 
gone anche ella F = 0. 

Riguardo a quest'equazione ~l)-----0 pub aeeadere ehe per eerti valori 
della ~ i suoi coemeienti divengano infiniti in Xo o in Xo + 2 1 ~ o in qualehe 
punto di h.  In ogni ease perb i suoi integrali si mantengono sempre finiti 
e continui in questi poll, ehe si chiamano per questa ragione punti ad ap- 
parenza singolare. Pereib, tanto per la (P~-0  quanto per le altre equazioni~ 
potremo eonsiderare gl ' integrali anche in questi punti speeiali che sono poli 
dei coet~ieienti. 

Considerando per gl 'integrali y di ¢-----0 Xo + 2 1 ~ inveee di Xo~ come 
origine e i valori che essi prendono in questi punti, quando la variabile vi 
giunge passando per A, come valori iniziali~ e facendo iI solito eambiamento 
di variabile, x in x + 2 l %  che riconduee l 'origine in xo~ la (I)= 0 si tra- 
sforma in un 'al t ra  equazione (I)O)(x, y~ p)-----0, e i suoi integrali, che indi- 
eheremo con (y,)~ (y~),... (yp), divengono integrali di quest'ultima equazione. 

Per la ¢(o = 0  possiamo considerare l 'altro sistema d i p  integrali par- 
tieolari distinti : 

y,, ------ u,, + X, u,, + ~.~ u~, + . . .  + ;~h-~ ua, 

• • • • • o • ~ • ° • • . • • 

y,p = u,p + ~., u,p + ~.~ u~p + . . .  + Xh-, uhp, 

i quali, per il mode col quale sono eostruiti, ci danno gl ' integrali (y , ) , . . .  (y~), 
quando su di essi si eseguisce la sostituzione T. Ma, tenendo conto delle (14), 
quest'integrali y , . . .  y,p possono anehe rappresentarsi colle espressioni: 

- - ~ x h - ,  - _ [ a h - ,  - x h _ , )  
' ~ h - t ,  l 

y•,= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Vediamo era se si possono determinare le costanti ),,, ).~,... ~h-, in mode 
ehe gl 'integrali y, , . . ,  yp eguaglino rispettivamente gli altri y,t , . . ,  y,p, mol- 
tiplicato per un medesimo fattore finite e costante ~. Basra per questo che 
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si ponga : 

1 + o  A° )q,_,=O 
Ah 

At 
+ e - -  o = o 

A2 
~.~ + o ~ ),t,_, - -  o ~., = 0 

(15) 

• • • * * • • • • . ° 

-4h-~ 

Ah-t 

Moltiplicancio rispeitivamente i due membri di queste h relazioni per le po- 
tenze ~h-t ~h-~ ... 0~ 0~ 1 e sommand% si ottiene: 

~ h - i ' l t - ~  [Ao~h + A~Oh-t +..'-~-Ah.~O'~ + Ah-iO]=O. 

II valore zero per la costante ),h--, deve eseludersi, perch~ la prima delle (15) 
ei darebbe in tat caso un valore infinito per 0. Possiamo pereib dividere l'ul- 
tima relazione trovata per ),h-~ e moltiplicarla per la costante Ah~ che 
pure diversa da zero. Si ottiene cos] l'equazione algebrica in 0: 

Ao O ~' + A, ~h-~ + . . . + Ah-, 0 T Ah = O, (16) 

la quale, essendo sempre Ao=',--0, ~ di grado h, e non ha radici nulle. 
Percib si pub sempre determinare per ~ un valore finito e differente da 

zero che verifica la (16) e che~ sostituito helle (15)~ ci db~ per ~,, )~2~... )q~-, 
un sistema di valori completamente determinato. Questi valori delle ), ci 
danno quindi le relazioni : y, = 0 yli ~ ys = 0 y ,~ , . ,  yp = 0 Yw7 dalle quali 
risutta ehe anehe le funzioni y ,~. . .  Yw sono p integrali particolari distinti 
di • = 0~ ossia che l'equazione ~(o __--0 coincide con la (I)-----0. Ora, trat- 
tandosi di equazioni a eoefficienti uniformi in tutto il piano 7 si vede subito 
datle operazioni eseguite per passare dalla , I )= 0 alla (I)(')~---0~ che l a  (1)----0 

a coemcienti periodici con 2 l~  per period% ed ~ quindi una di quelle 
equazioni di cui si voleva dimostrare l'esistenza. 
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8. Essendo data un'equazione L (x, y, m ) =  0, a eeeffaeienti periodici 
con 2 l ~  per periodo, si pub determinare per essa un sistema Yi, Y~2... Y-, 
d i m  integrali particolari distinti, definiti da sviluppi in serie di C.~uen~ nelle 
vicinanze di un punto Xo ehe nen sic un polo dei suoi coetficienti. Anehe 
gl'infiniti punti x0 + 2 s 1 ~ the si ottengono dando ad s tutti i valori interi 
positivi e negativi, godono della medesima proprietk di Xo. Epperb 2 se, evi- 
tando i poli di L = 0, faceiamo percorrere alla variabite una linea qualun- 
que A 6he vada da xo ad uno determinato di questi punti, x o + 2  s~ l ~  ad 
es.: le funzioni y prendono all'arrivo dei valori differenti da quetli che hanno 
in xo. Prendendo Xo + 2 s, l~  come origine e questi valori come valori ini- 
ziali 2 e facendo uno dei soliti cambiamenti di variabile, x in x + 2 s~ l~ ,  
the riconduee l'origine in xo, la L = 0  non muta~ essendo a coeffieienti 
periodici con 2 l o~ per period% e Ie funzioni y si trasformano in altri m 
integrali particolari distiuti di quest'equazione, eh'e indieheremo con I Y~I~ 
IY~I,... I Y,,'~, e che si possono ottenere eseguendo sui primitivi y,~ y ~ . . .  
y,, una determinate sostituzione lineare S, che dipende dalla seelta della 
linea A. 

Con alcune considerazioni analoghe a que]le ehe precedono il 1. ° lemma 
si pub vedere facihnente ch G quando la variabile si muove sul piano, evi- 
tcmdo i poIi dei coefficienti di L = 0 2 tutte le infinite sostituzioni che subi- 
sco~w gl'inteqrali y~, y2,.., ym con tutti i ?ossibili cammini che vanno da 
un punto qualunque x ad uno dei punti x + 2 s 1 ~, costituiscono un gruppo, 
che chiameremo gruppo di sostituzioni di L = 0 relativo al sistema d'inte- 
grali Y,2 Y: , . "  Y,~ e a l  periodo 2 l~. 

Abbiamo aggiunto e a l  periodo 2 1 ~ per non confondere questo gruppo 
con quello di cui si ~ parlato in principio per le equazioni in generale 2 e 
the nel caso di equazioni a coeffieienti periodiei 5 un sottogruppo di quello 
era definit% essendo nei cammini dells variabile inclusi come case speeiale 
quelli chiusi corrispondenti al valore partieolare zero det numero intero s. 

Essendo date pilz equazioni in numero finito~ dello stesso ordine e a 
coefficienti periodici con Io stesso periodo 2 1% e facendo muovere ta varia- 
bile senza the passi per alcun polo dei loro coeffieienti~ diremo ehe esse pos- 
seggono lo stesso gruppo di sostituzioni reIativamente al periodo 2 1% quando 
si ?ub determinate per ognuna di esse un sistema d'inteyrali partieolari di- 
stin.ti~ in modo che gl'iMegrali di questi diversi sistemi 8ubisea~o la mede- 
sima sostituzione lil~eare per ogre; cammino della variabite che v a d a  uu 
pun to qualumjue x ad u~o dei punti x + 2 s I ~). 

Amzali di 3[alcmatica, Sorie IIr, tomo V. 17 
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Sempre con considerazioni analoghe a quelle ehe preeedono il 1. ° lemma 
si pub vedere facihnente che tre equazioni~ dello stesso ordine e a coefficienti 
periodici cotlo stesso periodo 2 1 ca, posseggono lo stesso grul)t)o di sostitu- 
zioni relativamente a questo l~eriodo~ quando cib accade per due col)pie qua- 
lunque di esse. 

Diremo ehe tutte le equazioni di u,~a suceessione infinit% che sono dello 
stesso ordine e a coe[fieienti periodici collo stesso periodo 2 1 ~, posseggono 
Io stesso gruppo di sostituzioni relativame~de a questo periodo, quando cib 
accade per un numero finito qualunque di ess G seelte ad arbitrio. 

Mediante queste definizioni si pub dimostrare un 4. ° lemma con un pro- 
cedimento del tutto simile a quelto di eui ci siamo serviti per la dimostra- 
zione del primo. 

Questo ]emma si pub enuneiare cosi: 
Un'equazione riducibile F (% y~ n)-~-O~ a coel~icienti doppiamenle perio- 

dici col periodi 2 ~, 2 ~'~ a cui al)partengono tutti gl'i~tegrali di un~equa - 
zione irriduttibile To (x~ z, p ) =  O~ a coefficienti semplicemente periodici con 
2 1 co per periodo~ essendo 1 un numero intero~ am mette tutti gl'integrali d'in- 
finite altre equazioni pure a coe/fieienti periodici cot~ 2 l ~o per periodo, e che 
relativamente a questo periodo po.~seggono il medesimo gr,~)po di sostituzioni 
di % = O. 

9. Possiamo finalmente dimostrare il teorema relativo alla ridueibilith 
delle equazioni differenziali lineari a coeffieienti doppiamente periodiei~ di 
cui si ~ parlato in prineipio e di eui si pub modifieare t'enuneiato nel modo 
seg.uente : 

Un'e~uaziom di~erenziale lineare riducibile F (x, y, u ) =  O, a coe~cienti 
ellittici~ ammette t~#ti gPinteyrali di un' equazione irriduttibile • @, z~ p) = O, 
a coe/ficienti doppiameate periodiei ed aventi gli stessi periodi 2 ~ 2 ~' di 
F = 0 e dei multipli convenienti di questi ioeriodi. 

Col metodo indieato nel 3. 0 lemma possiamo eos~ruire un' equazione 
~Fo (x~ y, ] J )=  0, di eui tutti gl'integrali appartengano ad 17'= 0 e a eoefli- 
cienti semplicement:e periodiei con 2 l o) per periodo, essendo l un mimero 
iniero. Come ?~ gi5, noto, l'ordine p di Wo = 0, ehe 6 irriduttibite, ~ ii mi- 
nimo possibile, vale a dire ogni altra equazione di eui tutti gl'integrali a p- 
partengono ad /~ '=  0 6 di ordine superiore o tutt'al pih eguale a p. 

Eseludendo t'ipotesi the la T o = 0  sia a eoeffieienti periodiei con un 
multiplo di 2 ~o' per periodo, nel qual easo sarebbe a eoef'fieienti doppiamente 
periodiei seeondo l'enuneiato del teorema e non oeeorrerebbe pitt proseguire 
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la dimostrazione, si appliehino alia We ~ 0, relativamente al  periodo 2 co', pro- 
cedimenti simili a quelli dot 3. ° lemma, utilizzando i risultati del 4. ° e 
2. 0 lemma, come per it 3. 0 si sono utilizzati quello del 1. ° e del 2. ° 

Otterremo co4 dapprima la serie di equazioni: 

. . .qJ_s=:0~. . .  W - , = 0 ,  T o = 0 ,  T , = 0 , . . .  W e = 0 , . .  

o quindi il numero s', analogo ads , ,  che ei .permettedt di scegliere il punto xo 
! come nel 3. ° lemma~ e di determinare i humeri e'~ q,  l' analoghi a ~, q~ 1 e 

le q ' - ]-1 equazioni~ che potremo rappresentare con: 

T o = 0 ,  Wa' l ,=O, tVbz ~ 0 , . . .  Th'z'---- 0, 

eve a', b' , . . ,  h' sono numeri interi soggetti alle diseguaglianze : 

0 < a '  < b ' < . . .  < h ' .  

Per il numero h' si dove avere inoltre h' l ' =  ?. 
Considerando pot to h' ÷ 1 equazioni : 

% = 0 ,  ~Vz=O~ %r=O,. . .  Th'~=0, (17) 

analoghe alle (12)~ potremo determinare per esse i sistemi d'integrali : 

Vo~t... V,p; Vj l~. . .  ~ , p ; . . .  V M , . . .  Vhpt 

analoghi ai sistemi (13)~ e mettere l e p  relazioni fra gl'integrali delle q' + ! 
equazioni sotto ta forma : 

-'~'o re, "-~ A'a' Yah "-]- A'  b' Vb'i 5 . . . .  ~ A'h' Vh', ~ 0 

• . . . . . . . .  . • • • , • . 

essendo A'o, A'¢~,~ A'b'~... A'h' q' + 1 costanti sempre diverse da zero, o anche 
sotto l 'altra : 

h" h' 
21 A' = i v l ,  0,... )21A' "= i vlp O~ 
o o 

! ! ! ! quando sia A i = 0  per tutti i valori di i diversi da 0, a ,  b , . . .  h .  
Denotando con 2,' "' . ' ,~ z.~,.. ). h'-t h ' - -  1 costanti arbitrarie~ 

costruire le funzioni: 

z~ = Vo~ - f .  X'~ v, ,  + ),'~ v.~ - l -  " ' - f -  ~.'h,'-~ vh.'--,., 

. . . .  . . . . ° 

@ ~ % ,  - t -  X'~ %~ q- X'~ v.,p - t -  ' " ' -Jr- ). 'h'-~ vh,.-,.~) 

si potranno 

\ 

f , ( 18 )  
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ehe sono analoghe alle y , , . . .  ?/p del 32 lemma, e ehe eostituiseono come 
queste ultime un sistema di p integrali partieolari distinti di un'equazione 
q' (x, z, p ) =  0. 

0ra,  eonsiderando una linea ,.x the non passi per aleun polo dei eoefl]- 
tienti delte (18) e della T=_ 0 e t i l t  vada da a:o a xo @ 2  I% si prenda per 
origine degl'integrali v e z il punto Xo @ 2 l ~} e per valori iniziali di questi 
inttgrali i valori the essi prendono in Xo + 2 t~ ,  quando la variabilt vi 
giunge passando per A, e si faeeia il solito eambiamtnto di variabile, x in 
x q--2l~,~. In tal ease It equazioni (17) non eambiano, perth6 sono a eoef- 
fieienti periodiei con 2 l~ per period% t i lore integrali, in virttt del 4. 0 lemma, 
prendono dei valori eht si possono ottenere effettuando una medesima sosti- 
tuzione lintare su quelli primitivi di tiaseuna tquazione. Quindi, a eausa 
della (18), anehe i nuovi integrali di ~ - - 0  si esprimono ton gli antiehi 
mediantt questa stessa sostituziont. Di qui risulta ehe neppurt la Ug = 0 
muta eoi cambiamenti era indieati, ed 6 per tonseguenza essa pure a eoef- 
fieitnii periodici con 2 1 ~, per periodo. 

Arrivati a qutsto punto non abbiamo da far altro ehe ripetere sulle fun- 
zioni z,~.., z~, relafivamente al periodo 2 ~o', lo stesso ragionamento git~ fatto 
nel ,3. o !emma per le funzioni y~ relativamtnte all 'unite periodo 2 % e giun- 
geremo eos~ ad un sistema di valori di ?.',~ ?,'~,... ).'it-, the renderanno la 
~g = 0 a eoeffieienti doppiamtnte periodiei; eel periodi 2 I% 2 l' ~/. 

10 Ritorniamo all'equazione /;'(a:, y,  u; = 0  a eoeffieienti periodiei 
eel periodo 2 ~, del 3. ° 1emma t alia serif di equazioni (10) eht possono di- 
vidersi in l categoric, tomprendendo in una medesima eategoria tutte quelle 
della forma ¢i+,,~a= 0~ nella quale i ~ uno dei nmneri 0, I~ 2~... l - -  1 
ed m un numero variabile ehe pr tndt  tutti i valori inttri  da - - c ~  a + ~ .  
Le equazioni (10) eogl distribuite in 1 categoric godono delle seguenti pro- 
priet" b deltt quali aleune sono note e It altre possono dimostrarsi faeilmente : 

1. ° 5{'utte le eguazioni di "una stessa cateyoria, l)osseyyono lo stesso 
cjruN;o di sostituzioni. 

2. 0 Fra cjl'i,~teqrali di h equaziom eoJ~seeutive di ulm slessa cageyoria 
non esiste alcuna relazioJ~e li~eare omoyenea a coe/]Tcienfi cos&nti, JS'sislol~o 
invece p di &li relazioni e p sollanto fra c " j t  vnleyal~ di h + 1 e~uazioni 
consecutive di una medesima cateyoria. In quesge p relazioni ,fiyurano yl'in- 
tegrali di q + 1 equazioni~ essendo q ~ h~ delle quali perb fanno sempre 
parle le due estreme. Seegliendo gl"integrali delle k ~ 1 equazioni in modo 
the godono di proprietk simili a qutlle dti sistemi (13)~ possiamo mettere 
]e 1) re]azioni sotto una forma analoga alla (14}. 
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3. 0 Esiste un'equazione Gi (x, y, h p)-~-O, d'ordine h p e a eoe[ficienti 
periodici con 2 1 ~ per periodo~ che possiede t,~tti gl'integrali delle equazioni 
della i '~  calegori% e della quale costituiscono un sislema di h p integrali 
particolari distinti h sistemi d i p  integrali di h equazioni consecutive della 
l "~ calegoria. 

4. o Le 1 equazioni G, = O, G~ = - 0 , . . .  Gz-----O, che corrispondono ri- 
spettivamente alle 1 categorie, confrontate a due a due, non hanno alcun in- 
teyrale a comune~ e tutti i loro integrali appartengono ad un'equazione 
G (x, y, h lp)~---O, a coefficienti periodici con 2 ~,~ per periodo. 

Se g h l p = n ,  la G----0 coincide colla F = 0 ,  ed in questo caso ogni 
integrale di F = 0  pub sempre eguagliarsi ad un'espressione lineare omo- 
genea a coefficienfi costanti d'integrali di equazioni (10). gicevers% se ogni 
integrale di F = 0 si pub eguagliare ad un'espressione lineare omogenea a 
eoefficienti costanti d'integrali di equazioni (10), sussiste la relazione h l_p = n 
e la G =  0 coincide colla F = 0. 

Considerando sempre il caso di h 1 p = n~ denotiamo con Eo (x, y, p) ---- 0 
un'equazione irriduttibile di cut tutti gl 'integrali appartengono anche alla 
F = 0, e eonsideriamola assieme aile equazioni: 

¢o--=-0, (I) ,=0, . .  (P~-l=0~ 

essendo ~ - - h  1. Fra tutte queste h 1-{- 1 equazioni scegliamone un eerto nu- 
mero r - l - l ,  del quale faeeia sempre parte la E o ~ 0 ,  in modo che Ira gli 
integ'rali di r qualunque di esse non esista alcuna relazione lineare omogenea 
a coefficienti costanti e che esistano inveee di tall relazioni Ira gl'integ'rali 
di tutte ]e r @  1 equazioni. Ragionando allora come nel  1. ° [emma, si di- 
mostra che le relazioni sono in numero di p, che tutte le r +  1 equazioni 
posseggono lo stesso gruppo eli sostituzioni e che quindi le r equazioni di- 
verse dalla Eo-= 0 appartengono alla medesima eategoria. Diremo ehe anche 
l'equazione No-----0 appartiene a questa categoria. 

Supponendo cha si tratti della prima categoria e scegliendo pet" inte- 
grali della cp~---0 quelli dei sistemi ( |3),  po~remo determinare per la Eo----0 
un sistema d'integrali che indieheremo con to~,.., tp ,  in modo che le p re- 
lazioni assumano la forma : 

to, = boo u.~, + bo, u ,  + . .  • + bob-, uh_,., 
• • . • . , • . . . • • • 

top = boo ~'~v + bo, u,v + . . .  + bob-, uh-,.p l , (19) 
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ore le b sono costanti, alcune delle quali possono anche essere eguali allo 
zero• Abbiamo gih veduto nel 3. 0 lemma che viceversa p espressioni tot , . . .  
t, v come le precedenti costituiseono un sistema di p integrali parficolari di- 
stinti di un'equazione Eo ~ 0, di ordine p che possiede lo stesso gruppo di 
sostituzioni delle (12) e ehe appartiene quindi alla prima categoria. 

Consideriamo assieme alla Eo ~ 0 altre h - - 1  equazioni irriduttibili di 
ordine p appartenenti alla prima categoria, che indieheremo con E~ = 0 , . .  
E h - , - - 0 ,  e denotiamo con t~,,.., t,p;.., th-,.~,.., th-,.p i loro integrali 
espressi mediante quelli dei sistemi (13) dalle relazioni : 

t ,  ---- b~o Uo, + b~ u,,  + .  • • + b, .h- ,  Uh-:.~ 

• • • ° . , o • • o , , 

t,p = b,o u~,~ + b,, u,p + . . . .  1- b,.h , uh-i.p 
• . • • • • • . , • • , , • . . . • 

• • • • • • • • • , • o ° , . , , • 

t h - , ,  = bh-,o Uo, -t- bh-,., u,, + .  • • 4-. bh - ,h - ,  ui~-,., 

• • • • o • • • , ° • • . . . .  • . 

b,-,.v = b1~-,.o u,,p + bh-,., u, v + . . . .  1- bh-,.h-.., UT,-,v 

e supponiamo che il determinan~e : 

bo~ boa 

b,0 b,, 
D =  

L 
• . • ~ o h - l  

• , • b l ] l , - ,  1 

1 
I 

• • . • . o . ° o . 

bh- -~ .o  l ) h - l . i  • , • D h - t . h - ~  

(20) 

sia diverso da zero. In fal caso non esiste aleuna relazione lineare omogenea 
a coemcienfi costanti fra gl ' integrali:  

toi,.., top; t~,,.., t,v; ... th-,.t , . . .  t h - ,p  (21) 

delle h equazioni: 
E o = 0 ,  E , = O , . . .  E h _ , = O ,  (22) 

perch~ altrimenti dovrebbe esisiere una relazione simile fra gl'integrali: 

u0~,.., uw; u,t, . . ,  u,p; . . .uh- , .~ , . . .  uh-~.p (23) 

delle h equazioni : 
tOo ~ O, (I/z = 0 , . . .  (P(h-,)Z = O, (24 )  

i Cui valori si possono rieavare risolvendo rispetto ad essi le (19) e (20). 
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Essendo data un'altra equazione irriduttibile e di ordine 19 Eh = 0 della 
prima categoria e p suoi integrali t l , , . . ,  t@ espressi con que]li dei si- 
stenai (23) mediante le relazioni: 

t1~, = bh~, Uo, + bt~, u,, + - . .  + bl, h-, ~h-,., 

thv -= bh~ uop + bh, u,p + .  • • + b~,h-, uh-, p, 

si possono sostitaire alle funzioni u i loro valori rieavati dalle (19) e (20), e 
si ottengono eos~ p relazioni, alle quali si pub dare la forma : 

It h 

2 i  B i  t i ,  = O , . . . i ~  B i  t ip  == O , 
o o 

eve le B sono h + 1 eostanti determinate. 
Si vede dunque the fra gl'integrali di h + 1 equazioni di una stessa 

categoria esistono sempre relazioni lineari omogen@ a eoefficienti eostanti, 
nel mentre ehe per una stessa categoria si possono sempre trovare h equa- 
zioni tall ehe fra i tore integrali non esistano di queste retazioni. Diremo 
elxe h equazioni ehe godono di una simile propriet'~ eostituiscono un sistema 
di h equazioni indipendenti della eategoria a eui appartengono. Cost eosti- 
tuiseono h equazioni indipendenti della prima categoria: le (22), le (24) e h 
equazioni consecutive qualunque , I )=  0 della prima eategoria. 

Riguardo alle relazioni (19) e (20)~ the ei d~mno le funzioni (21)espresse 
con 18 (23), diremo ehe si ottengono g l ih  sistemi d'integrMi (21), eseguendo 
sugli h sistemi d'integrali (23) la sostituzione: 

/ boo  b o ,  • • • bob-, ',: 

i b,o b,, . . .  b,h-, ] 

¢ . . . . . . . . . .  i 
r 

, b h - i . o  b h - t . t  • • • b l t - -~ 'h - I  / 

ossia she si passa dalle h equazioni (24) alle h equazieni (22) mediante la 
sostituzione Z. 

Consideriamo 1~ linea a del 3. 0 lemma the va da xo a Xo + 2 1,,), e 
trasportiamo l'origine degl'integrali delle equazioni t22) e (24) in :co + 2 l ,,), 
prendendo per valori iniziali di essi i valori che assumono gl'integrali (21) 
e (23) in Xo+2lo~,  quando la variabile vi giunge passando per ,5, e fac- 
Ciamo il solito cambiamento di variabile, z in x + 2 l o~. Cosl gl'integrali (23) 
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si trasformano in altre funzioni (uo,),... (u(,p); . . . .  the si possono ottenere ese- 
guendo prima la sostituziane T sugl'integrali di ogni sistema, eppoi la so- 
sfituzione : 

0 1 0 . . .  0 

i 0 0 t . .  0 

0-----~ . . . . . . . . . . . .  
j O  0 0 . .  , 1  i 

I - -  Ao - -  AL --  A.~ --.41~-~ I 

!, Ah At~ Ah A}~ / 

sugli h sistemi. Lo stesso pub dirsi per gt'integrali (21) ehe si trasformano in altre 
funzioni (to,),... (Lp~;... dhe si possono ottenere eseguendo prima la stessa 
sostituzione T sugl'integrati di ogni sistema oppoi la sostituziono O, ----- ~ O X-' 
sugli h sistemi. 

Per un'altra linea qualunque ~ the goda delle medesime proprietb, di A 
e the vada da :Co a Xo-t-2 1 ~o si hanno risultati anatoghi a quelli era otte- 
nuti per A. Siano per questa nuova linea T', 0', O', le sostituzioni eorri- 
spondenti a T, O, O,. Quando la variabile pereorre la linea A a partire da 
Xo eppoi la linea A' ~n sense inverse a partite da Xo -[- 2 1% si viene a for- 
mare un eammino ehiuso ehe non altera le equazioni (22) e (24), ossia the, 
laseiando fissi i sistemi (21) e (23), fa subire agl'integrali di ognuno di essi 
la sostituzione T T H .  Pereib dowemo avere: O 0 '-~-~ 1, O, 0'~-' = 1, da 
eui risut~a O----O', O,---= O',. Si vede dunque ehe le sostituzioni O e O, ehe 
subiseono gl'integrali (23) e (24) sono indipendenti dalla linea A ehe va da 
xo a Xo + 21~o. 

Possiamo disporre delle eosta nti della sostituzione 2 in mode ehe la so- 
stituzione O~ assuma una delle forme eanonieh% ad es. : la pi(~ sempliee: 

' ~o 0 0 . . . 0 0 ~/ 

i ~., ~,, 0 . . .  0 0 i 

% ~ 0 ~., ~ . . . 0 0 , ( 2 5 )  

i 0 0 0 • • • ~-h-, i-~h-, / 

nella quale le eostanti > sono le h radiei dell'equazione algebriea di grade 
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h in ~: 

I - - p  1 0 . . ,  0 0 

0 ~ p  1 . . .  0 0 I 

. . . . . . . . . . . . . .  - - p  1 

--Ao --A~ - -A~ - -Ah- i  - -Ah- i  
A h  A h  A'---~ " " " A h  A h  P 

----- 0, (26) 

disposte lunge la diagonale in mode the quelle eguali Ira tore sono conse- 
cutive, e le ~. sono costanti diverse da zero, essendo soltanto nulla ognuna 
di quelle the si trova nella stessa linea con una /x ehe sia lunge la diago- 
nale la prima di un gruppo di radici eguali. 

Che, quando la sosti~uzione O, g ridotta ad avere ]a forma precedente, 
iI the g sempre possibile, tutte le ~, all'infuori di quetle era indicate, deb- 
bane essere diverse da zero, risulta dat fatto the nessuna delle radici b pub 
annullare simultaneamente tutti i determinanti minori di ordine h -  1 del 
determinante di ordine h ehe forma il 1. ° membro delt'equazione (26). 

Quando la sosfituzione 0~ ha la forma eanoniea (25) o un'altra forma 
eanoniea qualunque, ehiameremo le (21) equazioni eorrispondenti alla forma 
canoniea. Fra esse si trovano anche quelte a coefficienti periodiei con 2 leo 
per periodo the si possono determinare eoi procedimenti del 3. 0 lemma. Anzi 
per rieollegare i due risultati notiamo the le radici ~ della (14) sono le re- 
eiproche delle radiei ~ della (26). lgotiamo inoltre the dalle osservazioni fatte 
sulle costanti ~ risulta ehe ad ogni gruppo di radici 0 o ~ eguali eorrisponde 
tma sola equazione E = 0 a coeffieienti periodici con 2 1 ~) per periodo. 

Con un cambiamento di variabile si pub passare da queste equazioni 
eorrispondenti atla forma canoniea a quetle delle altre eategorie. 

11. Passiamo era al ease the la F(x ,  y, n)~---0 abbia anche il pe- 
riodo 2C ,  sia clog a coeffieienti ellittici con 2 ~, e 2 ~,)' per periodi, e eo- 
struiamo colt'equazione (I~°--- - 0 la serie: 

q ) '_~=0 , . . .  (I,'__,:=0, ¢I)o=0, ~'l-----0,... (1) '~=0, . . . ,  (27) 

the, relativamente al periodo 2 ~', g analoga alla (t0) del 3. 0 temma rela- 
tiva al periodo 2~. Denotiamo con h' e // i humeri analoghi ad h e l, e 
supponiamo ehe~ oltre ad essere n = h l p ,  sia pure ~ = h' l 'p .  

A~znali di  Matemat ica ,  Se~'ie t[t, tome V. 18 
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Le (27)possono dividersi in l; categorie~ the godono delle medesime 
proprietk de]le l categoric in eui sono state distribuite le (I0), tanto per 
quelle generali quan~o per quelle specia]i relative a] ease n = h l p. Pereib 
ogni equazione irriduttibile di ordine p, di eui tutti gl'integrali appartengono 
anehe ella . F =  0, oltre a eonsiderarsi come appartenente ad una delle l ca- 
tegoric relative al periodo 2 % dovrh anehe eonsiderarsi come appartenente 
ad una delle l' categoric relative al periodo 2 ~'. Inoltre tutte ]e equazioni 
irriduttibili di ordine p, di cui tutti gl'integrali appartengono anehe ad F ,= 0, 
che fanno par~e di una stessa eategoria rispetto ad uno dei periodi di 2 z~ 
2 z'~ devono far parte di una stessa categoria anehe rispetto all'altro, perch5 
posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni. Ne viene di conseguenza the 
deve essere l = l'. Da quest'eguaglianza e dalFaltra : h l_,v ~ h' l' p risulta 
pure h = h'. Quest'ultima relazione potrebbe anche ottenersi osservando the 
h equazioni indipendenti eli una stessa eategoria rispetto a] periodo 2 z de- 
vono pure essere indipendenti per ta eategoria a cui appartengono rispetto 
al periodo 2 ~', e ehe quindi deve essere h ~: h'. Viceversa, dovendo cssere 
pure h ' - :  h, so ne conclude the sarh h ' =  h. 

Supponiamo scetto it punt0 Xo in mode the i lati del parallelogrammo F 
aventi per vertiei i punti Xo, X o + 2 1 ~ ,  xo- t -21~ } 21~' ,  xoq-21~o' non 
passino per aleun polo dei eoeffieienti di /~ '=0~ e eonsideriamo le equa- 
zioni (22) eoi lore integrali (21)~ apl?artenente rispetto al periodo 2 ~o alta prima 
eategoria e a d  una stessa categoria rispetto al periodo 2~o'. Gl'integrali (21), 
essendo anche integrali di F =  0, sono sempre finiti e continui sui lati di r .  

Per quello the abbiamo detto i sistemi d'integrali (21), quando la va- 
riabile va lunge il late (xo, Xo+21o))  da Xo a X o + 2 1 ~ ,  non mutano di 
categoria rispetto a 2 ~ e quindi neppure rispetto a 2 ~', ma subiseono la 
sostituzione tineare 0 , .  Lo stesso pub dirsi per il late (x0, Xoq-2 l~'), per 
il quale indicheremo con O, la sostituzione lineare the subiseono i sistemi 
d'integrali (21). 

Quando la variabile pereorre tutto il eontorno di F partendo de, me e in 
mode da ineontrare i vertiei xo-1-21% x o + 2 1 o ~ + 2 1 o ~ ' ,  ~r, o + 2 I ~ '  nel- 
l'ordine nel quale sono seritti~ gt'integrali di og'ni sistema (21) subiscono una 
medesima sostituzione lineare; ma i sistemi non mutano, pereh?~ dope un cam- 
mine ehiuso della variabile ]e equazioni (22) si riproducono. Pereib avremo 
per le sostituzioni O, e 0.~ la relazione: 

O~ O, 0710~ -1 ~ 1, 

dalla quale risulta ohe O, e O~ sono permutabili. 
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Quindi, se O, ha la forma canonica (25 )o  un'altra forma canonica qua- 
lunque, anehe O~, come si pub vedere faeilmente, avrh una forma eanonica, 
e questa forma di O~, godrb~ della propriet~ c h e l a  sua diagonale, ehe b co- 
stituita dalle h radiei /~'o, / , , . . .  F'h-, di un'equazione algebrica simile 
alia (26), confrontata colla diagonale di 0 , ,  ~ tale che ad ogni gruppo di 
radiei F eguali corrisponde un gruppo di radiei /~' pure eguali. Di qui ri- 
sulfa the se le (22) sono h equazioni corrispondenti alla forma eanoniea per 
it periodo 2 ~, lo sono anehe  per il periodo 2'~'. In tat ease quelle di esse 
che sono a coeffieienti periodici con 2 1 o) per .periodo, sono anche a eoeffi- 
cienti periodici con 2 l d  per periodo, sono eio~ a eoemeienti ellittiei coi 
periodi 2 1 ~o, 2 1 co'. 

Con cambiamenti di variabile si pub passare dalle (22) alle equazioni 
corrispondenti alla forma canonica delle altre categorie relative al periodo 2 o) 
ed a! tempo stesso anche a quelle delle altre categorie relative a 2 ~', poieh~ 
queste categorie relative ai due periodi 2 % 2 a' si corrispondono. 

12. Considerando sempre un'equazione F (x, y, n ) =  0 di quetle stu- 
diate net paragrafo preeedente, supponiamo the sia:  

n - = 4 ,  p~---2~ l ~ l ,  h i 2 .  

Abbiamo in questo case una sola eategoria per i periodi 2 o~, 2 ~' o due 
equazioni indipendenti irriduttibili di 2. ° ordine appartenenti a questa cate- 
goria, the indieheremo, per usare le stesse notazioni di prima, con: 

Eo(% y, z)----0, E~ (x, y, z )=0 ,  

quando siano quelle corrispondenfi alla forma canonica. Siano: 

to,, to,~; t,~, t,~ 

due sistemi d'integrati di queste equazioni, seelte in mode ehe godano delle 
proprietor dei sistemi (21), e:  

le due sos~ituzioni eanoniche permut~bili~ relative ai periodi 2 % 2 ~'. 
Essendo l = 1, la Eo == 0 ~ a eoeffieienti ellittiei coi periodi 2 ~, 2 d .  
Quando la variabile fa un giro ehiuso senza passare per aleun polo dei 

eoefficienti di . F - - 0 ,  gl'integrali t dei due sistemi subiseono una stessa so- 
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stituzione lineare, e quindi le tre espressioni: 

I f , ,  to, t'o, t,, t'o, to, (28) 
] t,~ to.,. a t'o o. t,~ ~ t'o~ to.,. E' 

ne]le quali ] e t '  stanno a rappresentare le derivate prime delle t~ si ripro- 
ducono moltiplicate per il determinante di questa sostituzione. Epperb i rap- 
porti delle prime due a]la terza sono due funzioni meromorfe~ ehe indiche- 
remo con £ (x) e fi, (x). 

Considerando un parallelogramma I' avente per vertici i punti xo~ 
Xo-1-" 2 ~ x o q -2  ~ q -2  ~', x o + 2 ~o', seelto in mode che i suoi lati non pas- 
sine per poli di F--=0~ e faeendo pereorrere alla variabile il late (Xo~ 
xo 4-2 ~) da Xo a Xo q-2  ~ gl'integrati dei due sistemi si trasformano nelle 
funzioni : 

(to,), (g=); (t,,), (t.),  
the si possono ottenere eseguend% prima una sostituzione T, sugt'integrali 
di ogni sistema, eppoi la sostituzione O, sui due sistemi. 

Per le espressioni (28) abbiamo: 

(t,,) (~o,) e,, to, 
.---- ~= (T,) 

(t,:) (t~) t,. to, 
(t 'o,) (t~t) r t'oi tl~ I t'o~ tot 

= F ' ( T , ) '  -k ~ F (T, )  I 
'(t'oO (t,~)i jt'0~ t,, If'o, ~o.~ 

(t'o,) ]l t'o, to, 
[ - -  F' (T, )  
I (t'o,.) (to~.) t'o~ t,,.. 

essendo (T , )  il determinante della sostituzione T, .  Si hanno quindi per le 
funzioni f, (x)~ f, (x) le relazioni : 

f, (Xo + 2 ~,) = f, (Xo) 

f~ (Xo + 2 ~) = f, (Xo) + - 

Simi]mente si ot~iene per il periodo 2, , ; :  

f ~ ( > . o + e ~ ' ) = f , ( X o ) ,  f ~ ( . o + 2 , . ' ) = f ~ ( x o ) +  = .  y. 

Da queste retazioni e dalle due preeedenti risulta che la f~ (x) e ]a de- 
rivata prima della f; (x) sono due funzioni doppiamenie periodiche col pe- 
riodi 2 % 2 ~o'. 
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Abbiamo inoltre : 

t,, = f, (x) t'o, + f, (x) t0, 

t .  = f, (x) t'0  + f. (x) t0 . 

Mediante queste due relazioni~ quando sia nora l'equazione a coeffieienti 
ellittici Eo-----0, e siano note pm'e le funzioni f~ (x), f~ (x), s i  pub eostruire 
l 'attra equazione E, = 0, che non ~ a coefficienti eltittiei e l'equazione data 
del 4. ° ordine F ~ 0 ~  ehe ~ a coefficienti doppiamente periodici cogli stessi 
periodi di Eo ----- 0. 

Se le sostituzioni O, e O~ hanno l'altra forma: 

le due equazioni Eo---. 0, E, = 0 sono tutte due a coefficienti e!Iittiei, e t e  
funzieni f, (x), f~ (x) sono due funzioni di 2? specie eoi periodi 2 o), 2 ~o' e 

! 

cot moltiplieatori ,~.t, y.~ - - - / - -  . 

,L,o ,,o 
13. Essendo data un'equazione irriduttibile f I (x ,  y, z ) = 0 ~  a coeffi- 

eienti doppiamente periodiei eel periodi 4 ~)~ 2 ~', si faccia in essa un cam- 
biamento di variabile, ponendo x--= x' -4- 2 ~, e chiamando nuovamente con x 
la variabile indipendente. Si ottiene cost un 'a l t ra  equazione irriduttibile 
IL(x ,  y, z ) =  0, a eoeffieienti doppiamente periodici cogli stessi periodi 
4Gc~ 2~' .  

Supponiamo che queste due equazioni non posseggano lo stesso gruppo 
di sostituzioni, e costruiamo l'equazione F(x ,  y, 4)~---0 che possiede tutti i 
loro integrali, la quale risulta a eoefficienti doppiamente periodiei col pe- 
riodi 2 % 2 ",/. Si tratta di dimostrare che, ali'infuori di H----0 e di H~ ~ 0, 
non esiste aleun'equazione di ordine inferiore a 4, di cut tutti gl 'integrali 
appartengono ad Fro-0 .  

Supponiamo ehe sia K =  0 una simile equazione~ ehe potr5, essere del 3. ° 
o del 2. ° ordine. Considerando dapprima il easo del 3. ° ordin% determiniamo 
per eiaseuna detle tre equazioni H - ~  O, tt~---~0, K-=-0 un sistema d'inte- 
grali particolari distinti definiti da sviluppi in serie di CxscllY helle vieinanze 
di un punto xo ehe non sia un polo dei loro coefficienti~ e denotiamo con 
u,~ u~; v~, v~; t,, t~ t~ rispettivamente quest'integrali. I primi quattro eo- 
stituiscono un sistema d'integrali partieolari distinti di F--=-0. Pereib ogni 
altro integrale di F - - - 0  dovr~ potersi esprimere con essi. Avremo quindi le 
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relazioni : 

t: ---- ~.' u, + 2' u~ + 7' v, -[- 4' v~ t ! '  
t~ = ,." u, + ~" u, + 7" v, + ~" v.~ 

nelle quali le ~, F~,... sono eostanti. Ponendo: 

A -= i , A ' =  , 
i ~" ~" ~, 

si ottiene l'uniea relazione: 

9 ~.t Ct 

(29) 

In tal case le (29) divengono: 

t~ --~y, @ z,, 

y.2 ~- ~.' u, + / 3 '  u~ 

z, = ),' v~ -[- ~' v~ . 

t~ = y~ + Z.~. 

Quando la variabile fa un giro chiuso r senza passare per ateun 
dei eoeffieienti delle tre equazioni: H =  0~ H, ~-~-0, K ~ - 0 ,  

(3O) 

polo 
gl' integrali di 

A t, + A' t~ + A" t~ = ( A  7 + A ' 7 ' +  A" 7")v, + 

+ (A ~ + A' ~' + A" ~") v:, 

la quale esprime the un integrale eli K = 0  ~ eguate a un integrale di 
It, = 0. Ma, essendo quest'uttima equazione irriduttibile, ne risulta the ogni 
suo integrale deve appartenere alla K--= 0. Similmente si dimostra ehe ogni 
integrale di H =  0 appartiene alla K ~  0, che viene eosl ad essere soddi- 
sfatta da tutti gl'integrali di F-----0, il the ~ impossibile. 

Vediamo allora se ~ possibile il caso ehe K =  0 sia del 2. 0 ordine, al 
quale si pub passare ponendo t,-----0 e sopprimendo l'ultima delle (29). Sup- 

ponendo the uno dei due determinanti ]~ ~ , ~  , ,~, ~,i] sia hullo, si pub 

sempre dalle prime due delle (29) ottenere un'uniea relazione ehe esprima 
l'eguaglianza Ira un'integrale di K =  0 e un'integrale di una delle equazioni 
H-~ O, It, .~0~ il ehe non pub mai aceadere~ essendo queste tre equazioni 
distinte e irriduttibili. Pereib i due determinanti preeedenti sono sempre di- 
versi da zero, e si pub quindi sostituire ai due sistemi d'integrali distinti 
u,, u~; vl~ v~ gti altri due y,,  y.~; z~, z~ dati datle relazioni: 
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ciascuna di esse subiseono una sostituzione lineare. Denotando rispettivamente 

(c , :c  con d") queste tre sostituzioni e tenendo eonto delle (30), 

si ottengono le due relazioni: 

(a - -  a" )  y ,  -~- (b - -  b")  y~ + (a '  - -  a " )  z,  + (b' - -  b") z~ = 0 

(c - -  c")  y ,  + (d  - -  d " )  y~ + (c' - -  c")  z,  + (d' - -  d " )  z~ = 0 ,  

le quali devono essere due identifft~ perehh y,,  y~; z,, z~ costituiscono un 
sistema di 4 integrali part:colari distinti di F =  0. Quindi le tre sostituzioni 
precedenti sono eguati. Ma eib non pub accadere per tutti i possibili giri 
chiusi F delia variabile, perehb allora le ire equazioni H~--O, H, = O, 
K =  0 possederebbero lo stesso gruppo di sostituzioni, il che 5 state escluso 
per le p-line due. Per conseguenza neppure il ease di K =  0 del 2. ° ordine 

possibite; epperb le due equazioni H = 0 ,  H, = 0  sono le sole di or/line 
inferiore a 4 di cui tutti gl'integrali a ppartengono anehe ad F = 0. 

Percib per quest'equazione ridueibile F ~  0 non esiste un'equazione d'or- 
dine inferiore a 4, a coefficienti doppiamente periodici eogli stessi periodi 

r ' t '  O ~ , 2 ~, 2 ~,J, di cui tutti gl mte~,rah ~ppartengano ad F~---0. 
Abbiamo considerate quest'esempio di un'equazione del 4. ° ordine per 

giustificare il nuovo enul~ciato del teorema e per togliere il dubbio ehe una 
equazione riclueibile F(x, y, n ) =  O, a eoemeienti ellittiei, d'ebba sempre pos- 
sedere tutti gl'integrali di un'altca equazione di ordine inferiore ad n~ a coef- 
fieienti doppiamet:te periodici e cogli stessi 1)eriodi di F = O .  


