
Intdgrale, Longueur, Aire. 

(Par  H. L~BES(~W, ~ Nancy.)  

INTRODUCTION. 

D a n s  ce travail j'essaie de donner des d6finitions aussi gbndrales et prd- 
cises que possible de quelques uns des nombres que l'on consid~re en Ana- 
lyse: intbgrale ddfinie, longueur d'une eourbe, aire d'une surface. 

M. r JORDan, darts la seconde ddition de son Cours d'Analyse~ a fair une 
dtude approfondie de ces nombres. It m'a sembld utile cependant de reprendre 
eette dtude, et voici pourquoi. On sait qu'il existe des fonction d6rivdes non 
intdgrables, lorsque l'on adopte, comme le fait N /  JORDAn, la ddfinition de 
l'intdgrale qu'a donnge RIEMaNr; de sorte que l'intdgration, telle que l'a d6- 
finie RIE~.~,  ne permet pas dans tous les cas de rdsoudre le problbme fon- 
damentat du ealcul int6gral: 

Trouver une fonction eonnaissant sa ddrivde. 
I1 peut done sembler naturel de chereher une autre d6finition de l'in- 

tdgrale, telle que, dans des eas plus 6tendus, t'intdgration soit l'op~ration in- 
verse de la ddrivation. 

D'autre part, comme le remarque M/  JORDXN, l'aire d'une surface n'ay- 
ant pas des plans tangents variant d'une fa~on continue n'est pas d4finie; 
et les dnonc6s que l'on serait tentg d'admettre comme analogues ~ la d6'fi- 
nition de la longueur d'une eourbe ne peuvent gtre adoptds (*). It y a done 
lieu de ehereher une ddfinition de l'aire et peut gtre aussi de modifier celle 

(~') Voir ScawARz, le~tre b. GENOGCHL CeaSe let~re est reprodu~e dans l'~dition litho- 
graphi6e du Cours profess~ d la l~acull~ des sciences pac C~I. H~R.~TE~ pendant le second 
semestre de 1882. (Second tirage, page 25.) -- Voir aussi PEANO, Atti della Accademia 
dei Zincei, 1890. 
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de la longueur de fa~on que ces deux d~finitions soient aussi analogues que 
possible. 

Dans l'dtude des questions relatives ~ la th6orie des fonetions de ,¢aria- 
bles r6elles on reeonnait souvent qu'il serait commode de pouvoir attaeher aux 
ensembles de points des nombres jouissant de eertaines des propri6t~s des 
!ongueurs des segments ou des aires des polygones. On a propos6 diff6rentes 
d6finitions de ces Jrombres que l'on appelle les mesures des ensembles (*); 
eelle qui a dt6 le plus souvent adoptde se trouve exposge et dtudide dans le 
livre de M. r JoRDAx~. 

Dans le premier chapitre je d6finis, avec M. ~ BoRgia, la mesure d'un en- 
semble par ses propri6t6s essentielles. Aprgs avoir cdmpldtd et pr6eis6 les in- 
dications un peu rapides que donne M. ~ BoREL (**), j 'indique quelles rela- 
tions it y a, entre la mesure ainsi d6finie e~ la mesure au sens de M. ~ JORDAN. 
La ddfinition que j'adopte s'applique aux espaees 5~ plusieurs dimensions; de 
la notion de mesure d'un ensemble dont les 61dments sont les points d'un 
plan, on d6duit eelle d'aire d'un domaine plan; si Ies 616ments sont des points 
de t'espace ordinaire on en d~duit la notion de volume, etc. 

Ces prdliminaires posds, il n 'y a plus d'ineonvdnients ~ d6flnir l'intdgrale 
d'une fonetion continue eomme l'aire d'un domaine plan; et m6me eette md- 
thode a l 'avantage de conduire h une ddfinition de l'intdgrale d'une fonction 
discontinue bornde eomme mesnre d'un certain ensemble de points. C'est eette 
d6fini~ion g6omdtrique que j'adopte au ehapitre I I ;  on petit d'ailleurs la rein- 
placer par une ddfinition analytiqu% t'int~grale se prdsente alors comme dtant 
la limite d'une suite de sommes assez analogues ~ eelles que l'on eonsid~re 
dans la ddfinition de tlmMA~s. Les fonctions auxquelles s'apptique eette dd- 
finition gdom6trique sont eelles que j'appelle sommables. 

Je ne eonnais aueune fonction qui ne soit sommable, je ne sais s'il en 
existe. Toutes les fonetions qu'on peut ddfinir 5, l'aide des op6rations arith- 
mdtiques et du passage ~t la limite sont sommables. Toutes les fonctions in- 
tdgrables au sens de RI~MA~x sont sortmables et les deux ddfinitions de Fin- 
tdgrale eonduisent au mgme hombre. Toute fonction d6rivde bornde est som- 
mable. 

(*) Voir au sujet de tea ddfinitions SCHCENFLIES, Jahresbericht dec de~tschen Ma- 
l]~ernatiher- Vereinigung, 1900. 

(*'~) Legons sur la th~orie des I,'onetions. 
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L'intdgrate d'une ddrivde bornde~ considdrde comme fonction de la limite 
suTdrieure d'intdgration est une fonction primitive de la ddrivde donnde~ le 
probl~me fondamental du caleul intdgral est done th6oricluement r6solu routes 
les lois que la fonction d6riv6e donnde est bornde. 

Pour obtenir des rdsultats plus gdndraux il est ndcessaire de donner une 
ddfinition de l'int6grale s'appliquant ~ des fonctions non born6es. I1 est facile 
de trouver ~une telle ddfinition~ mats celle qui m'a pars la plus simple et la 
plus naturelte ne s'applique pas '~ toutes les fonctions ddriv6es non borndes; 
de sorte que pour les fonctions non b orndes~ le probl~me de la recherche des 
fonctions primitives n'est pas r6solu dans tous les cas. Avec mes d6finitions 
je trouve que la condition ndcessaire et suffisante Tour qu'une fonction dd- 
ri:vde air u~e intdgrale est que sa fonction primitive soit & variation bornde. 
Toutes les fois que l'intdgrale existe elle fait conna~tre une fonction primitive. 

Le calcul effectif d'une int6grale d6pend essentiellement de la fa(~on dont 
est donn~e la fonction ~ int6grer. Dans le cas oh la fonction est d~finie 
l'aide de s6ries on pourra se servir de eette propri6t6~ dont un cas particu- 
lier a 6t6 obtenu par M. r OSeOOD (*): Une sdrie dont les termes ont des in- 
tdgrales et dont les restes sont~ en valeur absotue> infdrieurs "~t un nombre 
fi~ce est intdgrable terme h terme. 

La ddfinition de !'int6grale s'dtend immddiatement aux fonetions de plu- 
sieurs variables. 

Dans le premier ehapitre j'ai ddvelopp6 une g~n6ralisation de la notion 
de longueur d'un segment~ une g6ndralisation faite dans un sens diffdrent 
donne la notion de longueur d'une courbe. Dans le troisi~me chapitre~ o~ je 
m'occupe de cette notion~ j'adopte ]a d6finition suivante: la longueur d'u~e 
courbe C est la plus petite limite des tongueurs des lignes potygonales qui 
tendent uniformdment vers C. Cette d6finition est exactement 6quivalente 
la ddfinition elassique (**). Une courbe ~ longueur finie est dite rectifiable. Je 
retrouve rapidement les principaux r6sultats retatifs ~t ces courbes obtenus 
par M. r JORDAN, 

La recherche d'une expression de la longueur d'une courbe ayant des 
tangentes conduit h une nouvelte application de l'int4grale ddfinie au chapitre 
pr cddent. Sit ' ,  existent~ la condition ndcessaire et suffisante Tour que 

(*) American Journal, 1897. 
(**) SCHEEFFEa, Acta Mathematica, 5; JORDAN, Cours d'Analyse. 
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la courbe 
x = f(t), y = ~ (t), z = ~ (t) 

soit rectifiable est que l'intdgrale de ~ f ' ~ +  ~'~+ ~'~ existe. Toutes les lois 
que cette intdgrale existe elle reprdsente la longueui" de la courbe. La d6fi- 
nition qu'adoptait P. Dc BoIs R~YMO~D (*) est donc un cas particulier de la 
d6finition classique~ m~me en dtendant comme je l'ai fait le sens du mot in- 
t~grale. 

Dans ]e quatri~me chapitre j'appelle aire d'une surface L la plus pe- 
tite limite des aires des surfaces polyddrales qui tendent uniformdment 
vers L. On peut d6duire de 1~ une ddfinition de l'aire analogue ~ celle de 
la longueur d'une eourbe d6finie comme limite des longueurs des polygones 
inscrits. 

L'dtude de la repr6senta~ion de l'aire ~ l'aide d'une int~grale double 
n'est abordde que dans le GaS tr~s particulier off la surface admet des plans 
tangents variant d'une faeon continue; on retrouve l'int6grale classique 

Les deux derniers chapitres sont eonsaer6s ~ des recherches assez dif- 
f6rentes. I1 s'agit de voir, sur des exemples~ si l'extension donn6e aux sens 
des roots longueur~ aire n'en~raine pas des modifications correspondantes dans 
les 6nonc6s ou les raisonnements de ]a g6om6trie des surfaces. Dans ces rai- 
sonnements on suppose g6n6ralement les surfaces et les courbes analytiques, 
ou tout au moths dgfinies ~ t'aide de fonctions ayant un certain nombre de 
d6rtvees. 

Le premier probl~me que je me propose est celui des surfaces appli- 
cables sur le plan: Chercher les surfaces correspondant point ~ point ~t un 
plan~ de fa(~on que les longueurssoient conservdes. Je trouve d'une part 
qu'il existe des surfaces applicables sur le plan et ne contenant aucun seg- 
ment de droite~ d'autre part qu'il existe des courbes gauches ayant en chaque 
point un plan osculateur et dont les tangentes forment une surface non a~)- 
plicable sur le plan. Les procgdgs 616mentaires que j'ai employ4s ne m'ont 
pas donn6 routes ]es surfaces applicables sur le plan~ mats ils m'ont fait con- 
naftre les conditions ndcessaires et su~santes pour qu'une surface cylindrique, 
coniqu% une surface formge par les tangentes d'une courbe gauche~ une sur- 

(*) 3lathematische Annalen~ Bd. 15, pag. 287 et Acre ~llathematica, 6, 
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face de r6volution soient applicables sur le plan; enfin ils montrent que t'ap- 
plication conserve les aires. 

Le second probli~me est celui de LAGRAN(~E OU de PLXTEAU: btant donn~ 
un contour ferm4 trouver une surface timit6e ~ ee contour et dont l'aire soit 
minima. Je montre que ce probl~me est toujours possible et admet une infi- 
nitd de solutions. 

I1 serait tr~s int~ressant de savolr si~ parrot routes ces surfaces solutions, 
ne se trouve pas une surface ana]ytique. La m4thode qui se prgsente im- 
mddiatement ~ ]'esprit et qui consiste ~ d6montrer suceessivement l'exis- 
fence de chacune des d4rivdes n~cessaires ~ l'gtablissement de l'~quation aux 
d~rivges partielles des surfaces minima, parait fort diffieile h appliquer. Ce- 
pendant des raisonnements tr~s ~]6mentaires m'ont permis dans un cas par- 
ticulier de dgmontrer l'existence des plane tangents ~ l'une des surfaces so- 
lutions. 

Les m6thodes de ee dernier chapitre sont analogues ?~ celles qui ont 
permis b. )~r H~L~ERT (*) de reprendre l'~tude du probl~me de DmICULET par 
le proc6dd de RIE~A~s. Les r6sultats obtenus par M. r HILBERT ei eeux que 
je viens d'indiquer, si ineomplets qu'ils soient, sembtent montrer qu'il y a 
avantage k laisser de cbt4, au moins momentandment~ les ~quations aux d~- 
rivdes partielles que donnent tes m6thodes ordinaires du caleul des variations, 
et ~ raisonner directement sur l'int~grale qu'il s'agit de rendre minims. 

J'ai indiqu4 les principaux r~sultats de ce travail dans diff4rentes notes 
des Comples Rendus de l'Acaddmie des Sciences. (19 Juin et 27 No-cem- 
bre 1899, 26 Novembre et 3 Ddeembre 1900, 29 Avril 1901.) 

CHAPITRE I. 

Mesure des Ensembles. 

1. Un ensemble de points est dit born~ si la distance de deux de ses 
points est limit~e sup6rieurement. Deux ensembles sont dits 6gaux st, en d~- 
pla(~ant l'un deux, on peut les amener b. eoineider. Des ensembles El~ E~7... 

(*) Nouvelles Annales de Math$matiques. Aofit 1900. 
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grant donngs~ l'ensemble somme E est formg des points appartenant ~t l'un 
au mains des E i .  Nous n'aurons jamais ~ eonsid6rer qu'un nambre fini ou 
une infinit6 dgnombrable d'ensembles E~ et nous poserons 

E = E , + E 2 + . . .  

Si tout point de E~ est point de E , ,  on dit que E, eontient E~ et t'an 
appetle diff6rence de E, et E~ ( E , - - E ~ )  l'ensemble des paints de E, qui 
n'appariiennent pas ~ E~. II faut bien remarquer que E~ eontenant E3, les 
ensembles 

E, -I-- (E. - -  E~) et (E, + E~) -- E~ 

different s'il existe des points eommuns ~ la fois ~ E~, E~ et E.~. 
Ces d6finitions pos6es: 
Nous nous proposons d'attacher ~t chaque ensemble bornd un nomb~'e po- 

sit i f  ou nul que nous aiopellerons sa mesure et satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

1. ° I1 existe des ensembles dont la mesure n'est pas ~,ulle. 
2. ° Deux ensembles dgaux ont m~me mesure. 
3. 0 La  mesure de la somme d'un hombre fini ou d'une infinitd ddJtom- 

b~'able d'ensembles, s~ns points communs~ deux ~ deux~ est la somme des me- 
s~,'es de ces ensembles. 

Nous ne r6soudrons ce !orobl~me de la mesure que pour les ensem- 
bles que nous appellerons mesurables. Ce probl~me admet d'ailleurs des so- 
lutions diffgrentes suivant que l'on se borne aux ensembles dent tous les 
points sont sur une droite, ou ~ ceux dont t ous l e s  points sont dans un 
plan, etc. Pour distinguer nous dirons, quand il sera n6cessaire: mesure li- 
ndaire, mesure superfieielle, etc. 

Remarquons que si le probl~me de la me~mre admet une solution, en 
multipliant routes tes mesures obtenues par un m4me hombre on a un autre 
syst6me de mesures. Nous ne eonsid~rerons pas comme diff6rentes de telles 
solutions, de sorte (lue, sans nuire ~ la g6n6ralit6, nous paurrons attribuer la 
mesure 1 'X un ensemble quelconque de mesure non mille. 
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[. LES ELEMENTS DE L~ENSEMBLE 80NT LES POINTS D~UNE DR01TE. 

2. Supposons possible le probl~me de la mesure. Un ensemble form6 
d'un seul point a une mesure nutle ear un ensemble born6 contenant une 
infinit6 de points dolt avoir une mesure finie. L'ensemble des points d'un 
segment M N  a done mgme mesure que M e t  N fassent ou non partie de 
l'ensemble; d'ailleurs M N ne peut avoir une mesure nulle sans qu'il en soit 
de m~me pour tout ensemble borne. 

Cholsissons un segment Mhr  et attribuons lui 1 pour mesure. On salt que 
si l'on prend M N  pour unit6 de longueur on peut attacher b. (~haque seg- 
ment P Q un hombre, sa longueur; ce hombre est aussi la mesure de Fen- 
semble des points de P Q. Pour s'en convaincre it suffLt de se rappeler que si 

la longueur 1 de P Q est commensurable et ~gale g ~ il exlste un segment R S 

contenu ~ lois dans P Q et/~ fois dans M N  et que si I est incommensurable, 
g tout hombre ~. inf~rieur ~ 1 correspond un segment eontenu duns P Q, et de 
longueur )~ et ?~ tout nombre ~ sup6rieur g 1 un segment contenant P Q et 
de longueur )~. 

Pour que la 3 ~ condition du probl~me de la mesure soit remplie il faut 
que la longueur d'un segment somme d'un nombre fini ou d'une infinit6 
d'autres segments~ n'empi6tant pus les uns sur les autres~ soit la somme des 
]ongueurs de ees segments. 

Des propri6t6s des longueurs il r~sulte qu'il en est bien ainsi si ]es seg- 
ments composants sont en nombre fini; cela est effcore vrai s'ils sont ell 
nombre infini. (Voir les Lefons sur la Thdorie des fonctious~ de M. ~ BoRers.) 

3. Un ensemble E 6rant donn6, on peut d'une infinit6 de mani~res el~- 
fermer ses points duns un hombre fini ou une infinit6 d6nombrab]e d'inter- 
valtes. L'ensemble E, des points de ces intervalles contient E done la me- 
sures m (E) de E est au plus 5gale ~ celle m (E,) de E , ,  c'est ~ dire au plus 
4gale g la somme des longueurs des intervalles consid6r~s. La limite inf6rieure 
de cette somme est une limite sup6rieure de m (E), nous l'appellerons la me- 
sure ext6rieure de E~ me(E).  

Supposons que tous les  points de E appartiennent ~ un segment A B. 
Nous appellerons eompl6mentaire de E par rapport g A B, C.4~ (E), l'ensem- 
ble .4 B - - E .  Pulsque la mesure de C~B (E) est au plus me [C~B(E)] celle 
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de E est au moins m (A B ) - m ,  [C~e ('E)]. Ce nombre ne ddpend pas de 
celui des segments A B contenant E choisi; nous l'appellerons la mesure 
intdrieure de E, mi(E).  Deux ensembles ~gaux ont des mesures intdrieures 
6gales et des mesures extdriem'es dgales. D'ailleurs puisque t'on a: 

m~(E) + me [CAB (E)] :~ m (A B) 

la mesure extdrieure n'est jamais inf6rieure ~ la mesure int~rieure. Si le pro- 
blame de ta mesure est possible, ta mesure d'un ensemble E est comprise 
entre les deux hombres ms(E), mi (E)  que nous venons de ddfinir. 

d:. Nous appellerons ensembles rnesurables (*) eeux dent les mesures ex- 
tgrieure et int&ieure sent dgales, la valeur commune de ees deux nombres 
sere ia mesure de t'ensembte, s i t e  problbme de la mesure est possible. Des 
i)ropridtds qui suivent il rdsultera que le nombre m (E) ainsi dgfini satisfait 
bien aux conditions du problgme de la mesure si l'on s'aslreint & ~ze consi- 
de'rer q~e des e~,sembles ~nesurables. 

La d~finition des ensembies mesurables est dquivalente g eelle el:  Un 
ensemble E est dit mesurable s'il est possible d'enserrer ses points dans des 
intervalles ~., et ceux de son eomp]~men~aire dens des intervalles ~ de ma- 
nigre que la somme des longueuvs des parties communes aux ¢¢ et aux fl soit 
aussi petite que l'on veut. 

Soit un hombre fini ou une infinitd ddnombrable d'ensembles mesurables 
E,, E~,...  montrons que l'ensemble somme E est mesurable. 

Nous supposons tousles ensembles El formds des points d'un segment A B 
par rapport auquel nous prendrons les eompldmentaires. Enserrons les points 
de E, dans des intervalles ~, n'empi6tant pas les uns sur les autres et C(E,) 
dans des intervalles ~,; les parties communes aux a,  et aux ~, 6tant de lon- 
gueur to ta le  eboisie arbitrairement ~,. Enserrons E~ dans des intervalles ~ 
et C(E~) dens /3~ ayant en eommun une longueur totale ~. Soient ~'. et/~'~ 
les parties des ~, et t~, communes aux ~,. A E~ correspondent des intervatles 
~.~, g~ et un nombre ~, soient ~'~ et ¢'3 les parties des ~.~ et ~3 communes 
aux ~'~ et ainsi de suite. 

Les points de E peuvent ~tre enfermds dens les intervalles ~ ,  ~.'~, ~'~,... 
Ceux de C ( E )  peuvent ~tre enserrds dans les intervalles g'i, quel que soit i. 
Or ees deux sdries d'intervalles ont des parties communes de longueur totale 

(e) En adoptant eerie ddfinition nous modifions le langage qu'adola~e M. r BERYL. 
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au plus ggale 

l i =  e, + * * + " "  %'*i + m(~'i+,) + m(di~,)  + . - .  

La s6rie E m (~'i) est convergente, si done on a choisi les ~i de faeon 
que ta s6rie ~ sl soit convergente et air s pour somme, on pourra prendre i 
assez grand pour que Ii soit inf6rieur ~ 2 s. 

Done E est s a m m a b l e . -  La somme.d'un nombre tint ou d'une infinit6 
d6nombrable d'ensembles sommables 6taut un ensemble sommable, cela a 
bien un sens de poser le probl~me de la mesure seulement pour les ensembles 
mesurables. 

Si les E,, E~,... n'ont deux ~ deux aucun point commun, les points 
de E~ sont int~rieurs aux interv/dles ~'i de sorte que m (*¢'i)--m (Ei) est au 
plus ~gal h ss. Or r e ( E )  diff~re de 

de moins de 

done on a:  

m + m + m + . . .  

m (E) ~ m (E,) + m (E,) + . . .  

et la 33 'n~ condition du probl~me de la mesure est remplie. 
5. Le probl~me de la mesure est done possible pour les ensembles 

mesurables; et il n'admet qu'une seule solution, tar les raisonnements qui 
nous ont servi ~ d6finir les deux nombres me et mi, appliqu6s ~ un ensemble 
mesurable, ne font intervenir que des ensembles mesurables. 

I1 n'est nullement d6montr6 que le probl~me de la mesure soit impossible 
pour tes ensembles (s'il en existe) dont les mesures int6rieure et ext6rieure 
sont in6gales. Mats dans la suite nous ne reneontrerons que des ensembles 
mesurables. En effet les proe6d6s que nous emploierons pour d6finir un en- 
semble pourront toujours se ramener aux deux suivants. 

1. ° Fah'e la somme d'un hombre fini ou d'une infinit~ d6nombrable 
d'ensembles pr6e6demmen~ d6finis. 

2. 0 Consid6rer l'ensemble des points eommuns ~ un nombre tint ou une 
infinit6 d6nombrable d'ensembles donn6s; 

et ces deux proe~d6s appl.iqu6s 5~ des ensembles mesurables donnent des 
ensembles mesurables. Nous l'avons vu pour le premier, dgmontrons le pour 
le second. 
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Soient E, ,  E ~ . . .  les ensembles donnds; l'ensemble cherchd ei peut gtre 
ddfini comme ayant pour eompl6mentaire la somme des eompldmentaires de 
E, ,  E , . . . ,  ce qui d4montre la proposition. 

Soit el l'ensemble analogue h e,, relatif h la suite El,  E l , , . . . ;  l'en- 
semble somme des ei est form6 des points communs ~ tous les Ei ,  au moins 

partir d'une eertaine valeur de i, variable d'ailleurs d'un point ~ l 'autre;  
comme somme d'ensembles mesurables il est mesurable. 

Yoiei une autre application du 2 ~=~ proc6d6. Soit E, contenant E: ,  
E , - - E ,  est l'ensemble des points communs h E, et C (E,), done si E,  et 
E,  sont mesurables, E , - - E ,  l'est. D'ailleurs, puisque t'on a:  

E,  = (E, - -  E=) Jr- E,  

m (E, - E,) = m (E,) - -  m (E,) 

6. Puisque nous eonnaissons un ensemble mesurable, celui form~ de 
tous les points d'un intervalle, les deux proc6dd:s prdc6dents appliquds un 
nombre fini de lois nous permettent d'en ddfinir de nouveaux.. Ceux que t'on 
peut obtenir par cette m6thode et leurs compldmentaires sont ceux que 
M. ~ BOREL appelle mesurables (~) et que nous nommerons ensembles mesura- 
bles (B). Ils sont d6finis par une infinit6 ddnombrable de conditions, leur en- 
semble a la puissance du eontinu. Parmi ces ensembles il taut citer eeux qui 
sont des sommes d'intervalles et les ensembles fermds, c'est&-dire contenant 
leur deriv6 (#+), dont les compl6mentaires sont sommes d'intervalles. 

L'ensemble E form6 des points d'abcisses: 

a~ as as 
x=-a- + gi-k~ ÷ . . . ,  

oh les ai sont 6gaux g 0 ou 2, 6rant parfait est mesurabie (B). Son c o m -  

pld, mentaire est formd, d'un intervalle , - de longueur ~- ,  de deux in- 

tervalles ( 1 ,  _~), 

1 
les de longueur ~ ,  

-{-~-,  -g-+-- de longueur ~7'  de quatre interval- 

ere, donc a pour mesure 

~ + 2  -4- + . . . .  1 

(~) Legons sur la th~orie des fonctions, pages 4'6 £ 50. 
(~') Ce sont ces ensembles que ~[.~ JOP~DA.N appelle parfaits et M/BOREL relativ:ement 

parfaits. Un tel ~nsemble contient sa fronti6re (laquelle sera  d6finie plus loin). 
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et par suite E est de mesure nulle. E a la puissance du continu, done on 
peut former avec les points de E une infinit6 d'ensembles qui tous, ayant 
une mesure extdrieure nulle, sont mesurables. La puissance de l'ensemble de 
ces ensembles est celle de l'ensemble des ensembles de points; il existe done 
des ensembles mesurables qui ne sont pas mesurables (B), et la puissance de 
l'ensemble des ensembles mesurables est ceUe de l'ensemble des ensembles 
de points. 

7. Soit E un ensemble mesurable. Choisissons des nombres ~, ~ . . .  d6- 
croissant jusqu'h zdro. Oa peut enfermer E dans une infinit6 d6nombrabie 
d'intervalles ~ de mesure m ( E ) - ~ i .  L'ensemble E, des points qui font 
pattie ~t la lois des ensembles ~, ~ . . .  est mesurabte (B)~ it a pour mesure 
m (E)  et contieni E. L'ensemb]e E , -  E est de mesure nulle. On peat l'en- 
i~ermer dans des intervalles fi~, eontenus dans les ~-i et de mesure ~ .  L'en- 
semble e des points communs ~t tous les fli est mesurable (B) et de mesure 
nulle. L'ensembte E 2 = E , - - e  est done mesurable (B) et de mesure re(E);  
de sorte que tout ensemble mesurable est contenu dans un ensemble E, et 
contient un ensemble E~, E, et E~ dtant mesurables (B) et de mdme mesure. 
Les ensembles que nous appelons mesurables sont done ceux que les proe6dds 
de M. ~ BoaEI, permettent de mesurer: k condition de tenir compte des re. 
marques 6noncdes ~ la fin de la page 48 (*) (loe. cir.). 

D'une manibre analogue on d6montre que la mesure ext6rieure d'un en- 
semble E est la limite infdrieure des mesures des ensembles mesurables con- 
tenant E et qu'il existe effectivement un ensemble mesurable (B) contenant E 
et de mesure me(E). De mgme, mi(E) est la limite sup6rieure des mesures 
des ensembles mesurables contenus dans E et il existe effectivement un en- 
semble mesurable (B) contenu dans E ayant mi (E)  pour mesure. 

8. Dans son traitd d'&nalyse M. r JORDXN donne les ddfinitions sui.- 
vantes. Un point M est point intdrieur d'un ensemble E s'il est int6rieur 
un segment dont tous les  points sont points de E. La fronti~re de E est 
l'ensemble des points qui ne sont int6rieurs ni ~ E, ni h C(E). 

Divisons le segment A B qui porte E~ en intervatles partiels. Soit l la 
somme des longueurs de eeux de ces intervaltes dont tous les points sont in- 

(~) << Cepeadant, si un ensemble E contient tousles 616meats d'un ensemble mesura- 
ble El, de mesare ~1 nous poarrQns dire que l~ mesure de E est sup~rieure £ :% sans 
nous inqui~ter si E es~ mesur~ble ou non. Inversement~... Les roots sup6rieure et inf~- 
rieure n'excluent d'ailleurs p~s l'6g~lit¢ >>, 
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t~rieurs ~ E et L l a  somme des longueurs de eeux qui eontiennent des points 
de E ou de sa fronti~re. On dgmontre que, lorsque l'on fair verier d'une me- 
nitre queleonque la division de A B~ de fagon que le maximum de la lon- 
gueur des intervalles partiels t endevers  zgr% les deux nombres 1 et L ten- 
dent vers des llmites d~termin~es les dtendues int&'ieure et extdrieure de E. 
De cette dgfinition il rSsulte que l'6tendue extgrieure est au moins 6gale 
la mesure ext6riem:e et que l'~tendue int6rieure est au plus ~gale k ta me- 
sure intgrieure. IM. r JoRDA~ appelle mesurables les ensembles dent les deux 
gtendues extgrieu÷e et intgrieure sent ggates; ees ensembles qtte nous nom- 
merons mesurables (J) sent done mesurables au sens que nous evens adopt~ 
et les deux dgfinitions de 'la mesure concordent lorqu'elles sent toutes deux. 
applieables. 

On peut encore dire que l'4tendue intgrieure de E est la mesure de 
l'ensemble de ses points intgrieurs, lequet ensemble ~tant ouvert (*)~ c'est-b.- 
dire ne contenant aucun point de sa fronti~re, a pour compldmentaire un 
ensemble ferm6 et par suite est mesurable (B). L'4tendue extdrieure de E est 
la mesure de l'ensemble somme de E et de sa fronti~re~ lequ'el dtant ferm~ 
est mesurable (B). Done pour qu'un ensemble soit mesurable (J)  il faut et 
il sut~t que sa fronti~re soit de mesure nulle. 

Un ensemble fermi, ayant pour dtendue extgrieure sa mesure, s'il est 
de mesure nulle on peut affirmer qu'il est mesurable (J). En partieulier l'en- 
semble parfait d~fini au § 6 est mesurable ( J ) ;  il en est de m~me de tous 
ceux que l'on peut former avec ses points, donc l'ensemble des ensembles me- 
surables (J)  a mgme puissance que l'ensemble des ensembles de points, et il 
existe des ensembles mesurables ( J )  qui ne sent pas mesurables (B). 

9. Nous venons d'attaeher ~ eertains ensembles une mesure, il nous 
reste ~ recheI'eher comment on peut caleuler ce nombre. Cela d@end ~vi- 
demment de la manigre dent l'ensemble est donnd. 

Supposons qu'un intervalle quelconque (a, b) ~tant donnd~ on sache re- 
eonnaitre s'il existe dens (a~ b) des points de l'ensemble donng E ou de sa 
frontigr% et s'il y existe des points de C (E). Nous pourrons alors, par un hombre 
tint d'op~4rations, ealculer un nombre queleonque de termes des deux suites 
(que l'on peut supposer l'une dderoissante, l'autre eroissante) dent les limites 
son~ les ~tendues ext~rieure et intgrieure de E. L'habitude que nous avons 
de manier les s4ries conduit ~ consid~rer les ~itendues comme bien ddfinies. 

(*) Tousles  points d'un ~el ensemble son~ int~rieurs /~ l'ensemble. 
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On sait done calculer la mesure d'un ensemble mesurable (J)  et la eonsid6- 
ration simultande des deux suites permet d'avoir une limite sup6rieure de 
l'erreur commise en s'arr~tant ~t un terme quelconque. 

I1 est beaueoup plus difficile de ealculer m~(E) et mi(E) pour un en- 
semble quelconque. Ces nombres sont en effet d6finis par ]a consid6ration 
d'une infinit6 non d6nombrable de nombres; pour trouver une suite de hom- 
bres tendant vers m, (E) il faudrait considd, rer des divisions du segment A B 
portaat E~ en intervalles partiels qui d6pendraient de l'ensemble E. 

Si un ensemble est mesurable (B) et est d6fini h l'aide des deux op6- 
rations que nous avons indiqu6es ~ partir de suites d'intervalles, il est fa- 
cile de caleuler sa mesure en s'appuyant sur la 3 ~m' condition du probl~me 
de ]a mesure et sur cette propridt6: l'ensemble E des points communs ~t 
tous les ensembles mesurables E, E ~ . . .  qui sont te]s que chaeun contient 
tous ceux qui le suivent, est la limite infdrieure de la suite m (E,), m (E~)...  

En effet C(E) est la somme des ensembles, sans point eommun, deux 
deux, C(E,), [ C ( E ~ ) -  C(E,)],  [ C ( E 3 ) -  C ( E ~ ) ] . . .  

Done 

m [C (E)] = m [C (E,)] + m [C (E~) - -  C (E,)] + . . .  

et 
m ( E )  = m (E, )  + [m - -  m (E,)]  + . . .  

II .  LES ELEMENTS DE L~ENSEMBLE SONT LES POINTS D~UN PLAN. 

10. Les considdrations prgc6dentes s'dtendent sans peine aux ensem- 
bles dont les 616ments sont les points d'un espace ~ plusieurs dimensions; 
nous nous bornerons au cas du plan. 

En raisonnant comme au § 2 on volt que tout ensemble born6 de points 
sur une droite a une mesure superficielle nulle et que l'ensemble des points 
d'un carr6 ne peut avoir 0 pour mesure. Attribuons done arbitrairement 1 
pour mesure '~ un carr6 M N P  Q. 

Les raisonnements que l'on emploie en g6om6trie 616mentaire pour trou- 
vet l'aire d'un triangle, prouvent que la mesure de l'ensemble des points 
d'un triangle ne peut diff6rer de la moiti~ du produit des hombres qui me- 
surent son cbt6 et sa hauteur~ MN dtant l'unitd de longueur. 
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La mesure d'un triangle grant ainsi d6finie, il faut d6montrer que la 
mesure d'un triangle~ somme de triangles n'empidtant pas les uns sur les 
autres~ est la somme des mesures de ces triangles. 

Les raisonnements exposes par M. r HADAMAaD dans la note D de sa 
Gdomdtrie dldmentaire prouvent qu'il en est bien ainsi si les triangles com- 
posants sont en hombre tint. Le cas oil ils sent en nombre infini se traite 
par un raisonnement semblable ~t celui qui nous a ~t~ utile dans le eas des 
ensembles de points sur une droite (BoaEn, Thdorie des fonctions, page 42). 

11. Nous pouvons maintenant donner les d~finitions analogues ~. eelles 
d u § 3 .  

La mesure extgrieure me(E) d'un ensemble E est la limite inf~rieure 
de la somme des mesures des triangles (en nombre tint ou infini) dans les- 
quels on peut enfermer les points de E. 

E 6tant int6rieur h un triangle A B C, par d~finition 

C ~ e  (E) = (.4 B C).--  E. 

La mesure intgrieure de E sera, par d4finition 

m~ (E) = m (A B C) -- m~ [CABc (E)]. 

Un ensemble pour lequel les deux hombres ainsi d~finis sont 6gaux sera 
dit mesurable, et la valeur commune de ces hombres sera sa mesure. 

On d~montre comme au § 4 que le probl~me de la mesure est possible 
et n'admet qu'une solution quand on se borne aux ensembles mesurables; et 
que tes deux proe~dgs du § 5 appliquds ~ des ensembles mesurables donnent 
des ensembles mesurables. Ces deux proe~dgs, appliques un nombre tint de 
lois ~ des ensembles dont ehacun est formg des points d'un triangle, donnent 
tes ensembles plans que nous appellerons, ainsi que teurs compldmeniaires, 
ensembles mesurables (B). 

Soit un ensemble ouvert E, chacun de ses points M est intdrieur ~ E. 
Nous pouvons done '~ M faire correspondre uu carrd ayant M pour centre, 
de cbt4s parallSles ~ des directions rectangulaires donn~es, et d6fini comme 
dtant le plus grand donttous les points int~rieurs sont int~rieurs ~t E. E ~tant 
somme de ceux de ces carr~s qui correspondent aux points dont les deux 
coordonn6es sont rationnelles, est mesurable (B). 

Le compldmentaire d'un ensemble fermd est un ensemble ouvert, donc 
tout ensemble ferm~ est mesurable (B). 
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On d6finira les gtendues ext6rieure et int6rieure d'un ensemble comme 
dans le cas de la droite, une division de la portion de droite eontenant Fen- 
sembte en un nombre fini de segments ~tant remptac6e par une division en 
un nombre tint de earr6s de la portion de plan contenant t'ensemble. De ]~ la 
notion d'ensemble mesurable (J). 

Tous ces ensembles et tous ces nombres ont entre eux les m~mes rap- 
ports que les ensembles et les nombres de m~mes noms reneontr6s pr~c6dem- 
ment. 

III.  AmES (*). 

12. On sait que l'on appelle courbe plane l'ensemble des deux 6qua- 
tions 

x =  f(t), (!) 

f et ~ 6rant continues dans t'intervalle (a, b) t in t  oh elles sont d6finies. A 
chaque valeur de t on peut faire correspondre le point dont les coordonndes 
sont ]es valeurs eorrespondantes de x et y. Une courbe d6finit donc Un en- 
semble de points~ cet ensemble est parfait (**). Un point est dit multiple s'il 
correspond k plusieurs valeurs de t. Dans le cas d'une courbe sans point 
multiple la connaissanee de l'ensemble des points de la courbe suffit ~t la 
d6finir~ car on ne consid~re pas eomme diff6rentes la eourbe (1) et celles qu'on 
en d6duit en remplaeant t par une fonction ~(t) toujours croissante ou tou- 
jours d6eroissante. 

Une courbe est dire ferrule sans point multiple si elle n'a d'autre point 
multiple qu'un point double correspondant h t = a  et t = b .  On consid~re 
cette courbe comme ddfinie par l'ensembte de ses points. Une telle courbe 
6rant donn6e, on salt qu'elle divise le plan en deux r6gions l'une int6rieur% 
l'autre ext6rieure (***). 

Nous appellerons domaine l'ensemble des points ~ l'int6rieur d'une courbe 
ferm6e C sans point multiple. C est la fronti~re du domain% lequel est un 

(~) JOKDAN~ Tome I. --  J. HADAM&RD, Geom~trie El$mentaire. 
('~*) I1 n'en serait pas ainsi st, comme 'cel~ se pr6sente souvent en m6eanique, l'in~ 

~ervalle (a, b) ~ i t  infini. 
(**~) JORD.~N, Cours d'Analyse, 2~me Edition, Tome I, pages 90 £ 100. 
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ensemble ouvert. :Nbus dirons qu'un domaine D est somme des domaines 
D,, D,, . . .  en hombre tint ou non, si tout point de D appartient ~ un et un 
seul des Di, ou bien h ]'une au moins des fronti~res des Di.  

13. Nous nous proposons d'attacher h chaque domaine un nombre 1~o. 
sitif que nous appellerons son aire et satisfaisant aux conditions suivantes : 

I. ° Deux domaines dgaux ont m¢me aire. 
2. o L'aire' d'un domaine somme d'un hombre tint ou infini d'autres 

domaines est la somme des aires de ees domaines. 
C'est le probl~me des aires. 
Si ee probt~me est possibl% il l'est d'une infinit~ de mani~res et t'on peut 

attvibuer arbitrairement 1 pour aire h u n  earr~ M N P  Q. Les raisonne- 
ments eonnus de la g~om6trie ~l~mentaire prouvent que l'aire d'un rectangle 
ne peut diff~rer du produit des longueurs de ses cbt~s, M N  grant l'unit4 de 
longueur~ c'est-~t-dire de la mesure superfieielle du rectangle. 

Un domaine 6rant un ensemble ouvert est~ comme nous l'avons vu, somme 
d'une infinit~i d~nombrable de rectangles, dont on peut supposer qu'ils n'em- 
pi~tent pas les uns sur les autres; done son aire ne peut diff~rer de la somme 
des aires de ees rectangles, e'est-~-dire de la mesure superficie]te du domaine 
consid6r6 comme ensemble de points. 

Soient maintenant deux domaines D, et D.~ sans point commun, ayant 
en eommun un arc de fi'ontigre ~ fl, et un seul. Le domaine D --  somme de 
l'ensemble des points de D,~ de l'ensemble des poit~ts de D~, de l'ensemble 
des points de e/~ (autres que ~ et fl), ~ a pour mesure la somme des me- 
sures de ees trois ensembles, qui sent tons trois mesurables puisque les deux 
premiers sent ouverts et que le troisi6me est parfait, aux points a et fl prgs. 
Pour que la 2 ~ condition du probl~me des aires soit remplie il faut (tone 
que la mesure superfieielle de l'are ¢¢ fl soit nulle. 

Le probl~me des aires n'est donc possible que si l'on ne eonsid~re que 
les domaines dont la fronti~re est de mesure superficielle nulle. 

Nous appellerons ees domaines domaines quarrables et les courbes dont 
]a mesure superfieielle est nulle courbes quarrables. 

Soit un domaine quarrabte D, somme des domaines quarrables D,, D~.. .  
L'ensemble des points de D contient la somme des ensembles sans point com- 
mun deux ~t deux D,D~. . .  et eomme aucun des D~ n'a une mesure nulle 
ils forment au plus une infinitd dgnombrable. Les fronti~res ont une mesure 
superfieielle nulle, on peut les m!gliger dans le caleul de la mesure ou aire 
de D. 
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Le probl$me des aires est donc possible pour les domaines quarrables 
et il n'admet qu~une seule solution, si l'on fixe l'unitd d'aire. 

14. Nous allons supposer maintenant que la 2 ~me condition du pro- 
blame des aires est ainsi modifi6e : 

L'aire d'un domab~e somme de deux autres est la somme des aires de 
ces deux autres (*). 

En reprenant des raisonnements d6jh employ6s on verra que l'aire d'un 
domaine D est comprise entre les dtendues ini6rieure et ext6rieure de ee do- 
maine. De sorte que l'aire d'un domaine quarrable est encore bien d6termin6e. 

L'aire d'un domaine D non quarrable, limit6 par une courbe non quar- 
rable C est comprise entre les nombres m (D) et m (D)- l -m (C) (**). 

Montrons que le probl~me des aires ainsi pos6 est ind6termin6 pour les 
domaines non quarrables. Nous nous appuierons sur eette propri6t6: lorsque 
deux domaines D,~ D~ ont en commun un arc de fronti~re ¢¢/3~ on peut trouver 
un domaine D contenant ~ ~ (sans peut-~tre ~. et fl) et tel qu% ou bien tout 
point de D int6rieur h D, est intgrieur ~ D~ et inversement, ou bien tout 
point de D int6rieur ~ D, n'appartient pas k D, et inversement (***). Duns 
le premier cas nous dirons que D~ et D~ sont du m8me c6t6 de ~/3 et dans 
le second qu'ils sont de cbtds diff6rents. 

Soit un arc de courbe ~ fl, sans point multiple et non quarrable~ suppo- 
sons qu'il fasse partie de la frontibre d'an domaine A. Soit maintenant un 
domaine quelconque D limit6 par une courbe C. C et ~ # peuvent avoir des 
arcs en commun (nous n~gligeons les points communs~ s'il en existe, ne fai- 
sant pas partie de te]s arcs). Soit E l'ensemble de ceux de ces arcs le long 
desquels D e t a  sont d'un m8me c6t6 de ~ # et E, l'ensemble des arcs pour 
lesquels cela n'est pus. Choisissons arbitrairement, une lois pour routes, un 

(•) C'est ainsi que M/H&I)A.MXRD pose le probl6me des aires pour les polygones. (G~o- 
m~trie El~mentaire, Mote 1).) 

(~) I1 existe des courbes non quarrables puisqu'il existe des eourbes passan% par 
tons les points d'un carrd. Pour former une courbe non quarrable, sans point multiple 
il sufiit de modifier !dg6rement la mdthode qu'emploie M/ HILBERT pour ddfinir une courbe 
passant par tous ies points d'un earr6 (Mathematische Annalen, Bd. 38 ou PIC~mD, Trait~ 
d'Analyse, 22 Edition, Tome I). On remplacera ehacun des carr6s qui figure duns la d6- 
finition de M7 HIL:~ERT par un polygone int@ieur £ ce carr6, d'aire assez grande, choisi 
de fa¢on que les fronti6res de deux de ces polygones n'aient en commun que le sommet, 
s'il existe, par lequel la courbe passe, de l'un duns l'autre. 

( ~ )  La d6monstration n'offre aucune difficult6. 

Annali di Matematica. Serie III, tomo VH. 33 
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nombre e eompris entre 0 et 1. Nous attribuerons h D l 'aire:  

1 
m (D) -t- ~- m (V - -  E - -  E,) q- a m (E) -I- (1 --  6) m (E,). 

On d4montrera tr~s facilement que l'aire ainsi d~finie v~rifie la seconde 
condition du probl~me des aires, telle qu'elle a ~tg posde au ddbut de ce pa- 
ragraphe (*). 

En r6sum6 le probl~me des aires n'est h la lois possible et bien d6ter- 
min6 que pour les domaines quarrables. Dans la suite nous ne parlerons d'aire 
que dans le cas d'un domaine quarrable. 

Des raisonnements analogues aux pr6c6dents pourront ~tre fairs au sujet 
des volumes des domaines de l'espace ordinaire, et d'une far, on plus g6n6rale 
de l'dtendue d'un domain¢ d'un espace h un hombre quelconque de dimen- 
sions. 

C H A P I T R E  I I .  

lnt~grale.  

I .  INTEGRALE DEFIN1E DES FONCTION$ D~UNE VARIABLE. 

15. Au  point de rue g~om~trique le probl~me de l'int~gration peut se 
poser ainsi : 

~tant  donnde une courbe C par son dquation y = f (x) ( f  est une fonc- 
tion contin~te positive, les axes sont rectangulaires) trouver l'aire du domaine 
limild par un are de C, un segment de 0 x et deux parall~les ?t l'axe des y 
d'abeisses donndes a et b, (a < b ) .  

Cette a ire s'appelle l'int~grale d6finie de f prise entre les limites a e t  b, 

se repr~sente par . l :  f ( x )  d x. elle 

Arehim~de en quarraut un segment de parabole a r~solu un eas parti- 
culler de ee probl~me. La m4thode classique applicable a u e a s  gdn~ral con- 

(*) II faudra  pour  cela  s ' a p p u y e r  sue ce t te  propr i~ tS:  Si un domaine est  somme de 

deu:~ domaines  D,  et D~, D I et  D, 2 ont en commun ua arc  de feonti~re et  un seul, et  

aucun point  c o m m u a  ea  dehors  de ce t  arc.  
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siste essentiellement h ~valuer les ~tendues int6rieure et ext6rieure du do- 
maine h l'aide d'une division du plan en rectangles dont les cbt~s sont pa- 
rall~les h 0 x et 0 y. Pour avoir ces rectangles tracons d'abord des parall~les 

0y~ puts divisons les bandes obtenues par des segments para]l~les h 0 x~ 
d'ordonn~es variables d'une bande ~ l'autre. Si l'un R~ des rectangles R ainsi 
form,s dolt ~tre consid4r~" pour calculer l'une des ~tendues~ tousles rectan- 
gles R situ~s dans la m~.me bande et eompris entre R, et 0x doivent aussi 
~tre consid~r~s pour le ealcul de la m~me dtendue. Lea ~tendues sont done 
des limites de sommes d'aires de rectangles ayant ]eurs bases sur 0 x. 

Soient ~ ~ . . .  les Iongueurs de ces bases; m~, m~...~ M~ M~... lea 
valears inf~rieurea et supdrieures de f dans les intervalles correspondants. Si 
l'on suppose les d donn(!s~ c'est-~t-dire les parall~les h 0y  trac~es~ et si l'bn 
choisit les segments parall~les ii 0 x de mani~re h obtenir les valeurs les plus 
approeh~!es possibles pour les 6tendues~ on obtiendra pour ces valeurs appro- 
ehdes : 

Ainsi on sait caiculer les deux ~tendues du domaine; on ddmontre qu'elles 
sont ~gales~ le probl~me que nous nous sommes posg a done un sens et nous 
savons le r~soudre. 

Relativement aux fonctions f born~es queleonques M. r DARBOUX a d~- 
montr~ (*) que les deux sommes s et S tendent vers des limites parfaitement 
d~termin~es; on lea appelle intdgrales par ddfaut et par execs. Lorsque ces 
deux int~grales sont ~gales~ et eela se pr4sente pour d'autres fonctions que 
lea fonetions continues, la fonetion est dite intdgrable et la limite commune 
de s e t  S est appel~e depuis Rx~A~s (**) l'intdgrale ddfinie de f prise entre 
a etb. 

16. Pour interprgter g(!om~triquement ces nombres~ attachons ~t route 
fonction f positive &ifinie dana (a, b) l'ensemble E des points dont les eoor- 
donn(!es w!rifient b. la lois les deux in~g,alit~!s 

a ~ x ~ b  O ~ y ~ f ( y ) .  

(r) DArtBoux~ M~moire sur les fonctions discontinues. Annales de l'Ecole Normale, 
1875. 

(*~) Rm,~IA~N, Sur la possibilit~ de representer une fonction par une s~rie trigona- 
mbtriftue. 
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Les deux sommes s e t  S sont ~videmment des valeurs approeh~es des 
dtendues int6rieure et ext(!rieure de E et par suite s e t  S ont des limites bien 
d6termindes: ees ~tendues. Ainsi~ au point de rue g6om6triqu% l'existenee des 
intdgrales par d~faut et par execs est une eonsgquence de l'existenee des 
~itendues intdrieure et ext~rieure d'un ensemble b o r n & -  Pour qu e la fonc- 
tion f soit int4grable il faut et il suffit que E soit mesurable (J) ;  la mesure 
de E est l'int6grale. 

Si la fonction f est de signe queleonque, nous lui raisons correspondre 
l'ensemble E des points dont les coordonn6es v6rifient les trois indgalitds 

- - - 2  

a ~ x -~ b x f (x) ~ 0 0 -~ y~ ~ f (x). 

L'ensemble E est somme de deux ensembles E, at E~ formds des points 
ordonn6es positives pour E, et ndgatives pour E~ (*). L'int6grale par dd- 

faut est l'6tendue intdrieure de Et moins l'dtendue extfirieure de E~; l'intd- 
grale par execs est l'dtendue ext6rieure de E, moins l'dtendue intdrieure de 
E2. Si E est mesurable (J) (auquel cas E~ et E~ le sont) la fonction est 
int4grable, l'intdgrale 6rant m (E~)--m (E 0. 

17. Ces r~sultats sugg~rent imm6diatement la gdn(!ralisation suivante: 
si l'ensemble E est mesurable, (auquel cas Ei et E~ le son 0 nous appetlerons 
intdgrale ddfinie de f, prise entre a e t  b~ la quantitd 

m (E,) -- m (E,). 

Les fonctions f correspondantes seront dites sommables. 
Relativement aux fonctions non .sommables, s'il en existe, nous d~finirons 

tes int6grales infdrieure et supdrieure eomme 6gales 

m~ (E,) -- m, (E,) me (E,) -- mi (EQ. 

Ces deux nombres sont compris entre les int~grales par d~faut et par 
execs. 

18. :Nous allons ddfinir analytiquement les fonctions sommables. 
Puisque E est mesurable il est contenu dans un ensemble E'  et contient 

un ensemble E ' ,  E ' e t  E "  dtant mesurables (B) et de mesure m (E)~ § 7. 
D'ailleurs les raisonnements qui nous ont donnd ce rdsultat prouvent que t'on 
peut supposer E ' e t  E "  form6s de segments parall~les i~ 0y  et ayant teurs 
pieds sur 0 x, e'est-~.-dire correspondant ~ deux fonctions ]~ et f~ (f, ~-f~). 

(*) I1 importe pou de eonsid~rer tes points de l'axe des x comme faisant partie de E I 
ou de E 2. 
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Soient e, e', e" les ensembles formds de eeux des points de E~ E',  E"  
dont les ordonndes sont plus grandes qu'un nombre donn6 m ::> 0; e~ e', e" 
sont mesurables et de m~me mesure. Solent s~ s'~ s" les sections de ces en- 
sembles par la droite y = m + h; s' et s" sont mesurables (B) lin6airement~ et 
m (s')~ m (s") ne d6eroissent pas quand h tend vers z6ro; soient S'~ S" leurs 
limites. Montrons qu'elles sont 6gales. - -  En effet, s'il en ~!tait autrement 
pour h assez petit on aurait toujours 

m (s') ~_ m (s") + ~. 

Et l'on peut trouver ht et h~, hi < h~, assez petits pour que 

$ 

~, [s' ~hi)] ~ ~n Is' ~L)] ~- m [s" (hi)] + ~ .  

Soient e '~  e"t les points 
on a :  

Done 

de e ' e t  e" compris entre y-----h~ et y ~ h ~  

m (e',) _~ (h~ - -  h,). m [s' (h~)] 

,n (e",)_~ t h , -  hi) .  m [s" (h,)]. 

$ 
m (e',) ~" m (e",) + (h~ - -  h,) ¥ 

ce qui est impossible car e', e t e " ,  doivent avoir la mOne mesure. 
Done s' et s" ont m~me mesure lindaire et par suite s est mesurable; 

c'est-k-dire que l'cnsemble des valeurs de x pour lesquelles f (x)  est sup# 
rieure ~t m > 0 est mesurable. De m~me l'ensemble des valeurs de x pour les- 
queUes f (x) est infdrieure ~t m < 0 est mesurable. 

De l~ r6sulte que l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f (x )  est in- 
f~rieure ou 6gale ~ m ~> 0 (sup6rieure ou 6gale ~a m < 0) est mesurable; done 
que l'en~emble des points pour lesquels on a soit a ~_ f (x )  > b >  0, soit 
0 > c > f(x)  ~_ d, soit e ~ f (x)  ~ g (e g < O) est mesurable ; et en faisant 
tendre b vers a, ou d v e r s  c~ ou e et g vers 0 ou volt que t'ensemble des 
points pour lesquels y a une valeur donnge est mesurable. En r~sumd~ sans 
qu'il soit n6cessaire de s'occuper des signes de a et b~ si f est sommable~ 
l'ensemble des valeurs de x pour lesqueUes on a:  

est mesurable, 
a > f (x )  > b 
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19. R6ciproquement : si quels que soient a et b Pensemble des valeurs 
de x pour tesquelles on a a :> f (x) ~ b e s t  mesurabl G e t  si la fonction f (x) 
est bornde, elle est sommable. 

En offer, divisons l'intervalle de variation de f (x ) ;  soient ao, ai, a~ . . .  a,t 
les points de division. Soit el (i = 0~ 1,. . .  n) l'ensemble des valeurs de x pour 
lesquettes f (x) = a i .  

Soit e'i (i = O, 1, 2 , . . .  n --  1) l'ensemble des valeurs de ~,' pour lesquel- 
los al < f (x) < ai+,. 

Los points de l'ensemble E attach6 b~ f (x), correspondant aux valeurs 
de x qui appartiennent ~ el forment un ensemble mesurable dans le plan et 
de mesure la i J .  ml(ei), (ml(ei) d&ignant une mesure lindaire). 

Los points de E qui correspondent ~ ceux de e i  forment un ensemble 
contenant un ensemble mesurable de mesure la i l .ml(e ' i )~ et contenu dans 
un ensemble mesurable de mesure Iai+~ t mt(e'i). 

E contient done un ensemble de mesure 

~J ai ] ml (ei) -1- Z I ai-, I mt (e'i) 
0 1 

et est contenu dans un ensemble do mesure 
~b n 

I ai[ rat (ei) + ~_~ J alJml (e'i). 
o 1 

Cos deux mesures different de moins de (a,~--ao)~. en appelant ~ le 
maximum de a i ~ a i - , ,  done on pout los rendre aussi voisines que l'on veut 
et E est mesurabte, done f sommable. 

De plus on salt caleuler la mesure de E ;  done, si f est positive l'intd- 
grale est la limite commune des deux sommes 

z---- ~ a i m , ( e i ) +  ~ a i - , . m , ( e ' i ) ,  Z=%aimt(ei)-~-o %aimt(e' i)  

lorsque a i - , -  ai tend vers zdro. 
0r'.si f n'est pas toujours positive la limite de la somme de ceux des 

termes de a ou ,X qui sont positifs donne la mesure de l'ensembte que nous 
avons appel~ E, § 16, et ]a limite de la somme des termes n6gatifs donne 
- - m  (E~), done dans tous les cas , et X ddfinissent l'intdgrale. 

20. I1 n'est pe,tt-Stre pas inutile de montrer que des raisonnements 
analytiques auraient pu nous eonduire k ta consideration des fonctions som- 
mables et de ce que nous venons d'appeler leurs int~grales. 
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Soit use fonction continue toujours croissante f(z) d~finie entre ~ et fl 
(~ </3) et variant entre a e t  b (a <b) .  Prenons arbitrairement pour x les 
valeurs 

auxquelles correspondent, pour f@) les valeurs 

a0 = a < a, < a ~ . . .  < a,, ----- b. 

L'int6grale ddfinie, au sens ordinaire du mot, est la limite commune des 
deux sommes 

~t, 7l 

Z x. , )  ..v ( x i -  xi-,) ai 
1 1 

quand le maximum de x i - -x i - ,  tend vers zdro. 
Mais xi est donn~ s i a i  l'est, et x i - - x i - ,  tend vers z@o s i a l - -  as-, 

1 mtegrale d'une fonction continue crois- tend vers z&'o. Donc pour ddfinir '" " / 
sante f ( x )  on peut se donner les ai ,  c'est-~t-dire la division de l'intervalle 
de variation de f ( x ) ,  au lieu de se donner les xi,  c'est-h-dire la division de 
l'intervaUe de variation de x. 

En cherchant '~ opdrer de mSme, d'abord dans le cas simple des lone- 
tions continues variables dans tout intervalle, et n'ayant qu'un nombre fini 
de maxima et minima, puis dans le cas d'une fonction continue queleonque 
on est facilement conduit h cette propri6t~. Soit une fonction continue f ( x )  
d4finie dans (~, t3) et variant entre a et b, (a <b) .  Choisissons arbitraire- 
ment 

a----- ao < a ,  < a ~ . . .  <:an ~ b ; 

f (x)  ---- ai pour les points d'un ensemble fermd el, (i ~ 0, 1... n); ai.<:-, f@) < ai ~, 
pour les points d'un ensemble, somme d'intervalles, e'i, (i----0, 1, 2 . . . ,  n ~ l ) ;  
les ensembles ei et e'i sont mesurables. 

Les deux quantit(~s 

= £ ~ e' " " ai m (el) N t- a i m  ( i ) ,  Z = ~ a i m  (el) + ~ ai+, m (e'i) 
o o 1 

,b 
tendent vers !a f ( x ) d x  quand le sombre des al augmente de facon que le 

maximum de a i ~ a i - ,  tende vers zgro. 
Cette propridt~ obtenue, on peut ]a prendre pour ddfinition de l'int6grale 

de f (x) .  Mais les deux quantitds ~ e t  Y. ont un sens pour d'autres fonetions 
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que les fonctions continues, ce sont les fonctions sommables. :bTous allons dd- 
montrer que pour ces fonctions ~" et ~ ont une mgme limite ind(~pendante du 
choix des ai; cette limite sera, par d6finition, l'int6grale de f(x) prise entre a et :5. 

Lorsque, entre les a~, on introduit de nouveaux points de division, o- ne 
d(~croit pas, :~ ne croft pus, done ~ et ~ ont des limites. Elles sont dgales, 
car " ~ -  ~ est au plus figal ~ ( / ~ -  ~) multiplid par le maximum de (a~--ai_~). 

Soit maintenant un autre mode de division de la variation de f(x)  ~t 
l'aide de points bi et soient ~' et ~' les valeurs correspondantes de ~- et 2;. 
Soient ~" et Y' les valeurs correspondant au mode de division dans lequel 
on emploie ~ la lois les a~ et b~. Les deux s~ries d'in~galit~s 

a ' ' ~ z  'r L Z  ' r - I Z  

prouvent que les six sommes ~-, :'~ ~-"~ Z~ Z'~ 2', ont la m~me limite. 
L'existence de l'int~grale est done d~montrde. Si l'on adopte cette mg- 

thode d'exposition: d'ailleurs peu diff~rente de la pr~c4dente, il n'est pus ~v]- 
dent que la ddfinition de l'intdgrale telle que l'a donnde R~E~A~ n'est jamais 
en d~saccord avecla pr(~c(~dente. Pour ]e d~montrer nous nous appuierons sur 
ee fair: Les points de discontinuit~ d'une fonction intdgrable forment un en- 
semble de mesure nulle (*). - -  Soit f (x)  une fonction intggrable et soit E 
l'ensemble des points pour lesquels on a 

a ___~ f (x) b 

a et b dtant deux nombres quelconques. Les points limltes de E qui ne font 
pas partie de E sont des points de discontinuitY; ils forment done un en- 
semble e de mesure nulle. E +  e grant ferm5 est mesurabl% e est mesurable~ 
done E l'est. Cela suffit pout" qu'on en conclut que f est sommable. 

Si dans un intervalte de long ueur l~ le maximum de f e s t  M et le mini- 
mum m, l'intdgrale (au sens que nous avons donn~ ~t ce mot) est comprise entre 
1M et lm. De plus si a,, a~,.. ,  an sont des nombres croissants, on a: 

a s  a:i a ~, a ~, 

f+f+ +f--; 
(les int~grales ayant le sens que nous avons adoptS). 

(e) RIE.',L~.NN 6nonce cette propvi6t6 de la fa,;on suivante: Pour qu'une fonction soit 
int6grable il faut que << la somme totale des intevvalles, pour lesquels les oscillations 
son~ plus grandes que ~, quel que soit ~, puisse ~tre rendue infiniment petite)). 
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De lh rdsulte que, l'intdgrale d'une fonction sommable est comprise entre 
les int@rales par ddfaut et par execs, et en particulier que les deux d6fini- 
tions de l'int6grale concordent lorsqu'elles sont routes deux applicables. 

21. L'iut6grale ~rise entre les limites a et b n'a ~td d6finie que si a 
est inf~rieur i~ b~ nous eompl~terons la d~finition par l'identitd 

b (t 

a b 

De li~ r~sulte que l'on a:  
1~ c 1 l 

a b k a 

et cela quels que soient a, b . . .  1. 
Nous aurons aussi besoin de la notion d>int@rale d'une fonetion f d~- 

finie seulement pour les points d'un ensemble E t*). Soit un segment A B 
contenant E, ddfinissons une fonction ~ comme @ale h f pour les points de E 
et K 0 pour les points de C.4B(E). L'int@rale de f prise darts E est, par 
d~finition, l'int~grale de ? prise dans A B. II est dvident que l'int@rale de f 
ainsi d~finie ne depend pas du ehoix du segment A B contenant E. 

Si E est somme de E,~ E , . . . ,  tous ees ensembles 6tant mesurables et 
sans point commun deux ~ deux~ et si la fonction f est sommable darts E, 
on a:  

E E1 

Remarquons encore que l'on peut ddfinir l'int6grale inf6rleure d'une fonc- 
tion f comme la limite sup~rieure des int(~grales des fonctions ~ sommables 
non sup~rieures h f; il existe une de ces fonetions ~f dont l'int~grale est ~igale 

t'int6grate infdrieure de f. On gnoncerait une propri~td analogue pour l'in- 
t~grale sup6rieure. 

22. Nous allons maintenant montrer que les op4rations arithmgtiques 
616mentaires appliqu6es ~ des fonetions sommables donnent des fonetions som- 
mables. 

(*) On anrait pu d'abord d~finir les fonctions sommables dans E, puis leurs intdgrales 
£ l'aide des m6mes ddfinitions que pr~c~demment, A condition de faire abstraction de tous 
les points qui n'appartierinent pas A E. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIL 34 
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done 

Soient f et ¢f deux fonctions sommables qui restent comprises entre m 
et 114". Partageons l'intervalle (m, 111); soient les points de division 

mo --= m < m, < m , . . .  < m,, ----- M. 

8oit e l ( i=  1, 2 . . .  n) t'ensemble des valeurs de z pour lesquelles on 
a : rot-, < f - ~  ml, soit e'~ t'ensemble eorrespondant pour ~. 

Soit e;j l'ensemble des points eommuns i~ ei et e), pour les points de eet 
ensemble on a :  

.mi-, + mj_, < f- t-  ~ ~ mi -t- 1"~ ; 

e 0 e ' j ,  e q s o n t  mesurabIes.  

Soient a et b d'eux nombces donnds. Soit E l'ensembie somme de ceux 
des el,/ dont tous les points sont eompris entre a e t  b. E est mesurable. 

Augmentons ind6finiment le hombre des mi de fa(~on que le maximum 
de m l - - m i - ,  tende vers z&o. blous aurons une suite infinie d'ensembles E 
dont la somm% qui est mesurabte, est l'ensemble de valeurs de x pour 
lesquelles on a :  

a < f + ~ < b  
done f - t -~  est sommable. 

L'int@rale de f e s t  la somme des intdgrales de f prises dans les en- 
sembles eft, done on a :  

4 

X m (eli) m i ,  f (x) d x < m (eq) ~?,i . 

De mgme 

m (eo.) mj-, < f ~  (x) d x < Z m (%.) mj. 

Et, en raisonnant de m~me pour la fonetion f ~  ~, 

m (eo) (mz_, -J- mj_ ,) <j(f + ?) d z < x m (%.) (mi + mj). y. 

De lh r~sulte que: 

, - - f f d x  , j ; ~ d x  t < ~ : m  (e;;) (,,~ -4- ,nj - -  m , . . , -  m/-,) 

j(r + 

(*) L'iatroductioa des notions d'intdgrales inf6rieure et extdrieure aurait permis de 
se borner g 1~ 2 ~me partie du raisonnement pr4cddent, 
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Cette [;rgpridt6 se g~n~ralise imm6diatement~ de sorte clue: ta somme 
d'un hombre quelconque de fonctions sommablea est une [onction sommable et 
l'intdgrale est la somme des intdgralea. 

On d~montrera de m~me que te produit de deux fonctions sommables 
est une fonction sommable; que l'inverse ~l'une fonction sommable f vdrifiant 
l'indgalitd 

o < m < l  f l <  M 

eat une fol~etio~ sommable; que lu raei~e m i~'''~ arithmdti~tue d'une [one- 
tion f aommuble, pour laquelle eette raei'ne existe, eat sommabie ; que s i f  et 
sent deux fonetions sommables, telles que f(~) air un sens, la fonetion f(~) 
est sommable ; de m~me f ? eat sommable si f et ~ le sent, etc. 

Une proposition plus importante est la suivante : Si une fonetion f bornge 
eat la timite d'une Suite de fonetions f~ sommables, f eat sommable. 

En effet soit e~ l'ensemble des valeurs pour lesquelles f~ est comprise entre 
a et b. L'ensemble e des points eommuns ~ tousles  e~, au moins k partir 
d'une eertaine valeur de i, est l'onsemble des valeurs de x pour lesquelles 
f e s t  comprise entre a e t  b. Or les el 6rant mesurabtes e t'est, done f e s t  
sommable. 

23. Les propositions que nous venons d'obtenir permettent de d~finir 
une classe importante de fonctions sommables. 

:Nous nous appuierons sur ca fair que y ~-h  et y ~ x sent des fonetions 
sommables; alors k x ~ est sommable et tout polynome est sommable. 

Depuis W~IERSTaASS on salt que route fonction continue est ]a limite 
d'une suite de polynomes~ done les fonctions continues sent sommables. Mais 
il existe des fonctions autres que les fonctions continues qui sent timites d e  
polynomes, ce sent les fonctions qu'a 6tudiges M. ~ BAm~. et qu'il a appeldes 
fonctions de premiere classe. (Sur les fonctions de variables rdetlea~ Annali 
di Matematica, 1899.) Les fonetions de premiere classe sent done sommables. 
Les limites de fonetions de premiere classe ou fonctions de seconde classe 
sent sommabtes, etc. Toutes les fonctions de l'ensemble que M. ~ BAmE dg- 
signe par E (page 70, loc. tit.) sent sommables. 

Ces r~sultats nous fournissent de nombreux exemptes de fonctions som- 
mables, discontinues et non int~grables (au sens de RIEMA~). On peut d'ail- 
leurs obtenir de tels exemples de la racoon s u i v a n t e . -  Le raisonnement qui 
nous a permis au paragraphe 20 de d~montrer que toute fonction int~grable 
est sommable prouve que: Si, en faisant abstraction d'un ensemble de mesure 
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nulle, il reste un ensemble en chaque point duquet une fonctioa est continue, 
cette fonetion est sommable. Donc si f et ~ sent deux fonctions continues, 
la fonction F~ d6finie comme dgale 
mesure nulle, pour lesquels on a 

F 

f sauf aux points d'un ensemble E de 

= f +  , ,  

est sommable. Or si ~ n'est jamais nulle et si E est dense dans tout inter- 
valley tousles  points sent points de discontinuit6 pour F qui n'est donc pas 
int6grable (au sens de Rm~AI~I~). 

Ce proe6d6 nous peI~met de construire des fonetions sommables formant 
un ensemble dent la puissance es~ ~gale ~ ce]le de l'ensemble des fonetions. 

24. La m~thode g~om6trique qui nous a servie au d6but de ce cha- 
pitre, ~tant bas~e sur la notion de mesure d'un ensemble born6, ne s'appli- 
quait qu'aux fonctions born6es (*). Au contraire la m6thode ana]ytique in- 
diqude au § 20 s'applique 1)resque sans modification h des f oncti0!~s non li- 
mit6es sup6rieurement en "~aleur absolue. 

Une fonction sera dire sommable si, ~uels que soient a e t  b, l'ensemble 
des valeurs de x pour lesquelles on a 

a < f (x) < b 

est mesurable. :Nous distinguerons les fonctions sommables borndes, celles dent 
nous nous sommes oecup6s, jusqu'~ pr4sent~ et ]es f0ncfions sommables non 
borndes. 

Soit f(x) une fonetion sommable. Choisissons des nombres 

. . .  <~m-~ <~ m-t ~mo ~ m ~ m ~  ~ . . .  

variant depuis ~¢x~ jusqu'b. -{ -~  et tets que m i - - m i - ,  soit limit6 supd- 
rieurement en valeur absolue. Soit toujours ei ]'ensemble des valeurs de x 
pour lesquetles f (x)  6gale mi e~ e'i l'ensemble des valeurs de x pour les- 
quelles 

< f (x) < mi÷, . 

Consid6rons les deux sommes 

a-~ -Zmi .m(e i )+Zmi .m(e '~ ) ,  X=Zm~.m(e~)-+-Zm~,m(e ' i )  

dans lesquelles les signes Z reprdsentent des sommes de deux s6ries l'une k 

(~) Ii n'y aur~i~ d'ailleurs auoune difficult6 5, poser le probl6me de la mesure des 
ensembles de points pour tousles ensembles, born6s ou non. 
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terrors positifs, l 'autre .k termes n6gatifs. Ces s~ries peuvent ~tre convergentes 
ou divergentes;  si celles qui figurent dans a sont convergentes~ c'est-h-dire 
si q a u n  sens~ ~ a un sens et inversement i et il en est de m~me quels que 
soient les m i  ehoisis. 

En  raisonnant comme au paragraphe 20 on verra que les deux s~)mmes 
et ~2 tendent vers la m~me limite~ indCpendante des mi choisis~ quand on aug-  
mente le hombre des mi de fagon que le maximum de m ~ -  m~_~ trade vers 
z~ro~ ~ Cette timite est  r int¢grale.  

Aver  cette extension du seas des mots fonctio~ sommable et intdyrale~ 
t ous l e s  Cnonc(~s donn6s pr~c~demment restent exacts (*). Mais il faut se rap- 
peter qu 'une fonction sommable non born~e n'a paw n6cessairement une in-  
t¢grale (**). 

25. Le calcul de l ' int~grale d 'une fonction donner pr~sente les m~mes 
diffieult~s que le calcul de la mesure d'un ensemble donne. 

La plupart  des fonetions discontinues que l 'on a consid¢r~es jusqu'?~ pr4- 
sent en Analyse ~taient d¢finies h l 'aide de s~ries~ il y a done intdr~t k con- 
nai t re  le th~or~me suivant. 

Si une suite de fonctions sommables~ ayant des intdgrales f,~ f~ f~... 
aune  limite f et si l f - -  f,~[ re stei quel que soit n,. infdrieure h un hombre 
fixe M, f a un'e in[dgraIe qui ~st la~timile des intdgrales des fonctions fn(***). 

En  effet on a:  

f = f .  ÷ ( f  - -  

Les deux fonotions du second membre ayant  des int~grales i] e n e s t  
de m~me de f et l ' intdgrale de f est la somme des intggra|es de f~, et f - -  fn. 
Cherchons une limite sup~rieure de cette seconde int~grale. 

Cboisissons arbitrairement un nombre positif 5. Solt e,~ l 'ensemble des 
valeurs de x pour lesquelles ~on n 'a  pas, pour  route ~aleur positive ou nutle 

(*) Lo premier des ~none6s du § 22 demande eependan~ quelques explications. Si [ 
et ~ soar sommables f + .~ l'est et l'on a, bien f (f + ?) :z f f + .f ~. s i f  f e~ f.:? oat un sens; 
mais f ( f +  ~) peut avoir un seas sans qu'il en soit de m~lne de f r e t  de f ¢. 

(~*) I1 resterait £ examiner ]e eas oh f devient infinie pour ee'rtaines valdurs de 5/. 
Si ees valeurs sont en nombre fini il suffit de d~llnir l'intSgrale en faisant abstraction: des 
valeurs qui readent f iafinie, pour que les 6nonces ordinaires ne soient pus changes. 

(~.e~) Le eas particufier le plus int6ressant de ee th~or~me, eelui off f e~ tes f/soar 
des i'ouetiolls eoatinues, a d~j£ ~t~ obtenu, ~ l'aide de considerations routes diff~rentes par 
3I/ OSGOOD duns son MSmoire sur la convergence non uniforme (American Journal, 1894). 



260 Lebesgue: 

de p 

f - -  f,, p 
e,t est mesurable. 

Soit E t'ensemble mesurable dans lequel on prend les int4grales, on a: 

I f( f-  f,,)dx M . m  (en)+e [m ( E ) -  m (e,,)]. 

Or chaque ensemble ¢n coutient tousles ensembles dent les indices sont 
phls grands et il n'exi~te aucun point commun h la ibis ~ tousles e,,. Donc 

re(e, 0 tend vers zdro avec 1 et pat' suite il en de m6mc de 

Lorsque f est bol'n4e ia proposition peut s'4noncer ainsi: Lorsqu'une 
suite f , / ~ . . ,  de fonctions sommables, iimit4es supdrieurement en valeur ab- 
solue dans leur ensembl% a une limite f l'int@rale de f es~ la limite des 
int6grales des fonetions f,~. 

Voiei une autre forme de l'dnone4 relafif au eas g4ndral: 
Lorsque l'ensemble des testes d'une sdrie convergente de fonctious ayant 

des intdgrales est limitd supdrieurement en valeur absolue, la sdrie est intd- 
grable terme ~ terme. 

Comme cas tr~s parficulier on a l e  th4or~me sur l'intdgration des sdries 
uniibrmdment convergentes. 

I I ,  ~NTEGRALE$ INDEFINIE$ ET FONCTIONS PRIMITIVES 

DES FONCTI01~S D~UNE VARIABLE. 

26. On appelle int4grale inddfinie d'une fonction f(x)~ ayant une in- 
tSgrale d6finie dans un intervalle (% ~), une fonction F (x) d4finie dans (:~ ~) 
et telle que, quels que soient a et b compris entre ~ et ~, on ait :  

b 

d x = B ( b )  - F ( . ) .  
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De cette dgalit~ on tire:  
off 

r (x) (xi d x + F (,0. 
f¢ 

Donc :toute fonetion ayant une int6grale d6finie admet une infinitd d'in, 
tdgrales ind~finies qui ne diffbA~ent que par une eonsfante F(a). 

L'inldgrale inddfinie est une /bnction continue (*)~ cela est ~vident si la 
fonction f(:c) est born~e. Pour le d6montrer clans ]e cas ggn6ral reprenons ]es 
notations ,tu paragraphe 24; a 4tant arbitrairement choisi il faut d~montrer 
que d~s que h est inf~rieur en valeur absolue ~ une certaiiae quantit6 on a:  

a+h 

tJ 
a 

:Nous allons, pour simplifier, supposer h positif. 
I1 existe au plus une in~nit~ dgnombrable de hombres m,. tels que les 

ensembles e~ correspondants aient une mesure non nutle~ on pourra donc sup- 
poser que les m; n'ont pas dt6 pris parmi ees va]eurs exeeptionnelles~ c'est- 
b.-dire que nous ferons m (e i )=  0~ ce qui simplifie les sommes ~- et L 

Ators si l'on suppose m o =  0 (**)~ on peut dcrire 

a+h 

g 

en d~signant par e'~(h) la portion de e'~ comprise entre a et a - t -h .  Consi. 
dgrons un syst~me fixe de nombres m:. Les deux S~ries du second membre 
ne varierout que si h varie et l'on peut supposer h assez petit pour que la 
valeur absolue d'ufi nombre fini queleonque de termes du second raembre 
soit aussi petite que l'on veut. Done on peut prendre h assez petit que les 
deux s6ries du second membr% qui sont l'une ~ termes positifs~ rautre ~ 
termes n@atifs, soient aussi petites que l'on veut en valeur al)solue. 

('~) 0a peut aussi ajouf, er qu'elle a uae variation borude; retie variation dtant~ au plu s 
@ale £ f l/(x) i dx. La d~moastration eat la m~me que celle qu~emploie M. ~ JORDAN, Cours 
d Analyse § 8I. Ceei explique lea r6sultaLs obtenus plus loin (§§30, 31, 32). 

(~) _klora e 0 ne sera peut-~tre pus de mesure nulie, mais eeta n'a pus d'importance 
pour la suite. 
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Mats pour passer h la limite il faut, entre les m~ choisis, introduire de 
nouveaux nombres; eette op6ration fait diminuer, en valeur absolue, les deux 

a+h 

s~ries du second membre; done il est bien d~montr~ que | f (x) d x peut ~tre 
a 

rendue aussi petite que l'on veut. L'  intdgrale ind~finie est done bien une fonc- 
tion continue. 

27. Si M e t  m sont les maximum et minimum de f (z) dans (a~ a -1- h) 
o n  a :  

d'oh 

,~ h < f f (x)  d x < M h: 

m < ~ (~ ÷ h) -- F (a) 
h < M  

done pour x-----a, si f(x) est continue en ee point~ F (x )  a une ddriv6e 
dgale h f(a). 

Si f (x )  est continue pour route valeur de x~ F ( x )  est l'une queleonque 
des fonctions qui admeltent pour ddriv~e [ (x)~ c'est-h-dire l'une des fonctions 
primitives de f (x). 

kinsi  dans le Gas de~ fonctions continues il y a identit~ entre la recher- 
che des fonctions primitives et ]a recherche des int6grales ind6finies d'une 
fonction donn~e. Ce r6sultat bien connu est encore vrai lorsqu'il s 'agit d'une 
fonction ddriv~e int~grable au sens de RIr~MA~ (*). Mats il existe des fonctions 
d@iv6es qui ne sont pas int~grables au sens de RmMXNS(**); une de ees 
fonctions 6rant donn~e on ne peut pas eaieuler ses fonetions primitives it l'aide 
de l'int(~gration~ au sens de RIEMANS. 

:NOUS allons voir que  toute fonction d~riv~e born~e admet une intdgrale 
ind~finie qui est une de ses fonctions primitives; nous saurons done caleuler 
la loner;on primitiv% si elle existe, d'une fonction bornde donnde. 

Relativement aux fonctions d4riv~es non born~es~ nous ddmontrerons qu e 
si elles admettent des intSgra|es il y a identit~ entre leurs fonctions primi- 
tives et leurs int4grales ind~finies. 

(*) Voir DXaeOLTX, M~mob'e sur tes fonetions discontinues. 
(**) M. r VOLTERrCA a le premier donnd effectivement un exemple de ces fonctions (Gior. 

nale de Battaglini, t. X[X, 1881). Cet exemple est reproduit plus loin. 
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28. La d(!riv~e d'une fonetion f(x) est ]a limite quand h tend vers 
z6ro de l'expression : 

f (z + h) - -  f 
1, = ( x )  

taquelie, h 6rant fixe~ repr6se~te une fonetion continue; done la d6riv6e est 
limite de fonctions continues, elle est sommable. 

Supposons que la d6rivge f '  soit toujours inf~rieure en valeur absolue 
M. En vertu du thdor~me des accroissements finis ? (x)-----f' (x + ~ h), done 

les fonetions f(x) sont born6es dans teur ensemble et par suite t'on a (§ 25): 
b b x T h  

. I f ' x d x = l i m  f (x) d z ~ [hm--  1 b 
b,::o h . 

a o~ 

done 
b 

Jf'xdx= f @ -  f(a). 
g 

Toute fonction ddrivde bornde admet comme intdgrales inddfinies ses fonc- 
tions primitives; ce r6sultat est encore vrai s'il s'agit de d6riv6.e h droite, 
ou ~t gauche born~ie; ou d'une limite vers laquelle tend ~(x) pour eertaines 
-¢aleurs de h tendant vers z6ro. 

29. :Pour appliquer ce qui pr6c~de, nous allons rechercher s'il existe 
des fonctions primitives pour la fonction d~finie de la mani~re suivante: 

Soit un ensemble E ferm6 non dense dans route portion de (0, 1) et de 
mesure non nulie. Soient (a~ b) un intervalle contigu ~ E (*) et c le milieu 
de cet intervalle. La fonetion 

1 1 
(x - -  a) ----- 2 (x - -  a) sin cos - -  

~ - - a  x - - a  

s'annule une infinit(! de lois entre a e t  c; soit a + d le point le plus voisin 
de c, entre a et c~ pour lequel elle est nulle. 

La fonetion f(x) dont nous aUons nous oeeuper est nulle pour tousles  
points de E;  dans chaque intervalle (a: b) contigu ~t E, elle est 6gale b. 
¢? ( x - -  a) entre a et a + d, nulle entre a-I- d et b -- d, 6gale i~ -- ? (b - -  ~) 
entre b - - d  et b. 

(*) C'est-£-dire un intervalle ne coatenant pas de points de E et dont Ies extrdmit6s 
sont points de E. -- Cette expression est de M." B~aaE. 

Annali di Matematica~ Serie III, tomo VII 35 
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Cette fonction est continue dans chaque intervalle contigu h E, discon- 
tinue pour tousles points de E qui sont des points de discontinuit6 de se- 
eonde esp~ce. 

De plus f(x) est toujours comprise entre - - 3  et -I-3. Pour que f(x) 
admette une fonetion primitive, il faut d'abord qu'elle admette une int6grale 
ddfinie dans liintervalle (0, 1). Cette int6gral% si elle existe, est ~gale ~ Pin- 
tdgrale prise darts E plus l'int6grale prise darts C(E), ~ supposer qu'elles 
existent. Or l'intdgrale dans E existe et est nulle; l'intdgrale dans C (E) existe 
aussi, ear elle est la somme des int6grales prises darts les intervalles cont!gus 

E, lesquelles sont nulles. 
D'apr~s cela la fonetion F ( x )  nu]le pour les points de E, et ddfinie dans 

tout intervalle (a, b) contigu ~ E par les (!galit6s 

F (x) = (x -- a)'- sin 1 
X ~ g  

1 
F (x)  = d ~ sin -)- 

1 
F (x) = (b - -  x) ~ sin b--~- ~ 

est dgale ~ff'(x) d x. 

entre a e t  a + d  

entre a-{-d et b - - d  

entre b - - d  et b 

Done si f@) a des fonctions primitives, F(x) est l'une d'elles. 
Pour tousles points oh f(x) est continue, c'est-h-dire pour tousles points 

de C(E),  on a 4vi'demment 

F '  ( x ) =  f 

Soit a un point de E ;  si a est extr6mit6 d'un intervalle contigu h E, 
situ6 h droite de a, F (x )  a @idemment une d6riv6e ~ droite nulle. Supposons 
qu'i~ droite de a se trouve une infinit6 de points de E, ayant a pour point 
limite. Soient ~, un de ces points, pour x supSrieur ~ ~; le rapport 

r (x)  = F ( . )  - -  F ( a )  
X - - q  

est en va]eur absolue infdrieur ~t 

(x - < x - -  a,  
W ~ q  

done tend vers z@o quand x tend versa .  
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En tous los points de E, F(x)  a done une d6riv6e h droite nulle, bn 
verrait de mgme qu'elle a une d6riv6e h gauche nulle, et par suite pour route 
valeur de x comprise entre 0 et 1 on a :  

F '  (z)= f(x). 
La fonetion f(x) est done une fonetion d6riv6e; elte n'est pas intdgfabl'e 

(au sons de Rm~t~,~) puisque l'ensemble de sos points de diseontinuit6 a une 
mesure non nulle. 

Cet exemple de function d@iv6e non int6grable au sens de RmMAm~ est 
dfi h M. ~ VOLTEaRA, Giornale de Battaglini, tome XIX  (*). 

30. Les fonetions primitive s que nous venons de trouver sent ~ va- 
riation bornde (**). Nous allons ddmontrer que: la condition ndcessaire et 
su[fisante pour que l'intdgrale de la ddrivde (bornde ou non) d'une fonction 
ddrivable existe est que cetle fonction soit ~t variation bornde. S'il enest  
ainsi, la [bnction est l'une des intdgrales inddfinies de sa ddrivde. 

Ptdsque f '  (x) est sommabl% pour reehercher son int6grale opdrons eomme 
au paragraphe 24. Nous supposerons tousles  e~ de mesure nulle et de plus 
me = 0~ ee qui est possible st, au lieu de raisonner sur la fonetion donn6e 
f(x), on raisonne sur f ( x ) +  Kx~ K ayant 6t6 eonvenablement choisi. 

A chaque point xo de e'i, on pout faire correspondre un intervalte (a~ fl) 
tel q u e s i  l'on a :  

on air aussi 

mz < r (a, b) = f(b) -- f(a) < mi-~,. 
b ~ a  

Nous ddfinirons (% 2) eomme 6tant le plus grand intervaile possible de 
Iongueur au plus 6gale ~ un nombre donnd a e t  ayant Xo pour milieu. 

Si m~--mi-, est toujours inf6rieur ~ ,, ( b -  a ) r  (a, b) est ~ , ( b -  a) 
prbs @al h i f ( x o ) ( b -  a). 

(~) Des sdries uniform6mont eonvergentes, dent les termes sent des tbnetions analo- 
gues £ eelle que nous venons de eonsiddrer, permettent £ M. ~ VOLT~.RRA de donner des 
exemples de fonctions ddriv6es qui ne sent int6grubles duns aueun intervulle. 

L'int6gration terme £ terme de cos s6ries nous donnera les fonetions primitives. 
(:~) Nous nous servirons iei de quelques unes des propridt6s de cos fence;ions. (Volt 

JOItI)~,N, Comptes Rendus de l'Acad&nie des Sciences 1881 et Gouts d'Analyse 2 ~me Edi- 
tion, tome I). La plupurt de ees propri6t6s sent reprises duns le chapitre suivant,~ de 
sorte que los puragraphes 30 £ 35 poarraient 6tre mis clans ee chapitre. L'ordre adopt6 
duns ie texte perme~ de r6unir tout ee qui a trait ~, la recherche des reactions primitives, 
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Soit Ei (~) l'ensemble somme des intervalles qui correspondent aux points 
de e'i. E~(q) peut ~tre consid6r6 eomme une somme d'intervalles n'empi6tant 
pas les uns sur les autres; si (a, b) est l'un de ees intervalles et si l'on a: 

a ~ a ~ f l ~ b ~  
on a aussi 

mi < r (~, ~) < m i .  

pourvu qu% entre ~ et flit se trouve au moins un point de e'~. 
Ei (~) contient e'i: Faisons tendre ~ vers z6ro et soit x0 un point appar- 

tenant h une infinitd d'ensembles Ei(a). f' (Xo) est la limite des valeurs de 
r (% /3) relatives aux intervalles des El(or) qui contiennent xo, donc x0 est 
point de ei~ de e'i ou de ei+~. Par suite l'ensemble Ei~ form~ des points com- 
muns b. une infinit6 de Ei (~) relatifs b. des valeurs de z tendant vers z6ro, 
eontient e'~ et des points de e z +  e;+~, il a done m~me mesure que e'~. De 
plus eomme chaque Ei (o-) contient les ensembles relatifs aux valeurs plus pe- 
tites de ~, m (Ei) est la limite de m [Ei (a)]. On peut donc choisir les nombres 

de mani~re que la somme D soit aussi petite que l'on veut, 

+= ( >t h = ~ I m ~ ! .  m [~. (~,)1 - -  m (E~ . 

Ceei pos6, remarquons que f f '  d x  e t f l f ' l d  x existent en mgme temps 

de sorte que f f ' d  x existe si la s~rie 

..,~ m, I. m (e';) --- _,Yl r~, I .  m (E~) 

est convergente~ c'est4-dire s'il e n e s t  de m~me pour 

V =  ~ t m~ l . m [E~ (~,)]. 

On peut toujours, parmi les intervalles formant tes Ei (~i), en ehoisir un 
hombre fini de mani~re que ]a contribution de ces intervalles A dans V soit 
aussi grande que l'on veut si Ves t  divergente, et ~aussi pros que l'on veut de 
]a valeur de V si eette s6rie est eonvergente. Supprimons assez de ces inter- 
valles A~ sans changer l'ensemble somme de ees interwlles~ pour qu'aueun 
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des intervaUes conservd.s ne soit ~ l'intdrieur d'autres intervalles conservgs. 
La contribution duns V des intervalles supprim(!s est moindre que D. 

Considdrons deux intervalles empi4tant l'un sur l'autre (ai, bi):, (a i, hi) 
relatifS ~ e'i et e'j. Supposons que l'on air 

a~< aj < b~< bj. 

Entre aj et bi il ne peut y avoir ~ la fois des points de e'i et de e'j sans 
quoi r (aj + ~, b ~ -  z) serait ~ la lois eompris entre m~ et mi+, et entre mj 
et mj~.,. On peut done trouver entre aj et b~ un point c tel qu'entre a~ et c 
se trouve un point de e°~ et entre c et bj un point de e'j. Alors on a :  

I f ( c ) - - f ( a i ) { +  f ( b j ) - - f ( c ) l = ( c - - a i ) ! r ( a ~ ,  c) l - t - (b j - -c ) l r (c ,  bj)!. 

Done le premier membre: e'est-~t-dire la variation de f(x) entre a~ et bj 
quand on consid~re la division 

a/ c bj 

est dgal ~t la contribution duns V des deux intervalles (ai~ bl)~ (aj~ bj) '~ 
moths de (b~ - -  aj) 't m.i - -  mi [ -f- ~ (bj -- a~) pr~s. La quantit~ (b~-- aj) [ mj --  mil 
est inf6rieure b~ la contribution duns D de l'intervalle (aj~ bl). 

En continuant ainsi~ on est conduit h considdrer une suite de valeurs 
croissantes xo x~ x ~ . . .  en n0mbre tint. La somme Z t f ( x i ) - -  f(xi+,,) i diffbre 
de la contribution des intervalles A dans V de moins de D ~ v  re(A). Or 
cette somme est infdrieure h la variation fotale de f(x).  Done la limite de V 

ft f' c'est-~-dire t d x  est inf~rieure ou au plus @ale ~ ta variation totale de 

C'est-~.-dire que si f(x)  est ~ variation bornde_;! f l d x  existe et est f x). 
infgrieure ~ l a  variation de f(x).  

31. 8upposons que l'intggrale l" I f '  I d x existe. 

Enfermons les points de ~ dans une infinit~ d~nombrable d'intervalles A;, 
on peut choisir m (A~) aussi petite que l'on veut. ± chaque point xo de e~ 
faisons correspondre le plus grand intervalle (~: /3) de longueur infdrieure 
b. ~'~, ayant Xo pour milieu~ tout entier ~ l'int~rieur de A~ et tel que 

entraine 
m i - , i < r ( %  b ) < m  i + , i .  
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Soit ei(~'i) la somme de ees intervalles. A condition de choisir conve- 
nablement les ~'i et ~, !a somme D' sera aussi petite qu'on le voudra, 

D' = I m , I .  m [e i (¢,)]. 
- - Q O  

Chaque Ei(~i) ou ei(~',) est somme d'une infinitd d6nombrable d'inter- 
valles n'empi6tant pas los uns sur los autres. Si f ( x )es t  ddfinie dans (a, b), 
chaque point intdrieur ~ (a, b) est intdrieur ~ l'un au moins de cos inter- 
va]les et de plus a et.b sent des extr6mit6s de tels intervalles, donc, d'apr~s 
un thdor~me sur les ensembles, on peut choisir parmi los intervalles qui for- 
ment los Ei (ai) et les ez (a'i) un nombve tint d'intervalles B tel que tout point 
int6rieur h (a, b) soit int6rieur b. l 'un des B. 

Nous supposerons ce choix fair de fa~on qu'aucun intervatle conserv6 no 
soit int6rieur ~ d'autres intervalles eonserv6s. La contribution dans V des 
intervalles des /~(~i) non employ6s est au plus dgale ~ D-t-D,~ D, 6rant 
l'intdgrale de t f ' i  dans l'ensemble des ei(o'/). 

En raisonnant sur les B comme sur les A, on est conduit h ,considdrer 
des hombres 

xo = ~ < x ,  < x : . . .  < x , ,  ~-b. 

La somme 2i f (x3 -- f(xi- ,)  I est ~gale ~ la contribution dans V des in- 
tervalles conservds provenant des Ei (~3, ~ moths de D + D' -4- ~ (b - -  a) pr~s. 

Or deux hombres x~ cons6cutifs proviennent d'un m~me intervalle appar- 
tenant ~ l'un des E~(ai) ou des ei(~'i), lequel peut 6tre ddcomposd en inter- 
valles de longueurs au plus @ales ~. 2 ~ ou 2~-'~, la somme des variations 
correspondantes ~ une telle division cliff, re toujours de V de moins de 
2 D + D, + D' + ~ (b - -  a). Or par l'introduction de ces nouveaux points de 
division, en prenant le maximum ~ des ~ et ~'~ assez petit, on rend la somme 
~ i f ( x i ) - - f ( x i - , ) i  aussi voisine que l'on veut de la variation totale de f (x)  
dans (a, b). 

De lh  r6sulte que si J f' (x) d x exist% la fonction f (x)  est ~ variation bor= 

cette variation 6rant 6gale h la valeur de l'int6grale I ! f l d  X. 
I 

32. ~ous avons ainsi trouvd la condition ndcessaire et suflisante pour 
que t'intdgrale de ~,f' :, existe~ et nous connaissons sa signification. 

Mats le raisonnement pr~c6dent fournit d'autres r6sultats. Reprenons ea 
effet ee raisonnement et portons notre attention sur los ensembles e~ E)~ 
Ei(a)~ E;~ etc, b. indices positifs. 
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:Nous voyons que la variation positive totale de f(x) entre a et x est 
ggale ~t l'int~grale de f ' (x )  &endue ~ l'ensemble des points pour lesquels f' 
est positive, c'est-h-dire h l'int~grale 

x 

I f  !f, p ( x ) = ~  ( f ' + _  i) dx" 
a 

De mSme pour ]a variation n6gative on a: 

Et comme l'on a: 

x 

i f  , f, - - n ( x ) =  V (f --I I)dx. 
t~ 

f (x) - -  f (a) --- p (x) - -  n (x) 

f(x) - - - f  (a) + ~ f '  (x) d x. 
a 

Ainsi une fonetion f (x )  ~tant donn~e nous savons reconnaRre si elle 
est la derlv6, d 'une fonction ~ variation bornde et~ s'il e n e s t  ainsi, nous sa- 

vons trouver ses fonctions primitives. 
Si f (x)  est born~e~ ses fonotions primitives s'il en existe sent h variation 

bernie ,  nous pouvons les trouver. 
Mais l'int~gration~ telle que nous l'avons ddfinie, ne nous per'met pus de 

savoir si une fonction donn~e a des fonctions primitives h variation non 
bernie  (*). 

1 0 et 33. La fonetion f (x )  denn~e par f ( x ) ~ x ~ s i n ~  pour x='y 

f (0 )  = 0 est continue et ~t variation non bernie .  

(*) Ce dernier r6sultat ~ait ~vident puisque (Note du § 26) route int~grale ind~finie 
est £ variation bernie. 

Lu d&nonstration qui prSe&le montre que, pour obtenir uue fonetion ]'(x) £ variation 
non bora~e connaissant ,,sa d6riv~e, par une m6thode analogue £ celle que hens avons 
employee quand f est £ variation bernie, il faudrait mettre un certain ordre duns les 
termes des s~ries telles que 2 ml m [Ei (zl)], ~ mi m (ei'). 

La g6n~ralisatien de la notion d'iat4grale iad~finie donu~e duns le paragraphe suivant, 
permet duns quelques cas d'ob~enir ce r~sultat; aussi elie donnera des fonctions primitives 

variation non bernie. 
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En effet ,(1)__o 
1 

1 done la somme des variations est 2 

Cette.fonetion admet une d~rivge f '  (x)~ 

1 2 l 
COS f '  (x) = 2 x sin x~ x 

~---(-- 1) h 

et 
f'(o)=o 

, sgrie divergente. 

pour x =[= 0 

f '  (x) nouu fournit un exemple de fonetion non bornde, sommable, n'ayant 
pas d'int6grale, f '  (x) ~tant donn6% les mdthodes prde4dentes ne permettent 
pas de  trouver f(x). 

Il est int4ressant de remarquer que la d~finition classique de l'!nt~grale 
d'une fonction devenant infinie dans le voisinage d'un point, permet de trouver 
f(x) connaissant f '  (x). C'est que, dans le cas oh la fonction h int6grer n'est 
pas born~e~ la d(ifinition que nous avons adopt~e n'est pas tree g~in~ralisation 
de la d~finition classiqu% elle est autre que eette d4finition~ mais concorde 
avee elte lorsque routes deux s'appliquent. II serait d'ailleurs tr~s facile de 
g~n4raliser la notion d'int~grale d~finie de fac~on que la d~finition classique 
et eelle que nous avons adopt~e deviennent des cas particuliers d'une d6fi- 
nition plus gdn4rale. Pour simplifier les ~nonc4s qui suivront~ nous eonser- 
verons cependant au mot intdgrale ddfinie le sens pr~c~demment adopt~ mais 
nous ~tendrons le sens du mot intdgrale inddfinie. 

Nous avons vu que route int6grale ind~finie 4tait continue. 8i mainte- 
nant nous eonsid~rons cette proprigt6 eomme l'une des parties de la ddfinition 
des int~grales ind~finies~ nous sommes conduits ~ dire que: 

Une fonction f(x) ddfinie dans (% ~) a dans cet intervatle une intd- 
grale inddfinie F(x)~ s'il exisle une fonclion continue F(x)~ el une seule 
une constante additive pr~s~ telle que l'on ait : 

b 

- F (a) f (x) d x F (b) 
O~ 
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pour tous les syst~mes de nombres a et b choisis~ entre ~. et ~, de mani~re 
que le second membre ait un sens (*). 

34. L'intdgrale inddfinie d'une fonetion d~,rivde est toujours une de ses 
fonetions primitives puisqu'une fonction primitive est continue et~ d'apr~s ce 
que nous avons dit~ v6rifie bien l'dg'alitd 

5 

F ( b ) - -  F(a)  = I f ( x ) d x  
a 

toutes les lois que le second membre a un sens. 
Nous saurons ainsi trouver la fonetion primitive de la fonction f '  (x) du 

paragraphe 30. 
Mats il est facile de former des fonctions d6rivdes n 'ayant  pas d'intd- 

grales inddfinles. 
Soit , ( x )  une fonction ddrivable ddfinie entre 0 et 1 s'annulant pour 0 

et 1 ainsi que sa ddriv6% ayant une variation born6e clans tout intervatle 
intdrieur ~ (0~ 1)~ ayant une variation non bornde dans tout intervalle dont 
une des extr~mit(!s est 0 ou 1. 

On salt trouver ~ (x) quand on connalt ~' (x)~ car ~ (x) est celle des in- 
tdgrales ind6finies de ~' (x) qui s'annule pour x ~ 0. 

Considdrons un ensemble E fermd non dense dans toute pattie de (0~ l) 
et de mesure non nulle; par exemple~ celui que l'on obtient en retranchant 
de (0~ l) une suite inddfinie d'intervalles dont les milieux sont les points 
d'abseisses rationnelles et dont la somme des longueurs est infdrieure 'X 1. 

Ddfinissons une fonction f (x)  continu% par la condition d'etre dgale i~ 

~ ( x - - a l  darts tout intervalle (a, b) contigu ~ l'ensemble E .  f (z)  est (b - -  a ) '  - -  a /  

alors nulle en tous les  points de E. Cette fonction est ddrivabl% sa dgrivde 

est. nulle pour les points de E, dgale ~ ( b -  a)~'  ( x - a )  
1 

b-~2._~ pour les points d'un 
% 

intervalle (a, b) contigu ~ E. 
Cette ddrivde f '  (x) n'admet pas d'intggrale inddfinie. En effet si etle en 

admettait, ses int~grales inddfinies seraient f ( x ) - l - c  ~. Mats soit ~ (x) ta fonc- 
tion qui reprdsente ta mesure de l'ensemble de ceux des points de E qui 

(*) Comparev carte ddfinition avee celle que donne 1VI. ~ JOaD.~N de l'intdgeale ddflnie 
(t'une tbnction non bornde. Cours d'Analyse, 2. 0 Edition, Tome II, p. 46 ~, 94. 

Annali di Matematiea, Serie III, tomo VII. 36 
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sent dens l'intervalle (0, x); q~ (x) est une fonetion continue, constante dens 
tout intervalle contigu h E, done f(a:)4-q~ (x) satisfait h l'dgalitd 

Ig 

pour tous les syst~mes ~ /3 pout' tesquels le second membre a un sens. 
Les d4finitions que nous avons donn4es ne suftlsent done pas pour qu'ii 

soit possible de parler d'intdgrales inddfinies de f'(x'~. 
Le problgme de 17t recherche des fonetions primitives n'est pas eompl~- 

tement rdsolu (*). 
35. Soit f(x) une fonetion continue; on peut donner b. h une suite 

de vateurs tendant vers z6ro telles que 

r r ,_e.~_:_a ) - -  /_ !.xo_) 

air une limite. L'ensemble des hombres ainsi.ddfinis, correspondent aux va- 
leurs positives de D, admet une limite supdrieure kd et une limite'infdrieure 
;.d qui sent tes extrgmes oscillatoires h droite de la fonetion f(x),  pour te 
point xo. De m6me on ddfinit Ag, )'e. Ces quatre nombres sent les nombres 
ddrivgs; dans retrains probl~mes ils rendent les mgmes services que la dd- 
riv6e t**). 

Le problgme suivant: Trouver une fonction connaissant l'un de ses hom- 
bres dgrivgs (***)~ est done une gdndralisation du probt~me que nous venons 
de traiter. 

Quelques eas particuliers de ce probl~me se rdsolvent ~t l'aide de l'intd- 
gration au sens de RIEMa~ (Dt~i~ toe. cir.). L'intdgration, telle que nous 

(~) On peut dire clue nous sevens rdsoudee ee probl6me larsque I'intervalle de varia- 
tion de x pe'ut 6tee eansid4e6 eomme somme d'un ensemble non dense E et de l'ensemble 
des intervalles (x, }) contigus £ E, l'ensemble E dtant rdduetible et la fonetion propos6e 
ayant une intdgeale inddfinie F (x )  dens cheque in~ervalle (z, }). 

Me, me si E n'es~ pas r~.duetible le probl6me peut 6tee edsolu, 5. condition que la 
fonetion soit intdgeable dens E et qua la sdria des quantitds IF(}) --/~'(x)] soit absolument 
eonvergente. I1 en es~ ainsi d~ms l'exempte prdeddent, mais ee n'est pas le cas gdndrat. 

(**) Vote DINI" Ieondamenti pe~" la teoriea delge fl,~nzioni eli variabigi reagg 
(:-e,) 0e probl6me a un sens; e'est-£-dire que toutes los fonegions qui ont un m&ne 

nombre ddrivd donnd ne diff6rent que par une eonstante (VoLT~aaa. &d prineipii del Caleolo 
Inteyrate. Giornale de Battaglini, X[X). 
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l'avons dgfinie, permettrait de le r4soudre dans des eas plus 6tendus. Nous 
nous bornerons aux indications qui suivent. 

Tout d'abord, si l'un des quatre hombres ddr~v~s est toujours fini, Ad 
par exemple, c'est une fonction sommabte. En effet cherchons l'ensemble E 
des valeurs de x pour ]esquelles Ad est sup~rieur ~ un nombre donnd M. 
Donnons ~ h routes les vateurs positives rationneltes inf~rieures ~ ~,; h cha- 

cune d'eltes correspond une foncti0n / (x~h)--f(x)h = ~ ( x ,  h). A ~ (x ,h )  

correspond un ensemble mesurable E ( h )  form~ de tous tes points pour les- 
quels on a:  

~(x, h)>M. 

Soit E(~,) t'ensemble somme de tous les  E ( h ) ;  il est mesurable. 
A ~,  e3. . .  correspondent E@~), E(~3) . . .  
Si les ~ tendent vers z~ro, t'ensemble commun ~ tom les E(~i) qui est 

mesurable contient l'ensemble cherch6, plus des points pour lesquels on a: 
AS ~ IV[. Cela sufllt pour qu'on en eonelue que la fonction As est sommable. 

Supposons maintenant que l'un des quatre nombres ddriv6s soit bornd, 
auquel cas tous les autres le sont. (~). Ad aura alors une intdgrale. 

Consid6rons une suite de nombres positifs d6croissant jusqu'~t zdro h,, h , . . .  
et les fonctions 

+ --f(x) 
hi 

A ehaque valeur de x correspond une valeur n telle clue , pour i ~- n, on a : 

Soit E ~  ]'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a n . ~  k. Le 
eompt~mentaire C (E~) pris par rapport ~ t'intervalle considgr~ a une ree- 

l 
sure qui tend vers z~ro avee ~ ,  ei pour les points de cet ensemble on a: 

i ~ (X, hh) - -  Ad (X) ~ M 

(*) Car si hd es~ toujours compris entre A e t  B, te rapport 

compris entre A et B. (Voir DINL Fondamenti~ etc.). 

f(b) - -  / (a) est toujours 
b- -a  
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si M est la timite supdrieure cle la valeur absolue de Aa. Done(*) 
b h 

a (g 

Evaluons le premier membre 
b b 

hk = f (b + O hk) -- f (a + S' hk). 
a 

Lorsque k augmente inddfiniment eette quantitd tend vers f (b ) - - f (a ) ,  
on a done 

b 

f (b) - -  f (a) < J Aa (x) d x. 
a 

De m~me on trouverait 
b 

.f) e (x) d x < f (b) --  f (a). 
g 

Done si les deux hombres ddrivgs h droite (ou ~ gauche) d'une fonction 
f (x) sont bornds et ont m~me intdgrale, leurs intdgrales indgfinies sont ggales 
h f (x) & une constante additive pr~s. 

II[. I~TEGRALES DEFI~IES DES FONCTIOI~S DE PLUSIEURS VARIABLES. 

36. I1 n'y a aucune difficult6 k dtendre les rdsultats obtenus aux fonc- 
tions de plusieurs variables. 

Une fonetion f sera dire sommable si l'ensembte des points pour ]esquels 
on ~: 

a ~ f ~ b  

es~ mesurable, quels que soient les nombres a et b. 

b 

(*) Pour  que f,~(x, hk) dx air un sens il faut que f ( x )  soit d6finie darts a, b+hk" 
a 

!l suffit de dgfinir f(x) eomme constante et 6gale g [(b) pour x plus grand que b. 
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Les fonctions continues par rapport ~. l'ensemble des variables sont som- 
mables. La somme, le produit de deux fonetions sommables, la timite d'une 
suite de fonetions sommables sont des fonctions sommables. Done les fonetions 
discontinues que M. r BAmE appe]le fonctions de premiere class% de seeonde 
classe, etc. sont sommables. 

Les fonetions de n variables continues par rapport h chaeune d'elles sont 
de n -  1 ~m° elasse au plus (~), done elles sont sommables. 

Soit f une fonetion sommable. Consid6rons des nombres 

. . .  ~ m- ,  < m- t  < mo <~ m, < m, < .  . . 

tels que m i - - m i - ,  ait un maximum n. 

f =  ml pour les points d'un ensemble mesurable ei; m i < f < m ~ : ÷ i  pour 
les points d'un ensemble mesurable e'~. Les deux sommes 

= -~ mi m (el)  -[--Z ms m (e'~), ,X = ,X m i m (ei)  -1- X mi~-i m (e'i) 

ont en m6me temps un sens ou n'en ont pas. 
Si elles ont un sens, il ene s t  de m~me quels que soient tesmi  ehoisis 

et ees deux sommes tendent vers une m6me limite quand n tend z6ro. 
Cette limite est l'int6grale de fi a et X ont un sens lorsque f e s t  born6e 

de sorte que toute #nct ion  sommable bornde a une intdgrale. 
Les d6finitions qui pr6e~dent s'appliquent, que la fonetion soit d6finio 

dans un domaine ou pour les points d'un ensemble, lequel devra n6eessairement 
6tre mesurable pour que la fonetion soit sommable. 

Soit une fonction f born6e d6finie dans un ensemble E mesurable. 8i 
f n'est pas sommable il existe une infinit6 de fonetions sommables born6es ? 
telles que l'on air toujours 

f (x) > (x). 

Soit ~o, (x), ~ ( x ) . . .  une s6rie de ces fonctions dont les int~grales ten- 
dent vers la limite sup6rieure des int6grales des fonetions % Soit ~ (x) une 
fonetion 6gale pour chaque valeur de Xo h ]a ]imite sup6rieure des nombres 
~,(xo), ~(Xo). . .  On d6montrera facilement que ~(x) est sommable. Son in- 
t~grale n'est pas inf~rieure aux int~grales des fonetions ~i (x) et eomme ~ (x) 

(~) Voir LEBESC-UE. S~r l'approximation des fonctions. (Bulletin des Sciences Math~- 
matiques, 1898.) 
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est une fonetion ~ (x)l ' int~grale de ~ (x) est exaetement ~gale i~ Ia timite 
sup4rieure des mt%rales des fonetions ~ (x). 

Done, (!taut donn~!e une fonetion bernie f, i] existe une fonetion som- 
mable ~ non sup4rieure ~ f e t  dent t'int~grale est ]a limite supdrieure des 
int~grales des fonctions sommables non supdrieures ~ f. C'est l'intdgrMe in- 
fdrieure de f. 

On ddfinirait de m~me l'int(!grate sup6rieure (*). 
37. Nous allons rechercher si l'on peut ramener ]e ealeul d'une in- 

tSgrale multiple ~t des. caleuls d'intSgrales simples. En nous bmmant au cas 
de deux variables noue allons essayer de ggndraliser la formule classique 

Le eas le plus simple que nous" ayons ~, examiner correspond ~. f---~ i.  
Nous avons alors ~t 4valuer la mesure superfieielle d'un ensemble en fonction 
des mesures lin4aires de ses sections. Les eonsid4rations ddvelopp4es aux pa- 
ragraphes 18 et 19 rdsolvent un c as partieulier de ce probl~me. 

8oit E un ensemble plan mesurable. Nous d4signerons par E(xo) l'en- 
semble des points de E dent l'abeisse est Xo, c'est-~t-dire la section de E par 
x = xo. E(xo) nest  pas n&essairement mesurable, s'il existe des ensembles 
de points sur une droite non mesurables lindairement, puisque tout ensemble 
bornd de points sur une droite est mesurable superfieiellement. Mais E(xo) 
sera mesurable (B) lin4airement si E est mesurable (B) superficiellement. Or 
on sait que E contient un ensemble mesurable (B) .g', de mesure m (E), la 
mesure de E, (xo) sera done au plus 4gale g ta mesure intdrieure de E(xo); 
c'est-tt-dire au plus dgale ~t l'int4grale infgrieure, prise sur x = xo, de la fone- 
tion ~ 4gale ~ 1 pour les points de E, nulle pour les autres points. Done 

mt [E, (x0)] ~ (~(Xo, y)dy.  
, .J  

inf. 

En se reportant au paragraphe 7 oh a 6td ddmonirge l'existence de E,, 
on volt que E, est d6fini comme form~ des points communs ~ tousles ensembles 
de la suite A,~ .42,...; l'ensemble .4¢ ~,tant somme d'une infinit6 ddnombrable 
de rectangles n'empi6tant pas lee uns cur lee autres et dent tes cbt6s sent 
parall~les ~ 0 x  et 0 y. Ai contient Ai+,, Ai,2,... 

(*) Toutes ces d6finitions s'interpr6~en~ g6om6triquement comme pour le eas d'une 
variable. S'il y a n variables, il faut eonsid6rer un espace g n + 1 dimensions. 
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Or mz [Ai (z)] est la somme des mesures des sections par la droite d'ab- 
cisse x des rectangles C~.~- qui eomposent A~. On a done 

= 
J 

Dans eette s6rie les restes sont limitds supgrieurement en valeur ab- 
so]ue, car Et 6rant bornd tous les Ai sont situ~s dans un m~me domaine 
borne, et pat- suite l'ensemble (par rapport ~ i et h x) des nombres mz [Ai(x)] 
est born6. Cette sdrie est done ilddgrab]e terme ~ terme, § 25. 

L'intdgrale de mz [Cv'(x)] es~ l'aire de C;j, done 

,,= (A,) = f . , z  [A, (=)] d z. 

Or les limites pour i infini des nombres mt [Ai (x)], m~ (Ai) sont mz [E,(x)] 
at m,(E,)  et eomme l enseml:le de ees nombres est bornd, on a :  

|'mz [Z, (x)] d x = lira ['ml [,4} (x)] d x = lira ,n, (A;) = m= (E,) (*). 
d i - ~  d i=co 

On peut done en eoncture que: 

m, (E)  ~ j  J}?l, int. [E (x)] d x 
ill[*, 

et aussi que 

mL iaf. 

De la mSme fa~on on d6montrera que: 

sup, sup. 

De t~ on eonclut que l'on a :  

inf, mr, 8ttp. ~up. 

(*) Ce raisonnemen~ peu~ 6ire in~erprd~d de la ~a#on suivante: ms [E I (x)] es~ une 
fonction de seeonde elasse au plus, 

(**) Jusqu ' i c i  l es ia tdgra les  sont  d tendues  5, eer[a ins  segments  des axes  0 x  et 0y .  



278 Lebesgue: 

Pour la fonetion f =  1 d6finie seulement dans l'ensemble sommable E, 
dont les sections ne sont peut-~tre pas routes mesurables 

.E e .E~x) e E ( x )  

inf.int, inS:int, sup.ex¢, sup.ext. 

l'int~grale par rapport h x ~tant ~tendue b. l'ensemble e projection de E 
sur 0 :c, la seconde ~ l'ensemble E (x). Mais ees deux ensembles ne sont peut 

.4 

gtre pas mesurables lin6airement. Le signe I indique Ia limite supdrieure des 
infant. 

t . /  

int6grales inf6rieures de f 6tendues aux ensembles mesurables contenus dans A. 
L'6galit6 pr6c6dente peut encore s'6crire 

ms(E) = fm;.i~t. [E (x)] d x ----)'m.ex~. [E (z]] d x. 
inf.int, sup.ext. 

f f f d x d y  38. La formule trouvde pour exprimer est gdndrale~ elle 
E 

s'applique ~. routes les fonctions sommables born6es. 
D6signons par ~ (x, y) une fonction 6gale ~t f pour les points de E, nulle 

pour les autres points. Si E est tout entier intdrieur au rectangle 0 A CB 
dont les c6tds O A et 0 B  sont port6s par ox et oy, la formule ~ d6mon- 
trer est 6quivalente ~ la suivante 

A B A B 

OACB O,inf. O,in f. O,sup. O,sup. 

C'est cette formule que nous allons d6montrer. 
Soient too, m , . . .  m~ les divisions de t'intervalle de variation de ~ (x, y). 

D6signons par ~p (x, y) la fonetion 6gale h ~ pout' les points de ep (notations 
t • du § 19), nulle pour les autres points, et par ~,p(X, y) la fonction egale h ? 

pour les points de e'p, nulle pour les autres points. 
Off  a :  

ff 
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f f~v  d xdy est @ale k d'apr& le paragraphe prdc,4- (x, Y) ltlp . an (e;) et,; 

dent, on a: 

inf. inf. 

f f ? ' v @ ,  y) dxdy  est comprise entre et d'ailleurs si fllp m (e'p) mp{j m (e'p); 

l'on romp]ace ~p" par une fonction ~,, @ale ~ mv ou my+, on tous l e s  points 
! 

oh ,~p est diffdrente de z6ro, nulle quand ~v est nulle, on modifie l'int6grale, 
de moins de (mv H -  rap)m (e'p). De plus les doux expressiofis 

inf. inf, inf. inf, 

diff6rent aussi do moins de (my+, - -  rap) m (e'v). Donc, h moins de 2 (m v ~,-- rap) m (e v) 

prbs~ on a: 

inf. inf. 

Soit ~ le maximum de mp~,--my; k moins de 2,Tm(OA CB) prbs on 
aura 

. 7;" p 
iuf. inf. inf. inf. 

Or on a: 

inf. inf. inf, inf. inf, iaf. 

On a donc, quel que soit 

inf, i~f, 

Anna t i  di Matematica,  S e r i e  l I I ,  t o m o  ¥ I I .  3 7  
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De cette indgalitg et de l'in6galit6 analogue re]atlve aux intggrales su- 
p6rieures, rgsulte la formule annoncge. 

39. Si Ia fonction donn6e est telte que tous les ensembles e'v solent me- 
surables (B), auquel cas on pourra dive que la fonction est sommable (B), la 
formule se simplifie et devient 

A B 

OA CB 0 0 

C'est la formule e;lassique. On sait que eette formule doit ~tre'remplac60 
par une formule plus compliqu6e, analogue ~. celle que nous avons obtenue, 
quand on s'eccupe de l'int6gration~ au sens de RmMA~S, appliqu6e dans route 
sa g~n6ralit6 (*). 

Parmi les fonctions sommables (B) on peut citer les fonetions continues, 
les limites de fonctions continues ou fonctions de premiere classe, les limites 
des fonctions de premiih-e classe ou fonctions de seconde class% et d'une 
mani~re g6n~rale toufes les fonctions de classe n~ n 6rant fini. 

En partieulier ]a formute classique simple est applicable aux fonctions 
de u variables continues par rapport ~ chacune d'elles. 

Cette fovmute est aussi applicable aux fonetions (**) si etles exis- 
tent et sent born~es. 

Donc on a :  
x y 

dl d. 
o o 

Cette formule r~sout le pi'oblZ~me qui, dans le eas de deux variables, est 
l~analogue de ceIui concernant ta recherche des fonctions primitives. 

40. On peut 6tendre quelques-uns des r6sultats pr6cddents aux fonc- 
tions non born6es. 

Une fonction non sommable non bornde peut avoir une int6grale infd- 
rieure et une int6grale sup6rieure. Sans qu'il soit ngcessaire de reprendre les 
raisonnements pr6cgdents on volt quo l'on a :  

inf. inf. sup. sup. 

(~) Voir JOaD~.N (Ioc. cit.) §§ 56, 57, 58. 
(:~) Car elles seat de seconde classe au plus. 
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routes les fois que les int~grales qui interviennent dans cette formule ont un 
sens. Il e n e s t  de m~me pour la formule elassique 

Les raisonnements employ~s dans ce chapitre ont conduit h une g~n~ra- 
lisation de la notion d'int~grale d~finie. 

Pour qu'une telle g~n~ratisation puisse servir il faut qu'e|le satisfasse 
certaines conditions que l'on aper(~oit facilement et qu'on peut imposer a 
priori. 

Yoiei quelques unes de ces conditions. I1 faut que l'on air: 
c b c 

f=f+j, fr+,=fr+f . 
a a b 

I1 faut que la d~finition adopt~e contienne comme cas particulier eelle 
de R~MA~. 

II faut qu'il n 'y air pas de differences notables entre le cas d'une va- 
riable et le cas de plusieurs variables. 

Enfin~ si l'on veut que l'intdgration permette de r(!soudre le probl~me 
fondamental du caleul int4gral: trouver une fonction connaissant sa d6riv~e~ 
il faut que l'int~grale d6finie d'une fonction d~rivde, eonsidd.r~e comme fone- 
tion de sa limite sup4rieure~ soit une fonction primitive de f. 

La ddfinition que j 'ai adoptS% au moins pour le cas oh la fonction 
int6grer est born~e~ remptit bien routes ces conditions. Mats ces conditions 
ne sufflsent pas pour d6finir l'int~grale d'une fonction b orn~e~ (sauf dans le 
cas oh la fonction est une somme alg~brique de fonctions int~grables au sens 
de RiE~,t~s et de fonetions d~riv~es,) de sorte que les m~thodes du premier 
chapitre (*) n'ont pu ~,tre employees. 

(*) Ces m6thodes sont analogues £ celles de M. r Da~cH. (Essai sur une th6orie g4- 
n6rale de l'Int6gration -- Introduction £ l'Etude de la Th6orie des hombres et de l'A!~bre 
sup6rieure.) 

Voir £ ce sujet la note 1, page 48 de l'ouvrage de M. r BOREr,. 
Voir aussi HA.DX~IA.RD, Gdom~trie E~O;nentaire, 1 ~ro Pattie. Note .D. 
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Ne pottvant ddmonLrer que la d6finition proposde 6fair ta seule remplis- 
sant tes conditions imposdes, j 'ai  essay6 de montrer qu'elle ~tait naturelle et 
qu'au point de rue gdom6trique elle apparaissait presque  comme n~cessaire. 

J 'ai  essay6 de plus de montrer qu'elle 6fair utile: elle permet en effet 
de rdsoudre le probl~me fondamental du calcul diff6rentiel dans tous los cas 
oil la fonction d6ri%e est bornde, et, comme cons6quence, elle permet d'in- 
t@rer des ~quations diff6rentieltes qui se ram~nent ~ des quadratures. Par  
exemple, f(x)  dtant une fonction bornde quelconque, nous saurons reconnaitre 
si I'dquation : 

y' + a y = f ( x )  

admet de, s solutions et, si elle en admet, les trouver (*). 
Dans les chapitres suivants, oh il est question des notions de longueur 

et d'aire: on trouvera des applications g6om6triques de l'int6gration. 

CHA.PITRE III. 

Longueur  des courbes. 

41. :Nous nous proposons dans co chapitre de d6finir la longueur d'une 
courbe plane ou gauche (**~. 

Cos mots - -  longueur d'une courbe --  sont d'un emploi constant clans 
le ]angage usuel. On salt par exemple mesurer la longueur d*une rout% d'une 
rampe d'esealier. Supposons que l'on effectue cette mesure ~ l'aide d'une r~gIe 
rigide; le proc6dd employ6 montre que l'on appelle ordinairement longueur 
d'une courbe, ou plus exactement valeur approeh6e de cette tongueur~ la 

(~) Ce~te remarque conduit £ des probl6mes in~dressan~s. Par exempte, f(x) et • (x) 
('~nt borndes, routes los solutions de l'~quation 

v' + f (~) ~ = ~ (~) 

sont-elles comprises darts la formule classique y ~ f ? (x) eff(~)d~ d x .  e-lf(x)dx? 
(*~) Une courbe gauche so d6iinit comme une courbe plane ~ l'aicle de trois dquations 

a,u lieu de deux, 
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longueur~ c'est-k-dire la somme des longueurs des cbt6s de lignes polygo- 
hales qui se confondent avee Ia courbe au degrd de prdcision que l'on peut 
atteindre. 

Lorsque l'on raisonne sur ta tqngueur d'une courbe comme sur un hom- 
bre d4termind~ on fair i'hypoth~se que, par des mesures convenables, on ob- 
tient des valeurs approehdes ayant une limite que l'on appelle la longueur 
de la courbe considdrde. 

La longueur d'une courbe C 

x -~  f (t), y ---- ~ (t), z = ~ (t) 

est ainsi ddfinie comme limite des longueurs de lignes potygonales tendant 
uniform6ment vers la courbe, c'est-~-dire que lea coordonn(!es de ]a p¢~"'~ de 
ces lignes Cp s'expriment par 

x = f p ( t ) ,  

fp, ~,  ~p tendant uniform6ment vers f, ~, ~. 
Nous dirons que C est la limite des Cp. 
Si, quelle que soit la suite de lignes polygonales tendant vers une courbe C, 

la suite correspondante des longueurs avait une limit% qui serait par cons6- 
quent ind(!pendante des lignes polygonales choisies, ce qui precede suffirait 
~t d~finir la longueur de ta courbe C. Mais il n'en est pas ainsi et l'on peut 
choisir les lignes polygonales de faqon que leurs longueurs augmentent ind~- 
finiment. 

Donner une d6finition de la Iongueur d'une courb% c'est done dire quelle 
suite de ligacs polygonales on choisit. 

D'apr~s M. r PEA~O(~)~ les postulats qu'admettait Arehim~de dquivalent 
la ddfinition suivante: 

La longueur d'un arc de courbe plane convexe eat la valeur commune 
de la limite sup~rieure des longueurs des lignes polygonales~ inscrites et de 
la limite inf~rieure des eireonscrites. 

h.rchim~de ddmontre d'ailleurs l'identitg des limites dans les cas qu'il 
~tudie. 

La d(!finition ordinairement adopt~e est la suivante : 

(*) Atti  della t~eate Accademia dei Lincei, Readiconti 1900, 12 Semestre, 
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La longueur d 'un.are de eourbe est la limite vers taquelle tend ]a lon- 
gueur d'une ligne polygonale inscrite darts la eourbe quand le hombre des 
cbt~s de cette ligne augmente ind~finiment de facon que la longueur maxi- 
mum des c6t~s de eette ligne tende vers z~ro (*). 

M. r PE.~o adop~e la premiere pattie de la d6finition d'Archim~de: ta 
longueur d'une courbe est la limite sup6rieure des lignes polygonales ins- 
crites. 

L'identit~ de ces dgfinitions se d6montre facilement~ elle rgsulte d'ailleurs 
des r~su]tats que nous'altons obtenir. 

42. Si l'ou veut qu'it y air quelque analogie entre le sens vulgaire et le 
sens m~thgmatique du mot ]ongueur~ il ne faut essayer de d~finir la ]ongueur 
d'une courbe C, que s'il existe une suite de lignes polygonales ayant C pour 
limite et telle que la suite correspondante de longueurs n'augmente pas ind~- 
finiment. Nous appetlerons ces courbes~ eourbes rectifiables. 

Pour d~finir la longueur de ces courbes, rappelons d'abord quelques dg- 
finitions. 

Soit un ensemble de suites de nombres. Les valeurs qui forment l'une 
de ces suites forment un ensemble E, l'ensemble d6rivg de E est l'ensemble 
de ~outes les limites de la suite consid~r~e. L'ensemble des ensembles E '  
ainsi d~finis est l'ensemble des limites des suites de l'ensemble consid~rd; la 
]imite sup6rieure de cet ensemble est ce que l'on appelle depuis Cavcn~ ta 
plus gvande des limites. On d~finit de m~rne la plus petite des limites. 

Ces deux hombres, que l'on appelle aussi quelquefois limites sup~rieure 
et inf~rieure d'ind~termination~ peuvent ~tre infinis. 

Soit une courbe C~ eonsid~rons ]'ensemble des suites form6~es des lon- 
gueurs des lignes polygonaIes tendant uniform~ment vers C. 

La plus grande des limites de l'ensemble est infinie. I1 en es~ de m~me 
de la plus petite si C n'est i)as rectifiable. Au contraire si C est rectifiable 
la plus petite des limites est finie. 

Nous appetlerons longueur d'une courbe C, la plus petite des limites 
vet's lesquelles tendent les tongueurs des tignes polygonales tendaut unifor- 
mdment vers C. 

Une eourbe rectifiable a une longueur finie. 

(*) Les consequences de eette d&firlition ont ~t6 partieulibrement 6tudi~es par 
LuDwze SCHEErFEa (Acta Mathematiea, tome V) et par M. r JO~C.DXN clans la seconde 6ditioa 
de son coats d'Analyse. Voir aussi STUDY. Mathematisehe Annalen, XLV. 
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Une courbe non rectifiable n'a pas de longueur~ ou si t'on veut a une 
longueur infinie. 

43. Soit une eourbe C d'extr&nit& A et 13. Toute ligne polygonale 
dont ]es extrgmitgs tendent ~ers A et B a une longueur qui ne peut tendre 
vers un nombre inf6rieur ~ ta longueur de A B. C'est-~t-dire que la tongueur 
d'un are de courbe n'est pas inf~rieure ~ la longueur de ]a corde. 

Marquons sur l'arc A B  entre A et B un point D. L'arc A B est dit la 
somme des arcs A D et D B et la longueur de t'arc A B est 6videmment la 
somme des longueurs des arcs A D et D B. Done la longueur de l'arc A B 
n'est pas inf6rieure ~ A D-Jr-D B. 

En raisonnant ainsi on volt que la longueur de l'arc est supdrieure ou au 
moins ~gale ~ celle d'une ligne polygonale quelconque inscrite (*). 

Consid6rons une suite de lignes polygonales inscrites~ telles que le maxi- 
mum de la longueur des c6t& tende vers z6ro. Ces lignes tendant unifor- 
mdment vers la courbe, la plus petite limite de ]a suite correspondante des 
longueurs n'est pas inf6rieure h la longueur de la courbe C. Mais d'apr& ce 
que nous venons de voir tous tes hombres de cette suite sont au plus dgaux 
b~ la longueur de C; la plus grande limite est au plus 6gale ~t cette longueur. 

Done la suite des 1,)ngueurs c,)nsid6r6es a pour limite la longueur de C 
et il y a identit6 entre la d~finition que nous avons ado~)t6e et la d~finition 
classique~ celle de SCX~E~SWR et de )j.r JORDAn. 

NOUS av0ns en m~me temps d6montr~ l'identit6 de cette d~finition et de 
celle de M. ~ PEANO. 

En adoptant la d6finition qui a 6t6 donn~% on obtient une anatogie 
complete entre les d6finitions des longueurs et des aires. L'identit6 de cette 
d6finition et de la d6finltion classique nous permet de trouver la Iongueur par 
une infinit6 d~nombrable d'op6rations. 

44. Nous disons qu'une courbe C 

x-----f(t), y---- (1) 

est la limite d'une familte de courbes C v 

C v x =  fv(t), y----~p (t), z = ~ v ( t ) ,  

si fv~ ~,p~ ~v tendent uniformgment vers f~ ~, ~. 

(*) On suppose bien entendu que, duns l'ordre off ils se pr6sen~en¢ sur la ligne po- 
lygonale, les sommets de eette tigne correspondent £ des valeurs croissantes de t. 
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De ce qui prdc~de r4sulte que la longueur  de C est au plus 6gale ~ la 
plus petite limite des longueurs  des @ ,  et qu'il existe des familles de courbes Cp 
telles que la longueur  de C soit la limite des longueurs  des C~,. C'est ce que 
nous expr imerons en disant que la ]ongueur  d 'une eourbe C est la plus petite 
]imite d e s  longueurs  des courbes dent  C est . la  limite (*). On peut  donc poser 
ainsi le probl~me de la mesure des longueurs  des courbes. 

Attacher & chaque courbe un hombre posi t i f  fini ou infini que l'on 
appellera sa lonyuevr et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1. ° I1. existe des courbes ayant une lonyueur finie. 
2. ° Deu~c courbes dgales (**) ont mdme lon queur. 
3. ° Une courbe somme de deux autres (***) a pour lonyueur ta somme 

des longueurs de ces deux autres. 
4. ° La lonyueur d'une courbe C est la plus petite limite des lonyueurs 

des lignes polygonales dent C est ta limite. 
45. Soit C une courbe rectifiabl% la longueur  (0~ t) de l 'arc s (t) est 

une fonction croissante de t. Done les quantit6s s ( ~ - - 0 ) ,  s (6 + 0) existent. 
Consid6rons la eourbe C (~) form6e de l 'arc (0~ ~ -  ~) de la droite ~ -  ~ ~ + 
et de l 'arc ( ~ + ~  $ + h ) .  Quand ~ tend vers z6ro C(e) tend vers C. Or la 
]ongueur de C(~) est 

s (O - -  ~) + [s (O + h) - -  s (~ + ~)] --]- long [O-- ~, ~ .+- ~]. 

En  faisant tendre s vers zgro, on d6dui t :  

s + h) s - o) + [s (e + h) - s + o)] 

d'oh il rdsulte s (~ + 0 ) =  s ( ~ -  0) et s (t) est une fonction continue de t. 
I l . ex is te  des courbes dent  aucun are n 'est  rectifiable. I1 en est ainsi, 

(*) Si Pen considbre Ia longueur eomme fonction de la eourb G on peut dire que 
1;~ fonction est pagtout 6gale £ son minimum ou encore semi-continue inf6rieurement 
(B~mE, loc. cir.). 

(*'~) Deux eourbes sent 6gales si Pen passe des formules qui ddfinissent la premi6re 
£ celles qui d6finissent ta seeonde par les formules du changement de ceordonndes. 

(*:~'~) Si les deux eourbes eomposantes sent donndes par x = f(t), y = ? (t), z = + (t), 
~,-~t~_b et x = f , ( t ) ,  . V = ~ ( t ) ~ = ' h ( t ) ,  , ~ _ t ~ b , ,  avec f @ -  f(a3, ~(b)=~(a , ) ,  
~(b) = ¢ (al). La courbe somme est ddfinie par x = F(t), y =  ¢P(t), z =  W (t)avec .F=f ,  
¢ = ~, ¢ = 'b si a_~ t_~ b et F(t + b -- a,) = f, (t), ¢ (t + b -- al) = ~1 (t), ~" (t + b -- ~1) = 'h (t) 
si b -a t ~ b -l- bl -- a ~ . 
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pour certaines vaIeurs de a e t  de b, de la courbe 
¢g) 

x = ~ b~ c o s  a ~ :. t, y = 0 ,  z ----- 0 (*). 
0 

Soit une courbe F somme d'une courbe rectifiable C et d'une courbe C, 
dont aucun arc n'est rectifiable. Si C correspond h l'intervalle (0, ~), s (t) est 
une fonetion continue croissante entre 0 et ~ puis pour t supgrieur ~ ~ cette 
fonction devient infiuie. 

46. Nous appetlerons projection de la courbe (1) sur l 'axe des x la 
courbe 

x = f ( t ) ,  y = 0, z = 0 ;  

et sur ]e plan des x y la courbe 

x = f (t) ,  y = ~ ( t ) ,  z = 0. 

A un polygone inscrit dans la courbe (1) correspond un polygone ins- 
crit dans la courbe projection. 

Chaque c6t6 d'un polygone projection est au plus 6gal au c6t6 projetd, 
done les projections d'une courbe rectifiable sont rectifiables. 

D'ailleurs un eS.tt! projet6 a une longueur au plus 6gale h la somme 
des longueurs des trois c6t6s projections sur les trois axes de coordonn6e% 
done si une courbe a des projections rectifiabtes sur les trois axes de coor- 
donndes elle est rectifiable. 

/ 

47. Cherchons la forme la plus g4n6rale de la fonction f ( t )  pour que la 
courbe x = f ( t )  port6e par l 'axe des x soit rectifiable. 

Considdrons un pelygone inscrit darts cette courb% ses sommets corres- 
pondent aux valeurs eroissantes a ~ to, t , . . .  t,, = b de t. La longueur de ce 
polygone est X t f ( t i ) - - f ( t i - , ) ] ,  cette quantit6 s'appelle encore la variation 
de f pour le sysl~me de valeurs to, t , . . .  t,. 

Cette somme se d6compose en deux autres X~, X~. La premiere eorres- 
pondant aux termes f ( t i ) - - f ( t i - , )  qui sont positifs, ta seconde aux termes 
n6gatifs. On les appelle variation positive et variation ndgative de f pour le 
syst~me to~ t ~ . . . t ~ .  

Supposons que a et b restant fixes, le hombre des ti augmente ind6fini- 
ment de mani~re que le maximum de t i - t i - ,  tendevers  z6ro. D~s que ce 

(*) Voir JOrtD.~N, (loa. tit.), page 3]8. 

Annali di Matematiea~ Serio III, tomo ¥IL 38 
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maximum est inf6rieur ?~ un certain nombre ~, X, + X~ diff~re de la ]ongueur 
de l'are de a ~ b de moths de ~, si cette longueur est tint% et est plus grande 
que M~ si la longueur de i'are de a ~ b e s t  inflate; sans quoi il serait pos- 
sible de trouver une suite de polygones inscrits tendant vers la courbe et dont 
les long'ueurs ne tendraient pas vers celle de ]a eourbe (*). Done Y., + Y.~ a 
pour limite la longueur de ['arc (a, b); cette quantit6 s = v s'appelle la va- 
riation totale de f entre a et b. Si cette variation est finie~ la fonction f e s t  
dire ~ variation born6e entre a et b. Si la variation est infinie la fonction 
est ~ variation non bbrn~e. 

v j _  ~2 est toujours 6gale ~ f ( b ) - - f ( a ) ,  done a pour limite f ( b ) -  f(a) .  
De l~t il r6sulte que x, et Y~ ont des limites parfaitement d6termin6es 

p e t  n que l'on appelle la variation positive et la variation ndgative de f 
entre a et b; et ]'on a: 

p + n = v  

p - - n = f @ - - f ( a ) .  
~Nous avons vu que si a est fixe~ v e s t  une fonction continue de b pour 

les fonctions ~t variation born6e. De ces formules il rdsulte que p et n qui 
sont des fonctions croissantes, ou du moins jamais d6croissantes, sont des 
fonetions continues. La formule 

f(b) = f (a)  + p - -  n 

montre que toute fonction continue h variation born6e est la diffdrence de deux 
foncfions continues non d6croissantes. 

Pout- une fonctian continue croissante n e s t  null% done une fonetion 
croissante est ~t variation born6e. D'ailleurs si 

f = ~ - - ~ ,  

I f(t~) - -  / ( t - , )  1 ~ I  ~ (tl) - -  ~ ( t . , )  I + 1~ (tl) - ~ ([i-t) [ 

done la diff6rence de deux fonetions ~ variation born6e est une fonetion 
variation born6e. 

I1 y a done identit6 entre les fonetions ~ variation born~e et les diffe- 
rences de fonctions continues non ddcroissantes (**). 

(e) En d'au~res termes si des polygones inscvits T tendent vers C ta tongueuv de T 
~ead uaifbrmdment vers celle de C. 

(**) Oa peut duns cet dnonc6 suppvimer Ie mot continues, (voiv £ ce sujet JORDAN, 
loc. tit?. 
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Si 
x = f ( t ) ,  y = ~ (t), z ---- ~ (t) 

sont les dquations d'une courbe rectifiable, f~ ~, ~ sont des diffdrences de 
deux fonctions continues non ddcroissantes et hwersement. 

48. ¥oiei des exempIes de fonctions ~ variation born~e. 
Soit dans l'intervalle (0, 1) un ensemble d~nombrable de couples de points 

ai, bi (al < bl), tels qu'entre ai et bi ne se trouve aucun point a ou b d'indice 
inf6rieur h i. 

D~signons par fo (x) la fonction x, et par fp (x) la fonction continue qui 
admet a,, a2,.., ap, b~ b~,.., bp pour maxima ou minima, qui entre deux 
de ces points est de la forme 4- x --I- h et qui est 6gale ~t fo (x) entre 0 et le 
premier des points d'indiee au plus ~gal ~ p. 

On volt imm6diatement que le maximum d e l l  v (x ) - - fp  ~ (x)l s'obtient 
pour x ~ b p  e tes t  ggal ~ 2lfp_,(ap)-f,_,(b,)l='2,p, si ~p d~signe la lon- 
gueur ap bp. 

Donc si la s4rie Z ~p esi convergente f~ (x) tend uniformgmen~ vers une 
limite f (x ) ;  et comme fs (x) a entre 0 et x une variation rotate dgale ~ x~ 
celle de f(x) est au plus x. 

Pour les points d'indiee au plus ggal ~ p on a:  
h.~-co 

La variation de f(x)  pour le syst~me a , , . . . a~ ,  b , , . . .b~ 
rieure 

est donc supd- 

x --  4 p Z ~p+h 

1 
z~ro avec ~o- ~ f (x)  a x pour variation totale done s i p  Y~ ep+h tend vers 

entre 0 et x. 
Soit un intervalle (~, ~), st, les conditions pr~cgdentes gtant remplies, 

l'ensemble des ap est partout dense on peut trouver dans (~,/3) un intervalle 
(a~, bp). Supposons qu'entre ap et bp fp(x) soit de la forme x ~ h,, oll a: 

f ( b ) - -  f (a.) = fp (bD -- f ,  (a~) + [ f (b  D - - / ~  (b~)] + 

+ [5 (a,) - -  f (a,)] ~ ~. - -  4 Z ~,+h ; 
h ~ l  

done si, au moins ~ partir d'une certaine valeur de p, on a; 
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f(x) n'est pas toujours dderoissante de % h bp e t a  fortiori de a ~ ft. Mais 
de m6me on prouverait qu'elle n'est pas croissante, done dans lout i~,tervatle 
f (x) actmet des maxima et des minin~a. 

Pour r6aliser toutes ees conditions prenons pour l'ensemble des milieux 
des (as, b~) l'ensemble des nombres rationnels rang6s dans uu ordre quelconque. 
Prenons pour ~, un hombre irrationnel quelconque, tel que a, et b, soient 

compris entre 0 et 1. Prenons pour ~ te plus petit des nombres ~ - ,  ~ ,  

~i-: tels que ai et 'bi  soient compris entre 0 et 1 et qu'entre as et bl ne 

se trouve aucun des points a,~ a~, . . ,  ai-~, b,~ b~... bi-,. 
Nous ddfinirons ainsi une fonetion dont la variation totale entre 0 et x 

est x et qui a dans tout intervalle des maxima et des minima. 
Tra~ons par rapport 5~ deux axes rectangulaires la droite z = x. Soient 

Ai, Bi les points de cette droite dont les abscisses sont ai~ hi. 
Ptions la feuille de papier sur laquelle nous avons trac6 z ~ x d'abord 

suivant la parall~le b~ 0 x passant par A, puis suivant ]a parallble ~ 0 x pas- 
sant par B~, nous r6alisons la courbe z = f~ (x). En pliant de nouveau le 
papier autour des parall~les h 0 x passant par A~ et B~ on rdalise ~ [~ (x) 
et ainsi de suite. 

Don% avec une pr6cision qui n'est limitde que par la possibilit6 d'ef- 
fectuer le pliage, on peut r6aliser les eourbes z ~  f (x)  que nous venons de 
ddfinir. On peut m~me d6montl'er qu'en choisissant convenablement les Ai, B~ 
on peut rdaliser route courbe z ~ f ( x )  de variation totale entre 0 et x 
dgale 5, x. 

49. On sait que, dans le cas simple oh les fonctions f,  ?~ ~ ont des 
d6rivdes continues on peut reprdsenter la longueur par une int(!grale. ¥oici  
une premiere gdndralisation simple. 5Tous supposons que f ' ,  ~', q existent, 
soient born(!es et int@rabtes au sens de Rm~Am,'. 

Soit A B une corde, dont les extrdmitds correspondent aux valeurs ti~ 
ti+~ du param~tre. On a: 

[ 

Long'ueur A B~---~ j] (ti+,) - -  f(t02-}- ~ ( t i+ , ) -  ~(ti;+ ~(l,+,)--,,~ (tiie(*). 

Ddsignons par m~, M,; m~, M~; m3, M~ les limites inf6rieures et sup6- 
rieures de ] f '  (t) [, [ ?' (t) !, 1 ~' (t) l entre ti et ti+,. 

('*') ~Nous supposons Ies axes rectansulaives. 
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Le th~ior~me des accroissements finis montre que 

(ti+, --  t~) \/m~ --1- m~ + m~ ~_. Long A B L ~/M~ ~ My -t" M~ (t~, --  t~). 

Soit une division toy t,~.., tn de l'intervalle de variation de t; il lui 
correspond un polygone inscrit P e t  l'on a :  

Z (t~., -- t~) ~tm~ --l-" m~ --1- m~ ~ Long P ~ :  X (ti+, - -  ti) \/M~ + M~ -4- M ; .  

Si entre les ti choisis on intereale de nouvelles valeurs de t, la premiere 
somme augmente la troisiSme diminue, done elles tendent vers des limites 
quand on fair tendre vers zdro ti+, -- t~; d'ailleurs ces deux ]imites sont figales 
car la diff@ence entre le premier et le troisi~me membre est au plus 

t , )  - m,) + - -  + (M, - -  

quantitg qui tend vers zdro car I f  I~ [~'I~ [~'t sont int@rables puisque f'~ 
?'~ ~'~ le sont. 

L'expression 

y,(t,+,__t,)kif , ,(t)+~,.~(t).t_~,~(t) ' ( t ti +~ti+,) 

est comprise entre la preini~re et la troisi~me somme, sa limite est l'int6grale 

qui reprgsente done la longueur de la eourbe. 
50. Servons nous maintenant des r~sultats obtenus dans le chapitre 

pr6eddent. 
Si f'~ ~o'~ q,' existent et si la eourbe est rectifiabl% ees ddriv6es admettent 

des int@rales et il en est par suite de mgme de t / f "  -t- ~'~ -~ qJ'. R~eiproque- 
ment si cette quantit6 admet une int@ral% il en est de m~me de f'~ ~'~ ~'~ 
car l'on a: 

et la eourbe est rectifiable. 
Nous n'avons done k nous oceuper de l'int4g'rale de ~/f'~ + ~'* + ~'* que 

pour Ies eourbes reetifiables. Pour dd, montrer que cette int@rale reprdsente ta 
longueur de la courbe nous rais0nnerons comme darts le chapitre prde6dent. 

Divisons les intervalles de variation (finis ou non) de f ' ,  ~,', ~ '~ l'aide 
de nombres ms. I1 en rdsulte une division en ensembles de l'intervalle de va- 
riation de t, 
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Pour ceux que nous nommerons e6k on a: 

ml < f '  < m~+, 

mj < ?' ~ mj+, 

rot, < q,' < n~ h-~ , . 

Pour ceux que nous nommerons e~jh, la premiere de ces in6galitds est 
remplacde par: 

m i ~ f ' .  

Nous aurons de m6mo e ~  e~;  dans cos expressions ~ est un symbole 
indiquant celle des in6galit6s qui est remplae6e par une 6galit6 et non l'un 
des nombres entiers. 

Nous aurons encore los ensembles e~ a, les deux premieres in@alitds sont 
remplac6es par 

mi = f ' ,  m . / =  ~'. 

Enfin nous aurons des ensembles e 'j~ pour lesquels f ' ,  ~', ~' seront @ales 

mi~ ~Y~j, ink. 
Tous ces ensembles sont mesurables; en choisissant convenablement les 

m~ tous ces ensemble% sauf les e~ja, seront de mesure nulle. 
A chaque point to de e~.jz nous pouvons faire correspondre le plus grand 

intervalte possible (~, ~) de longueur inf@ieure ~ %.~ ayant to pour milieu 
et tel que 

~ ,~  a ~ to -~ b ~ ~ 

entratne 
t (b) - -  f (a) < mi+, 

mi < b - .  a 

m j <  b - - a  

m k <  + (b) - -  + (a) < mh÷, . 
b - - a  

Soit Ei]/~ (%'k) la somme de ces intervalles. Faisons tendre %k vers z6ro, 
l'ensemble E~.h des points communs k tous les Eo7~(%7~) a m~me mesure 
que e~.j~. 

A. chaque point to de e~jk nous pouvons faire correspondre le plus grand 
intervalle possible (~, #) de longueur inf6rieure ~ ,Lj~, ayant to pour milieu 



Intdgrale, Longueur, Aire. 293 

et tel que 

entrMne 
~ a ~ t o L b ~ 2  

, f (b) - -  f (a) < m~ + ' 
mi ~J~ ~ b --  a 

- -  

mj ~ b - -  a ~ mi ~-, 

mk -~ + (b) - -  + (a) 
b - - a  

,]~ somme ees (~,4~,) la de intervalles. 
Faisons tendre simultan6ment ~ et ~ %.~. s~je vers zero, l'ensemble ELs1~ form6 

des points eommuns tous les  L . j ,  m~me mesure que a e~jl~. On dd- 
finira de mSme E~ "a ~ EiJ k 

Si m~+, -- mi est, quel que soit i, infdrieur h ~ l'int6grale de ~/f"~ + ?'~- + ¢/' 
est 6gale ~t 

~ ' 2 "  ' 2 . . . .  '2 ~"~]mi-t-m)-Jcm~, [m(edh)-t-m(e,~.~ ) + m(eiJk)] * * o  

,tic 

moins de 2 v l pros, l'int6grale 6tant ~tendue h un intervalle de longueur 1. 
Or on peut ehoisir les nombres a et ~ assez petit,% pout" que eette somme diffbre 
aussi peu qu'on le veut, de moins de D~ de 

V--  ~: ~/m~ + ,n; + m~ [m [E jk (~4k)] + m [E~j+ (z,~h)]-4-..-+ m[E ijk (~¢jk)]]. 

Parmi les interva]les formant les E on en peut choisir un nombre fini 
de mani~re que tout point de l'intervalle considdrd soit i~tdrieur ~t l'un des 
intervalles conserv6s et que les extr~mitds de l'intervalle eonsiddr6 soient des 
extr6mit6s d'interva]les conserves. 

Nous supposerons ces intervalles conserv6s A choisis de fa~on qu'aucun 
d'eux ne soit ~t l'int6rieur d'un autre. La contribution dans V des intervalles 
non eonserv6s est infdrieure ~ D. 

Consid6rons deux intervalles conservds (a~ b), (aj, b,) empidtant l'un sur 
l 'autre et soit 

a ~ a ~ b ~ b ~ ;  

supposons qu'ils correspondent ~t E,j~(~;j~) et E,,j,~, (z;~,~,). Entre a, et b on 
peut trouver un point c tel que entre a et c se trouve un point au moins 
de e~.j~ et entre c et b, un point au moins de e,,j,} ; en effet s'il en 6tait au- 



294 L e b e s g u e  : 

trement c'est que tousles  points de ed~ et ei,j,k, contenus clans a b, seraient 
entre a et b" (ou entre a~ et b,) et en prenant dans a, b deux points ~ et i5 
suffisamment voisins de a et b on aurait h la lois 

,8--~. 

mi' < ! (~) - -  f(':¢) < m,,+, 

et le8 in~galitds analogues. Or on n'a pas ~ la lois i ~ i ' ~  j ~ j '~  I c ~  lc'. 
•ous remplacerons les Jntervalles (a, b), (at~ b~) par (a, c~l (c~ b,). On 

aurait pu faire de m~me pour des intervalles correspondant ~t E~,j~, E~Y'~... 
II n'y a de difiieult~ que si les trois indices sent identiques, c'est-~t-dire 

~;~J~ auquel cas par exemple si les deux intervalles correspondent ~t E,,j~:~ - i  
on prendra comme point c un point queleonque de (a,~ b). 

En continuant ainsi on remplace les intervalles A par des intervalles A' 
n'empi~tant plus les uns sur les autres. La contribution dans V des interval= 
les A -  A' e8¢ infdrieure ~ D. 

Consid6rons maintenant la ]igne polygonale inscrite dans la courbe et 
dent les sommets correspondent aux extrdrnit6s de A'. 

Le cbt6 de eette ]igne qui correspond b. l'intervalle (a; [3) a une longueur 

- -   /mi + m) + ml, dgale ~ ([3 ~) .... ~ ~ h moins de 

o u  o u  

pros, suivant que (a, /3) correspond "~ Edk , E,~,i~,, ~ ,  . . .  
Si done les ~ sent choisis assez petits, la longueur de la tigne polygonale 

diff~re de la contribution de A' clans V de moins de 3~ 1. 
Ainsi, en choisissant convenablement les nombres ~, % ~, le proc6d6 que 

nous venons d'indiquer conduit ~ consid6rer une tigne polygonale inscrite 
dans la courbe, dent ]es c6t6.s sent aussi petits que l'on veut, et dent la 
longueur est aussi voisine que l'on veut de l'int6grale 

Cette intdgrale re prdse~te donc la longueur de la courbe. 
51. Les raisonnements que nous venons d'indiquer sent analogues h 

ceux des paragraphes 30) 31. D'une fagon plus g6n~rale, & tout rafsonnement 
de ]a deuxi~me partie du chapitre II, on peut faire eorrespondre des raisomae- 
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ments relatifs k la rectification des courbes. Nous allons indiquer ce qui est 
l'analogue de la proposition du paragraphe 35. 

Dans ce pnragraphe il a 6t~ ddmontr6 que si les hombres d6rivds d'une 
fonction f ( t )  sont born~s et si les h; sont des hombres positifs tendant vers 
z6ro on a :  

f + <j-a  <,),,  ,. ?.a (t) d t < Lim h; 

Un raisonnement analogue prouve que, si l'on d&igne par Dd et dd la 
plus grande et la plus petite des deu___.xx quantit6s l hdl  et l),dt, on a:  

f d a d t < L i m [ {  f ( t +  h i ) - - / ( t ) I d  t < f D a d t  
. I ],; I 

et aussi que les limites de 

( _ ( + a t  + h O - - f ( t )  Ad(t) d t  et 
3 hi J hi I 

sont inf&ieures k i (Da --  dd) d t .  

Geci pos6 soit C(hi) la eourbe 

F t + hi) - -  F( t )  q, (t + hi) - ,I, (t) ¢'(t + hi) -- V (t) 
x . . . . . . . . . . . . . .  hi . . . . . .  ' Y ~ hi , z ~- hi 

F i t ) ,  ,1~ (t), • (t) &ant les fonetions primitives de f(t),  ~ (t), ~ (t) done nous 
supposons les nombres d6riv6s born~s. C(h;) a pour longueur 

1 ; = ~ ,  i [f(t+hD f(,t)]"+[~(t+hD-L~ (t)]'+[~(t+h3 ~(t)],dt. 

Quand hi tend vers z6ro !es ]imites de /; sont comprises entre 

Da (f)  + Dd (c~) + Dd (q,) d t e t  + d d  (~) + dd (~) d t .  
t 

iqous supposerons que ces deux int6grales one la mSme valeur~ alors Ii 
tend vers une limite d&ermin6e que nous allons d6montrer 8tre la longueur 
de 6'. 

S i c e s  deux int6grales one la mSme valeur c'est que les couples d'int& 

['rid d t one aussi les m~mes valeurs et grates Dd d t et ces int~grales re- 
J 

pr&entent les variations totales de f, ~, ~. D'ailleurs comme l'on a:  

Da - -  dd ~ Ad ~ ),d ~-- 2 Dd , 

Annati di Maternatica, Serie II[, tomo VII. 39 
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/4 £ 
les couples et'int6grales /Add t et |~d d t 

7 I 

r~ciproquement. 
De sor~e que t'on a:  

ont aussi les mgmes valeurs et 

Considdrons une ligne polygonale inscrite dans C thi) eorrespondant 

t o  t ,  . . . t ,~  

et la ligne analogue inscrite dans C. Soient Ai Bi d'une part, A B d'autre 
part deux e6t6s correspondants (t~, t~.,). Les projections du premier sur les 
trois axes sont 

t a + l  f a+ l  t a + l  

ta t a t a 

celles du second sont 

t a + l  t~+l  t a+ l  

tce tel t~ 

La diff(?renee entre les longueurs de ces deux cbt6s est done 
6gale ~ la somme des valeurs des trois int6grales analogues h 

tc~+l 

h i  " 

au plus 

Done la diff6renee des longueurs entre les deux polygones consld&6s est 
au plus 

l" I f ( t +  _ (f) dt. 
. hi 

Or chaeune des trois int~grales de eerie somme tend vers z6ro avec k~ 
done ]a longueur de C~ a pour limite ]a longueur de C. 

Pour 6noncer ce rdsultat donnons ]a d~finition suivaste: Soit f(t) une 
fonction continue, nous appellerons d6rivge ~t droite f'd (t) une fonetion d~finie 
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pour t ~ to comme dgale ~ l'une quelconque des limites vers lesquelles tend 

f (to + h) - -  f 9°) 

quand h tend en d6croissant vers z6ro. 
La ddrivge ii droite est en g6n6ral ind6termin6e. :Nous venons de d6- 

montrer que : 
Si les ddrivdes h droite f'd (t), ~'d (t), ~'d (t) sont borndes et si l'in- 

tdgrale 

f f'~ (t), + ~'~ (t), + ~'d (ty d t 

a une valeur bien ddterminde, inddpendante des ddrivdes h droile choisies, 
cette intdgrale est la longueur de la eourbe 

x = f ( t ) ,  y = ~(t), z = ~(t). 

52. La proposition prdcgdente est une g~ngralisation du rdsultat clas- 
sique concernant la reprdsentation de la longueur d~une courbe ayant des tan- 
gentes variant d'une fagon continue. 

Ce r~sultat classique dtant connu, si ron s'~tait propos6 de g4n@aliser 
anatytiquement la notion de longueur, la proposition pr~c6dente aurait pu ~tre 
prise pour ddfinition; on voit que la longueur ainsi d~finie ne d~pend pas du 
choix des axes de coordonndes et, en partieulier, reste la mSme si l'on rein- 
place les d~riv4es h droite par des d~rivdes ~ gauche. 

Cette dgfinition ne s'applique qu'~t des courbes rectifiables. Il serait in- 
t~ressant de rechercher i~ quelles courbes rectifiables elle s'applique ou si elle 
coneerne routes les courbes reetifiables. Si, pour exprimer les points d'une 
courbe rectifiabl% on prend comme param~tre t la longueur de l'arc, on a des 
fonctions f, 77 ~ dont les nombres d4riv~s sont bornds; la proposition du para- 
graphe pr6c~dent s'applique toutes les lois que l'ensemble des points pour les- 
quels l'une des diff6rences telles que Aa ( f ) - - ) d  (f) est diff~rcnte de zdro a 
une mesure null¢. 
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CHAPITRE IV. 

A i r e  d e s  S u r f a c e s .  

53. Les roots aire d'une sur[ace ddsignent duns le langage usuel l'aire, 
c'est4t-dire la somme des aires des faces, de surfaces polyddrales confondues 
avec ]a surface consid'6rde au degrd de precision que l'on peut atteindre. 

En g6omgtrie on eonsidV.re souvent ]'air~ d'une surface S eomme la ]i- 
mite des aires de certaines surfaces polyddrales ayant S pour limi~e; dgfinir 
l'aire c'est alors dire quelle suite de poly~dres l'on eonsid~re. 

Par analogie avec l a  ddfinition de la tongueur d'une courbe, on a tout 
d'abord consid6rg les poly~dres inserits. C'est ainsi que, d'apr~s M. r PE.~l~O (*), 
les postulats qu'admettait Archim~de dquivalent ~ la d~finition suivante: 

L'aire d'une surface convexe est la valeur commune de la limite supd- 
rieure des aires des surfaces polyddrales convexes i,~scrites et de la limite in- 
fdrieure des circonscrites; --  d'ailleurs, dans les cas qu'it dtudie, Arehim~de 
d6montre la coYncidence des deux limites. 

Pendant long temps on a admis que l'aire d'une surface pouvait ~tre dd- 
finie comme la limite des aires des surfaces poly~drales inscrites (**), le ma- 
ximum de l'aire des faces et le maximum de la longueur des ar~tes tendant 
vel's z6ro. Mais Senw~Rz dans une lettre ~ G~l~oecm a montr6 que les aires 
des surfaces poly~drales inscrites duns un moreeau fini de cylindre de r~- 
volution n'avaient pas de limite sup~rieure. La m~me observation a ~t6 
faite par M. r PEA~o, dans ses le(}ons de l'Universit~ de Turin en 1881-82, avant 
la publication de la lettre de Senw.~l~Z darts le routs profess~ ~ la Facultd des 
Sciences pendant le second semestre 1882 par C~I. HERM1TS (second tirage, p. 25). 

Si i'on veut ddfinir l'aire par la consideration de poly~dres inscrits il 
faut done assujettir ces poly~dres ~ des conditions suppl~mentaires. On s'est 

(*) Atti della Reale Accademia dei Lincei, Rendiconti 1890. 
(*~) Aux sommets d'uae surface poly~drale inscrite on peut faire correspondre les 

points du plan (u, v) auxquels correspondent les sommets en tant que points de la sur- 
face propos6e. A chaque face du poly6dre correspond ainsi un polygone du plan (u, v), 
noas supposons iei et duns tout ce qui suit que" ces polygones n'empi6tent ]?as les uns 
~ur les autres, 
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quelquefois astreint ~ ne considdrer que les poly~dres dont les angles des 
faces ne tendent pas vers z~!ro ou des poly~dres d0nt l e s  angles des faces 
avee les plans tangents tendent vers z6ro (*). La plupart des restrictions que 
l'on a ainsi considdrd, es se sont trouvdes insuffisantes pour qu'il existe une 
limite; d'ailleurs elles sont si particulibres que, seule, l'existence de la limite 
16gitimerait leur consid@ation. 

54. II nous reste h citer deux ddfinitions (**) dues ~ HrRm~E et b, 
M. r PE~so. Etles prdsentent ce caractbre commun de ne plus reposer sur la 
considdration de poly~dres inscrits et d'admettre, comme gdndralisation de la 
division d'une courbe en arcs partiels, la division d'une surface en morceaux 
par des contours fermds. 

HZRmTE (***) consid~re une surface z---~ f(x, y) ayant des plans tangents 
variant d'une fa(Nn continue. Soient un contour d du plan des x y, m un point 
intdrieur b. ce contour, M le point de la surface qui tui correspond, D' le 
contour situ6 dans le plan tangent en M h la surface qui a pour projection d 
et D le contour de la surface qui se projette en d. A D on fail correspondre 
l'aire de D'  (on suppose d quarrable). Ceci posd on divise la surface en mor- 
ceaux; la somme des nombres attachds aux contours employds est une valeur 
approehde de t'aire. L'aire est la limite de ces vateurs lorsque le hombre des 
morceaux augmente inddfiniment de manibre que le diambtre maximum de 
ces morceaux tende vers zdro. (L'existence de la limite suppose que le con- 
tour considdrd ]imitant la surface n'est pas quelconque; il en dtait de mSme 
pour les ddfinitions prde6dentes.) 

La d6finition d'HERMITZ fait done intervenir explicitement les axes de 
coordonndes, de plus elle n'est pas la gdndralisation de la d6finition de la 
longueur par la considdration des polygones inscrits. 

(~:) Voir au sujet de ces essais de d4fiuition la no~e d~j£ tilde de M. r PEayo. 
(*~") Dans un article rdceut (Ueber die ]3egrife Ldnge, Oberfldet~e und Volumen 

Jahresbericht der .Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1901) M. r MINKOWS~I adopte pont' 
la longueur et l'aire les ddfinitions suivantes. 

De chaque point d'uae courbe C comma centre trat)ons une sph6re de rayon r Fen- 
semble des points int@ieurs £ l'une au moths de ces sph6res est mesurable, soil V(r) sa 

V(,') mesure; la limite, si elle existe, du rapport ~ quand r ~end vers z@o est dite la 

lougueur de C. De mSme si V(r) est lu mesure de l'ensemble des points dent la distance 
v (,.) 

l'un des points d'une surface S est inf@ieure ~, r~ la limite de ~ ddfinit l'aire de S. 

(~*~) Leo. cir. 
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La d6finition de M. r PExso ne prdsente pasces  inconvdnients. Soit une 
courbe gauche ferm6e C: on ddmontre, au moins dans les cas simples, qu'il 
existe une courbe plane ferm6e c telle que sur tout plan les projections or- 
thogonales de C et c limitent des aires @ales (*); ~ chaque courbe C on 
attache le nombre qui reprdsente l 'aire du domaine plan limitd par c. De 
mSme dans la d6finition de la longueur, h chaq,te arc partiel on attache la 
h)ngueur du segment qui joint ses extrdmitds, c'est4-dire la longueur du 
segment qui sur toute droite a m~me projection orthogonale (**) que t'arc. 
Ceci pos6 divisons uffe surface par des contours ferm6s; ~ chaque division 
nous faisons correspondre la somme des hombres attaches aux contours em- 
ployds. M. ~ PE~,~O appelle aire la limite sup6rieure de la somme de ees 
nombres. 

55. Toutes ces ddfinitions~ eelle due ~ M. ~ PExso exceptde, supposent 
l'existence de la limite d'une suite de nombres et l'existence de eette limite 
n'est d~montrde que pour les surfaces ayant des plans tangents variant d'une 
facon continue. 0 5  dans ce cas, il ne s'agit pas d'attacher ~ chaque surface 
un nombr% mais bien d'attacher h chaque surface des domaines plans dont Ia 
somme des aires d6finissent comme limite ou limite supdrieure ou limite inf6- ,f rieure un nombre @al ~ l'int6gl'ale double J i E  G --  F" d u d v~ route dg- 

finition gdomdgrique qui ne conduirait pas h c e  nombre consaer~ par l~usage 
serait en effet rejetde. Une d~finition de l'aire qu! ne s'applique qu'aux sur- 
faces ayant des plans tangents variant d'une fagon continue~ peut faire con- 
naltre une propridt6 gdom6trique int@essant% mais n'est pas une vgritable 
ddflnition de l'aire, le nombre ~ ddfinir 6rant connu avant la ddfinition. 

56. La d6finition due i~ M. ~ P~ANO s'applique ~ routes les surfaces dont 
la fronti~re est un de ces contours C auxquels on peut faire correspondre 
des contours plans c~ comme il a ~L6 dit plus haut. 3lais Cette ddfinition n'est 
vraiment intdressante que si l'on peut sur la surface tracer assez de ees con- 
tou,'s C pour qu'il soit possible de diviser la surface en morceaux de dia- 
m~tres aussi petits que l'on veut et dont les fi'onti~res sont des courbes C; 

(~::) Si la projection de C a des points multiples, l'aive limitde par C dolt 6tee comp{de 

comme si elte dtait expvim6e ~'~ l'aide de l'intdgvale curviligne - :~  x d y - - y d x .  

(*) I[ ne s'agi~ pas ici de la couvbe projection mais de la distance des deux extrdmitd~ 
de l'arc projection. 
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dans ce cas seulement ]'aire d@end de la forme de routes les parties de la 
surface. Cette condition est remplio par exemple si la surface a des plans 
tangents variant d'une fa(}on continue. 

Prenons ee cas, les courbes C forment un ensemble dont ]a puissance 
est celle du continu, alors l'aire est d6finie comme limite sup6rieure d'un 
ensemble de hombres dont la puissance est celle du continu. 

Pour calculer l'aire il faut, dans cot ensemble, isoter une infinit~ d~- 
nombrable de nombres tendant vers la limite supdrieure; on peut dgmontrer 
ques i  l'on consid~re une suite de divisions de la surface par des contours C, 
le diam~tre maximum de ces contours tendant vers zgro, les nombros corres- 
pondant b~ ces divisions tendent vers t'aire. Mats il n'est pas ~vident que 
l'on puisse toujours atteindre par une infinit~ dt!nombrable d'opgrations ]e 
nombre que d~finit M. ~ PEANO; ajout0ns qu'on ne connait rien d'autre sur ce 
nombre que son existence. 

57. Une surface 6tant ddfinie par 

= f ( ~ ,  v), y --- ~ (u, v), z -~ ~ (u, v) 

(u, V) ~tant un point d'un domaine plan D. 
On ne consid~re par comme diff~rentes celles quo l'on obtient en expri- 

mant u, v en fonction des coordonnges u~, v, des points d'un domaine D,; 
entre D et D, exlste u!~e correspondance ponctuelle biunivoque et continue. 
Oa dit que l'on a deux l:eprdsentations param~trlques de Ia mSme surface. 

L'ensemble des points qui correspondent ~, la eourbe qui limite le do- 
maine D forme la courbe fronti~re de la surface (*). 

Deux surfaces sont dites 6gales si l'on passe, de l'une ~ l'autre par les 
formules du ehangement de coordonn~es. 

Une surface S est dire somme de surfaces Si, en hombre tint ou non, 
si le domaine D du plan des (u, v) auquel correspond S est somme des do- 
maines Di auxquels correspondent les St et si la portion de S qui correspond 

Di est identique h b~. 
Une surface S est dire la limite de surfaces Sp donn6es par des fonctions 

fp, ~op, q~p~ si fp, %, ~p sont d~finies dans le m~me domaine que [, ~% ~ et 
tondent uniform~ment vers f~ ?, ~. 

(*) Nous r4servons donc le nora de surface £ ce que l'on appelle ordinairelnent une 
calot~e g, ua seul contour, simplement connexe. -- I1 faudrait rdp6ter pour los poiats 
d'une surStce ce qui ~ 6t6 dit au ch.~pi~re I pour les points d'une courbe. 
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Ceci rappel6, pa r  analogie avee le probl~me de ]a mesure des eourbes, 
nous posons ainsi le problbme de la mesure des surfaces. 

Altacher h chaque surface un hombre positif fini ou infini que l'on ap- 
pellera son aire et salisfaisant aux conditions suivantes : 

1. o II existe des surfaces planes ayant une aire finie. 
2. 0 Deux surfaces dgales out m~me aire. 
3. ° Une surface somme de plusieurs autres a pour aire la somme des 

aires des surfaces composantes. 
4. 0 L'aire d'mie surface S est la plus petite limite des aires des sur- 

faces polyddrales dont S est la limite. 
Les trois premieres conditions suffisent, nous l'avons vu, quand on ne 

consid~re que des domaines plans. Le probl~me n'est possible que  pour les 
domaines limit6s par des courbes quarrables. 

Remarquons d'ailleurs qu'il importe peu de modifier ainsi la troisi~me 
condition du probl~me : 

3 bis, Une surface somme de deux autres a pour aire la somme des 
aires de ces deux autres. 

Les conditions 1, 2, 3 bis suffisent en effet pour ]es domaines quarrabtes. 
Soit maintenant un domaine non quarrabl% il est limite de domaines quar- 
rables dont les aires tendent vers la mesure des points du domaine (*); avec 
M. ~ JOaDA~ nous appellerons ce hombre l'aire inldrieure du domaine non 
quarrable. La condition 4 montre que l'on dolt appeler aire l'aire int6rieure, 
mais alors la condition 3 bis n'est pas remplie (~ ) .  

Le probl~me des aires ainsi pos6 n'est donc possible que pour les domaines 
quarrables. I1 est bien entendu que eela ne veut pas dire que le probl~me 
des aires est impossible pour tout autre famille de domaines que celle des 
domaines quarrables. Il est bien 6vident par exemple que le probl~me des 
aires est possible pour route famille comprenant un nombre fini de domaines 
d6termin6s en grandeur et en position, que ces domaines soien~ quarrables 
ou non. Nous voulons dire seulement que le probl~me n'est pas possible pour 
l'ensemble de t ous l e s  domaines~ mais qu'il est possible pour les domaines 
quarrables. 

(*) Rappelons que nous avons appe]6 domMne l'ensemble des points int~rleurs d la 
fi'onti~re. 

(**) De m~me iI importait peu dans la 3 * condition du problbme de ]a mesur~ des 
courbes de paelee d'tlne couvbe somme de deux ~utres ou d'une courbe somme de plu- 
sieurs autres. 
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On d4montrera facilement que, si l'on pose le probl~me avee les condi- 
tions 1, 2, 3, 4, il n'existe aucune famille de domaines form6e des domaines 
quarrables et d'autres domaines, pour laquelle le probl~me des aires soit pos- 
sible; au contraire il existe de telles families si ]'on pose le probl~me avec 
tes conditions 1, 2, 3 bis, 4 et que l'on ne consid~re que les domaines plans. 

Retenons seulement que le probl~me des aires n'est possible dans ]e 
plan que pour certaines familles de domaines, dans l'espace il ne sera done 
aussi possible que pour certaines families de surfaces. 

58. 5Tous dirons qu'une surface S, correspondant au domaine D du 
plan (u, v), est ferm& si h tousles  points de la fronti~re de D correspond 
le rhyme point pour S. 

Nous dirons qu'un arc de courbe , 13 est int6rieur b. une surface ferm6e S 
shl est impossible de tracer une eourbe reneontrant =~, ayant une branche 
infinie et ne reneontrant par S. 

Nous dirons qu'un arc ~./3 est quarrable s'il est possible de trouver 
une suite de surfaces poly5drales ferrules S,, &,...  contenant ~[3, dont les 
aires, sommes des aires des faces, tendent vers z6ro et qui ont pour surface 
]imite une surface dont l'ensemble des points est identique ~t l'ensemble des 
points de ~/3. 

Une courbe ferm6e sera .dire quarrable si chacun de ses arcs est quar- 
rabte. Nous ne r6soudrons le probl~me des aires que pour les surfaces limi- 
t6es par des courbes quarrables (*). 

Pour donner un exemple 6tendu de courbes quarrables montrons que 
route eourbe rectifiable est quan-able. Soit C u n e  courbe rectifiable de lon- 
gueur l, partageons-la en ares de longueur a. 

Soient =/3~ /37, 7?'.. .  ces arcs. Considdrons les cylindres de r6votutlon 
dont les axes sont les eordes ~./3, t37, 7 ~ . . -  et dont les rayons sont 6gaux 
~t a. blous limiterons le cylindre =/3 aux deux parallbles dont les plans pas- 
sent par a e t  /3 et de m~me pour les autres cylindres. 

Deux cylindres cons6cutifs, ~/3 et/37 par exemple, seront reli6s par Pun, 
convenablement choisi, des deux fuseaux que les parall~les limites de ces deux 
cylindres d6tachent sur la sphere de rayon a e t  de centre 13. Nous termine- 
rons ]es eylindres extremes par des demi-sph~res. 

(*) Dans une note des Comptes Rendus de November 1899je me suis oceup6 de 1~ 
d6~nitim~ de l'aiee d'une classe par~iculi6re de surfa, ees, les surfaces reetifiables. J 'ai pu alors 
adopter une autre d~finition des courbes quareables. 
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L'ensemble de ces surfaces est une surface ferm6e contenant C. La 
somme des aires de ees cylindres et sphhres, le mot aire ayant le sens qu'on 

• • ° • "4 ° e lui attribue en geometric elementalr~, est au plus ~gale h 

t 4~a~nt_2~a2long~1,~=4=al_l_2r~al" 
c~ 

En rempla(~ant tes cy]indres par des prismes inscrits et les spheres par 
des polyMres convexes inserits on a une surface polygdrale ferm6e eontenant C 
et d'aire au plus ggale- h 6 ~ a l; quand a diminue ces surfaces tendent vers C 
qui est quarrable. 

Nous verrons plus loin que route eourbe quarrable duns le plan es~ quar- 
rable dans l'espace. 

59. Soit une courbe fermSe C, nous al)pellerons aire minima de C ht 
plus petite limite des aires des surfaces "polyddrales dont les fronti&es ten- 
dent vers C. 

Soient trois courbes fermges form6es des arcs (% /~) pour la premigre, 
(l~ 7)pour la seconde~ (~., 7) pour la-troisigme. Supposons ~ quarrable; on peut 
l'enfermer dans des surfaces polygdvales fermge3 B,,  B~ . . .  dont les aires 
tendent vers z6ro et dont les points tendent vers eeux de ~. Soient .4,, A , . . .  
des surfaces polyddrales dont les frontigres tendent vers (% /3) et dont les 
aires tendent vers l'aire minima de (~, fl). Soient de m~me les surfaces C,, C~... 
relatives ~ (N, 7). 

Si i est assez grand et j assez petit~ Ai et G'i reneontrent Bj suivant 
des courbes. 

Supposons Ai dgfinie h l'aide de fonctions des variables u, v; le point 
(u, v) 6tant d a n s  un certain domaine D ind@endant de i; soit b la partie 
de fi'onti~re de D qui correspond h ~. Les points de Ai int6rieurs ~ B:/cor- 
respondent b~ un certain ensemble de points du plan (u i v) lequel contient 
un domaine dont la fronti~re comprend b. Supposons ce domaine dij pris le 
plus grand possible et soit blj la partie de sa fronti~re qui ne fait pas partie 
de celle de D. 

La courbe 21j de Ai qui correspond ~ b~.j est sur Bj; si i et j augmen- 
tent s.imultangment flij tend vers ~ (~). 

Nous d~fiuirons de mgme la courbe ~'ij relative h Bj, Ci. Sur Bj on 

(~) Pour  ne pas •tre entrM,% ~ de t rop longs ddveloppements, nous admet~ons ces 
propri6~6s. 
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peut joindre les ex~r6mit~s de flij et fi';j qui tendent vers l'extr6mit6 m de 
par une ligne polygonale mlj dont tousles  points tendent vers m, de rngme 
soit nq une courbe de Bj joignant les extr6mitds de fllj et 2';j qui tendent 
vers l'extrdmitg n de B. 

Soient A'q la portion de At correspondant ~t D - - d ; j  at C'q la portion 
analogue de Ci. La surface fi)rm6e de A'q, C'ij et de l'une des deux sur- 
faces limit6es sur Bj par flij, B'ij, m~j, nij a sa fronti~re qui tend vers (~, 7) 
et l'une de ses eourbes qui tend vers /3. Son aire tend vers une quantitd au 
plus 6gale ~ la somme des aires minima de (~., B) et (~, 7); il est d'ailleurs 
6vident qua la timite ne peut 6tre inf6rieure b~ cette somme, done elle lui est 
6gale. 

C'esi eette propri6t~ qui nous servira dans la suite. Remarquons qu'elle 
suffit pour prouver que toute eourbe plane non quarrable dans le plan n'est 
pas quarrabte darts l'espace. 

60. Consid6rons une eourbe rectifiable fermge C de longueur 1 et soit 
une suite de polygones inscrits P~, P , . . .  qua l'on obtient en divisant C en 
arcs 6gaux de longueurs a~, a~ . . .  tendant vers z~ro. Soit A l'un des som- 
mets de Pi, la surface que nous avons attach6e, au § 58, 5 la eourbe C 
consid6r6e eomme ouverte et d'extr~mit6s A, A et ~ P~, moths tes deux 
demi-sptlgres qui la terminent, constitue ce qua nous appelterons une surface 
annulaire. En rempla~ant les cylindres et fuseaux qui la eomposent par des 
poly~dres nous avons une surface annulaire poly~drate St. 

Consid~rons sur Si un contour ferret formd, sur les prismes, de parall~les 
aux ar~.tes des prismes, sur les poly~dres qui remplacent les fuseaux, de lignes 
potygonales inscrites dans des grands eercles de ces fuseaux, soit r l ;  Ia lon- 
gueur de 1'~ est (~videmment inf(irieurc 

t 
l + 2 r r a i - - = ( 2 ~ +  1)/. 

a i  

Considgrons l'ensemble E des polygones comprenant: 1. ° les trapezes dont 
les bases sont les axes des cytindres et les parall~les aux g~n6ratrices faisant 
partie de I'i; 2. ° tes triangles que l'on obtient en joignant chaque sommet 
m de Pi  aux sommets de r l  situ6s sur la sphgre de rayon ai et de centre m. 
La somme des aires de ces polygones est au plus 

( ~  + 1 ) / + l a i  = ( ~ +  1) a~l. 
2 



306 Lebesgue: 

Ceei pos6, nous avons vu au paragraphe pr6eddent que l'on peut con- 
sid4rer l'aire minima de C comme la limite la plus petite des aires de sur- 
faces poly~drales Ai dent les fl'ontibres 6'/, port4es par les surfilces & ,  ten- 
dent vers 6'. 

Consid6rons la surface formde de l'ensemble E, de l'un des ensembles 
de polygones de Si dent les fronti~res sent les cbtds de C i e t  de FI, et de 
la surface Ai(~); son aire diff~re de celle de Ai de moths de (r: q - -1)a l l  aug- 
ment~e de ]a somme des aires des polygones qui ferment Si. Done l'aire mi- 
nima de C est la limite des aires minima des contours P i ,  et l 'aire minima 
de P i  est l a  limite infdrieure des aires des surfaces polyddrales dent P i  est 
la frontibre. On sait done trouver l'aire minima de Pi par une suite d6nom- 
brable d'opdrations, done l'aire minima de C peut ~tre obtenue k l'aide d'une 
infinit6 d6nombrable d'opdrations. Mats il faut bien remarquer que ce n'est pas 
une suite ddnombrable d'op6rations; en d'autres termes l'aire minima d'une 
courbe rectifiable n'est pas d6finie ~ la fa(~on de la somme d'une s{irie mats h 
la fa(~on de la somme d'une sdrie dent les termes sent des sdries. 

Les polygones Pi  sent des polygones particuliers inscrits dans C, on 
peut remplacer cette suite de polygones par une suite quelconque -de poly- 
genes inscrits dens C et tendant vers C. En effet, soient deux polygones P 
et Q de longueurs infdrieures ~ 1 qui se correspondent point par point, les 
points homologues dtant distants de moins de e; en raisonnant sur P e t  Q comme 
sur l'i et Pi, on voit que les aires minima de P e t  Q different de moins 
de l~. 

6l .  La plus petite limite des aires des surfaces polyddrales qui tendent 
vers une surface donnde S est ce que nous appellerons l'aire intdrieure de S. 

D'apr~s la condition 4: du probl~me des aires ce hombre dolt 6tre l'aire 
de S. Avant de rechercher s'il v&ifie la condition 3 de ce probl~me, nous 
ailons dtudier les surfaces dent t'aire intdrieure est finie. Ces surfaces sent 
les s~rfaces quarrables, dies correspondent aux courbes rectifiables. 

Soit a l'aire intdrieure de S. Supposons que l'ensemble des projections des 
points de S sur le plan des x y contienne un domaine. Soit un rectangle 
A B C D  de c(3tds parall(~les ~ o x et o y et contenu dans ce domaine. 

Soit une ~drie de surfaces potyddrales S,, S : : . . .  qui tendent vers S e t  
dent les aires a,, a~ . . .  tendent vers a. L'ensemble des projections des points 
de & sur le plan des x y  contient un rectangle At Bi CiDi de c6t~s petal- 

(~) Nous admettons iei que ~ous ees polygones ferment bien une surface. 
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l~les ~t ox  et oy.  On peut supposer que Ai, Bi, Ci, Di tendent vers A, B, 
C~ D, quand i augmente ind6finiment. 

Soit Ii (y) la somme des longueurs des tignes polygonales sections de Si 
par y = yi~ It(y) sera ind6termin6e si dans le plan d'ordonnde y se trouve 
une face de St, nous ne nous occuperons pas des valeurs de y pour lesquelles 
cela a lieu. Soit li la limite inf6rieure de li (y) quand y varie de Yi ordonnde 
de A i Bi ~, y'~ ordonn6e de Di Ci. On a (Svide'mment 

a, ~ -  li (y'~ - -  y i ) .  

Or ai tend vers a, y ' i - -Yi  tend vers la longueur du c5t6 B C~ done la 

a , quantit6 plus grande des limites vers laquelle tend Ii est au plus long. B C 

finie. D'ailleurs li (y) 6tant continue la vaIeur li est atteinte pour une valeur 
~i de y. 

La section de Si par le plan y-----~i se compose d'un hombre tint de li- 
gnes polygonales qui ddeomposent S~ en un nombre tint de moreeaux. 

Supposons choisis sur S deux points M et h r se projetant sur le plan 
des x y de part et d'autre de la bande comprise entre les droites inddfinies 
A B e t  C D, et soient Mi et Ni des points de Si qui tendent respectivement 
vers M e t  N. Les projections de d]l~ et Ni sont~ d~s que i est assez grand, 
de part et d'autre de la bande comprise entre les droites ind6finies AiBi et 
CID~; Mi et /Vi appartiennent alors ~t deux moreeaux diffdrents de St; d6- 
signons par Li l'une des lignes composant la section de Si par y -- ~i et choisie 
de fa~on que Mi et Ni soient sur Si de part et d'autre de Li.  Li est de lon- 
gueur au plus 6gale ~t li. 

~qous verrons, §§ 95 et 96~ que certaines des L, ont une courbe limite L 

dont la longueur au plus 6gale ~ a 
long. B C 

L e s t  d'ailleurs une courbe plane situ6e dans le plan y--~-~, a dtant la 
limite des nombres ~i correspondant aux courbes Li considdrges. De plus L 
divise S en deux morceaux, l'un eontenant M, l'autre eontenant .h r. 

Done toute sltrface quarrable peut ~tre divisde en deux morceaux par 
une courbe rectifiable, on peut de plus supposer que eette courbe est dans 
un plan parall~le h u n  plan P donn6. Mats la ddmonstration prdc6dente sup- 
pose qu'il existe un plan perpendieulaire 5, P sur lequel l'ensemble des pro- 
jections des points de S eontient un domaine. Les seules surfaces pour les- 
quelles cela n'a pas lieu sont celles qui sont sommes de surfaces portdes par 
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des plans parall~les ~ P et de surfaces dont l'ensemble des points est aussi 
l'ensemble des points d'une eourbe dont ]a projection ne remplit aucun domaine. 
Des raisonnements longs mais simples, analogues ~ eeux que nous venons d'em- 
ployer, permettent de montrer quc le thgorbme pr6e6dent s'applique aussi 
ees surfaces, done route sto'face quarrable peut 8tre ddcomposde & l'aide de 
courbes rectifi~bles en un hombre tint de sterfaces dont les aires intdrieures 
sont aussi petites que t'on veut. 

62. Consid~rons une surface quarrable S el; soit une suite de divisions 
de S en un nombre tint de sin faces '~ l'aide de eourbes quarrables. De telles 
divisions existent toujours d'apr~s ee qui prge~de; de plus on peut supposer 
que, dans la i ~"'~ division D;, le maximum de ]a distance de deux points d'un 

1 Soient A, B, C...  les n m~me moreeau soit s,, si tendant vers z6ro a v e e - . .  

morceaux qui proviennent de la division D,; a, b, c . . .  les contours de ees 
moreeaux. Soient ~, fl, 7 . . .  des surfaces poly6drates donl; les aires different 

de moins de ~_L des aires minima de a, b, c . . .  at dont les fronti~res diffgrent 
n 

de moins de s~ de ces fi'onti~res. On peut enfermer A darts un cube de c6t6 
e~ et nous pouvons supposer que ~ es~ tout enti~re dans ee cube. 

Ceei posg, le raisonnemenl; du § 59 nous montre qu'il est possible de 
eonstruire une surface poly~drale Sx dont l'aire soit aussi voisine que l'on 
veut de la somme des aires des ~, B , . . . ,  e'est-h-dire dont l'aire soit plus 
petite que la somme des aires minima des a, b . . .  augment6e de e ou du 
moins aussi voisine que t'on veut de eette somme. 

Si l'on fail; eorrespondre point h point ~ et A l e s  points eorrespondants 

son~ distants au plus de s,:~ l 3-, done on peut supposer que Si et S se corres- 
pondent point ~t point, le maximum de la distance de deux points homologues 

6rant aussi voisin que l'on veut de ~i ~13. 
Les surfaces Si ont done pour limite S el; par suite la plus petite limite 

de leurs aires est au moins @ale i~ l'aire int6rieure de S. 
Attaehoris ~, ehaque division Di le hombre mi somme des aires minima 

des contours a, b . . .  L'aire int6rieure de S est au plus 6gate ~ la plus petite 
limite des nombres mi. 

Consid6rons une suite de surfaces poly6drales 2p tendanl; vers S e t  dont 
les aires tendent vers t'aire int~rieure de S. Tragons sur etles des courbes 
qui tendent vers a, b, c . . .  On divise ainsi 2p en n moreeaux qui tendent 
respeeti~ement vers A, B~. . .  et dont !a somme des aires tend vers une li- 
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mite sup~rieure ~ la somme des aires minima de a, b . . .  Done, quel que 
soit i, me est infgrieur ~t l'aire int6rieure de S. 

Done quelle qt~e soit la suite de divisions Di, les hombres ml cortes- 
pendants out une limite : l'aire i'ntdrieure de S. 

De cette d6finition de l'aire intdrieure r~sulte que si l'on divise une 
surface S e n  deux surfaces S~, S, par uue courbe quarrable, l'aire int~rieure 
de S est la somme des aires int~vieures de S, et $2. Done si l'on pose le 
probl~me des cHres avee les condition,s 1, 2, 3 his, 4 il est possible el d'une 
seule mani~re pour les sltrfaces limitdes par des eourbes quarrables, l'aire 
d'lme surface dtant son aire intdrieure. 

63. Nous dirons qu'une courbe C tracge sur une surface S est quar- 
rable sur eette surface s'il est possible de l'enfermer dans des morceaux 
de 6' dent la somme des aires est aussi petite que l'on veut; ]e mot aire 
ayant le sens qui vient d'Stre indiqu(~. 

Supposons trae~e sur S une courbe C ferrule qui partage S e n  deux 
morceaux. L'un d'eux est int~rieur h C. Duns Ce moreeau nous pouvons 
tracer des courbes quarrables Ci divisant S en deux moreeaux et tendant 
vers C; Ci limite sur S une surface S¢, il est 6vident que l'aire de Si tend 
vers l'aire int~rieure du morceau Z limit~ par C. Au contraire si l'on con- 
sid~re des courbes Ci tendant vers C, mais ext~rieures ~ 5;, il se peut que les 
aires des surfaces Si que limitent les C'i ne  tendent pas vers l'aire int~rieure 
de celle limit6e par C. Uu raisonnement tout-~-fait identique k celui qu'em- 
ploie M. ~ "JORDAN pour le GaS oh. S esfl un plan (Cours d'Analyse, 2 ~ ddition 
§ 36) montre que les aires des Si tendent vers une limite d6termin6e, l'aire 
extdrieure de ~ sur S. 

Duns ]ocas  ott C est quarrable sur la surface et duns ce cas seulement 
ces deux aires (int6rieure et ext6rieure) sent 6gales. 

On volt qu'une courbe de S quarrable duns l'espace est quarrable 
sur S. Ceci revient h dire que si l~on con~id~re sur S une famille de courbes 
quarrables duns l'espace C(),) variant d'une fa(~on continue avee )., la courbe 
C().) limitant sur S une surface S[).), l'aire de S (),) est une fonction con- 
tinue de ), 

64. :Nous pouvons mMntenant d6montrer que l'aire d'une surface satisfait 
~t ]a condition 3 du probl~me des aires. Soit une surface S divis6e par des 
courbes en morceaux S~, S , . . .  Nous pouvons remplacer chaque surface Si 
par une surface S'i qu i  la comprend de fa~on que la difference des aires 
entre S'i et S'i soit inf6rieure ~ un hombre choisi arbitrairement *i. 
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Pour d6montrer que la somme des aires des Sir qui n'est pas sup6rieure 
l'aire de S~ ne lui est pas inf6xieure~ il suffit done de d6montrer qu'il en 

est de m~me de la somme des aires des S'i. Chaque point de S 6rant intd- 
rieur b. l'un des Si cela serait 6vident si les S'i 6taient en hombre fini, b. cause 
de ce qui pr6cbde. Or, en reprenant le raisonnement que M. r BORE~ emploie 
h 1,~ page 42 de ses Lemons sur la th(!orie des fonctions et qui nous a d6jb. 
dr5 util% on voit qu'il suffit de choisir convenablement un nombre tint de 
surfaces S'i pour que tout point de S soit intdrieur b. l'une d'elles. 

Le probl~me des aires posd avfc les conditions 1, 2, 3, 4 est done 
possible et d'une seute mani~re pour les surfaces limitdes par des courbes 
quarrables~ l'aire d'une surface dtant son aire intdrieure. 

On verrait aussi que dans la d6finition de ]'aire int6rieure ~ l'aide des 
divisions D~ du § 62~ il est inutile que ces divisions ne fassent intervenir 
qu'un nombre tint de morceaux. 

Remarquons que cette d6finition de l'aire int6rieure d'une surface est 
analogue h ta d6finition de ]a longueur d'une courbe comme limite des lo6- 
rimbtres des polygones inscrits. Un polygone inscrit d6finit en effet une division 
de la courbe b. laquelle nous faisons correspondre une division de la surface 
h l'aide de courbes quarrables, h. la longueur d'un c5t6 a b d'un polygone, 
c'est-h-dire b. la limite infgrieure des longueurs des courbes qui joignent les 
deux points de division cons6cutifs a, by nous raisons correspondre la ]imite 
inf6tqeure des aires des surfaces limit6es par C l'un des contours quarrables 
qui intervlent dans la division de la surface. 

L'analogie se poursuit plus loin encore~ car il est possible de d6montrer 
qu'dtant donn6e une courbe ferm6e C il existe une surface limit6e ~ C et ayant 
pour aire intdrieure l'aire minima de C(*). Ces surfaces correspondent aux 
c6t6s des polygones inscrits. 

65. En g6om6trie 616mentaire on ddfinit les aires des surfaces cylin- 
driques, des surfaces coniques et des surfaces convexes; il nous est facile de 
]6gitimer ces d6finitions. 

Soient un cylindre limit6 b. deux sections droites et A, B deux de ses g6- 
n6ratrices~ elles ddcoupent sur ]~ surface un morceau D. La projection sur 
le plan de A et B d'une surface polyddrale qui tend vers D couvre un do- 
-maine qui tend au moins vers le rectangle limit6 par A, B; done t'aire de 
cette surface poly6drale tend au moths vers l'aire de ce rectangle. De lb. 

(*) Voir ehapif, re V[. 
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r6sulte que l'aire d'un cylindre est au moins celle de tout prisme inscrit. 
Mais si les faces d'un tel prisme tendent vers z~ro le prisme tend vers ]e 
eylindre et par suite son aire tend au moins vers celte du eylindr% done 
exactement vers cette aire. 

La m6me d6monstration s'applique au c6ne. On voit que les cylindres 
de directrices planes rectifiables et que ]es c6nes de directrices sph6riques 
rectifiables sent seuls quarrables. 

Soit une surface S ferm6e convex% c'est-k=dire ne rencontrant aucune 
droite en plus de deux points; et soient S,, S ~ . . .  des surfaces poly~drales 
ferm6es tendant vers S e t  dent les aires tendent vers l 'aire int6rieure de S (*). 

Soit 0 un point int6rieur ~ S. Prenons par rapport ~ 0 les homoth6= 
tiques S't, S '~ . . .  de S~, S ~ . . .  les rapports ~tant tels que S'i n'ait aucun 
point int6rieur 'X S. I1 suffit pour cela que le rapport relatif k Si soit 

R 
~ - ,  si deux points correspondants de S et S'~ sent distants d'au plus ei 

et si R est le minimum de la distance de 0 aux points de S~ et puisque ~i 
1 

tend ve r s  z6ro aver -:- l 'aire de S est ta timite des aires des S'i. 
$ 

Ceci pos6 consid6rons un polygdre convexe P inserit dans S; tous les 
points de P 6rant inI6rieurs ~ S et par suite ~t S'i l'aire de P est inf6rieure 

cetle de S'. c'est-h-dire au plus 6gale ~ celle de S. Si done nous consi- 
d~rons une suite de poty~dres eonvexes inserits duns S et tendant vers S on 
voit, d ' une  part que la plus petite limite des aires de ees poly~dres n'est 
pus inf~rieure ~ l'aire de S, d'autre part que la plus grande limite ne ]ui 
est pus sup6rieur% c'est-~t=dire que l'aire de S est la limite des aires des 
polyMres convexes inscrits tendant vers S. 

Si l'on ne considgre qu'un morceau de S limit6 par une courbe quar- 
ruble ]e mgme r6sultat est vrai~ eomme il r6sulte de la d~monstration pr~- 
e~dente. Remarquons d'ailleurs que route section plane de S ~tant convexe 
est rectifiable et par suite quarrable. 

(*) Puisque nous averts d6fini une surface ferm6e comme ayant tous ses points 
froati~res confondus en un point A, nous pouvons seulement affirmer que les frong6res 
des Si, tendea~ vers A, et non pus que tes S¢ sent ferm6es. MMs en coupaut S¢ par une 
sphere "21 de centre A, ce qui d6termine autour de la fronti~re de Si une courbe Ciet 
en fermant la portion de Si ext6rieure £ X¢ par l'une des portions limit6es par Ci sur 
-~, on remplaee Si par une surface ferm6e, laqueUe es~ poly6drMe si l'on emploie it 
la place de Xl un poly~dre convenable inscrit duns Xi. 
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On voit aussi, que si une surface convexe S enveloppe une surface 
convexe S' t'aire de S esi supgrieure ~ eelle de S'; de lb. r6sulte que l'aire 
de S' est finie si celle de S est finie et comme on peut prendre pour S un 
cube~ route surface convexe est quarrable. De plus son aire peut fitre ddfinie 
comme ta limite supdrieure de celles des poiy~dres couvexes inscrits. 

Les exempIes de ce paragraphe montrent que l'on pourrait en g~om(itrie 
~]gmentaire dc~finir d'une manigre g6ndrale l'aire d'une surface S eomme la 
plus petite limite des aires des surfaces qui tendent vers S. 

66. Pour les surfaces 8imples que nous venons d'examiner l'aire se 
calcule par une suite ddnombrable d'op~rations. Dans le cas gdn~ral, pour 
caleuler l'aire de la surface par les proe~d~s pr~e(!demment indiqu~s~ il faut 
d'abord diviser la surface en morceaux aussi petits que l'on veut par des 
eourbes quarrables. Nous savons obtenir une telle division si la surface est 
donnde comme limite de surfaces polyddrales dont les aires n'augmentent pas 
indgfiniment. 

Supposons la surface S donn(ie par: 

x = f (u, v), y v v),  z - -  (u,  v) ; 

u~ v d6crivant un domaine D. Coupons eette surface par x ~---),~ ce qui donne 
sur S un nombre tint ou infini de eourbes. Soient sur S deux points M~ N 
que nous supposons de part et d'autre de x =~. ;  nous appellerons C(?.)l 'une 
des courbes sections de S par x ~ ~ qui s6pare S e n  deux morceaux~ l'un 
contenant M~ l'autre N. A C(),) correspond dans le plan (u~ v)7 ()')- Soit D, 
une partie de D batay(!e par 7(),). 

Inscrivons dans 7 ().) un polygone de cbt6s ~gaux ~ l, at soient P ~),~ l~) le 
polygone correspondant inscrit dans C(),) et l(?., l~) sa longueur, l(),, t~) est 
une fonetion continue de ),~ on paut done ta d6finir par une infinitg d~nom- 
brable de valeurs~ eelies qui correspondent aux valeurs rationnelles de :~; et 
par suite trouver son minimum m (l~) at la valeur ?.t pour laquelle il est at- 
teint. 

Soient li~ 12~... tendant vers z~ro~ les valeurs X,~ k~7..- correspondantes 
ont une valeur ]imite ).o; C()~o) a pour longueur la limite de m(l,)~ m( l~) . . .  
et e'est ta courbe de plus petite longueur parmi les C(?.). Done si m(1,)~ 
m (l~). . .  augmentent ind4finiment S n'est pas quarrable ; sinon on salt diviser 
S en deux morceaux par une courbe quarrable. 

On peut done par une infinit5 dgnombrable d'op~rations savoir si une 
surface est quarrable et~ si elle l'est~ trouver son aire. 
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67. D~montrons que toute eourbe quarrable sur une surface z ~ f(x, y) 
est quarrable dans t'espace. Soit F une courbe quarrable sur la surface con- 
sid6r6e S ;  enfermons-la dans un morceau D de S limit6 par une courbe 

rectifiable C, soit I la longueur de C. Faisons subir ~ D les translations 7 ,  

parall~les d'une part ~ o z,  d'autre part h z o. Les nouvetles positions de D 
et l'ensemble des positions occup6es par C constitue une surface fermde dont 
l'aire est deux lois celle de D augment6e de ¢. Cette aire peut doric 8tre 
rendue aussi petite qu'on Ie veut; et puisqu'une surface fermde peut ~tre 
remplac~e par une surface poly6drale voisine, t'aire 6rant chang6e aussi peu 
qu'on le veut, F est quarrable darts l'cspace. 

Cette propri6t6 s'applique en particulier au plan, ainsi que nous l'avions 
annone6; mats clte n'est pas g6ndrale, c'est-~t-dire qu'une courbe non quar- 
rable dans l'espace peut ~tre quarrable sur une surface. 

Consid6rons en effet une courbe plane fermde non quarrable C et une 
cireonfdrence F int6rieure ~t C. C n'est pas quarrable dans l'espace et cepen- 
dant C est quarrable sur ]a surface quarrable formge d'une part de ]a sur- 
face limit6e par C sur le plan, d'autre part de la couronne limit6e sur le plan 
par C et F. 

68. Nous consid6rons les surfaces: 

x = f ( u ,  v) ,  y = v) ,  z = (u, v) 

ayant en tout point un plan tangent et telles clue f, ~, ~ aient des d6rlv~es 
partielles du premier ordre continues. 

Isolons sur ]a surface un morceau qui, par rapport ~ des axes convena- 
bles, ait pour 6quation z = f(~,  y), le plan tangent n'~tant jamais paral- 
l~le ~ o z. 

Soit D le domaine projection sur o x y du morceau consid6rd Z; soit M 
le maximum de la valeur absolue des d6riv6es du premier ordre. Divisons D e n  
carrds de c6t6s paralt~les ~ o x et o y ;  supposons tous ces carr~s de c6t6 a e t  
soit n le nombre de ceux de ces carr6s qui sont int6rieurs ~ D (nous n6gli- 
gerons ceu~: qui ne sont pas int6rieurs ~ D). 

Soient ~ fly $ t'un de ces carrds, C la courbe qui lui correspond sur 5~ 
o:' fl' 7' ~' le parall61ogramme qui se projette sur ~ fl 7 ~ et qui est dans le plan 
tangent en un point " ~,. v, ~ du morceau de ~ limit6 par C. 

La diff6rence entre t'aire de ce parall6logramme et l'aire minima de C 
est au plus l'aire de la partie du prisme projetant C limit6e par cette courbe 
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et ~'fl'7' ~". Si nous ddsignons par z le maximum de la variation des d~iri- 
v4es partielles dans" l'un quelconque des n carr6s, eette aire est au plus 
2 a ~  .4. 

L'aire de ~'/3' 7' r)' est 

~f'~ (~, ~) + f'u (~, "~) ÷ 1. a:. 

L'aire int4rieure de 2, ou plutbt de la partie de Y. qui se projette 
l'int~rieur des earr6s eonsid@ds, est dgale 

A :~a  ~ ~ / ~+f"~ -1- 1 

g moins de 8 a: n ~ pr~s. Or A tend, quand a tend vers z~ro, vers l'int@rale 

j f ,  f ' : ÷ f ' ; + l d x d y  

dtendue au domaine D; a~n est infgrieur ~ l'aire de D 7 s tend vers z~ro 
avee a, done l'aire est donn~e par l'int6grale 

f f : l  + f ' ~ + f ' ; d x d y .  

I1 suffit d'un ehangement de variables pour retomber sur la formule 
connue : 

(P, i~) (% +) i:~_, b d A = D(~,,-~)d-D d-D udv.  (~, ~) (,~, v) 

Nous avons en mgme temps retrouv6 la d6finition qu'emploie M. r HERMrrE. 
69. I1 serait int6ressant de savoir si, dans tous tes eas oh l'int@rale 

prde6dente existe, elle repr~sente l'aire et dans quels cas eette int@rale existe. 
Les m6thodes du § 50 avee lesquetles nous avons fair darts le eas des 

eourbes l'6tude analogue, permettraient peut4tre, bien que des diffieult6s nou- 
velles se pr6sentent, d'examiner le eas oh il existe en tout point un plan 
tangent. Mais il faudrait encore 6tudier le eas oh les ddriv6es partielles de 
x, y, z existent sans que le plan tangent existe. 

J'indiquerai seulement le r6sultat suivant dont la d6monstration est fort 
simple. Si les dgri%es de x, y, z~ eonsid6r6es eomme fonetions de u ou de v, 
sont routes inf6rieures en valeur absolue ~ un hombre M l'int6grale prd@- 
dente donne une limite sup6rieure de l'aire. 
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70. Dans le chapitre III nous avons appris h former des fonctions qui 
d6finissent la,courbe rectifiable la plus g@n&ale; nous ne r6soudrons pas le 
prob]~me analogue retatif aux surfaces quarrables (*), nous allons montrer seu- 
lement que l'on peut d6finir une famille int6ressante et fort 6tendue de sur- 
faces quarrables qui jouit de propri6t6s analogues ~ ceIles de la famille des 
courbes rectifiables: c'est la famille des s u r f a c e s  r e c t i f i a b l e s .  

Nous dirons qu'une surface S 

x = f ( u ,  ,~), y = ~ (u, v), z = ~ (u, v), 

d6finie pour un certain domaine D du plan (u, v), est rectifiable si, h toute 
courbe rectifiable de D correspond une courbe rectifiable de S. 

Signalons d'abord une diffdrence entre les courbes et les surfaces recti- 
fiables. Dire qu'une courbe est rectifiable c'est donner une propriO4 de Pen- 
semble de ses points; dire qu'une surface est rectifiable c'est donner une 
propri6t6 de l'ensemble de ses points et une propri6t6 de la repr6sentation 
particuli~re qui d6finit la surface. En d'autres termes, une surface rectifiable 
peut eesser de l'gtre si l'on change de repr6sentation param6trique. Par  exem: 
ple, la demi-sph~re 

x = u ,  y = v ,  z = ~/R" - -  u '  - -  v ~ 

n'est pas rectifiable, et la demi-sph~re 

x ~ R sin ~ cos ~, y = R sin ~ sin ~, z ~- R cos 
l'est. 

I1 est d'abord 6vident que pour qu'une surface soit rectifiable il faut et 
il sufflt que ses projections le soient; qu'il s'agisse de projections sur des plans 
ou sur des droites. Nous pouvons donc raisonner sur la surface 

x = f ( u ,  v) ,  y = O, z - -  O. 

Soicnt a~ b deux peints du plan (u, v)~ A e t  B les points de la surface 
qui leur correspondent. Nous altons d6montrer que le rapport 

distance A B 
distance a b ~ r (a~ b) 

(~) Cependant, une surface quarrable 6taut limite de surfaces dont les aires n'aug- 
mentent pus iad6finimen~, il est facil~ d'iadiquer un peec6d5 r~gutiee permettaht d'obtenir 
route surface quarr~ble par une suite d6aombrablo d'op6rations. Mats an tel procddd n'est 
pus comparable pour la simplicit6 /~ celui qui fouruit les courbes rectifiables, 
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est limitd. En effet, s'il ne l'dtait pan, on pourrait trouver une suite a,, b,; 
a~, b~;.., telle que les rapports correspondants augmentent inddfiniment; oll 
pourrait m~me supposer que les points al d'une part, b~. d'autre part ont des 
points limites a e t  b. a e t  b sont confondus, sans quoi r (a, b) serait infini, ce 
qui est impossible. Choisissons une s6rie convergente h termes positifs dd- 
croissants, soit 

+ . . .  

8oient a~,, b~, deux points dont les distances ~ a sont infdrieures h ~i et 

tels que r (a.,, b~,) est supdrieur ~ 1 .  Considdrons ]a eourbe obtenue en al- 
zi 

lant de a ~ a~, en ]igne droite, de a,, ~ b~, de b~, h a~, et ainsi de suite 
assez de lois pour que le chemin parcouru sur a,,b~, soit compris entre ~, 
et 2 ~,, on arrivera ainsi soit en ~, soit en ~,;  on parcourt la droite qui joint 
ce point b. a, puis on va de a ~ a.~ et t'on parcourt sur a~b~ une longueur 
comprise entre ~ et 2 ~, et l'on va de a~ ou b~, h a et ainsi de suite. La 
courbe du plan (u, v) ainsi parcourue est de longueur au plus 

4(~, + ~-~ . . . .  ). 

La courbe de la surface ainsi parcourue est de longueur au moins 

1 1 

done de longueur infinie, ce qui est contraire ~ l'hypothbse. 
Ainsi r (a, b) est limitd, cette condition est dvidemment sufflsante; on 

peut l 'exprimer ainsi: la condition ndcessaire et su[fisante pour qu'une 
smface soit donnde sous forme rectifiable est que f(u,  v), ? (u, v), ~ (u, v) 
considdrdes comme fonctions de la seule variable u ou de la seule variable v 
aient des nombres ddrivds bornds. 

Occupons-nous de la surface projection sur ox. Les courbes 

u = f ,  ( t )  v = ( t ) ,  

1", et ~, dtant croissantes, qui joignent uo, vo h u, v ont une tongueur au 
plus 6gale b~ 

¢ t - - U  o-3 t - v ~ v o  

(nous supposons que uo, vo sont les plus petites valeurs de u et v e t  que uo, vo 
d6finit un point de la surface; il est facile de se ddbarrasser de eette hy- 
poth~se)~ les courbes correspondantes de la surface ont done des longueurs 
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au plus ~gales 

M ~ / 2  (u -4- v - -  uo - -  Vo) 

si les nombres d~riv6s de f sont infdrieurs ~ M. 
Soit V(u, v) le maximum de ces longueurs, c'est une fonetion croissante 

de u et de v dont les hombres d~riv~s sont inf6rieurs '~ M. 
D'ailleurs si 

o n  a :  

V(u,, v , ) - -V(u , ,  v,)~_lf(u, , v,)--f(u~, v , ) l ,  
done 

n(u, v) = ~[V(u ,  v ) - - f (u ,  v)] 

p(u, v)=½[V(u, v) + f(., ~)] 

sont des fonetions croissantes de u et v e t  f(u, v) est la diffdrence de deux 
fonctions croissantes dont les hombres ddrivds sont infdrieurs ~ M. 

Si nous avions reeherchd la condition pour qu'h toute courbe rectifiable 
t-----Z (~) de l'axe des t eorresponde sur la courbe 

~ = f ( t ) ,  

une courbe rectifiable 

z~-- f[z(e)] ,  

y = r (t), z = ~ (t) 

y = ~ [ z ( s ) ] ,  z : = +  [z(~) l ,  

nous aurions aussi trouvd que f~ ~, ~ sont des diffdrences de fonctions erois- 
santes ~ nombres dgrivds born6s. 

71. Montrons que les surfaces rectifiables sont quarrables. Divisons le 
domaine D da plan (u, v) en carrds. Soit a l e  cbtg de l'un d'eux, la eourbe 
qui correspond ~ son pdrim~tre a une longueur au plus @ale ~ 4 Ma. L'aire 
minima de cette courbe C est au plus l'aire du cbne dont Ie sommet est 
sur C et dont C est la directrice. Or on obtient cette aire comme limite des 
aires analogues relatives aux polygones inscrits darts C et tendant vers C; 
l'aire minima de C est done au plus 6gale ~ celte que limite dans le plan 

une co.urbe de longueur 4 Ma c'est-~-dire au plus l'aire 4 M ~ a~ du cerele 
77 

de circonf@ence 4 M a. 
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L'aire de la surface est done au plus celle du domaine D multipli6e 
4 M ,  

par - -  

Une surface rectifiable est done quarrable et le rapport de l'ah'e d'un 
moreeau de surface h l'aire de la pattie correspondante du plan (u, v) est 
bornd. 

72. L'ensemble des surfaces rectifiables est fort dtendu; il eomprend 
par exemple routes les surfaces analytiques, tous les cylindres et cbnes dd- 
veloppables (*), routes les surfaces convexes, ~t condition de choisir eonvena- 
blement la repr6sentation paramdtrique. Mais il existe dds surfaces quarrabtes 
qui ne sont pas rectifiables~ quelle que soit la repr6sentation paramdtrique 
choisie. 

Considdrons en effet dans le plan des z x une courbe z ~-f(x)~ passant 
par l'origine, ddflnie pour 0 < x <  1 et telle qu% s dtant l'ar% on air: 

d s  1 

d x  x 

Cette eourbe n'est pas rectifiable, mais tout arc de cette eourbe ne eom- 
prenant pas l'origine l'est; e'est-h-dire que le eylindre z-----f(x)n'est  pas 
quarrable mais que tout morceau ne rencontrant pas l'axe des y l'est. 

Consid6rons la partie de cylindre qui est situge entre les plans x---~ O~ 
x = y ;  elle est quarrable et d'aire: 

l 1 

fx 8=f x=l 
U U 

La surface comprenant ce morceau de cylindre et symdtrique par rapport 
aux plans x = 0 ,  .y=O, x - ~ y ,  x = - - y  est done quarrable; mais il ne 
passe aucune courbe rectifiable de cette surface par l'origine, done elle ne 
pent ~tre raise sous forme rectifiable. 

(*) Chapitre V. 
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CHAPITRE V. 

Surfaces applicables sur le plan. 

73. ~ous nous servirons de la propridt6 suivante: 
Si dans tout intervalle les fonctions (f, f,); (% ~,); (~, ~,) ont les m~mes 

variations totales finies les deux courbes (f~ ~ ~) et (f~, ?,~ ~,) ont la mgme 
longueur. 

En effet~ soit une division de l'intervalle de variation de t 

to~ t, 7 . . .  tn. 

La longueur de la premiere courbe a pour valeur approch6e 

i 2 2 2 
Z fkt¢+,) - -  f ( t i )  + ~ (ti+,) - -  ? (t~) + ~ (t~+,) - -  J/(ti). 

Soit v [ f ( t )]  la variation totale de f entre to e t t .  
La somme pr@6dente diif6re de 

v [ f ( t i+ , ) ]  - -  v [f~ t,)] + v [~ (t;+,)] - v [~ (t,)] + v [~ (t ,+,)] - - v  [~ (t,)] ~ 

de moins de 

z ,~ f , v , , l v  l t ( t~+, 1] -- v [ f ( t i ) ]  I - - I f  o r . , )  - t (t ,)l  = s v  [ f ( t~) ]  - x l f , ( t~+ , ) - - / ( t~ ) : .  

Donc ta longueur peut ~tre d6finie comme la limite de 

i 22 2 _2 
z v If(t ,+,)]  - v I f ( t , )]  4 v [? (t,+,)] - -  v [~ (t,)] + v [~ (t~..)] - - v  [~ (t,)] 

et cette somme est la m~me pour les deux courbes. 
74. Consid6rons une courbe rectifiable quelconque C, x ~ f(t)7 port6e 

par l'axe des x, effectuons la transformation ponetuelle X----~ (x), ~ 6rant 
continue. A la courbe C correspond la courbe F, X ~  [f(t)]. Proposons- 
nous de reehercher queIle doit ~tre la fonction 9 (x) pour que C et F aient 
toujours la m~me longueur. 

Si la fonction f ( t )  se r6duit k t, F a pour dquation X = ? ( t ) ~  ce qui 
montre que ? (x) dolt avoir entre to et t, une variation tota]e 6gale k t , -  t,,. 
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Supposons cette condition remplie et prenons pour C une courbe rectifiable 
quelconque. Inscrivons dans cette courbe un polygon% soit ~ la longueur ma- 
ximum des c6tds de ce po]ygone. Si los sommets de ce polygone correspon- 
dent aux nombres ti~ sa longueur est: 

l (C) = Z I f (t,÷,) - -  f (t,) t 

et cello du polygone correspondant de F 

/ ( r )  = : t *  If(t,+,)] --  ~ [f( td]  I. 

Or quand ~ tend vers zgro la plus petite des limites do cette somme est 
4gale h la variation totale de ? entre f(to)etf (tn) c'est-h-dire hlf(tn)~ f(to)l. 
La longueur de F est done sup6rieure ~t la corde qui joint los extrdmitds de C. 

Divisons C en arcs partiels~ ]e m~me raisonnement montre que ]a lon- 
gueur de Y est sup~rieure h cello du polygone formd par les cordes des arcs 
partiels eonsiddr~s. Donc la longueur de F n'est pas inf6ri~iure ~ cello de C. 

D'ailleurs la longueur de F est la limite de la somme l (F) et d'apr~s 
ee clue nous avons supposd on a-: 

1~ [f ( t~+ , ) ] -  ~ If(h)] 1~1 f(t~+,)-- f( t l )  l 

c'est-~-dire que I(F) est inf6rieure ~ l(C). 
Donc C e t  F ont la m~me longueur. 
Pour trouver routes les transformations ponctuel]es de l'axe des x qui 

ne changent pas les longueurs des courbes port~es par cot ax% it sumt donc 
de trouver routes 10s fonctions ~ (x) dont la variation totale dans un intervalle 
queleonque est 4gale h la variation de x dans cot intervalle. Pour cela~ 
prenons une fonction continue ~ variation limit~e f(O, c'est-~-dire la diffe- 
rence de deux fonctions continues eroissantes. Soit v(t) la fonetion qui re- 
pr4sente la variation totale de f entre to et t~ affect~e dusigne + ou -- suivant 
que t e s t  sup6rieur ou infgrieur h t~. L'gquation x = v (t) pout ~tre r~solue 
par rapport ~t t puisque v (t) est une fonction croissante~ soit t = ~ (x). La 
fonction f (z)] est la plus gdndrale r@ondant h la question. 

75. Soient trois fonctions F~ O, T~ dont los variations totales sont 
dans tout intervalle dgales h la longueur de l'intervatle. 

La transformation ponctuelle 

X = (x), Y = (y), Z = • (z) 

fair correspondre ~ route eourbe C une courbe F de m~me longueur. En 
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effet, si C est d6finie par f(t) ,  (t), + (t), r e s t  d4finie par F [f(t)] ,  • (t)], 
W [~ (t)] ; et les deux fonctions telles, que f(t), F [f(t)], ont, dans tout intervalle, 
la m~me variation totale et il en est de m~me pour ~(t), (I)[~(t)]; ~(t), 

La transformation dont il s'agit fair eorrespondre ~ chaque point de 
l'espace (x, y, z) un seut point de l'espace (X, Y, Z).  Mats ~ un point de cet 
espace peut correspondre un ensemble de points de (x, y, z) ayant la puis- 
sance du continu. Si la transformation 6fair biunivoqu% ce serait une sy- 
m~trie plus un d6placement ou un d@lacement. 

Remarquons encore qu'~ route courbe de l'espace (x, y, z) correspond 
une courbe de l'espace (X, Y, Z )  mats que la rdciproque n'est pas vraie. 

76. Soit une surface S, app|iquons ]ui ta transformation ponetuelle du 
paragraphe pr~e(!dent; on trouve une surface 2. A toute eourbe tracde sur S 
correspond une ligne de m~me longueur trac6e sur 2; ~ toute courbe de 2 
correspond une courbe de S car, se donner une courbe sur S o u  sar 2:, c'est 
se donner une courbe dans le domaine plan (u, v) qui serf h d6finir S. 

Entre les points de S e t  de Z on peut dtablir une correspondance biu- 
nivoque telle qu'~t route courbe rectifiable tracde sur l'une des surfaces corres- 
ponde sur l'autre une courbe de m$me longueur. 

Deux surfaces qui jouissent de cette propri6t6 sont dites applicables l'une 
sur l'autre. Cette d6finition n'est int~ressante que si par tout point des sur- 
faces consid~r6es passent plusieurs courbes rectifiables. Elle aurait peu d'intdr~t 
s'il s'agissait de cylindres ~ section droite non rectifiabl% car sur de tels 
cylindres les g~in6ratrices sont les seules Courbes rectifiables. 

La d6finition pr~c6dente n'aurait plus aucuu sens s'it s'agissait de surfaces 
de la forme 

z --- f (z) + (y) 

f et ~ 6tant ~ variation non born6% de telles surfaces ne contenant en g6- 
nd.ral aucun arc de courbe rectifiable. 

77. I1 est, au contraire, tr~s intdressant de savoir si deux surfaces ana- 
lytiques sont applicables l'une sur l'autre. On sait qu% pour une surface 
analytique 

z-----f (u, v), y = ~ ( u ,  v), z----~(u, v), 

la longueur d'un arc correspondant ~ des fonctions u, v ayant des d~riv6es 
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continues, a pour diffbrentielle 

Pour que deux surfaces analytiques soient applicables l'une sur l'autre, 
les points ( 21 ,  v) des deux surfaces se correspondant, il faut qrie pour les 
deux surfaces les quantit6s E, F, G soient les memes. 

Montrons que ces conditions sont suffisantes; celn est evident pour les 
courbes analytiques et pour celles qui sont cornpos6es d'un nombre fini d'arcs 
analytiques. 

Soit mainte~lant un arc rectifiable quelconque sur une surface analyti- 
que 8. Consid6rons un ligne polygonale P inscrite dans cette courbe. Aux 
sommets de P correspondent clans le plan (u, v) des points que nous cottsidBrons 
comme les sommets d'un polygone i; du plan des (u, v); soit n l a  courba 
de 8 qui correspond & z. Nous alions ddrnontrer que, lorsque les cbt6s de  P 
sont assez petits, la difference des longueurs elltre P et II est aussi petite qu'on 
le veut. 

Soit A B un c6tB de P, a b le c6t6 correspondant de n. Evaluons le rap- 
port long. A B: long. a b. Si les coordonntles de a et b sont (u, u ) ;  (u + t cos 8, 
v + t sin 8,) ce rapport est : 

1 F j ( = y z ( u ,  v;  8, t) = S  t 2  [ f ju  + tcos  8, v+ ts in 8 ) -  f(u, v)] ' .  

Cette fonction n'est definie que pour t =:= 0, nous poserons 

ryu ,  v, 8, 0) = E cost 9 + 2 F sin 5 cos 6 + G sin2 8. 

La fonction r2 ainsi dbfinie est continue par rapport B l'ensemble u, v, 
8, 0. Cela est evident si t =f= 0;  montrons qu'il en est encore ainsi pour le 
point u,, v,, O,, 0. Si cela n'6tait pas il serait possible de trouver une suite 
de valeurs ui, vi, e,, ti tendant vers u,, v,, O,, 0 les valeurs correspondantes 
r2  (u i ,  v,, Oi,  ti) ne tendant pas vers y0 (u,, v,, e,, 0). Dans une telle suite 
aussi loin que 1'011 aille, on trouvera des valeurs de ti diR6rentes de z6r0, 
car r (u, v, B, 0) est continue par rapport % l'ensemble u, u, 8. On peut done 
supprimer tous les groupes ui, ui ,  Qi, t, pour lesquels ti est nul, ou, ce qui 
re~+nt  au meme, supposer tous les ti diflbrents de z6ro. Nous avons B cher- 
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chef la limite de 

1 8 [f(ui  + ti cos Oi, vi + ti sin ~i) - -  f ( u i ,  vi)] ~. t" 

Ceci s'6crit 

S [f ' .  (u~ + ~'i t,: cos ei,  vi -4- ~'i ti sin ~i) cos Oi + 

+ f'~ (ui + n'i ti cos  oi, v~ "4- ~'~ ti sin 03 sin ~]'. 

Les nombres ~'~ eorrespondant ~ f, n~' ~ ?, n'," ~ q, dtant compris entre 
z6ro et un. 

Les d6~'iv6es premieres sont continues par rapport ~ l'ensemble u, v done 
la limite cst 

S [f',, (uo, vo) cos Oo + f',, (uo, vo) sin Oo] ~ = r '  (Uo, vo, ~o, 0). 

La fonction r* (u, v, O, t) dtant continue, on peut trouver une valeur n 
telle que, pour 

lu,--u:l<,7, Iv,-v,l<n, [ t , - - t , l<n,  
on ait : 

l r ( u , ,  v,, ~, t , ) - - r ( u 2 ,  v,, ~, t~)[<¢.  

Supposons tous les cbtds de = de longueur inf~rieure h ~ et soit A ~ B 
Fare de II correspondant au c6t6 u b de ~.. Evaluons la longueur de eet are. 

Pour cela inserivons un polygone Q dans l'are, un cbt~ M N de ce po- 
lygone correspond ~ un segment m n port~ par le c6t6 a b e t  l'on a, en con- 
servant les notations prdc6dentes 

long M N r (u ,v ,  O, 0) t <  ~' 
long m n I 

Done 
[long A ~ B - long a b.  r (u, v, ~, 0) ! < long a b. 

Mais on a aussi 

I l o n g A B - - l ° n g a b . r ( %  v, 0~ 0 ) [ < l o n g a b .  

Et  par suite 

On en d6duit: 

long A ~ B - -  long A B < 2 long a b.  e 

long 13 - -  long P < 2 long ~. ¢. 
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La longueur de r~ tend vers la longueur de la courbe c du plan des (u, v) 
qui correspond b~ la courbe consid4r4e C de l'espace. Montrons que c e s t  
rectifiable si la surface dent il s'agit n'a pas de point singulier. On salt 
qu'on appelle ainsi ceux pour lesquels les trois d4terminants fonctionnels tels 

D (f, ?) sent nuls. (I1 s'agit l~. soit de points singuliers de la surface, que D (u, v) 

soit de points singuliers de la representation param4trique en u, v). 
Les d4rivd.es premieres de f, % ~ ne s'annulent done pus en m~me temps 

e t  par suite r ~(u, v ,  0~ 0) est toujours sup4rieur ~ un nombre fixe positif. 
Si l'on choisit r assez petit il en est de mgm% pour 0 < t < r~ de r ~ (u, v, O, t) 
que nous supposerons sup4rieur b. M ~ >  0. 

Done on a: 

long a b 1 (M > 0) 
long A B < -22 

et par suite 
long c 1 
long O < M 

et puisque C est rectifiable c l'est. 
La diff4rence long I t - -  long P tend done vers z4ro quand P tend vers C 

et l'on peut dire que: sur une portion de surface analytique ne contenant 
aueun point singulier la longueur d'une courbe C est la limite inf~rieure des 
longueurs des courbes de ]a surface dent C est la limite. 

Nous avons d4j~ vu que si deax surfaces analytiques S et :~ ont le 
m~me d s ~, ~ route courbe analytiqu% ou composde d'un hombre fini d'arcs 
analytiques de t'une correspond une courbe de m(~me longueur sur l'autre. 
La courbe que nous avons d4sign4e par 11 est compos4e d'un nombre fini 
d'arcs analytiques~ la d6finition de la longueur que nous venons de trouver 
prouve done qu'~ route courbe rectifiable de S correspond une courbe de 
m~me longueur sur Y et inversement. 

Nous avons retrouv4 le r(~sultat classique pour que deux surfaces ana- 
lytiques soient applicabtes l'une sur t'autre, les points de ces deux surfaces 
~orrespondant au x m~mes valeurs de u, v 6tant homologues: il est n4cessaire 
et suffisant qu'elles aient m~me d s ~ (% 

(*) On pourrai~ ~tendre ee r~sul~t 5~ des eas plus g~n~raux, en no supposant pas les 
surfaces analytiques. ~'[ais ce qui pr4c~de suffit pour l~gitimer les~ applications q ue l'on 
fair de 1~ mbthode classique, 
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78, Demandon{-nous maintenant si routes tes surfaces applicabtes sur 
une surface aiIalytique sont analytiques. 

Par exemple t0utes les surfaces applicable:s sur le plan sour-rileS anaty- 
tiques ? - -  Soit C le cbne 

z' = x ~" + y~. 

On sait~ d'apr~s la thdorie classique, qu'il est applicahle sur te plan. Ef- 
feetuons la transformation ponctuelle 

X-----x, Y = y ,  Z = ~ ' ( z ) ,  

T" ayant entre zo et z, une variation totale dgale i~ l zo--z ,  !. A C correspond 
une surface F applicable sur C; r e s t  de rgv01ution et n'est ni un c6ne, ni  un 
cylindre, c'est une surface non analytique. Si en partieulier nous preno!!s 
pour la fonetion T l'une de celles qui  out gtg d~finies au  chapitre I I [  et qui 
ont des maxima et des minima duns tout intervalle (* ) Ia  surface F est 
une surface de rdvolution applicable sur le plan el ne contenant aucun seg- 
ment de droite (~) .  

79. Des exemples analogues ~ celui qui prScSde peuvent 6tre obtenus 
par des procdd~s ditIilrents. Occupons-nous toujours des surfaces applicables 
sur le plan. 

La th(iorie elassique montre que les d4veloppables analytiques sont appli- 
cables sur ]e plan. Soit S une telle d4veloppable, G l'une de ses g~n4ratrices, 
G partage S en deux moreeaux S , ,  S,. 

Faisons glisser $2 le long de G, puts faisons tourner S~ autour de G. 
Apr~s cette double operation g~om~trique on obtient une,nauvelle surface :~ 
qui est applicable sur le plan ou plus exactement dont un moreeau compre- 
nant un segment de G~ plus ou moins grand suivant la grandeur de la trans- 
lation de S~7 est applicable sur le plan. 

La m~me operation r~pdtge un nombre infini de lois pour une infinit~ dd* 
nombrable de g6ndratrices formant uu ensemble partout dense sur la surface 
donnera~ si les translations e t l e s  rotations sont convenablemenf, choisies~ une 
surface rdgl~e applicable sur ]e plan et ne Contenant aucun morceau de dd- 
veloppable, 

(*) C'est-£-dire que f(x) ~tant 1~ fonction d~finie au,§ 48, nous posons W (x)=f(x). 
(*~) D'une fagon plus pr6eise la m~ridienne de F ne contient aucun segment de 

droite, mats de plus F ne peut contenie uu moreeau de surface gauche de r~volution 
done F ne contient [)as (]e droite, 
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Prenons maintenarit une d6veloppable analytique S e t  soit C une courbe 
analytique traede sur S. Rgalisons la correspondance entre S et le plan, soit c 
la transformde de C. Soient A un point quelconque de C, P le plan tangent 
en A ~t S, Q le plan osculateur en A ~ C, et soit P '  le symdtrique de P par 
rapport 5, Q. 

Les plans P '  ainsi d6finis enveloppent une d6veloppable S' dont on peut 
r6aliser t'applieation sur le plan de fa~on qu'~t C eorresponde c. Si C n'est 
pas g6oddsique S e t  S' sont deux surfaces diffgrentes. 

c partage le plan en deux r6gions A,, A~; C partage S e n  deux r6- 
gions S,, S, eorrespondant respeetivement h A, et A2; de m4me sur S' nous 
avons les deux r6gions S', ,  S ' , .  

Soit S la surface-S,-}-S'2; c'est une surface non d6veloppable applicable 
sur le plan (*). 

Pour bien d6finir x, c'est-b,-dire pour distinguer entre S, q- 5"~ et Z2 + S', 
nous prenons arbitrairement un point M sur S, ce point M fixera celle des 
r6gions que nous d6signons par S,. Dans toutes les op6rations ult6rieures ce 
point M restera fixe. 

Y~ peut 4tre d6finie comme la surface applicable sur le plan, formge de 
deux morceaux de ddveloppables analytiques dont la fronti~re commune est 
la ligne eorrespondante ~ c, et qui autour de M est confondue avec S; ce 
que nous rappellerons par la notation -~ (S, c, M). 

c,, c,, c~,.., c,, 6tant n courbes analytiques planes ne se rencontrant pas, 
nous d6signerons par x(S, c,, c ~ , . . . c ~ , M ) l a  surface applicable sur le 
plan, formde de morceaux de ddveloppables analytiques dont les lignes sin- 
gulihres --  c'est-~-dire les frontih'es communes h deux morceaux analytiques - -  
sont les courbes qui correspondent ~ c,, c~ , . . ,  c. ,  et qui est confondue avec S 
autour du point 3/. 

Soient maintenant c,, c',; c~, G ; . . .  des courbes analytiques planes ne 
se rencontrant pas. 

Considdrons les surfaces 

~, Y.(S, c,, c',, M), Y (S, c~, c',, c.~, c'2, M ) . . . ,  

si les courbes ci, c~ sont convenablement choisies, ees surfaces auront une 
surface limite applicable sur le plan. 

Pour obtenir l'exemple du paragraphe prdc6dent il faut choisir pour 

(~) Ou du moins doaL un morceau  eompren~n~ un arc  de C est applicable stir le plan. 
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surface S le c6ne 
z ~ ----- x ~ + y~, z > 0, 

pour courbes cl, c'i celles qui correspondent aux parall~les de ce cbne passant 
par les points Ai, Bi (notations du paragraphe 48) situds sur la g6ndratrice 

y = 0 ,  z = x  

et pour point M, l'origine O. 
Ddsignons par 2: (S, c,, c',, c~, c '~ , . . .  O) ]a surface ainsi obtenue. 

80. On peut passer de cette surface ~t son d6ve]oppement par une 
d6formation continue. Pour le voir, consid6rons le ddveloppement du c6ne S 
suppos6 fendu le long de la g6n6ratrice y = 0, z = x. Ce d6veloppement est 
un secteur que nous supposons plae6 dans le plan des x y du c5t6 des y 
positifs, la g6ndratrice y = 0, z-----x ayant pour transform~e la partie positive 
de l'axe des x, et la portion du cbne voisine de cettc g6n6ratrice et situde 
du c6t6 des y positifs ayant pour transform6e la portion du plan des x y 
voisine de t'axe des x. Soit S(0) ce seeteur, c'est sur lui que sont trac6es 
les circonf6rences c~, c'i. D6signons par S(t)  le c6ne 

z ~ = t' (x '  + y~), z > 0 ,  

ou plus exactement la portion de cbne applicable sur S(0) limitde par la 
gdn6ratriee y = 0, z = t x et qui, dans le voisinage de cette gdn6ratric% esi 
du cbt6 des y positifs. 

S ( l )  est le ebne consid6rd pr6e6demment S. 
Si t repr6sente ]e temps~ par une d6formation continue eonservant les 

longueurs, on passe de la surface S (0) (h l'origine des temps), au cbne S (au 
temps 1). On passe de m~me de la surface Y. [S(O), c,, c',, c~, c '~ . . ,  c~  c'n, O] 

la su, face X [S, c,, c',, c~, c '~ . . ,  c,~, c'n, O] par l'interm~diaire des surfaces 
[S (t), c,, c ' , . . ,  c~, c'~, 0]. 

Ces surfaces ont, t restant fixe, une surface limite X [S(t), c,, c ' , . . .  0]. 
La transformation ponetuelle 

X =  x, Y =  y, Z =  % (z) 

qui permet de passer de cette surface de r6volution, suppos6e enti~re, au ebne 
S(t), supposd entier est d6tlnie par une fonetion Tt (z) qui admet entre zo et 
z, une variation totale @ale k (zo --  z,) (~). Done eette surface est applicable 
sur 8 (0). 

(*) On le verr~i~ en reprenan~ les raisonnemen~s du par~raphe 48. 

Annali di Matematica, Serie [[[, tomo VII. 43 
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Comme les surfaces S(0), ,E [s (0), % c'~,.., c,,, c'~, 0], :~ [S (0), ci, c'~,... O] 
sent idenfiques, on volt que l'on passe par une ddformation continue du sec- 
teur plan h la surface de rdvolution ~ (S~ c,, c',~ . . ,  0). 

I1 est facile de rgaliser des modbles des surfaces de rdvolution appticables 
sur te plan que nous venons d'obtenir. 

On sai~ ~ l'aide d'une feuille de papier~ fdaliser le modhle d'un c6ne de 
rdvolution par une ddformation image de la d6formation du c6ne S(t). De 
mgme on peut r6aliser une ddformation du papier~ image de la d6formation de 
la surface 2 [S (t), c,, 0], ee qui donne un mod~le de la surface 2 [S, c,~ O] 
laquelle est form6e de deux morceaux de c6nes de rdvolution. 

D'une mani~re g6n~rale on salt former un mod~le de Z [S, c, c' , , . . ,  c',,, O] 
par la ddformafion d'une feuille de papier; done par ce proc~dd on r~alise, 
avee telle approximation que l'on veut, l'image de Y (S~ % c',, c2, c'~,. . . ,  0). 

Si l'on admet que l'on peut rdaliser par d~formation du papier l'image 
de route ddveloppable analytique, les images de routes les surfaces ddfinies 
au § 79 s'obtiendront par le mSme procddd. 

La ddformation d'une feuitle de papier nous permet done d'obtenir des 
images des surfaces non analytiques applicab!es sur le plan aussi parfaites qu.e 
celles que l'on obtient par le mSme proedd~ pour reprdsenter les surfaces ana- 
lytiques En ce sens, on peut dire que, pour prdvoir l'existence de surfaces 
non ana]ytiques applicables sur le plan, il suffisait de remarquer combien la 
forme des surfaces physiquement applicables sur le plan diffbre de ce]le des 
surfaces ddveloppables. 

Notons encore que le procddd en apparenee le plus simpl% celui qui 
s'est le premier prdsentd ~ l'esprit~ permettant de faire correspondre un pro- 
blgme ggomdtrique, au problgme physique de la d~fiwmation des surfaces, con- 
duit b, la consid@ation de fonctions continues n'ayant pas de ddrivdes. 

81. Los rdsultats prde~dents sont en contradiction avec les dnoneds clas- 
siques relatifs ~ l'applieation et 5~ Ia ddformation des surfaces. Nous avons, 
par exemple, trouvd des surfaces applieables sur le plan et non d~veloppables. 

La contradiction n'est qu'apparente. Les gnoncgs elassiques sont en effet 
obtenus h l'aide de raisonnements qui supposent implieitement ou explicitement 
l'existenee et la continuitd de routes les d6rivdes que l'on est conduit ~ con- 
siddrer. Le nombre de ces ddrivdes varie d'une question h l'autre, clans quelques 
raisonnements on suppose m~me que les fonctions dont on s'oeeupe sont ana- 
lytiques~ de sorte que les dnoneds classiques ne sont ddmonfr6s que pour eer= 
tains ensembles de surfaces qui varient suivant la nature de ]a question. D'une 
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mani~re gdn6rale, les d6monstrations sont valables pour l'ensemble des surfaces 
analytiques et, ]e plus souvent, les surfaces analytiques ne forment qu'une 
classe tr~s particuli~re clans t'ensemble de celles auxquelles s'appliquent les 
raisonnements employ&. 

Prenons par exemple ee th6orbme: Toutes les surfaces applicables sur 
le plan sont d6veloppables. 

La ddrao~stration queen a dom~de OssL~s BONNET(~) s'applique &toutes 
les surfaces ayant des rayons de courbure principaux variant d'une fa~or~ 
contb~ue. En effet O s s ~  BONNET d6montre_ que si x, y~ z sont les eoor- 
donn6es d'un point de la surface, ~ f~ celles du point eorrespondant du 
plan, on dolt avoir 

~' x ~' y ~' z 

~x ~y 3z  
et de l~ il conclut que les trois fonctions ~ ,  ~-~, ~ sont fonctions de 

l'une d'entre elles, et la th6orie ordinaire du d6terminant fonctionnel suppose 
la continuit~ des d4rivges qui interviennent dans le jacobien. 

~ x ~' x 
Les d6riv6es secondes ~ ,  ~ 7 ~ - ~ ' " "  doivent done exister et 8tre con- 

tinues pour que le raisonnemen~ d'O. BONNET air un sens~ ce qui revient 
supposer que la surface jouit de ta propri6t6 g6om6trique indiqude. 

Les surfaces construites au paragraphe 78 nous montrent que non seulement 
]'6noncd du th6or~me d' OSSL~N BOnnET n'est 16gitim6 que pout' certaines 
surfaces mats encore qu'il n'est exact que si l'on fair certaines restrictions 
sur ]a nature des surfaces eonsid6r&s. 

82. Comme autre exemple prenons la r6ciproque du th6or~me d'Os- 

SIAN BONNET : 

Toute surface d6veloppable est applicable sur te plan. 
On ]a d~montre ordinairement en supposant que l'on appelle surface d~- 

• eloppable ta surface form6e par les tangentes ~ une courbe gauche ayant 
des plans osculateurs variant d'une fa~on continue, car on met le d s  ~ de la 

(*) Annali di Matematica. 2. ~ S6rie, Tome VH. Ce~te d6mons~ration est reproduite 
avee les m~mes notations dans le Tome I des Legons sur la th~orie des Sur[aces de 
M. r DAr~BOUX et darts les Trait& d'Analyse de MM. TM JOROAN et P~ChaD, 
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surface sous la forme 
, d s  

ds~--~ ds -~-d l~- i l  e d s + d l - - i l ~ -  e 

(notations du traitd d'Analyse de M. r PICARD), R ddsignant le rayon de courbure 
de la courbe gauche. 

On donne couramment au mot surface ddveloppable dt~,ux significations 
distinctes. On appelle ainsi: 

1. ° Une surface ddcomposable en cbnes~ cylindres et surfaces engendrdes 
par les fangentes b~ une courbe gauche. 

2 o La surface enveloppe d'un plan ddpendant d'un param~tre. - -  
C'es~ cette ddfinition qui serf dans te thdor~me d'Ossixs BONNET. 

Soit 
ux + vy + wz + p ~ O  

ce plan. - -  L'enveloppe est ddfinie par cette dquation et 

u x + v ' y + w ' z + p ' = O ,  

les ddrivdes 6tant prises par rapport au param~tre t dont ddpend le plan. 
C'est-~t-dire que l'on obtient l'dquation de la surhce en rdsolvant par rapport 

t cette seconde dquation et en portant dans la premiSre. D'apr~s la thdorie 
des dquations implicites cela suppose l'existence et la continuitd de u"~ v"~ 
w"~ p" ;  mais il n'en rdsulte pas que la surface soit ddveloppable au seas 1. 

Supposons en effet que ~" soit continu% le plan 

z = t x + t~ y + ~ ,t) (1) 

a une enveloppe. Les gdn6ratrices donndes par (1) et 

o = z + 2 t y + ~' (t) (2) 

varient d'une fa(~on continue. Si donc la courbe donnde par (1), (2) et 

o = 2 y + ~ " ( t )  

dtait tangente aux gdn6ratrices elle serait rectifiable. Or on peut prendre ~" (t) 
variation non bornde, done la surface (1), (2) est d~veloppable au sens 2 

sans l'6tre au seas 1. I1 est d'ailleurs dvident que route surface ddveloppable 
au seas I ne l'est pas ndeessairement au sens 2. 

L'dnoncd de la rdeiproque du thdor~me d'OssIA~ BONSET suppose done 
que le mot d@eloppable air le sens restreint donnd au commencement de ce 
paragraphe. 
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Pour obtenir un r6sultat un pen plus g6n6ral nous allons rechercher dans 
quels eas on pent appliquer sur le plan un eylindre, un cbn% une surface 
form6o des tangentes i~ une courbe gauche. 

83. Pour qu'un cylindre soil applicable sur to plan il faut qu'entre 
deux queleonques de ses points on puisso tracer uno courbe rectifiable. Si 
les deux points choisis ne sent pas sur une mgme g6n6ratrice la projection 
de cette eourb% sur le plan de la section droite du cylindre~ no se r6duit 
pas ~ un point et par suite est une courbe port6e par la courbe section 
droite; e'est-h-dire que si 

x = f ( t ) ,  y = ( t )  

est la section droite la projection consid6rde a des 6quations qui s'obtiennent 
en remplacant darts ces formules t par une fonetion continue d'un param~tre. 

La projection 6rant rectifiable, la section droite l'est aussi(*). 
Pour qu'un cylindre soil applicable sur le plan il est done n&essaire 

que sa section droite soil rectifiable; cela est aussi su~sant. En effet pre- 
nons sur la section droite une origino O, ot raisons correspondro ~ tout point 
a de cette section droite le point A do l 'axe des x iel que 0 A soil ggal 
]a longueur de l'are O a de section droite. Faisons correspondre de plus i~ 
route g~n~ratrice une parali~te ~ l 'axe des y (les axes sent rectangulaires) 
les longueurs port(Ses par les g6n6ratrices dtant conserv6es. Cette correspondance 
r~alise l'application. 

Soient en effetc une eourbe du cylindre, C la courbe correspondante du 
plan, a et b deux points de c~ A et B les points correspondants de C~ a, 
et b, les points de la section droite appartenant aux m~mes g~n6ratrices quo 
a et b, A, et B, les points correspondants du plan. On a 6videmment 

At Bt :>a,b~ 

et par suite A B > a b .  
Les deux trapgzes rectangles a a, b,b~ A A, B,B ont mgmes bases~ 

done la difference entre los hypotenuses est inf6rieure ~ ce]le des hauteurs, 

(~) C'est de t£ que r~sulte uae propri6t~ qui nous a d~j£ servi: sat un cylindce 
dent la section droite n'est pas rectifiable, les seule~ courbes rectitiables sent port6es par 
les g~n6ratrices, 
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D'oh~ si l'on divise c en ares tels qua a b 

ZA B - -  Za b--~- Z(A B - - a b )  :> ~ (A, B , - - a ,  b,)-----XA, B, --  Y.a, b,. 

Les deux premieres sommes tendeni vers les longueurs de C e t  c, ]es deux 
derni~res vers les longueurs des projections de C et c sur l 'axe des x d'une 
part~ sur la section droite d'autre part. Ces deux derni~res sommes sont 6gales~ 
done C e t  c ont ]a mSme ]ongueur. 

84. R6solvons ]e mSme probl~me pour les cbnes. Soit un cbne ayant 
pour sommet l'origine, s'il est applicable sur le plan il contient des eourbes 
rectifiables non port(ies pae ]as g6n(~ratrices. Soit 

x = f ( t ) ,  y = ~, if) ,  z = ~ (~), 

une de ce courbes. La courbe rectifiable 

f ( 0  ¢ (t) + (t) 
x = / ~ + ¢ ~ + + ,  y ¢ t ~ + ~ + +  ~ z ~ / ~ + ¢ , + + ,  

est port6e par une directrice sphdrique du cbne. On appelle ainsi pour le 
cbne dont les g4n6ratrices out ]as cosinus directeurs 

= f ,  (t) ,  fl = ~, (t) ,  7 = / ~ ,  ( t)  
]es courbes 

x ----- k f, (t), y = k ~, (t), z = k ~, (t), 

k 6taut ind6pendant de t. 
Duns un c(~ne applicable sur le plan la directrice sphdriffue est donc 

rectifiable. Et rdciproquement tout c&ne h directrice sphdrique rectifiable est 
applicable sur le plan comma on ]e volt en faisant correspondre ~ ]a direr- 
trice sph~rique un are de eerele de rayon dga] ~ celui de la directrice sph(!- 
rique et aux g~n6ratrlces des rayons de cet arc. 

Duns carte application si la directrice sph6rique a une longueur sup~- 
rieure h la eirconf6rence qui porte sa transf)rm6% i~ un point du plan cor- 
respondront plusieur s points du cbne; mats autour de ehaque point du cbn% 
le sommet exceptd~ on peut trouver un fragment du e6ne pour lequel la 
transformation pr6c6dente r6alise une correspondance biunivoque avee un cer- 
tain domaine du plan; cette correspondance conserve les ]ongueurs comme 
le montre un raisonnement analogue ~t ee]ui du pr6cddent paragraphe. On dit 
d'un tel cbne qu'il est applicable sur ]e plan sans recherehei: si apr~s l'appli- 
cation un point du plan correspond ou non ~t un saul point du cbne. 
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On peut encore dire que la condition udcessaire et suffisante pour qu'un 
c6ne ou un cylindre soit applicable sur le plan est qu'il existe sttr la sur 
face une courbe rectifiable rencontrant toutes les gdndratrices, et ne passant 
pas pat" le sommet s'il s'agit d'un c&~e. 

Remarquons que~ puisqu'iI existe des fonctions dSrivables '~ variation non 
born~e~ il existe des courbes ayant des tangentes en tout point et qui ne 
sont pas rectifiabtes 7 done des c(~nes et des cylindres ayant des plans tangents 
suivant chaque gdadratrice 2t qui ne sont pas applicables sur le plan. 

85. Consid6rons uue surface r~glde et supposons qu'on puisse~ sur cette 
surface, tracer deux courbes rectifiables ne se rencontrant pas et rencontrant 
chacune une lois chacune des g~n~ratrices; soient x (t)~ y (t), z (t); x (~)~ y (~), 
z(~) ces deux courbes. A chaque point t de la premiere eourbe faisons eor- 
respondre le point ~ de la seeonde situ(! sur la m~me g~n~ratric% alors ~ est 
une ibnetion continue toujours croissante ou d~eroissante de t. En rempla(~ant 

par sa valeur en fonction de t la seeonde courbe devient x~ (t)~ y, (t), z, (t). 
La courbe 

x, ,x ( t )  - x ,  y = y ( t )  - y ,  ( t ) ,  z ---- z ( t )  - z ,  ( t )  

rencontre toutes les gdndratrices du cbne directeur de la surface dont le 
sommet est l'origine, cette courbe 6rant rectifiable, le cbne est applicable sur 
le plan. 

Ceci posg nous allons d~montrer que pour que la surface form& par 
les tan qentes ~ une courbe gatwhe soit applicable sur le plan il est ndcessaire 
et suffisant que son c~ne directeur soil applicable sur le plan. Dans cet 4nonc4 
nous appelons surface applicable sur le plan une surf~ce h tout point de la- 
quelle on pent faire correspondre un point du plan, cette correspondance con- 
servant les longueurs; k un point du plan correspond un hombre tint ou in- 
fini de points de la surface. 

D'aprhs ce qui precede la condition est ngcessaire; pour montrer qu'elle 
est sumsante, effectuons d'ab~ord l~application du cbne directeur sur ]e plan. 
Nous allons maintenant faire correspondre ~ ] a  courbe gauche donn~e F une 
courbe plane 7, les arcs correspondants ayant la mSme longueur~ ]a tangente 
en tout point a de 7 gtant parall~le au d~veloppement de ceile des gSn~- 
ratriees du cbne  direeteur qui est parall~le h la tangente ~ F a u  point A 
homologue de a (*). 

(*) Cette propri6t6 du d6veloppement de l'arSte de rebroussement doit 8tre consi- 
d6~.6e comme 1~ g6n6ralis~tion da th6or~me classique: la cot~rbuee de l'ar~Le de rebrous- 
semea~ est conserv6e. 



334 L e b e s g u e :  

Pour eonstruire 7, divisons F h l'aide des points Ai eorrespondant aux 
valeurs ti du param~tre, e~ portons sur les gdn~ratriees Oa'i  correspondantes 
du d6veloppement du ebne direeteur des longueurs O a'i --- s (t 3 - -  s (ti--,) ; 
s (t) reprdsentant ]a ]ongueur de l'arc (0 7 t) de F. 

Soit O M i l e  veeteur somme de Oa',, O a ' , . . .  O a'i. Consid6rons le po- 
]ygone O M, M~ M ~ . . . ,  si nous supposons to = 0 la ]ongueur OM, M~. . .  Mi 
compt6e sur ce polygone est ~gale ~ s (ti). Faisons eorrespondre ce polygone 
h F de fa(kon que Ies longueurs soient conserv6es; alors Mi correspond ~ At. 

Introduisons entre lest,, de nouvetles valeurs de t, d'oh la suite de points 

Bo(ouO)7 B,, B ~ . . . B j ( o u  .4,~, Bj~,, B j ~ . . . B k ( o u A ~ ) . . .  

et un nouveau polygone de sommets 

O, N,, 

Supposons que l'on augmente ind6finiment le hombre des tl de fa(}on 
que le maximum de t~--t~_, tende vers z6ro et montrons que ees polygones 
ont une limite, il suffira de d6montrer que les points correspondant aux 
valeurs choisies ti tendent uniform6ment vers des points limites. 

Soient Mi et N~, deux sommets eorrespondants des deux polygones eon- 
sid~r6~. On a: 

long Mi N~, -~ t long O Mi --  long O N~, I 
$ 

Y, I long 11/,. 3/,._, --  long N~, 5/~,_, I. 
1 

La longueur Me Mi-, est celle du segment O a';; celle de N~,_hri., est celle 
de la rdsultante des segments 

Ob'~_,+,70b' , ~,.,+~ .. • 0 b ~,. 

La somme des longueurs de ees segments est O a'~, et ils font entre eux des 
angles inf6rieurs ~ ' ' ~, s i s  est le maximum des angles a~O a~_, done 

0 ~ long Mi M~_, - -  long N~, N~,, ~ ~ [s (t 3 - -  s (t~_,)]. 

Ainsi si l'on s'oceupe de l'are (0, t) de F, quels que soient les nouveaux 
points choisis sur F entre les Ai, la distance entre deux points eorrespondants 
des polygones est inf6rieure k ~ s (t). 

Or s tend vers z6ro avee le maximum de t , . - - t i - , .  Les polygones ont 
done une courbe limlte 7. 
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Prenons pour axe des x dans le plan la g6n6ratrice Oa'o du d6velop- 
pement du c6ne directeur; si l'intervalie (0, t) est assez petit(*) l'angle des 
g6n~ratrices 0 a',, O a'~.., avee l 'axe des x est inf6rieur ~. un droit et par 

suite les polygones dont 7 est la limite ont des dquations de la forme 

y = f, (x), y = f~ @ ) . . .  

Supposons que ees 4quations repr6sentent, non les polygones tels que 
O A~ A,.... mais les eourbes que l'on obtient en raecordant les ebt~s cons6- 
cutifs Ai-, Ai, AcAI+~ par des arcs de cercles. Nous supposerons ces arcs 
choisis assez petits pour que les longueurs des courbes tendent vers la lon- 
gueur commune des polygones, e'est-~-dire vers eelle de F. Les fonctions 
fl (x) ont des d6riv6es continues. De plus, quand i augmente, la d~irivde f'i (xo) 
tend vers le coefficient angulaire de la g6n6ratrice du d6veloppement du c(Sne 
direeteur qui correspond au point x------xo de 7~ soit ~ (xo). 

Les fonctious born6es darts leur ensemble f'~ (x) tendent vers ~ (x), done 
on a :  

Lira f f'~ @) d 
o 

Done 7 a pour 6quation: 

$ g  

x ----- Lira f¢ (x) ~ f ~ @) d x.  
o 

5ff 

y = f ~ (x) d x, 
o 

et comme ~ (x) est une fonction continue 

y'¢ = ~ (x) 

e t t e s  tangentes k 7 sont bien parall~les aux g(!n6ratrices correspondante.~ du 
d6veloppement du cbne directeur. 

De plus 
3~ X 

f Lira 1 -~ f'¢ (x) d x ----- ~/1 -1- ~* (:c) d x 
o o 

done 7 a mOne longueur que F. 

('~) Cet~e restriction es~ sans importance, il sufflt en effet de ddmonfirer que, .autour  
o , p  • • de chaque ~,eneratrlce, on peut t rouver  un morceau applicable Sur le plan pour qu'il en 

soit de m6me pour route la surface. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 44 
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86. Nous allons maintenant d6finir la correspondanee entre le plan et 
la surface. A tout point de P correspond un point de 7 eomme il a fit4 dit. A 
un t/oint A de la surface situ(! sur ]a gdnSratriee passant par le point A,  
de F correspond un point a situd sur la tangente ~ 7 au point a, homologue 
de A, et tel que a, a = Ai A~ ces deux segments grant dirig~s par rapport ~ 7 
et r~ dans des sens eorrespondants. 

D~isignons par A' le point du cbne directeur situ6 sur la g~n6ratrice pa- 
rallNe h A, A et tel que 

At 
et par a' le d6veloppement de A'. 

at 

A-..~ O A '  

Alors on a 

a ~  Oa'. 

Soient C une courbe rectifiable 
a, A', a' correspondant aux points 
si A e t  B sont sur C, 

de la surface, c, C', c' les lieux des points 
A de C. On a les 6galitds segmentaires, 

A B  A ~ B I + A ' B ' ~  

a b = a l b , + a '  b' ~ 
done 

l long A B -- long a b l ~ 1 long ,4, Bt - -  tong at b~ t + l l°ng A' B' - -  long a' b' I. 

Supposons que C ne rencontre qu'une seule fois chaque g~n~ratriee. Alors 
C'  est rectifiabl% § 857 et l'on a :  

l l o n g A B - - l o n g a b l ~ ] l o n g a r e A ,  B, de F - - A ~ B ~ I +  

+ I long arc a, b, de 7 --  a, b, l Jr" [long arc A' B' de C' --  A' B' I + 

+ l l o n g a r c a ' b '  de c' - -  a' b' I. 

Si done on considbre un polygone P inserit dans C et lea polygones p, P ' ,  
p'~ P~ ~ iv, correspondants on a :  

l long P --  longp I ~ (long F --  long P,) + (long 7 - -  long p,) + 
+ (long C' - -  long P')  + (long c' - -  long p'). 

Done C et c ont mgme longueur. Ce rdsultat s'dtend immgdiatement aux 
courbes qui reneontrent un nombre fini de lois les g6n6ratrices. Pour lea 
autres~ qui sont limites de courbes ne rencontrant les g6ndratrices qu'un 
hombre fini de lois, nous pouvons affirmer que la longueur de la courbe de 



Intdgrale, Longueur, Aire. 337 

la surface est au moins 6gale ~ la Iongueur de la courbe correspondante du 
plan. 

Mats la portion consid6r6e de 7 est convex% les tangentes aux deux 
extr6mit6s font un angle inf6rieur b. un droit; donc~ si l'on ne eonsid~re que 
l'une des nappes de la surface (limit6e par F)~ la correspondance avec le plan 
est univoque. 

Soit~ dans la portion du plan correspondante: un segment a b ; considdrons- 
le comme la courbe c. On voit imm~diatement que ces t  rectifiabl% done c' 
l'est et par suite aussi (7. De l~ r6sulte que l'on a: 

A B ~ a b .  

Ceci pos6, soit une courbe rectifiable quelconque (7, inscrivons dans cette 
eourbe une ligne polygo~ale P d'un nombre tint ou infini de cbt6s, en ayant 
soin que tous les points de rencontre de C et de F soient des sommets (ou 
limites de sommets) de ce polygone, p 6tant le polygone correspondant on a: 

d'oh 

long p _ long P, 

long c _~ long C. 

En rapprochant ce rdsultat du pr6c6dent on a: 

long c = long C 

et la surface est applicable sur le plan. 
Nous savons done construire la courbe gauche la plus g6n~rale dbnt les 

tangentes ferment une surface applicable sur le plan; il sufiR en effet de se 
donner ]e cbne directeur applicable sur le plan, ee ClUe nous savons faire D et 
la fonction continue positive eroissante s (t) et d'en d~duire F par une cons- 
truction analogue ~, relic qui a donn6 7. 

87. Dans les paragraphes pr6c6dents on a appel6 surface applicable 
sur le plan une surface S qui correspond ~ une surface 2 port6e par le plan7 
la correspondanee ponctuelle entre S e t  x 6tant biunivoque et conservant les 
longueurs. 

S 6rant donn~e, Z n'est pas d6termin6e. En effet si S est un c6ne on 
peut prendre pour X un secteur. Soit G l'un de ses rayons qui partage ~2 
en 2 t et  X, et soit ~'~ le sym6trique de X, par rapport ~ G; on pent prendro 
pour 2, Xi -F Y:. 
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Les surfaces z que nous venons de d(!finir relativement aux cbnes et aux 
surfaces form~es des tangentes ~ une courbe sont telles qu'autour de chacun 
de leurs points (eeux qui correspondent au sommet du cbn% et aux points 
de t'ar~te de rebroussement except~s) on puisse trouver un morceau de 
ne re(~ouvrant qu'une lois le plan. Soit 2, un tel morceau~ S, le morceau cor- 
respondant de St entre S, et 2~ la correspondance ponetuelle est biunivoque 
et ~j est un domaine plan. 

C'est la surface 2 ainsi d~finie~ qui est unique puisque deux de ces sur- 
faces seraient eomposges de morceaux 6gaux dispos6s pareillement~ que l'on 
appetle le d4veloppement de S. 

88. Nous pouvons maintenant donner des exemples de courbes gauches 
dont les tangentes forment uJ~e sttrface non applicable s~cr le plato 

x ~ t~ y -~ t ~, z = ~ (t) 

(t) ~tant une fonction dont la d~riv~e est continue mats h variation non 
borne% nous donnent un tel exemple. On salt que l'on peut m~me sup- 
poser que ~"(t) existe~ done il y a des cmtrbes gauches ayant en tout point 
un plan osc~dateur~ et dont les tangentes forment une s~trface non applicable 
stir le pla~. Une telte surface admet des plans ta~gents ; le plan ta~gent 
est le mdme tout le long d'une gdndratrice ; le plaJ~ tangent ddpend done d'~in 
seul param~tre. 

89. Nous terminerons en cherchant les surfaces de rgvolution applica- 
bles suc ]e plan. 

Ddmontrons d'abord que~ si un morceau de surface de rdvolution est ap- 
plicable sur le plan, les m~ridiens correspondent h des droites parallNes ou 
concourantes. I1 est 6vident que les mdridiens grant des lignes de tongueur 
minimum ou g6oddsiques ont pour transform~es des g~od~siques du plan~ 
c'est-~-dire des droites. 

Soient A~ B deux points d'un mdridien~ a~ b leurs correspondants dans 
le plan; A'~ B' deux points d'un autre m4ridien situ4s respectivement sur les 
parall~les de A e~ B~ a'~ b' leurs homologues. 

On a a b ~ a 'b ' ;  d'ailleurs les deux courbes de la surface qui corres- 
pondent aux deux droites a b~ a'b' sont symS~riques l'une de l'autre par 
rapport au plan bisseeteur des mgridiens de A et de A'; elles sont dgales et 

ab '~--a 'b .  

La figure a b b'a '  est done un trapeze isoc~le. 



IMdgrale, Longueur, Aire. 339 

Soient A"~ B" les sym6triques de A, B par rapport au plan m6ridien de 
A'; a" b" b' a' est sym6trique de a b b' a' pat" r~pport ~ b' a', done les trois droites 
a b, a'b', a"b" ou bien coneourent en un mSme point 0 qui es~ ]e centre de 
la cireonf6rence passant respectivement par a, a', et par b, b',. b , ou bien 

' a" sont parall~les et a, a ,  d'une part, b, b', b" d'autre part sont en ligne 
droite, a a' et a b ~tant perpendieulaires. 

Si l'on fixe ]a position d'un m6ridien par son angle ~ avee le m6ridien 
de A et si :4' correspond h 0o, le raisonnement pr6c6dent montre que tous 

~Y~ Oo ]es points du m6ridien de A correspondant aux valeurs ~ ,  me t  n 6rant en- 

tiers, ont leurs homologues sur la cireonf6renee ou la droito a a' a"; ils for- 
ment un ensemble partout dense sur eerie cireonfdrence. I1 e n e s t  de m~me 
pour les points du m6ridien de B. Les points des m6ridiens de A e t  B corres- 
pondant ~t ]a m~me valeur de ~ sont sur le m~me rayon. Done les m(!ridiens 
ont pour homologues des droites parall~les ou concourantes et les parall~les 
correspondent aux trajectoires orthogonales de ces droi[es. 

Supposons d'abord que les droites homologues des m6ridiens soient paral- 
l~les, alors les parall~tes sont 6gaux, dons ont ]e m~me rayon et puisque les 
m6ridiens sont rectifiabtes, les seules surfaces de cette nature sont 

x -~ R cos O, y = / 7  sin O, z ~ ? (/), 

~tant h variation born6e. 
Supposons maintenant les droites coneourantes. Soient A, B, Ctrois points 

du m6me m6ridien, en conservant les notations prdc6dentes on a:  

a b arc b b' - -  arc a a' 
b c arc c c' - -  are b b' 

e'est-~-dire ques i  l 'axe des z est l 'axe de rdvolution, la mdridienne est de la 
forme z ~ f ( x ) ,  et s 6tant son arc, on a :  

~s 
x --  constants 

quel que soit ~x. La distance de deux points d'abscisses xo et x~ dtant au 
moins l x o - - x  ~[, la constante est au moins 6gale k 1, nous poserons 

~s ~ v t l  "4- K~#x.  

Si K est nu], la surface est engendrde par l'axe, des x tournant autour 
de l 'axe des z, c'est t0 plah des x y. 
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Supposons maintenant g positif. Une solution partieuli~re du probl~me 
s'obtient en effecttmnt la transformation ponctuelle 

X - -  x, Y----- y, Z = ~ (z) 

(~, ayant dans tout intervatle de longueur l une variation totale 6gale ~ t) 
sur le cbne 

z ~ = K-" (x ~ -t- Y') ; 

nous allons ddmontrer que c'est la solution g~n(irale. 
Soit en effet z ~ f(x) une m~ridienne, si v(x) est la variation totale 

de f entre Xo et x, ta surface de r~volution dent z = v (x)est  la m~ridienne 
est aussi applicable sur ]e plan. Nous aliens d6montrer que v (x) est ggale 

g ( z - -  x,). 
Soient deux points (xo~ xt) de la co urbe z ~ v (x), la longueur de l'arc 

de cette courbe compris entre ces deux points est supdrieure 

2 

~/(Xo - x , )  ~ + v ( , , )  - -  v (xo);  

cette quantit~ dolt donc ~tre inf~rieure ~ K[ x ~ -  x0 ] c'est-~-dire que l'on a :  

o < v ( x , ) - ,  (~o) _~ Ic. 
x l  ~ ~o  

Ceci pos6 eonsid~rons un polygone inserit dans z ~ v (x) et le polygone Q 
inscrit dans z ~ - K ( x -  Xo) dent les sommets ont les m~mes abscisses~ il est 
~vident que 

long P ~:  long Q. 

Des considerations de gdom4trie 61dmentaire montrent que, si R est le 
polygone inscrit dans z - ~  K ( x - - x o ) -  v (x) dent les sommets ont m~mes abs- 
cisses que ceux de P e t  Q, on a :  

long Q --  long P ~ long R - -  (x~ ~ xo) 

si l'on s'occupe de l'intervalle x , - - x o .  
Si l'on fait tendre vers z~ro le maximum de la longueur des c6t~s de P, 

le second membre ne tend ~ers z~ro que si v ( x ) ~ K ( x - - x o ) ~ O ,  or le 
premier membre tend vers z~ro, done: 

(x)  - ~  K (x - -  Xo). 

Les seules surfaces de rdvolution a]~plicables sur le plan sent done celles que 
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l'vn obtient par la transformation du § 78 appliqude aux surfaces de rdvo- 
lution analytiques applicables sur le plan 7 l'axe de rdvolution dtant 0 z. 

90. Consid6rons une surface applicable sur le plan. Si l'on exprime 
les coordonn~es d'un point de cette surface en fonction de celles du point corres- 
pondant du plan~ on a la surface sous forme rectifiabl% elle est done quarrable. 

:Nous allons d~montrer que dans l'application sur le plan les aires sont 
conserv~es. Le raisonnement s'6tendrait d'ailleurs aux surfaces applicables sur 
une surface anMytique queleonque. 

Soit une surface S applicable sur ]e plan (u~ v). Divisons le plan (u~ v) 
l'aide de parall~les aux trois directions ~ = 07 ~----=60°7 ~----120 ° en 

triangles 6quilat6raux. A un r6seau de ces triangles correspond un poly~dre 
inscrit dans la surface S; chaque face d~ ce poly~dre giant d'aire inf6rieure 
au triangle correspond~mt du plan (u~ v)7 l'aire de S esi au plus eelle du 
domaine correspondant dans (u~ v). 

Considdrons maintenant une suite de surfaces Si tendant vers S. Choi- 
sissons arbitrairement un nombre 1 et soit ml le  minimum de ]a longueur 
des courbes Fi de Si qui correspondent ~ celles F joignant les couples de 
points du plan (u 7 v) qui sont distants d'au moths l. 

1 La plus petite limite des mi quand _ tend vers z6ro est au moins 1. 
$ 

En effet si elle ~tait inf6rieure ~ 1 on pourrait trouver une suite de courbes 
F~,~ F ; . . .  dont les longueurs auraient une limite inf6rieure ~ I. Or eela est 
impossible car on d6montrerait l'existenee d'une courbe de longueur inf6rieure 
~. l limite de certaines des courbes I'i,~ F;~.. .  e'est-~.-dire d'une courbe cor- 
respondant .~ une courbe F du plan (u 7 v). 

Done s i i  est sup6rieur ~ uu certain nombre io les courbes joignant des 
points des cbtgs opposes d'un carr6 de c6t6 1 du plan (u, v) ont pour ho- 
mologues des courbes de la surface 8i de longueurs sup~rieures h 1 -  ~. 

Soient M e t  Mi les parties de 8 et Si correspondant ~. ce carr6. Nous 
peuvons sans augmenter la plus petite limite des aires des S~7 supposer que 
les surfaces S~ sont analytiques. 

Divisons M~ par deux s~ries de eourbes orthogenales Cp~ C'~, hemologues 
de courbes du plan (u, v) joignant des points des cbt(~s oppes6s du carr6. 
Soient aj,k la longueur de l'arc d6termin6 sur Ca par C'j et C'j+~ et a'h,./la 
longueur de l'arc d(!termin6 par C i e t  Cj~.~ sur C'~. L'aire de M~ est la timitc 
de la somme 
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quand le maximum de akj et a'hj tend vers zdro. Or cette somme est dvi- 
demment supdrieure h ( 1 -  e)~, done la plus petite des aires des Mi est 1 ~. 

Lorsqu'une surface est applicable sur un plan~ les i~arties correspondantes 
du plan et de la surface out done mdme aire si elles sont quarrables et~ si 
etles ne le sent pas~ mgmes aires intdrieure et extdrieure. 

Lorsque deux surfaces analytiques sont applicables l'une sur l'autre, les 
longueurs, les aires et les angles sent conservds; on voit que lorsqu'il s'agit 
de surfaces non analytiques les longueurs et les aires sont encore conservdes, 
mais les angles ne le sont plus (*). 

C H A P I T R E  Y[. 

Le Probl~me de Plateau. 

91. Nous nous proposons dans ce chapitre de ddmontrer l'existence 
d'une surface S ayant pour frontigre un contour C donnd et pour aire inte~- 
rieure l'aire minima de C. L'aire de toute autre surface ayant pour fron- 
tibre C sera au moins dgale  ~ celle de 5; en ee sens l'aire de S sera un 
minimum et la surface S pourra ~tre dire minima. Dans le cas oh l'on se 
limite h la considdration des surfaces ayant tous les  61dments que l'on consi- 
dbre crdinairement (plans tangents~ rayons de courbure, etc.) ce problbme a 
re~u le nom de probl~me de PLXTEX~r. 

I1 n'est pas ddmontrd que le probl~me de PLx~E.(v air une solution; nous 
allons voir que si l'on n'astreint la surface minima ~ aucune condition sup- 
pldmentaire, l'existenee de cette surface peut ~tre facilement dgmontr6e. Les 
r(~sultats que nous allons obtenir peuvent ainsi gtre eonsiddrds eomme pr@a- 
rant l'dtude de i'existence de la solution du problgme de PLXTE~V. 

(*) Supposons rgalisge l'image mat~rielle d'une surface. L'aire, au sens usuel du 
mot, d'une telle surface pent ~tre mesur6e par la masse de la mati~re qui la constitue. 
Duns une ddformation de la surface cette masoe ne change pus, aussi l'aire, au sens usuel 
du mot, ne change pus. L 'une des conditions que dolt remplir l'aire, au sens math6- 
matique, pour qu'on puisse l'assimiler £ l'aire, au sens usueI du mot, et pour qu'on 
puisse eonsid6rer la ddformation physique d'une surface comme l'image d'une d6formation 
g6om6trique, es~ done d'6tre iaal~6r~e par les d6formations g6omdtriques qui conservent 
les longueurs. 
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Les raisonnements qui suivent s'appliquent h d'autres probl~mes que celui 
de PLATEAU; pour 6noncer ees probl~mes nous allons d'abord d6finir certaines 
intdgrales de courbe et de surface. 

92. Consid6rons une courbe C dont les points d6pendent d'une fa~on 
continue d 'un param~tre t, une fonction de t sera dire attach6e aux points 
de C. Supposons C rectifiable et f(t) continue. Divisons C en un hombre fini 
d'arcs partiels de longueurs lt, l~... et soient f, ,  f~,.., des valeurs de f pour 
certains points de ces arcs partiels. La somme X l~ f~ quand le maximum des li 
tend vers z6ro, tend vers une limite d6terminge (*) que nous repr6senterons par 

f f ( t)  4 s. 
o 

Si f ( t ) =  1 l'int6grale repr6sente la longueur. 
Consid~rons une surface quarrable S dont les points d6pendent d'une 

fa(~on continue de (u 7 v) et une fonetion continue f(u~ v) attach6e aux points 
de cette surface. Divisons S e n  un hombre tint de moreeaux quarrables d'aires 
a, ,  a~,. . ,  et soient f~, f~ . . .  des valeurs de f p o u r  certains points de ces mor- 
ceaux quarrables. Quand le maximum du diam~tre de ees morceaux et le 
maximum de as (**) tendent vers z~ro la somme X fiai tend vers une l imite  
d6termin~e que nous repr~senterons par 

i?(", 
b' 

Si f(u, v)-----1 l'intdgrale repr6sente l'aire. 
On aurait pu d6finir ces int6grales par le proc~d6 suivant, ll est facile 

de faire correspondre ~, C un segment~ les longueurs 4rant conser,¢6es; il est 
possible de d~montrer qu'on peut 4tablir entre Its points de S e t  les points 
d'un plan une correspondance conservant les aires (***). Ces correspondances 
6tablies, elles d6finissent sur la droite ou dans le plan une foncti0n F qui cor- 
respond ~ f ;  l 'int6grale de F esi 6gale h l'int6gra]e de courbe ou de surface 
que nous avons d6finie. 

(*) I1 sutii~ de reprendre le raisonnement classique relatif £ l'existenee de l'intdgra!e 
d'une fonetion continue pour ob~enir ce r6sultat. 

(~) I1 est facile de ddmontrer que cette seeonde condition est une cons6quence de 
la premi6re. 

(**:~) IIse peut que cette correspondance ne soit pas univoque. 
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L'un et l'autre proe4dd permettent d'indiquer dans quels eas on dira que 
f est sommable et pal- suite dYtendre ]a d4finition de l'in~4grale au cas oh f 
n'est pas continue i mats cela ne nous sera d'aucune utilit& 

93. Consid~rons une famille de courbes rectifiables C et une famille 
de surfaces quarrables S. Et soit f une fonetion ddfinie dans l'ensemble des 
points de tous les C ou 8', et jamais n4gative..Nous supposerons que f est 
continue dans eel; ensemble. Les intdgrales 

C b' 

ont alors un sens. Ddmontrons quesi C (ou S) est la limite des courbes Ci (ou des 
surfaces Si) prises dens la famille considdrd% l'intdgrale relative "~ C (ou S) est 
au plus @ale ~ la plus petite des limites des intggrales relatives ~ Ci (ou &). 

I)ivisons C (ou 8) en un nombre fini de. moreeaux de longueurs (ou d'aires) 
m~ m , . . .  et soient 7,~ 7~...  les valeurs minima de f dans les morceaux 
correspondants. A la division de C (ou S) correspond sur Ci (ou Si) une di- 
vision en morceaux de longueurs (ou d'aires) m~, m~,...; les valeurs minima 
de f dans les morceaux correspondants sont 7~ 7{~... 

Quand i augmente ind4finiment y~ a pour limite 7J et Ia plus petite des 
limites de m~ est au moins dgale '~ mj~ done la plus petite limite de :~j- mj.e 7) 
est au moins ~gale i~ Y,j mj 7j. 

I1 suffit d'augmenter ind~finiment le hombre des moreeaux de fa~on que 
le maximum de leurs diam~tres tende vers z4ro pour avoir la propri~t~ (!nonede. 

En adoptant des d4nominations dues ~ M. ~ BAmE on peut dire que l'in- 
t4grate consid~r4e est partout ~gale g son minimum ou encore qu% en taut 
que fonction de C (ou S)~ elle est semi-continue inf&ieurement. 

Si la famille de courbes (ou surfaces) comprend routes les surfaces reeti- 
fiables (ou routes les surfaces quarrables) la valeur de l'int~grale pour C (ou S) 
est exactement la plus petite limite des intggrales relatives aux courbes (ou 
surfaces) dont C (ou S) est la limite (*); puisqu'on peut choisir les Ci (ou &) 
de mani~re que ),~ air pour limite 7J. 

(*) Cette propri4t4 aurait pu 5~ee p~.ise comme dSfinition de l'intSgrale considSe6e. 
Cette m~thode a l'avan{age de sugg~rer des d~finitions des intdgrales 

.I'f. (x, y, x', y') d t 

f f  ( ax ~x aY ~Y az ~z )  dudv f x'~'/'z:au' Or' ~u' Or' ~u' a~ 
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94. Supposons que les courbes C (ou que les surfaces S) soient routes 
celles qui satisfassent h certaines conditions aux limites, - -  extrdmit~s de C 
donn~es, ou sur des courbes ou des surfaces donndes, - -  fronti~re de S donnge 
ou sur des surfaces donn~es. 

Nous supposerons de plus que C (ou S) est assujettie ~ rester dans une 
portion limitge 1] de l'espace, ou que C se d4place sur une surface Z n'ayant 
pas de nappe infinie, f ~tant une fonction continue dans II ou sur E, nous 
nous proposons de chercher si la fonction 

c s 

atteint son minimum. 
Lorsque l'on cherche ~ d@montrer qu'une fonction f(E) de certains ~l@- 

ments E atteint son minimum, par la m6thode qui sert pour les fonctions con- 
tinues de points, on est conduit aux deux opdrations suivantes: 

I. Choisir une suite d'414ments E~, E2.. .  ayant un dl~ment limite e, 
et tels que f(E,), f (E. ) . . ,  tendent ~'ers la ]imite infdrieure m f(E) de f(Ei). 

II. D~montrer que f ( e )=m f(E). 
D'apr~s ce que nous venons de dire si c (ou s) est la limite de Ci(ou Si) 

(c) [ou ~ (s)] est au plus ~gale ~ la plus petite des limites des y (Ci) [ou ~ (Si)] ; 
d'ailleurs ? (c) [ou ? (s)] est au moins dgale ~ m ~ (C) [ou m ~ (S)], donc nous 
avons effectu4 l'op6ration II. 

95. Pour effectuer t'opgration I, nous emploierons une m~thode que 
M. r ttmBEaT a indiqude dans une note des Nouvetles Annales (Aofit 1900), 
note qu'il avait d4j~ p%sentde en septembre 1899 au congr~s de Munich. 

0u bien on salt qu'il existe un glgment e tel que f(e)----mf(E) ou 
bien on salt qu'on peut trouver une suite d'glgments E~, E ~ . . .  tels que 
f(E,), f(E~).. ,  aient pour limite m f(E). Tout revient ~ choisir parrot les E~ 
une suite d'~14ments ayant un ~]@ment timite. 

Nous supposerons que E est une fonetion de n variables, continue par 
rapport ~ l'ensemble x,, x~ . . .  x~ de ces variables, d4finie dans une portion D 
de l'espace (x, x 2 . . .  x~), et que l'on a toujours ! E I ~  P.  Alors E sera dire 

dans le cas off les tbnctions f sont continues et jamais negatives. Le cas off f est continue 
se ram@ne £ celui-l& par l'addition d'une constante. Avec ces d@finitions on peut faire 
des applications plus @tendues des remarques qui suivenf,. 
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la limite (*) de E¢ st, quel que soit ~, on peut choisir i assez grand pour 

que l'on air: 

(p>o) x,, 

pour tout point de D. 
M2 Hmnm~ rematque quesi  l'on a terrains renseignements sur la va- 

riation de la fonetion E¢ il suffit de choisir parrot les E~ une suite d'61~men~s ej 
tels que, k tout point d'un ensemble A partout dense dans D, corresponde 
une valeur de Ej qui a une limite quand j augmente ind6finiment, pour 
que les Ei aient une limite. Pour pr6ciser, nous supposerons que l'ensemble des 
nombres d6riv6s des E~ considgr6es eomme fonctions d'une seule, quelconque, 
des variables x~, x~. . .  x,, soit born6. 

Nous supposons done que l'on ait~ quels que soient i, x~, x~. . .  x,,, h, p 

M 6rant fixe. Nous prenons pour A un ensemble d6nombrable partout dense 
dans P ;  soient P,, P~,... les points de A. Soient ~ e~...  des nombres d6- 
croissant jusqu'~ z6ro. 

Les diff6re~tes valeurs Ei (P~) 6rant toutes~ en valeur absotue, inf6rieures 
h Pont  au moths une valeur limite :~. Nous appelons E} celtes des E~ telles que: 

I E~(P,)-- ~.,t < ~, 

et nous appelons e, l'une d'elles. 
Les valeurs E~ (P~) ont au moins une valeur limite ~.~. Nous apl?elons 

E~ celles des E l  telles que 

e~ est l 'une des E~.  Nous d6finissons de m~me ea~ e4~ .... ; ~.3, ~ , . . .  
Nous allens montrer qu'on peut d6finir une fonction e continue dans D 

par les ~galit~s e (Pi)-~-~i. 

Des 6galit6s (1) on d6duit 

! Ei  (x~ + ht,  x ,  + h , . . .  x,~ + h~,) - -  Ei (x~, x~ , . . ,  x,~) t < 

< 
\/h~ -t- hl + . . . .  -i- h, t, 

(*) Nous supposons done que la fonetion El tend unifoem~ment vers E. Le mot limite 
a ~t~ employ~ pr6c6demment dans un sens different, voir par exemple § 23, 
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Le maximum du second membre est ~tn M, c'est done aussi le maximum 
du premier. L'in6galit6 pr6egdente s'dcrit done 

I Ei(P)--Ei(Q) t < ~/n M, l(PQ) 
le symbole l (P Q) repr~senfant ee que l'on peut appeler la distance de P ~ Q. 

Ceci pos~, consid~rons tousles points de A distants d'un point M de D 
de moins de v, ils sent distants entre eux de moins de 2 ~, done les a cor- 

respondants different de moins de 2 v \/n M. Done tousles  ~ correspondant 
aux Pi tendant vers M ont une valeur limite e (M) qui est fonction continue 
de M. De plus on a aussi: 

e (P) - e (9J. z~P9) [<<tiM. 

D6signons par l~ le maximum, quand M pareourt D, de la limite inf~irieure 
1 

de t(MP,)~ I(MP~),...I(MPi)~ li tend vers z6ro avee ~ .  On a, j 6tant 

choisi itlfdrieur b. i, de fa~on que 1 (MPj) ne soit pas sup~rieure it li, 

le,(M)-e(n) t~_l e~(M)--e,(Pj)l + le~(Pi)--e(Pi)l + le(Pi)---,e(M) l 
--~ Ii , /n M + ~ + li \' n M, 

done e est la limite de la suite e,, e~. . .  
Nous avons suppos6 que E est une fonetion; si E est un ensemble d'un 

nombre fini de fonetions dent les nombres ddriv6s sent born~s~ la conclusion 
subsiste. 

ll reste h voir si l'dI6ment limite e ainsi d6fini fait bien partie des 
~16ments E eonsid6r6s (*). 

96. Reprenons ta fonction 

~(C)=~ f ds. 
C 

L'61dment C est l'ensemble des trois fonetions qui repr6sentent les coordonn~es 

(*) Dans sa note des Nouvelles Annales, M. ~ HILBERT n'3~ expos6 sa m6thode pour 
6tablir l 'existence de l'~l~ment limite que sur deux exemples particuliers. I1 me semble 
bien que la m6thode qu[ ressort de ees deux exemples est celle du § 95. En tous cas 
les r6sultats de ee paragraphe sufflsent £ d~montrer l'existence des 61~ments limites dans 
les deux exemples de M." HILB~RT. 
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des points de C. S upposons que l'on air f >  k >  0, alors si ? (Ci) tend vers 
m ~ (C) la longueur de Ci n'augmente pas inddfiniment. S o i t L  un hombre 
supdrieur aux longueurs des C~. Les coordonndes des points de ces courbes 
peuvent ~tre exprimdes par des fonctions d'un parambJre t variant entre 0 
et L, dont les hombres ddrivds sont infdrieurs ~ 1. D'oh l'existence d'un 
dldment limite c~ puisque nous supposons que C reste dans ta portion finie H 
de t'espace ou sur ]a surface Y~. c fair bien partie de la famille des courbes C. 

I~'ous ddmontrons donc immddiatement l'existenee du minimum dans un 
cas assez dtendu(*). 

97. Considdrons la fonction 

 (s)=ffrd . 
S 

L%l~ment 8 est l'ensemble des trois fonctions qui reprdsentent Ies coordonndes 
des points de S. Supposons que l'on air trouvd une suite S,~ S~ . . .  telle que 
? (S~), ~(S~) . . .  tendent vers m~ (S); supposons routes les S~ exprimdes 
l'aide des coordonn6es (u, v) des points d'un domaine D par des fonctions 
dont les nombres ddrivds sont bornds~ alors ce qui prde~de d~montre l'exis- 
tence d'un ~ldment ]imite. 

l~ous obtiendrons un exempte off. ces conditions sont rdalisdes en supposant 
f---~ !, les surfaces 8 dtant routes celles qui ont une fronti~i~e donnde C sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes: 

1. ° La  projection de C sur le plan des (x, y) est convexe. 
2. 0 Tout plan qui contient trois points au moins de C fair avee le plan 

des x y un angle inf~rieur ~ ~. (~ ,~ 90°). 
De la premibre condition rdsulte que c e s t  rectifiable~ donc le cylindre 

projetant C est applicable sur le plan. Dans eette application c devient ~ 
et l'une des gdndratriees ~ ~; C devient C~ d'dquation: 

Toute s6eante de C fair, d'aprbs la condition 2, un angle moindre que 
avec le plan des x y~ donc ~ fortiori toute s6eante de C, fait avec co ~ un an- 
gle infdrieur b~ :¢. ~ a donc des nombres d6rivds infdrieurs~ en valeur absolue~ 

tg ~; C~ et C sont rectifiables. 

(*) Pour f--= 1 on retrouve Pun des exemples que ~;rai~e M. ~ HILBERT. 
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Nous avons trouvd prgcddemment que C grant rectifiable son aire minima 
est la limite de cellos des polygones inscrits dans C et fondant vers C. Soit 
P,  un polygone inscrit dans C~ soit n l e  nombre de ses sommets. Ddsignons 
par Sp celui des poly~dres ~ faces triangulaires qui a Pt pour fronti~re, 
n - [ -p  sommets (sur P~ ou non) et dont l'aire est la plus petite possible. 

b~ existe et pout th~oriquement $tre obtenu par des op4rations algfibri- 
ques car tous los poly~dres b. n - f -p  sommets peuvent se ramener par des 
d~placements continus des p sommets variables ~ un nombre tint de types, et 
de tels ddplacements font varier t'aire d'une fa(~on continue. 

S~, ne peut avoir aucun angle poly~dre convexe, ou plus g6n~ralement 
aucun angle poly~dre qu'un plan P puisse couper suivant un contour ferm6. 
Soient en effet S le sommet d'un te langle ,  F l e  contour formd par ceux des 
ebtds, ne passant pas par S, des faces qui passent en S. F est tout entier d'un 
mgme cbt6 de P, done l'angle polv~dre obtenu en joignant les sommets de F 
h la projection s de S sur P a sos faces respectivement plus petites que cellos 
de l'angle poly~dre considdr~. 

Sp ne pout gtre coup~ par un plan P suivant une courbe fermde; en 
effet, cette courbe limiterait sur S~ une surface Y~, soit M u n  point de ~, 
d~pla~ons le plan P parall~lement ~ tui-mSme du cbt4 de M jusqu'K la po- 
sition limite II qu'il ne peut franehir sans cesser de rencontrer ~. Tous los 
sommets de ~ qui sont dans II ~ sont des sommets d'angles poly~dres quipeuvent 

i • 

8tre coupds par un plan suivant un contour ferme(*), ce qui est impossible. 
Considdrons maintenant le plan P d'une face et montrons qu'il rencontre 

le contour P t ,  en trois points au moths. Tout d'abord il est 6vident que P 
contient au moins deux points de P~, sans quoi on pourrait couper la sur- 
face suivant une courbe ferrule par un plan voisin de P. Supposons que P 
ne con~ienne que deux points de P~, A e t  B. Soit ~, le coutour d'un groupe 
de faces contenues dans P. La section de la surface par P se compose de groupes 
de faces et d'une ligne brisde joignant A e t  B b~ tous cos groupes de faces. 
Il existe done une ligne brisde tracde sur la surface et darts P, joignant A 
au contour 7, soit A :¢ et une ligne analogue B/3. J'oignons ~. ~ fi par une 
ligne 1 int6rieure ~ 7 et soient A M, B, A M~ B los deux parties de P~. Los 

(4) Cola n'est pas absolument exact. Los somme~s de • qui sont dans II sont seule- 
meat tels que chacua des angles poly6dres correspondan~s est tout entier d'ua m~me c6t6 
d'ua plan; m~is en remarquan~ que la fronti~re de Z n'a pas de point daas U, on dd- 
montrerait l'existence d'angles poly6dres ayant le propri6td indiqudo. 
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contours A M, (~ l ~ A, A Ms B/? l ~ A, ne traversent pas le plan P il enes t  
done de mgme des portions de 5'p limitges par ces contours. Or sur l'une des 
deux lignes bris6es ~ /2, en lesquellcs est divis~ 7, on pourra trouver un 
sommet Q tel que les deux cbtgs qui aboutissent en Q forment un angle aigu. 
On voit sans ditlicultd qu'un plan voisin de P coupe l'angle poly~dre Q suivant 
une courbe ferrule; ce qui est impossible. 

Dans ce qui prgc~de nous n'a'~ons rien supposd sur te polygone Pt, il 
nous faut tenir compte maintenant du fait que~ comme C~ il vdrifie les deux 
conditions ~nonc6es au ddbut de ce paragraphe. 

La  projection de Sp est alors le domaine du plan des x y limit~ par ta 
projection p, de P, ,  ehaque point de ee domaine 6tant projection d'un seul 
point de Sp (~). L'dquation de Sp sera done de la forme 

z--- f (x, y), 

f ayant des hombres d6rivds au plus 4gaux~ en valeur absolu% i~ tg ~ et 
(~tant d6finie dans le domaine limit~ par p,. 

Consid~rons l'une des surfaces Sp d'indice assez grand pour que son aire 
dii~re de l'aire minima de P, de moths de ~,. Ajoutons h S~, les triangles 
qui ont pour bases les cbtds de P, et'respectivement pour sommets les mi- 
lieux des arcs que limitent sur C les bases correspondantes. 

La nouvelle surface a un contour P'~ sur lequel nous op~rons comme 
sur P,~ et ainsi de suite. 

Nous sommes conduits ~ une surface S ~ 

z---- f,  (x, 

f, ~tant dgfinie dans c~ et ayant ses nombres d~rlv~s inf6rieurs ~ tg ~. St a, 
est l'aire de la portion du plan comprise entre c et p,~ l'aire de S ~ diff~re 
de l'aire minima de P, de moins de 

C0S 

Choisissons une suite de polygones P,, P~ . . .  inscrits dans C et tendant 
vers C et des hombres q, ~ . . .  dgcroissant jusqu'~ z~ro. _~ P~ on fair eor- 
respondre une surface S t [z ~ ~ (x~ y)] dont l'aire diff~re" de l'aire minima 

(*) S'il en 6fair autremea~ on ponrrai t  en effet t rouver  un plan paralt61e £ o z  qui 
couperait  S~ suivant une courbe ferm6e. 



Intdgrale, Longueur, Aire. 351 

de Pi de moths de 

+ 
COS 

L~ m6thode de M. ~ I-IILBERT appliqu~e aux fonctions f~(x, y) nous permet 
de trouver une surface S 

z = y )  

timite de certaines des surfaces S i. ~ et at tendant vers z~r% les aires 
des St tendent vers l'aire minima de C, qui esi done l'aire de S. l~Ious sa- 
vons de plus que les nombres d~riv~s de f sont, en valeur absolue, au plus 
~gaux ~ tg ~. 

:Nous avons done prouvd, dans un cas particulier, l'existence d'une solu- 
tion pour ]e probl~me de PLAT~An g~n~ralisd que nous nous 4tions propos& 

98. L'exemple pr(icddent nous montre que tes raisonnements du § 95 
ne suffisent pas pour prouver imm~diatement l'existence d'une surface rendant 
minimum la fonetion ~ (S)~ tandis qu'its suffisaient dans un cas dtendu pour 

la foncf, ion ~ (C}. En traitant le cas particulier relatif ~ l 'int~grale [ i d a  
t /  t $  b' 

nous allons voir comment l'on peut dans certains cas d~montrer l'existenee 
de l'61~ment limite. Les raisonnements suivants s'appllqueront routes les lois 
qu'on voudra d4montrer t'existenee d'une surface limit~e par un contour 
donn6 C et rendant minimum ? (S) si l'on salt: 

1. ° qu'il existe une suite de surfaces S~ S~.... dont les aires sont 
born~es et telles que ~ (Si) tende vers m ? (S), 

2. 0 que 1~ distance de deux points de S~ reste~ quel que soit i, inf4- 
rieure ~t un hombre fixe l, qui tend vers z6ro area le plus grand diam~tre 
de C. 

99. Soit C le contour donn6. Soient S,~ $2..  • des surfaces poly~drales 
dont les aires tendent vers l'aire minima de C et dont les contours P, ,  P ~ . . .  
tendent vers C; nous supposerons que ces contours n'ont aucun cbt6 parall~le 

l'un des plans eoordonn4s, et que les surfaces S~ n'ont aucune fate parall~le 
aux p]ans coordonn~s, ce qui est toujours l~gitime. 

Divisons C ~ l'aide d'un hombre tint de points A, B~ C . . .  K~ en arcs 
tels que la projection sur o x d'un quelconque de ces arcs couvre un segment 
de longueur au plus dgale ~, ~; soient A~ B i . . .  K~ les points de division cor- 
respondants sur Pi .  
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Coupons par un plan parallgle au plan des y z  passant entre A et B, 
la section de Si par  ce plan se compose d'un certain nombre de lignes bris~es. 
Le minimum de la somme des longueurs de cos lignes reste, quel que soit i, 
inf6rieur ii un hombre fixe Z~ ee minimum est atteint pour une certaine 
abselsse xl du plan s6cant P(xi). Soit Li cetle (ou l'une de cettes) des lignes 
brisges, qui eomposcnt la section (Si, P(xi)), qui joint un point situ6 entre 
At et B i h  un autre point de P(x3.  Los abscisses et les longueurs des Li 
ferment un ensemble born~ done il est possible de choisir une suite de sur- 
faces Si pour lesquelles los Li aient une courbe limite L(*). Cette courbe L 
est situde dans un plan parallgle ~ y o z passant entre A et B et joint deux 
points de 6'. 

On volt que t'on pout, parrot los Si 7 choisir une suite SI~ S~.. .  telle que 
certaines sections de ces surfaces par des plans parall~les h y o z aient des 
courbes limites. Ces courbes limites sent reetifiables, ehacune d'elles joint 
deux points de C; il existe au moths une extr6mit6 de cos eourbes entre 
A e t  B~ au moins une entre B et (7, etc. 

Soient a, b deux extrdmitds consdeutives sur C de deux courbes timites 
~., /3; les plans de ~ et fl, qu'on peut toujours supposer distincts, sont distants 
d'au plus 2 s. Soient c et d l e s  deux autres extrdmit6s de ~ et ~, et soient 
a,., b~, ci, di, ~.¢, ~x les 616ments correspondant ~. a, b, c, d, ~, 2 sur Sl .  
Le contour a~b~, ~i, d~c~, ~ limite sur SI une surface; d et c sont done 
deux points cons6eutifs sur C sans quoi d~ et c~ ne seraient pas cons6cutifs 
sur ~ ,  non plus que a~ et b~ ce qui est impossible. II en r~!sutte que la pro- 
jection de Fare c d sur ox  couvre un segment de longueur au plus 6gale 
h 2 e .  

Le contour a~b,, fl~, d~cs, :i est tout entier eompris entre deux plans 
parall~les ~ y o z, P~, Q,~, que nous prendrons aussi rapproehds que possible. 
Remplacons la portion 5 de St limitde par le contour consider6 par ee que 
l'on obtient en rempla<~ant les parties de ~2 non comprises entre P~ et Q~ par 
les parties de ces plans limit6es par les courbes (P~, Y.~, (Q~, x). 

En faisant de mgme pour chacun des contours tels que a~ b~, ¢~, di % m 
et chaque surface S~ nous obtenons une nouvelle suite de surfaces (**) S~ ~ Si~)... 
On pout dire que le contour C est la somme des contours C~I)~ C~) . . .  tels 

(*) C'es~ le raisonnement qui nous ~ d@'~ servi § 61. 
(~'~) Cette operation introduit des f~ces parall61es aux plans ooordonn6s, mats cola 

sara sans importance pour la suite. 
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que a b, t?, d c, ~.; chacun de ces contours est compri s entre deux plans pa, 
rall~les k y o z distants de moths de 2 ~. Au contour C~.')correspond sur ,~') 
un contour qui limite une surface S!'! 

En raisonnant sur ehacune des surfaces S ~  comme sur S~, et en faisant 
jouer au plan z o x le rble du plan z o y.  On est conduit ~ la consideration 
de contours rectifiables C~ ~), C~2),... dont C est la somme; ces contours sont 
formds d'arcs des C~ ~) et de c~urbes situdes darts des plans parall~les /~ z o x, 
chacun d'eux est compris entre deux plans x = const, distants de moins de 2 
et deux plans y =  const, distants de moths de 2 ~. On est aussi conduit 
des surfaces S~ ~, S':~.. .  dont certaines courbes tendent vers C~ ~), C ~ ) . . . ,  
les morceaux limitds par ces courbes 6rant contenus darts les plus petits prismes 
quadrangulaires, de faces parall~les ~ zo  x et y o z, qui en contiennent les 
fronti~res. 

Remplacant enfin le plan z o x par le plan x o y, on est conduit b. des 
contours 

C,,,, C, ,~, . . .  

rectifiables que l'on peut enfermer dans des cubes de cbtd 2 ~, dont C est la 
somme et h une suite de surfaces 

dont certaines courbes tendent vers ces contours; les morceaux ainsi timit6s 
sur ces surfaces dtant enfermds dans les plus petits paralldh!pip~des, de faces 
parall~les h x o y, y o z, z o x, qui en contiennent les fronti~res. 

En raisonnant sur les surfaces S,,~ comme sur les surfaces S~, et en rem- 

plagant ~ p a r ~ - n o u s  sommes conduits ~ la suite S~,~; puts en rempla(~ant 

par ~- ~ la suite 83,~ et ainsi de suite. Nous aurons aussi les contours C~,~, 

C3,i • • • 

Ceei pos6, considdrons un contour c ferm6 sans point multiple du plan 
(u, v); nous le faisons eorrespondre au contour C. Divisons le domaine limit6 
par c e n  domaines partiels ~ l'aide de contours sans point double cm, c,,~...  
:Nous supposons ces contours choisis de mani~re qu'il soit possible, pour i as- 
sez grand, de faire correspondre S~,~ au domaine limitd par c de fa(~on que 
les contours de S,,  qui tendent vers C,,  C,,~...  correspondent ~ %,, % ~ . . .  

:Nous avons de la sorte une correspondance entre le rdseau des contours 
C~,~ C~,~... qui respecte la correspondanee ddj~ 6tablie entre (! e t c .  :Notls 
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tra~ons des contours c~,,, c~,~.., que l'on peut faire correspondre ~ C,,,, C~,,... 
sans d6truire les eorrespondanees d~j~ ~tablies~ et ainsi de suite. 

Montrons qu'il est possible de d~finir dans le domaine limit~ sur c, trois 
fonctions continues par rapport k l'ensemble (u, v): 

x = f ( u ,  v), y = ~ (u, v), z = ~ (u, v), 

par la condition qu'~, tout point d'une courbe c;,j elles fassent correspondre le 
point homologue de Ci,j. f~ cf~ ~ sent actuellement ddfinies pour t'ensemble E 
des points de ci,j; il suffit done de ddmontrer qu'~ tousles points de E, sut~sam- 
ment voisins d;un point choisi arbitrairement (Uo, re) correspondent des points 
distants entre eux de moins de ~,. 

Choisissons n assez grand pour que 2 ~ ~/3- soit inf6rieur h ~. Le point 

(uo, re) est ~ l'int6rieur d'un contour cn,i ou sur plusieurs de ces contour c~,i., 
c,,,¢.~ , . . .  c,,,; . A tous les points de E intdrieurs b. Cn,i, ou sur C~,i, correspondent 
des points, soit int~rieurs au plus peti~ paralldldpip~de de faces parall~les aux 
plans coordonngs et qui contient C~,;., soit situd sur ce paralldldpip~de; done des 

points qui different de moins de ~ \,3. Et  comme tousles c~,i,, ont au moins 
n 

un point eommun, h tousles points intdrieurs ~ la somme des domaines qu'ils 
limitent correspondent des points distants de moins de ~. 

Les fonctions f, ~, ¢ d(Sfinissent une surface S limit6e par C et sur la- 
quelle sent trac4s les contours rectifiables C~j. 

L'aire de cette surface est la limite, pour n infini, de la somme des aires 
minima des contours C~,x. Cette Somme est au plus dgale ~ la plus petite It- 
mite des aires des surfaces Sin, ]~ais l'opgration qui permet de passer de 
S,, S~ . . .  ~ S,,~, S~ , , , . . .  n'augmente pas la plus petite limite des aires; de 
mgme on n'augmente pas cette limite en passant des S~,i aux S~,i, etc., done 
l'aire de S est au plus ~gale b. l'aire minima de C. D'ailleurs l'aire de S n e  
peut ~tre infgrieure ~ cette aire minima, nous avons donc ddmontrd l'existence 
d'une surface d'aire minima timitde pat" un contour quelconque donnd. 

100. I1 nous reste h nous demander si la solution obtenue est t'unique 
solution du problgme. 

La surface ddfinie par 
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1 
pour 1 ~ ~ ~ ~- ,  et par 

x ~ 0~ 

1 
pour ~- ~- p ~ 0~ est minima 

1 
y----0, z = - ~  - -  

pour son contour qui est la eirconfdrence de 

rayon 1 du plan des z y e t  eependant ce n'est pas une surface plane. 
Cet exemple montre que, dans le cas des surfaces~ si l'un des probl~mes 

que nous raisons eorrespondre aux probl~mes ordinaires du calcul des va- 
riations admet une solution~ il en admet une infinitd. 

101. Nous avons ddj~ remarqud combien il gtait plus diffieile de dd- 
montrer l'existence de l'614ment limite pour ~ (S) que pour ~ (C); nous pouvons 
apercevoir maintenant une diffdrenee nouvelle. Tandis que, pour le cas de la 
courbe, la nature des conditions aux limites importait peu, dans le cas de la 
surface la difficult6 du probl~me varie avec la nature de ees conditions. 

Supposons en effet qu'il ne s'agisse plus de trouver la surface d'aire mi- 
nima passant par un contour fixe donnd, mats supposons qu'une partie de ce 
contour soit assujettie h rester sur une surface S. En reprenant les raisonnements 
prdcddents on est conduit aux fonctions 

x = f ( u ,  v),  y = (u,  v), z = (u,  v) 

d4finies pour t o u s l e s  points intdrieurs ~ c et continues en (u, v) pour ces 
points; mats l'on ne sait rien pour les points de c. L'ensemble des points 
correspondant ~ ceux d'un domaine limit~ par c,~ inter;cure ~ c~ forme une 
surface; quand cl tend vers c l'aire de cettc surface tend vers la valeur mi- 
nima des aires des surfaces r~pondant ~ la question, mats nous ne savons pas 
si la eourbe eorrespondant ~ ci a une limite. 

102. I1 serait int~ressant de savoir quelles relations il y a entre les 
surfaces d'aire minima que nous avons trouvges et eelles qui satisfont 
l'~quation aux d~riv6es part;cites 

(1 + q'-) r - 2 p q s + ( 1 - ~ p : ) t - ~ O .  (I) 

Remarquons d'abord q u e s i  le problbme de PLATSXV~ tel qu'on le pose 
darts la th4orie des surfaees~ admet une solution~ eette solution convient aussi 
au probl~me g6n6ralis6. En effet~ par hypoth~(e il n'existe pas de surface, 
telle que p~ q~ r~ s~ t, existent et soient continues~ passant par le contour 
donn~ et ayant une aire plus petite que la surface 8 solution du problbme 
non g~n~ralis4; s'il existait une surface Si d'aire inf~rieure h celle de 8~ il 
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existerait une surface Xi d'aire aussi re;sine qu'on le veut de cello de Sl,  
passant par le eontdur donn~, et telle qu'en tous ees points, sauf peut-gtre 
sur le eontour~ p, q, r, s, t existent et soient continues (*). I1 y a done con- 
tradiction. 

Il faudrait reehercher maintenant si, parmi los surfaces solutions du 
prob]~me g6n6ralis6, n e s e  trouve pus une surface satisfaisant ~t l'6quation 
aux d6riv6es partielles (1). La m6thode qui paralt la plus naturelle consiste 
h d6montrer suecessivement t'existence et la continuit6 de ehacune des d6rivdes 
n~cessaires 5 l'6tablissement de la formule (1). Los raisonnements qui suivent 
montrent que dans eertains cas des consid6rations 61(imentaires permettent 
d'aborder cette question. 

103. Nous supposons que le contour donn6 C satisfait aux conditions 
du paragraphe 97 et qu% de plus, i l e s t  tel que S, une des surfaces d'aire 
minima construites comme il a 6t6 dit ~ ce paragraphe~ ne soit rencontr6e 
par aucune droite en un hombre infini de points. 

Ces conditions sent compatibles, puisqu'elles song satisfaites quand S est 
une surface analytique et C un contour assez petit trac6 sur cette surface. 

On a vu que S est de la forme z = f ( x ,  y), los hombres d6riv6s de z 
6tant inf6rieurs ~ un certain nombre M, quand on se d6place sur une courbe 
rectifiable queleonque du plan des x y, et que l'on consid~re z comme fonction 
de la longueur s parcourue sur eette eourbe. 

Coupons S par un plan quelconque P parall~le 'X o z ,  il existe une eourbe 
section dent l'6quation eat z ~ (s). Cette eourbe admet en un point quel- 
eonque A deux demi-tangentes~ c'est-~-dire que ~o a des d6riv~es ~ droite et 

gauche; s'il en 6fair autrement~ si par exemple il n'existait pas de d6riv6e 
droite, la droite issue du point A~ situ6e duns P, et faisant avee le plan 

des x y  un angle dent la tangente est ad- t  ),~ , (Ad et ),d 6~ant les hem- 
2 

bres d6riv~s ~ droite de ~ sent inf6rieurs ~ M)~ reneontrerait la eourbe sec- 
tion, et par suite S, en uu hombre infini de points (**). 

(*) On pourra obtenir cet~e surface X 1 en modifiant cello d'un des poly~dres qui 
servent '£ d~finit" l 'aire de S I. 

(*~) C'est uaiquement par cctte consSquence qu'in~evvien~ duns le raisonnemen~ 1~ 
condition: S n'est reneontr6e par aucuae droite en ua hombre infini de points. Los demi- 
tangeates peugent d'ailleurs exis~er sans que la condition pr6c~den~e soit v~rifi~e. J 'ai  
5none6 eerie condition puree que j 'avais cru d6mon~rer qu'elle 6~ait remplie, lorsque le 
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104. Soit a la projection de A sur le plan des x y. Tra(~ons de a comme 
centre une eirconfgrence F de rayon r~ soit 7 la courbe de S qui se projette 
en F~ et soit 7, l 'homotMtique de 7~ A grant le centre d 'homotMtie et le rap- 
port grant tel que la projection de y, soit la circonfgrence Fl de rayon 1. 

Soit z----- q~ (s) l 'gquation de 7,~ s g ian t  l 'arc de F, .  Si l 'on fair tendre r 
vers zgr% s restant fixe r ~ tend vers une valeur limite Z (s), z ~--- )~ (s) d~finissant 
l 'ensemble des points qui se projettent sur F, et sent situ~s sur les demi-tangentes 
pr4cgdemment trouvdes. Mais ~ (s) a ses nombres ddrivgs infgrieurs ~ M~ de 
l~ se d4duit imm4diatement que qJ (s) tend uniformgment vers Z (s) ; done Z (s) 
est continue r les demi-tangentes ferment un cSne A. 

Dgsignons par e (p) le maximum de ]Z (s)--q~ (s)l quand r e s t  inf~rieur 
ou 6gal b. p~ ~(p) tend vers zgro avee p. 

Remarquons encore que Z (s) ayant  ses hombres dgrivds infdrieurs h M7 
la courbe z ~ )~ (s) est rectifiable; A est applicable sur le plan~ done quarrable. 

Soit ;. la courbe de A qui se projette sur F. Ddsignons par s et ~ les 
aires des domaines S '  et A' limitgs sur S e t  A par les courbes rectifiables 

1 
7 et ).. Nous aliens chercher une limite supgrieure de la quantitg ~- [ s --  z 1. 

Soit ~ un hombre positif arbitrairement choisi; pourvu que l'on trace 
sur A assez de ggn~ratrices on partage A' en morceaux tels que la somme 
des aires minima des contours de ces moreeaux diff~re de l 'aire A' de moins 
de r '  ~. Alors en conservant les m~mes g~ngratrices il en est de m~me quel 
que soit r. 

Les cylindres qui projettent sur x y les contours qui divisent h '  en mor- 
ceaux~ tracent  sur s '  des contours qui divisent cette surface en morceaux 
correspondants. L 'a i re  de S' est exactement  la somme des aires minima des 
contours de ces morceaux. Or les aires minima de deux contours correspon- 
dants different de moths de l 'aire que limitent ces deux contours sur le 
cylindre parall~le ~ o z  sur lequel ils sent trac~s. Si done l r est la somme 
des longueurs des bases~ dans x o y, de ces cylindres on a: 

Is - -  ~1 ~ r ~  + l r  . r~(r) .  

Dans cette formule l est ind@endant  de r~ mats d@end de v~ ~ (r) tend vers 

contour satisfai~ £ cer~aines conditions, £ l'aide de raisonnemen~s 415mentaires sur los 
poly~dres qui servent ~ dgfiair S, § 97. Je considbre encore comme probable que, au 
moths pour des contours simplcs, de tels raisonnemen~s conduiraient ~ la dgmonstration, 
bien que je no sots p~rvenu dans aueun cas ~ eette ddmonstration. 
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z6ro avee r ;  done, h condition de prendre r assez petit~ on a 

f~ 

et eela quel que soit ~. 
r 4tang ainsi choisi~ remplaeons S' par la surface A' et la bande que 

limitent 7 et ), sur le cylindre parall~le i~ o z qui les contient. L'aire de cette 
nouvelle surface S', est au plus s 4- 2 ~ r ~ -Jr- 2 rc r '  ~ (r); done s i r  est assez 
petit elle est inf6rieure ~ s @ 3 v r ' .  

Ceei pos~. je dis que A est une surface minima. En effet, s'il n'en est pas 
ainsi, on peut remplaeer A' par une surface A', limitge k 7 et d'aire plus 
petite; soit ~ ~ K ~ r-" son aire, K est ind@endant de r. Par Be changement 
on remplace S', par S'~ dont l'aire est au plus s + (3 ~ ~ K ~) r*. 

Mais puisque ~ peut gtre pris aussi petit que l'on veut, si K n'est pas 
nul S n'est pas une surface d'aire minima. Done K est nul, A est une surface 
d'aire minima. 

105. II nous reste ~t rechereher quels sent les c6nes A d'aire minima. 
Appliquons A sur le plan et t/~a~ons sur la surface ainsi dgvelopp~e une 
cireonf~renee L~, soit L cette courbe event le d6veloppement. Si 5 .n 'es t  pas 
un plan t*) on peut trouver sur L deux points A, B tels que la distance A B 
ne soit pas ggale ~ la distance des points eorrespondants A,, B, de L~. Con- 
sidgrons le c6ne "2 de sommet A et de direetriee L. Soient a e t  a' deux 
points de L voisins de A~ de part. et d'autre de A;  d6veloppons la portion 
de ee e6ne qui eomprend A B e~ qui est limit~e par A a e t  A a'. Soit A~, B~ 
le d6veloppement de A B, sans faire varier A~ B.~ faisons tendre a e t  a' vers A~ 
ce que nous obtenons ainsi pent gtre app.elg le d~veloppement du c6ne Y,~ 
ouvert suivant sa ggn~ratriee de longueur nulle (**). 

Soit L~ le d~veloppement de L, l'aire limit~e par L~ clans le d~velop- 
pement est l'aire que limite L sur 2~ or eette aire est plus petite que celle 
que limite L sur A~ ou L~ dans le plan~ puisque L~ n'est pas une cireon- 
fgrenee. 

(*) Oa sait que A est de la tbrme z-----/(x, y), on n'a done pas g examiner le eas 
eli A reeouvrirai t  ptusieuvs fois un plan. 

(e*) ges  precautions seraient inutiles si l'on d~mon~rait que L a des tangentes. En 
s 'appnyant  sur la condition: S n'es~ rencontrge par aueune droite en un hombre inflni 
de points, on d~montre qne le long de chaque g6n~ra~riee de A existent deux demi-plans 
tangents. Or l 'ensemble de ees deux demi-plans dolt former une surface minima, done A 
a des plans tangents, L a des tangentes. 
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Done Jl. est un plan, la surface 8 admet des plans tangents. 
La d~monstration pr~eMento suppose 6tabli que, do routes les eourbes 

isop6rim~tres, la eireonf~renee est eelle qui enferme la plus gvande aire et 
qu'il n'existe aueune eourbe de m~me p~rim~tre enfermant la mSme aire que 
la oireonf~renee. II existe plusieurs d6monstrations rigoureuses de eette pro- 
print6; pour l'applieation pr6e~dente il est n~eessaire, ee qui est faerie, d'6tendre 
ees d6monstrations au eas oil ]es eourbes seraient trae6es sur une surface de 
RmM~,I~N ayant des lignes de eroisement issues de A2, ear nous n'avons pas 
d6montr6 que C2 no tournait pas autour de A~. 
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