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28.
Ueber die Bedingungen der Integrabilitit linedrer Dif-

ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen einer
beliehigen Anzahl verinderlicher Grofsen.

(Von Herrn Dr. F. Deahna zu Cassel in Hessen.)

Die Bedingungen, unter welchen eine gegebene Differentialgleichung von

der Form = X, dz,, =0 durch eine einzigé endliche Gleichung integrirt

m=1

werden kann, sind bekannt; aber die zur Auffindung dieser Bedingungs-
gleichungen angewendeten Methoden enthalten nicht zugleich den Beweis,
dals dieselben zur Integrabilitit der vorgelegten Gleichung hinreichen. Ich
glaube daher eine Liicke auszufiillen, wenn ich in dem Folgenden einen
solchen Beweis entwickele und denselben aulserdem fiir den Fall erwei-
tere, wo es sich um die Integration mehrerer Gleichungen der erwiihne~
ten Art durch eben so viele endliche Gleichungen handelt,

1. Lehrsatz. Soll eine lineiire Differentialgleichung

1. de == X,dx,,

m=1
wo X,, X,, X;, .,.. X, Functionen der Veriinderlichen x, x,, x;, .... =,
bezeichnen, durch eine einzige endliche Gleichung integrabel sein, so ist es
nothwendig und hinreichend, dals ihre Variation verschwinde, wenn x,,
X35 X35 s+ Tn um willkiirliche Variationen dx,, 0, .... 0, wachsen,

wihrend z um dw = = X, 0x,, wichst.
m=1
Beweis. Hat die Gleichung (1.) eine einzige Stammgleichung,
x=F(x,, ;5 e00s X,, @), 80 Wird, Wenn man x, Xy, &,, L3, eeee T, iD .
x+Ax, z,+0x, 2,402, ... x,+ 02, verindert, noch immer
x+Ax=F(x,+0x,, 2,402, +eee ®,4 8 x,, a) die Stammgleichung von

d@+D0x) = = (Xn+D0X,) d(@n+a,) sein, wo X,+AX, das be-

zeichnet, was durch die erwiihnten Veriinderungen aus X, wird, Jx,,
dx,, 85, +v.. Oz, aber beliebige von der Constante @ unabhiingige Grifsen
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bedeuten. Die Gleichung d(x 4 Ax) s (X, +AX,)d(x,+0x,) =0
m=1

wird also identisch, wenn man fir x 4+ Ax den Ausdruck
F(x,4-0x,, 2,402y, oo 2,40, @)

setzt. Anstatt dessen kann man aber offenbar F'(x,, x,, .... x,, @) statt x, und

AF = F(x,+0x,, 2,4 02y, eour 2,402, ,0) — F (2, 35 X35 eo0e L, @)

statt A o setzen. Auf diese Art verschwindet der von 8x,, 05, «vee 0, A

unabhiingige Theil von ‘d(x +Ax) — = (X, +AX,) d(x, 4 8,)), nim-
m=1

lich do — manm dz,, von selbst. Soll nun fiir den iibrigen Theil die-

m=1

ses Ausdrucks dasselbe Statt finden, so muls zuerst die Gesammtheit
aller der Glieder, welche dx,, 8x,, dx;y oo 82, ddx, d82yy-e...
+ees ddx, in der ersten Dimension enthalten, gleich Null werden. Um
diese zu finden, braucht man bei der Substitution von AF statt Ax
offenbar blofs auf die in Jx,, dx,, .... dx, lineliren Glieder Riicksicht
zu nehmen. Bezeichnen wir den so erhaltenen Werth von Ax durch

dx; er ist offenbar derselbe, welchen man aus m%n X, 0 x,, erhiilt, wenn
man darin fiir & den obigen Ausdruck F'(x, ;” :,, eses T, , @) substituirt.
Man darf also aucbmf_:):X,,, dx, fir 0x, und eben so fir dx, welches in
ddx wieder vorkox;ln;len kann, den aus x = F'(x,, %, +... ,,a) folgen-
den Werth”::'_‘:‘l X, dx,, setzen, sobald man nur beriicksichtigt, dals zuletat

statt x immer F'(x, 2,, «... x,, @) zu substituiren ist.
m=n
Auf diese Art wird man fiir die Variation von dor — = X, dz,

m=1

einen Ausdruck von der Form
P, 0x, +P,0x, +Py0x; ++0o. +P,0x,+ Q,ddx, + Q. ddx, + ... 4 Q,ddz,
bekommen, wo Q,, Q,, @;, .... Q, blofs von x, x,, x,, x5, .... =,
abhiingen, und von selbst verschwinden miissen, sobald man in ihnen durch
die Gleichung x = F'(x,, #;, &3, +... x,, 6) die Grilse a statt x einfiibrt,
Sind aber die so in Functionen von a4, x,, x,, a3, .... x, verwandelten
Grifsen Q,, Q,, Qs; .... O, identisch gleich Null, so bleiben sie es auch,
sobald man fiir @ einen beliebigen andern Ausdruck setzt: folglich auch,
wenn man fiir ¢ riickwiirts den aus der Gleichung x = F'(x,, 2,, «+.. &, @)
folgenden Werth in a,, &, 3, v+ @,,x substituirt : oder die Ausdriicke
Crelle’s Journal d. M. Bd.XX. Hft. 4. 44
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0, 0., .... @, verschwinden nothwendig in der oben unmittelbar ge-
fundenen Form von selbst. Die Gréofsen P,, P,, P,, .... P, miissen
nach dem Prinzip der Homogeneitiit noch lineire Functionen von dz,,
dz,, dx,, .... de, sein, und kénnen demnach nicht identisch verschwin-
den, wofern nicht in jeder die Coefficienten von dz,, dx,, da;, .... dz,
einzeln gleich Null werden. Wir schlielsen nun eben so, wie oben bei
0, 0,0,,0,,.... Q,, dals diese Coefficienten nach der Substitution
des Ausdrucks F'(x,, 2,,.... ., @) fiir x, nicht verschwinden k&nnen,
wenn solches nicht auch vorher der Fall war. Man sieht also, dals wenn
die Gleichung

de—'= (X, dz,) =

m=1
durch eine endliche Gleichung integrabel sein soll, die Variation derselben fiir
willkiirliche Variationen 0x,, du,, 05, « oo 0x, VOD &y, X5, X5, eese @,

und fir dr = E X, 0x,, von selbst verschwinden mulfs, sobald darin

m=1

dz="3 X, dz, und dr =% X, dx, gesetzt werden.

m=1 m=1

Ich will pun annehmen, diese Bedingung der Integrabilitit finde

Statt. Verwandelt man dann die Gleichung do — 2 X, dz,, =0 in eine

m=1
andere, indem man statt x iiberall eine beliebige Function Q(x,, x;, .... z,, 2)
VoD Xy, &5, «se. &, und von einer neuen Verinderlichen z setzt, so wird
offenbar die Variation der verwandelten Gleichung ebenfalls verschwinden,
wenn x, , .:x'g, X3, «+0. &, verindert werden, wie ‘vorher,‘ und wenn statt
0z der aus der Gleichung S
%3w1+a%-+....+di%3xn+%—g3z = 0x =EIZ,,, 8z,

folgende Werth gesetzt wird, wo Z,, Z,, .... Z, die aus X,, X,, .... X,
durch die Substitution x = Q(x,, x;,.... x,, z) entstehenden Ausdriicke
bezeichnen, und wo demnach 0z wieder das ist, was aus d2 wird, wenn
man in der neuen Differentialgleichung

\ Ldz =3 (Zo— L) don
die Differentiale dz,, dx,,.... dz, in die Variationen dz,, 0z, .... 0z,
verwandelt. Man kann nun die Function @ so wiiblen, dals einer der

Coefficienten Z, + , etwa Z, +——- R verschwmdet. Zu diesem Ende



28. Deahna, iih. d. Bedingungen d. Integrabilitt lineiirer Differentialgleichungen. .343

darf man nur die Gleichung do = X,dx, integriren, indem man nur «
und , als variabel betrachtet, und dann den aus der Integralgleichung folgen-~
den Werth von x in x,, &4, ;,.... , und der willkiirlichen Constante
¢ fiir @, c selbst aber fiir die neue Veriinderliche nimmt. Substituirt man

diesen Werth von x in dx——mﬁ—inX dx, = 0, so werden die Glieder

m=1

—X,dx, offenbar identisch verschwinden, und die transformirte

dx
Glelchung hat die Form : : o
Cdx2+03dx3+04dx4 .+ Cdx,,
wo C,, C;,.... Cn Functionen von nur nVanabeln €, XTyy X3yeeee X, SOIN
kénnen. Dem Obigen gemiils muls niimlich die Variation dieser Gleichung
verschwinden, wenn ,, x,, x;5,.... x, beliebige Incremente 0y, 0yyene

... 0, bekommen, und ¢ um J¢ =m§n (C,0x,) wichst, Verindert man

m=2

pun 0x, allein,‘ 80 hat man §¢ =0, und folglich

dCz 6x1dx2+ ———81!1 dxg +an 3.’!‘1 dx”,
dC, __ dC _dc, dG,
woraus oot == 2o = aot ., R— 0 hervorgeht, so dals Cy; C,, ..

... C,, x, nicht enthalten kénnen, Setzt man wieder d¢==C,dx, und
integrirt unter der Voraussetzung der alleinigen Veriinderlichkeit von x,
und ¢, so kann man die 'Gle‘ichung de== C,.dx, von neuem in eine
andere zwischen nur n—1 Veriinderlichen transformiren, und so fort,
bis zuletzt blofs eine Gleichung mit zwei Variabeln iibrig bleibt. Da nun
diese jedenfalls integrabel ist, so mufs auch die gegebene Gleichung dx =

s X, dx,, aus der sie abgeleitet worden, integrabel sein, w. z. b. w.
m=1

2. Ich will diesen Lehrsatz nun noch verallgemeinern, und sagen,
dafs wenn ein System von 7 --1 lineiiren Differentialgleichungen
dx —((00)da + (01)da, + (02)da,....+ (0m)da,) = 0,
x,— (10)da+ (11)da,+ (12)day+... 4+ (1m)da,) = O,
I, {dx,—(R0)da+ (21)da, 4 R2)day....+ (2m)da,) = 0,
da,—(n0)da + (n1)da, + (n2)da,.... + (nm)da,) = 0,
wo .(00), (01), (02)....(10), (12)....(n0), (n1)....(nm) gegebene
Functionen der Veriinderlichen x, x,, @, 3, +... x,, bezeichnen, durch
4 *
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n+1 endliche Gleichungen integrabel sein soll, dazu nothwendig und dals
es hinreichend ist, dafs die Variationen der links des Gleichheitszeichens
stehenden Ausdriicke fiir beliebige Variationen 0@, 0a,, da;,.... da, der
Grifsen a, a,, a,, a3, .... a,, und fiir

dx = (00)da+(O1)da,+....(0m)da,,

dx, = (10)da+ (11)da, + ....(1m)da,,,

Sx, = (20)0a + 21)8a, +....(2m)da,,,

....(nm)(?;zm

dx, = (n0)da+ (n1)da, +
identisch verschwinden , sobald fiir die in den Differentialen ddx, ddx,,
ddxz,,.... ddx, vorkommenden Grilsen dx, dx,, dx,, .... dx, ibre aus
den gegebenen Gleichungen folgenden Werthe in da, da,, da,, da;, .... da,
gesetzt werden, Der Beweis dieses Satzes griindet sich auf dieselben Prin-
cipien wie der des schon bebhandelten einzelnen Falles. Man zeigt, wie vor-
her, dals wenn die gegebenen Gleichungen n -} 1 Stammgleichungen

o xXr = F(a’ al, az, d3, ceee am, 00, 01, 02, K 0,,),,
II x]. — Fl(a, al, ag’ d;, X am, 00, 61, 02’ X C,,),

L]
. . . . . . . . e o . . ¢« o o . o o

x, = Fy,(a, a,, @, @y, «evv @y €5 €15 Cry cove €)

mit n-}1 willkiirlichen Constanten ¢,, ¢,, ¢,, .... ¢, haben, die Variatio-
nen der Ausdriicke (L) verschwinden miissen, wenn man fir dx, 0x,,
0,5 «ee. 0, die oben angegebenen Ausdriicke setzt, nachdem darin statt x, x,,
L5 «oes x, die durch die Gleichungen (IL) gegebenen Functionen substi-
tuirt worden sind. Nimmt man nun, ohne diese Substitutionen auszue
fibren, fir dx, dx,, 0x,, .... 0x, die obigen Ausdriicke selbst, so hat
man unter den Differentialen dx, dx,, dx,, .... dx,, welche in dix,
ddx,, ddx,, ... ddx, vorkommen kénnen, die Differentiale von
F(a, a;, 500000y, €5 €5 €1y e0ue C,)y Fi(a, 8,5 055.... @y, €y €,5Crp0eeeC),y
eveey Fr(a,a,,a,,....4,, € €5 Cyy.... C,) zu verstehen; diese aber erhiilt
man aus den durch die Gleichungen (1.) gegebenen Werthen von dx, dx,,
dx,, .... dx, gleichfalls durch Substitution der Functionen (IL.) statt
Xy, Tpy X3y eese Xy« Die Variationen der ersten Glieder der Gleichun-
gen (I.) werden demnach noch verschwinden, wenn man fir dx, dx,,
dx,, .... dx, ihre Werthe aus denselben Gleichungen, und fir dx, dx,,
0%,, «... dx, die idhulichen angegebenen Ausdriicke setzt, nachher aber
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in den endlichen Coefficienten tiberall fiir x, a,, x,, .... 2, die Functio-
nen (IL) substituirt. Dies Verfahren hat den Vortheil, dafs man, ohne
- die eben genannten Functionen zu kennen, eine Anzabl von x, x,, ®;,.... x,,
a, a,, a,, .... a, abhiingender Ausdriicke bekommt, welche identisch gleich
Null werden miissen, wenn man in sie vermittelst der Gleichungen (IL.)
statt der Grofsen x, x,, a,, ... o, eben so viele neue ¢,, ¢, ¢,, .... ¢,
einfilhrt, und welche daher ebenfalls verschwinden miissen, sobald man
riickwiirts statt ¢,, ¢,, ¢,, .... ¢, ihre aus den Gleichungen (IL.) folgen-
den Werthe in x, x,, 23, «eoo &, @, Gy, ... @, substituirt; wodurch
sie ihre erste Form wieder erhalten.

Um nun den noch iibrigen Theil des Lehrsatzes zu beweisen, be-
merke ich, dafs man durch Integration der Gleichungen dx = (00)da,
dx,=(10)da, dx,=(20)da, .... dx,= (n0)da zu einem System end-
licher Gleichungen gelangt, vermittelst dessen x, x,, x,, .... x, als Functio-
nen von @, d;, @, ««.. @, und von n-}1 neuen, bei der Integration als
Constanten erscheinenden Gréfsen ¢), ¢;, €,,.€;5 .... ¢, dergestalt ausge-
driickt werden k&nnen, dals sie, diese Functionen statt x, x,, x,, .... x,
in die Gleichung (L) substituirt und die Gréfsen ¢,, ¢, ¢, ¢;, .... ¢, als
neue Veriinderliche betrachtet, alle in da multiplicirten Glieder verschwin-
den machen. Die Gleichungen (I.) verwandeln sich niimlich durch dies
Verfahren, wenn Q,, 0,, .... @, die erwiihnten Functionen bezeichuen,
in folgende:

(42 34— (00)da +z (""’ —(0p)) da, +"§" iﬂdc = 0,

d""da (10)da +2(dfp._(1p))da +qu , =0,

IIIL <

p=m g=n

%";_"da_ (n0)da+ =, dg: ) +q§,.}if; de, = 0;

wo in (00), (01) +eve (Om), (10), (11)..ceo(1m) ceve (00), (n1).... (nm)
statt @, oy, X5 +..+ x, dberall O, O;, Oy, «... O, zu setzen ist. Da nun
die Gleichungen 2 =0, #,=0,, ©,=0, .... x,= O, die gegebenen
integriren, wenn man die Veriinderlichkeit blofs auf x, x,, x5, .... x,, @,
beschriinkt, so miissen die eben aufgestellten Gleichungen unter dieser
Voraussetzung verschwinden ; welches erfordert, dafs

d dQ)l d¢ —_— dfﬁn —_— .
dﬁ ©00), B =(10), 2= Q0 ... J5 = @®0) sei.
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Die Gleichungen (IIL.) verwandeln sich demnach in folgende.

2( (Op))da + 2 ——-do = 0,
'S

w. { 2 (""" (1p))dap+q§0 Z;’;‘d%= 0,

s (d(”"—-(nlp)) da,,+ z (""’" de)) = o.

p=1

Setzen wir nun voraus, die im Lehrsatze angegebenen Bedingungen der
Integrabilitiit finden Statt: so missen offenbar die Variationen der Glei-
chungen (IV.) ebenfalls fiir beliebige da, da,, da, .... da,, identisch ver-
schwinden, wenn den Variationen von co, €15 €y «eus €, die aus den
Gleichungen

p._m d(p q=n p=m

p_l dap da +q§0 doq = pEl(Op)(?
dfpl dq’l 54

p—l. dap da, + 2 30;: = ’,21(1?’)3

d"’" da, + b d‘p” de, pg‘,n(np) da,
L=t

P—l dap g=0 d

folgenden Werthe gegeben werden, die mit denen iibereinstimmen, welche
die Gleichungen (1V.) durch Vertauschung der Variationen 84, , 8a,, «... 0@y,
8¢y, 8¢i5 8¢5 o .0 8¢, mit den entsprechenden Differentialen da,, da,, ...
... etc. geben wiirden. Man sieht hieraus, dafs die Variationen d¢c,, J¢,,
0¢,5 ««+. 0, verschwinden, sobald nur @ veriindert wird, da,, 0a,, ...
.. 8a,, aber gleich Null gesetat werden.

Bringt man aber die Gleichungen (IV.) auf die Form:

de = A da, 4+ A,da, + A;da; 4 .... + A,da,,
dcl = A;dal_ + A;daz + A;da3 + coee + A:ndam,

dc' = Alda, + A}da, + A}da, + .... + A, da,,
(wo die am obern Ende der Buchstaben 4 stehenden Zahlen Indices, nicht
Exponenten sind ), und variirt unter der erwihnten Voraussetzung, so be-
kommt man, &hnlich wie im vorhergehenden Satze:
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dA dA dA
d'al=0”‘da2=0’ ceoe s dam=O’
dd, __ d4, dA,
dal =0, da2 =0, dam =0,
adr a4 a4,
"d-‘a— S— 0’ da — O, e .o o o da — O.

Die Coefficienten A4 sind demnach von ¢ unabhingig. Das vorliegende
System von Gleichungen lifst sich nun eben so, wie das urspriinglich ge-
gebene, in ein anderes mit einer um eine Einheit geringeren Anzabl ver-
dnderlicher Grifsen verwandeln, und man kann auf diese Weise fortfah-
ren, bis nur ein System von 7 -1 Gleichungen zwischen z - 2 Veriinder-
lichen iibrig bleibt. Dieses endlich ist stets integrabel, und folglich auch
das gegebene, aus dem es nur durch wiederholte Transformationen ge-
funden wurde.

Aufgabe. Die Bedingungsgleichungen zu entwickeln, unter wel-
chen ein System von n--1 lineiiren Differentialgleichungen zwischen be-
liebig vielen veréinderlichen Gréfsen durch eben 8o viele endliche Gleichun-
gen integrabel ist. : :

Auflésung. Es seieﬁ
de —'S (Op) da, = 0O,
P—o H

de—'% (lp)da = 0,

p=0

dx — p%:(np) dz, = 0
p=

die gegebenen Gleichungen. Nach dem. bekanuten Algorithmus des In-
finitesimalcalculs kann man die blofs von der Veriénderung von & herriih-
renden Theile der Variationen der Ausdriicke links des Gleichheitszeichens
erhalten, wenn man nur in Bezug auf @ variirt, @, a,, 4, .... @, aber
constant bleiben lifst. Wendet man dies zuniichst auf die erste der gegebenen
Gleichungen an, und bemerkt, dafs unter dieser Voraussetzung dx == (00) da,
dx, = (10)da, Oz, = (20)0a, . ... 0z, =(n0)da wird, so be-
kommt man:
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ddx —Eo (d(o")& +d(0p)a\ +d(0p)3 +----d—Qp))+(OO)d8a _
P [2(00) _ d(Op) , 9=
dx Eo[déap) d( p)+‘7 (d(OO)( p)— d(Op) (0) ]da,,.

Auf dieselbe Art konnte man pun den von g, abhangenden Theil von

p=m
6‘(d$— 20 Op) da) suchen; es . ist indessen leicht zu sehen: dals man
p=

ibn aus vorstehendem Ausdruck erhalten mufs, indem man ¢ mit a,, (00)
mit (01), (¢0) mit (¢1) vertauscht; welches

6a1pi’"[d(01) d(op)+v—n(d(01) d(Op) (ql))]

p=o L dap . da
giebt, Aebnlich erhilt man allgpmem den von 3a abhangenden Theil
3 P_m d(Or)_d_(OP) +q=n (d(O")( ) d(Op) (qr))]

p.._o d ap d ay

Da nun 3(dx —pg(Op) da,,) die Summe dieser verschiedenen in 4,
p=

da,, 0@, .... 0 a, multiplicirten Glieder ist, 8o kabn diese Variation nur
dann unabhiingig von da, 0a,, 0a,, .... 84, verschwinden, wenn die
Coefficienten dieser veriinderlichen Incremente einzeln gleich Null werden.
Diese Coefficienten sind aber wieder Summen von der Form
Mda+M,da,+ M, da,+ ....4+ M, da,.
Sollen sie daher obne irgend eine zwischen a, a,, a,, .... a, festgesetzte
Relation verschwinden, so miissen die Grofsen M, M,, M,, .... M, ein-
zelo gleich Null werden. Der allgemeine Typus der Gleichungen, welche
man auf diesem Wege aus der ersten der gegebenen findet, ist
d0r d(0 q—n d(0r

A (e
Die einzelnen Bedingungen ergeben sich aus demselben, indem man nach
und nach den Elementen 7, p alle Werthe von O bis m ertheilt; die An-
zahl derselben beliuft sich jedoch blofs auf so viele, als es Combinationen

der Elemente 0,1, 2, 3, .... m zu je zweien ohne Wiederholungen giebt,
a. b. auf 27 "‘”

) indem der angegebene Typus fiir p = r allemal von

selbst serschwmdet, und je zwei Gleichungen, in welchen p und = wechsel-
seitig gleich sind, d. h., ‘wo in der'einen p=u, r =25, wihrend ‘in der
andern p =10, r = a ist, wesentlich dieselbe Bedingung enthalten. Um dle
aus der Gleichung o
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) p=m
dm—'S (kp)da, = 0

entspringenden Bedingungen zu finden, darf man nur in der eben ange-
gebenen die Coefficienten (07), (Op) mit (kr), (kp) vertauschen; so ge-
langt man zu der allgemeinsten Form aller Bedingungsgleichungen des ge-
gebenen Systems:

0 = 4 _ 280 4 'S (LE (g ) — G2 ).

Diese Form giebt die einzelnen . (";F 2)"' Bedingungen, wenn man & alle

Werthe von o bis n, ¢ und p alle Werthe von o bis m durchlaufen lilst.
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