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28.
lieber die Bedingungen der Integrabilität linearer Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen einer

beliebigen Anzahl veränderlicher Gröfsen.
(Von Herrn Dr. F. Deahna zu Cassel in Hessen.)

Llie Bedingungen, unter welchen eine gegebene Differentialgleichung von
m=n

der Form S Xm dxm = 0 durch eine einzige endliche Gleichung integrirt
mrrl

werden kann, sind bekannt; aber die zur Auffindung dieser Bedingungs-
gleichungen angewendeten Metboden enthalten nicht zugleich den Beweis,
dafs dieselben zur Integrabilität der vorgelegten Gleichung hinreichen. Ich
glaube daher eine Lücke auszufüllen, wenn ich in dem Folgenden einen
solchen Beweis entwickele und denselben aufserdem für den Fall erwei-
tere, wo es sich um die Integration mehrerer Gleichungen der erwähn«»
ten Art durch eben so viele endliche Gleichungen handelt,

1. Lehrsatz· Soll eine lineare Differentialgleichung
mrrn

l· dx = S Xmdxm,
m=l

wo XD X2> Xs> ·*·· Xn Functionen der Veränderlichen x, XL, x^ ···· &n
bezeichnen, durch eine einzige endliche Gleichung integrabel sein, so ist es
nothwendig und hinreichend, dafs ihre Variation verschwinde, wenn xi9

o?2> #3> ···· #m um willkürliche Variationen $Xi, <5V2> · · ·< ^m wachsen,
wen

wahrend um §x = 2 Xm $xm wachst.
m=l

Beweis. Hat die Gleichung (1.) eine einzige Stammgleichung,
a? = Ftyt, a?2> .·.. xny a), so wird, wenn man oc, KI, x^ x^ .... xn in
+ & x9 xt + ) + S y .... xn + $&n verändert, noch immer

xl9 a?2 + ̂ 2^ ···· ^n + ^nj a) die Stammgleichung von
^Xm)d(xm + ̂ m)) sein, wo Xm + kXm das be-

m=l
zeichnet, was durch die erwähnten Veränderungen aus Xm wird, 8xu

aber beliebige von der Constante a unabhängige Gröfsen
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28 De ahn α ι b. d. Bedingungen d. Integrabilit t linearer Differentialgleichungen. 34 1

bedeuten. DieGleichung ά(χ + Δχ)— S ((Χη + ΔΧη}ά(χη + δχηϊ) = 0
m=l

wird also identisch , wenn man f r χ -f- Δ χ den Ausdruck

setzt. Anstatt dessen kann man aber offenbar F(xl9 χΊ, ....xn, a) statt x, und
Δ-F = jF(#i + $#!,, Λτ2 + $#2, ···· #n + $#nj a) — F(xL, x^ xz> .... xn)a)
statt Δ# setzen. Auf diese Art verschwindet der von ΰχ^, $#2, ···· δνη> Δα?

unabh ngige Theil von (x + Δ#) — Σ
mt=lmssn

lieh έία? — S -3TW rf^?m ̂  von selbst· Soll nun f r den brigen Theil die-
w=l

ses Ausdrucks dasselbe Statt finden, so mufs zuerst die Gesammtheit
aller der Glieder, welche i#0 Sx2, $#3, .... $xn, d$xL, d$x2 ,*....
.... d$xn in der ersten Dimension enthalten, gleich Null werden. Um
diese zu finden, braucht man bei der Substitution von LF statt ΔΛ?
offenbar blofs auf die in <$X, §x2, .... Sxn linearen Glieder R cksicht
zu nehmen. Bezeichnen wir den so erhaltenen Werth von ΔΛ? durch

Sx; er ist offenbar derselbe, welchen man aus S Xm$xm erh lt, wenn
m=l

man darin f r χ den obigen Ausdruck F(x^^ x^, .... xn, d) substituirt.
m=n

Man darf also auch Σ Xm $xm f r $x, und eben so f r ax> welches in
τη=1

$x wieder vorkommen kann, den aus χ = F(xt) x2, . . . . xn, ) folgen-
m=n

den Werth S Xm dxm setzen, sobald man nur ber cksichtigt, dafs zuletzt
m=l

statt χ immer F(xi9 x^, ....xn9a) zu substituiren ist.
m=sn

Auf diese Art wird man f r die Variation von dx — S Xm dxm
m=l

einen Ausdruck von der Form
P1£r1+P2<^2+P3^3+^^

bekommen, wo QL, Q^, Qz> .... Qn blofs von x, xl9 x^, x^y .... xn

abh ngen, und von selbst verschwinden m ssen, sobald man in ihnen durch
die Gleichung χ =^F(xl) x2) &$, .... xn, a) die Gr fse a statte einf hrt.
Sind aber die so in Functionen von a, XL, cc2> &z) ···· &n verwandelten
Gr fsen Ql> Q2, ft? ···· Qn identisch gleich Null, so bleiben sie es auch,
sobald man f r a einen beliebigen ndern Ausdruck setzt: folglich auch,
wenn man f r a r ckw rts den aus der Gleichung χ = F(xl9 x^, .... xn, )
folgenden Werth in xl9 a?2, x3 y .... xn> χ substituirt : oder die Ausdr cke
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342 28. De ahn O) b.d. Bedingungen d. Integrabilit t linearer Differentialgleichungen»

Qi> Qi> ···· Qn verschwinden noth wendig in der oben unmittelbar ge-
fundenen Form von selbst· Die Gr fsen P19 P2, Pz, . . . . Pn m ssen
nach dem Prinzip der Homogeneit t noch lineare Functionen von dxly
dXi y dx3 , . . . . dxn sein, und k nnen demnach nicht identisch verschwin-
den, wofern nicht in jeder die Coefficienten von dx^9 dx^> dx3, .... dxn

einzeln gleich Null werden· Wir schliefsen nun eben so, wie oben bei
Q> Qi> ^L>Qi> · · · · · Qn> dafs diese Coefficienten nach der Substitution
des Ausdrucks F(xi? x2) ..·... xn> #) f r a?, nicht verschwinden k nnen,
wenn solches nicht auch vorher der Fall war. Man sieht also, dafs wenn
die Gleichung

dx—m^(Xmdxm) = 0
m=l

durch eine endliche Gleichung integrabel sein soll, die Variation derselben f r
willk rliche Variationen Sxi, δ #2, ίΐτ3

!, · ··· $xn von #1? &2, χ^, .... χη
τη·=ζη

und f r $x = 2 Xm$xm, von selbst verschwinden mufs, sobald darin
• · ' m=l

m=w m=n
dx s=s 2 Xm dxm und ο χ = 2 Xm oxm gesetzt werden.

τη=1 m=l
Ich will nun annehmen , diese Bedingung der Integrabilit t finde

m=n
Statt. Verwandelt man dann die Gleichung dx — 2 Xm dxm = 0 in eine

m=l

andere, indem man statt χ berall eine beliebige Function ty(&i, x<i, . ... xn, z)
von XD XD .... xn und von einer neuen Ver nderlichen z setzt, so wird
offenbar die Variation der verwandelten Gleichung ebenfalls verschwinden,
wenn Χι, x<i, x$> ·· · · xn ver ndert werden, wie vorher, und wenn statt
S z der aus der Gleichung

n M mdz rn=.l m

folgende Werth gesetzt wird, wo Zl) Z2> .... Zn die aus Xly X2, .... Xn

durch die Substitution χ es ΦΟ*Ό χι> ··'·· χ
η> %) entstehenden Ausdrucke

bezeichnen, und wo demnach 8z wieder das ist, was aus dz wird, wenn
mau in der neuen Differentialgleichung

die Differentiale dxi> d&2, .... dxn in die Variationen SvL,
verwandelt· Man kann nun die Function φ so w hlen , dafs einer der
Coefficienten ^-f-T-^-, etwa ^+3-^· , verschwindet· Zu diesem Ende1 w '
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28. D e h , , ü #. df. Bedingungen d. Integralilüät linearer Differentialgleichungen. ,343

darf man nur die Gleichung rfa?== X^dx^ integriren, indem man nur
und xl als variabel betrachtet, und dann den aus der Integralgleichung folgen-
den Werth von in xly Xi, xz, . ... xn und der willkürlichen Constante
c für , c selbst aber für die neue Veränderliche nimmt· Substituirt man

diesen Werth von in dx — S Xmdxm = 0, so werden die Glieder
m=l

-^ — dxv — XLdxL offenbar identisch verschwinden, und die transformirtedXi
Gleichung h a t d i e Form : . . . . . .

de = C2dx<i + C3 dxz + d rf#4 . . .'. + @ dxn ,
wo Ci, C$, ... .Cn Functionen von nur n Variabein c, #2> #s> . . . . xn seio
können. Dem Obigen gemäfs mufs nämlich die Variation dieser Gleichung
verschwinden, wenn xl} #2, x$, . . . . xn beliebige locremente §Xi, Sx2> · · ·

mrrra
... $xn bekommen, und c um $c == 2 (Cm##m) wächst. Verändert man

=2

nun $&i allein, so hat man Sc = 0, und folglich
0 = ü

woraus - —1 = ·—-^ = ·-—-·.... = -—- = 0 hervorgeht, so dafe Off C2>...
...Cn, XL nicht enthalten können. Setzt man wieder dc^^C^dx^ und
integrirt unter der Voraussetzung der alleinigen Veränderlichkeit von x2

· « · · · · mnn
und c, so kann man die Gleichung de = 2 Cmdxm von neuem in eine

andere zwischen nur n—l Veränderlichen trausformiren, und so fort,
bis zuletzt blofs eine Gleichung mit zwei Variabein übrig bleibt'. Da nun
diese jedenfalls integrabel ist, so mufs auch die gegebene Gleichung dx ==

S Xmdxm> aus der sie abgeleitet worden, integrabel sein, w. z. b. w.

2. Ich will diesen Lehrsatz nun noch verallgemeinern, und sagen,
dafs wenn ein System von n +1 linearen Differentialgleichungen

i)dam) = 0,
i)dam) = 0,I.

°>
wo (00), (01), (02) .... (10), (12) .... (nO), (nl).. ..(nm) gegebene
Functiouen der Veränderlichen x, x\, o?2> xz, .... xm bezeichnen, durch

44*
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344 28. De ahn a, üb. d. Bedingungen d. Integrabilität linearer Differentialgleichungen.

n +1 endliche Gleichungen integrabel sein soll, dazu nothwendig und dafs
es hinreichend ist, dafs die Variationen der links des Gleichheitszeichens
stehenden Ausdrucke für beliebige Variationen , $ 2 ? 03,.... $ der
Gröfsen a, al9 a29 #3, .... anj und für

identisch verschwinden, sobald für die in den Differentialen d$x, dSxiy
d$x2, .... ?5# vorkommenden Gröfsen dx, dari9 dx2, · · · · dxn ihre aus
den gegebenen Gleichungen folgenden Werthe in da, daly da2, da^ .... dam
gesetzt werden· Der Beweis dieses Satzes gründet sich auf dieselben Prin-
cipien wie der des schon bebandelten einzelnen Falles. Man zeigt, wie vor-
her, dafs wenn die gegebenen Gleichungen n-\~l Stammgleichungen

x = a, alP a2, a3, .... am> cuy c^ c2> .... cn9
$9 .... am, c^9 cl9 c29 .... cn)9

mit n + 1 willkürlichen (konstanten c0, cL, c2, .... cn haben, die Variatio-
nen der Ausdrucke (I.) verschwinden müssen, wenn man für <jx, dd?0
üxi, ...,$jcn die oben angegebenen Ausdrücke setzt, nachdem darin statt x, xly
x2> · · · · xn die durch die Gleichungen ( II.) gegebenen Functioneu substi-
tuirt worden sind. Nimmt man nun, ohne diese Substitutionen auszu-
führen, für $x, S XL, $x2, .... $#n die obigen Ausdrücke selbst, so hat
man unter den Differentialen dx , dxL , dx2 , . . . . dxn , welche in d^x,

d$x2, .... dSxn vorkommen können, die Differentiale von

. . . .y Fn(a> üi, a2, . . . . am , c(), cl9 c2,.... cn) zu verstehen ; diese aber erhält
man aus den durch die Gleichungen (I.) gegebenen Werthen von dx, dxt y
dx2ß .... dxn gleichfalls durch Substitution der Functionen (II.) statt x,
#i> &*> x$> ···· 3?n* Die Variationen der ersten Glieder der Gleichun-
gen (I.) werden demnach noch verschwinden, wenn man für dx, dxl9
dx2, .... dxn ihre Werthe aus denselben Gleichungen, und für , $#i,
^2; ···· $#n die ähnlichen angegebenen Ausdrücke setzt, nachher aber
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28. Deahna9 b. d. Bedingungen d. Integrabilit t linearer Differentialgleichungen. 345

n

in den endlichen Coefficienten berall f r χ , χ^, x2, .... xn die Functio-
nen (H.) substituirt. Dies Verfahren hat den Vortheil, dafs man, ohne
die eben genannten Functionen zu kennen, eine Anzahl von x, OCL, x2, .... xn>

a, aL, a2, .... am abh ngender Ausdr cke bekommt, welche identisch gleich
Null werden m ssen, wenn man in sie vermittelst der Gleichungen (II.)
statt der Gr fsen χ , xl9 x2> ·»·· &n eben so viele neue c0j c±, c2) .... cn
einf hrt, und welche daher ebenfalls verschwinden m ssen, sobald man
r ckw rts statt £0, CL, C2, .... cn ihre aus den Gleichungen (II.) folgen-
den Werthe in x, xly x2, . ... xn9 a, ai9 .... am substituirt; wodurch
sie ihre erste Form wieder erhalten.

Um nun den noch brigen Theil des Lehrsatzes zu beweisen, be-
merke ich, dafs man durch Integration der Gleichungen dx = (QQ}da,
dxL = (l 0) da, dx2 = (2 0)d a, .... docn = (nO) da zu einem System end-
licher Gleichungen gelangt, vermittelst dessen #, #0 x^ .... xn als Functio-
nen von a, aL9 a2, .... am und von n + 1 neuen, bei der Integration als
Constanten erscheinenden Gr fsen c(), CL, c2>.cz> .... cn dergestalt ausge-
druckt werden k nnen, dafs sie, diese Functionen statt x, xl9 x2, .... x
in die Gleichung (I.) substituirt und die Gr fsen C0> e^ C2> C3^ .... cn als
neue Ver nderliche betrachtet, alle in da multiplicirten Glieder verschwin-
den machen. Die Gleichungen (I.) verwandeln sich n mlich durch dies
Verfahren, wenn φ0 Φ2> ···· Φ* ^e erw hnten Functionen bezeichnen,
in folgende:

+S £^ - o,

III.

l^L da- (nO) da + Σ (5^—(ntjt»)rfap) + S £2. de, = 0;
da p=i *«ap * <7=o"c<7

wo in (00), (01) ....(Om), (10), (11) .. ..(Im) .... (wO), (nl) .... (nm)
statt #, #u ΧΊ, .... #* berall Φ^ (Ρ!, ?)2^ ···· Φη zu setzen ist. Da nun
die Gleichungen χ = φ, #ι = Φι, #2 = φ2 .... a?n =? φη die gegebenen
integriren, wenn man die Ver nderlichkeit blofs auf x, XL, x2, .... xn><*>
beschr nkt, so m ssen die eben aufgestellten Gleichungen unter dieser
Voraussetzung verschwinden; welches erfordert, dafs

^£.«(00) ^i — (10), ^ = (20) .... £f± ss (ΛΟ) sei.
/?/» χ / y da aa ua
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346 28. D* ahn a, üb. d. Bedingungen d.

Die Gleichungen .(III.) verwandeln sich demnach in folgende:

IV. 9=0

p~l
= 0.

Setzen wir nun voraus, die im Lehrsatze angegebenen Bedingungen der
Integrabilität fänden Statt: so müssen offenbar die Variationen der Glei-
chungen (IV.) ebenfalls für beliebige Sa, Saiy Sa2 .... $am identisch ver-
schwinden, wenn den Variationen von c0, clß c2, .... cn die aus den
Gleichungen

ff »., +"!-·"·
g=0 dcq

dcg = 2
p=l

P=i ap 9==0 cq =:1

folgenden Werthe gegeben werden, die mit denen übereinstimmen, welche
die Gleichungen (IV.) durch Vertauschung der Variationen $aL, $a2, ···· Sam?
$c{) , i^0 Sc2, . . .» S cn mit den entsprechenden Differentialen daL, da2, ...
... etc. geben wurden· Man sieht hieraus, dafs die Variationen ·.' ScQ, $CL,
üci, .... $cn verschwinden, sobald nur a verändert wird, Sa^, Sa2, ...
... $am aber gleich Null gesetzt werden.

Bringt man aber die Gleichungen (IV.) auf die Form :

de = Aiddi

(wo die am obern Ende der Buchstaben 4 stehenden Zahlen Indices, nicht
Exponenten sind), und variirt unter der erwähnten Voraussetzung, so be-
kommt man, ähnlich wie im vorhergehenden Satze:
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da
dA(
da

dA»
da

— v,

—— U,

— O— U,

da
dA'2
da

dA\
da

•1 ··« V/, · · · ·

— o
— — W, · · · ·

— O• ·"""· v/, · . . · ·

da

da

d-dT
da

— — v/,

*

—
• — u.

Die Coefficienten sind demnach von a unabhängig. Das vorliegende
System von Gleichungen läfst sich nun eben so, wie das ursprünglich ge-
gebene, in ein anderes mit einer um eine Einheit geringeren Anzahl ver-
änderlicher Gröfsen verwandeln, und man kann auf diese Weise fortfah-
ren, bis nur ein System von n + l Gleichungen zwischen n + 2 Veränder-
lichen übrig bleibt. Dieses endlich ist stets integrabel, und folglich auch
das gegebene, aus dem es nur durch wiederholte Transformationen ge-
funden wurde,

Aufgabe . Die Bedingungsgleichungen zu entwickeln, unter wel-
chen ein System von n +1 linearen Differentialgleichungen zwischen be-
liebig vielen veränderlichen Gröfsen durch eben so viele endliche Gleichun-
gen integrabel ist.

A u f l ö s u n g . Es seien

dx — PiT(0/?) dap — 0,
p=°

dx-— 2 (ip)dap = 0,
p=° , ,--

dx— (np)dxp es 0

die gegebenen Gleichungen. Nach dem bekannten Algorithmus des In-
finitesimalcalculs kann man die blofs von der Veränderung von a herrüh-
renden Theile der Variationen der Ausdrücke links des Gleichheitszeichens
erhalten, wenn man nur in Bezug auf a variirt, a, aly a%, .... an aber
constant bleiben läfst. Wendet man dies zunächst auf die erste der gegebenen
Gleichungen an, und bemerkt, iafe unter dieser Voraussetzung S =s (00) $a,
Sxt ss (10) , &p2 es (20)#a, . * . . $xn »= ( ) wird, eo be-
kommt man:
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348 28. De ah n a, üb. d. Bedingungen d. IhtegrabilÜat linearer Differentialgleichungen.

Auf dieselbe Art könnte man nun den ton $aL abhängenden Theil von

( pzrm v
dx — ( / ) da) suchen; es ist indessen leicht zu sehen: dafs manp=0 '

ihn aus vorstehendem Ausdruck erhalten mufs, indem man a mit a0 (00)
mit (01), (yO) mit (01) vertauscht; welches

giebt. Aebnlich erhält man allgemein den von Sar abhängenden Theil

* pzzm v
Da nun v(dx — (Op} dap) die Summe dieser verschiedenen in ,

N p=0 /

Sa^ 2, .... Sam multiplicirten Glieder ist, so kann diese Variation nur
dann unabhängig von <5V/7 ^ , $ 2, .... $am verschwinden, wenn die
Coefficienten dieser veränderlichen Incremente einzeln gleich Null werden·
Diese Coefficienten sind aber wieder Summen von der Form

M d a + ML düi + M2 da2 +···· + Mm dam .
Sollen sie daher ohne irgend eine zwischen «, aL , a2 , .... am festgesetzte
Relation verschwinden, so müssen die Gröfsen M, M19 M2, .... Mm ein-
zeln gleich Null werden. Der allgemeine Typus der Gleichungen, welche
man auf diesem Wege aus der ersten der gegebenen findet, ist

0 = _ + ( „)^
dap dar <}~Q\dx(J

 vvr / dxg

Die einzelnen Bedingungen ergeben sich aus demselben, indem man nach
und nach den Elementen r, p alle Werthe von 0 bis m ertheilt; die An·
zahl derselben beläuft sich jedoch blofs auf so viele, als es Gombinationen
der Elemente 0, l, 2* 3, .... in zu je zweien ohne Wiederholungen giebt,
d. b. auf m f ipdem der angegebene Typus für pz=r allemal von
selbst serschwindet, und je zwei Gleichungen, in welchen p und r wechsel-
seitig gleich sind, d. h., wo in der einen peär, rz^b, während in der
ändern ;> = ̂  r = a ist, wesentlich dieselbe Bedingung enthalteq. Um die
aus der Gleichung
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28, De ahn a, üb. d. Bedingungen d. Integrabihtät linearer Differentialgleichungen. 349

przm
cfcr*— S (kp)dap — 0

p=o
entspringenden Bedingungen zu finden, darf man nur in der eben ange-
gebenen die Coefficienten (Or), (O/?) mit (Ar), (kp] vertauschen; so ge-
langt man zu der allgemeinsten Form aller Bedingungsgleichungen des ge-
gebenen Systems:

o = ̂ _fe) +
 vs (d/r)( )__djM

dap dar ' q~Q\d&q V7f ' dxq
 V7 V

Diese Form giebt die einzelnen k. jj^2 · Bedingungen, wenn man Ä alle

Werthe von o bis n, y und p alle Werthe von o bis m durchlaufen läfst.
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