
Ueber das ]~Ialfa~ti'sche Prot)lem. 

Von Fm G. A~FOLTeP~ in SOLO~UURm 

SLeiner  hab in Band 1 des Cre]le'schen 3ournals eine sehr 
elegante Construegion dieser Aufgabe gegeben. Wedm" yon S f e l n e r  
selbs~ noch yon einem kndern ist mir ein Beweis fiir dell Fall des 
Kreisdreieeks bekannf. In dcm Naehfolgenden sell zunSchst ein soleher 
Beweis mitgetheilt~ werden. Alsdmm fiige ich noeh die l~sungen zu 
zwei weiteren~ dem Malfat t i ' sehen Problem verwandten Kreisauf- 
g~ben hinzu. 

I. 

Beweis der St oiner'schen Construction. 

Diese Construction beruht auf zwei eb(,nso ('infaehcn, Ms int, ercs- 
santen und der mannigfaltigsten Erweit~m'ung filhigmt 8ittzen tiber den 
Kreis und die Gerade. Wir geben diese Siitze unter dem Namen des 
ersten und zweiten Hauptsatz. 

.E~'stcr Ilau2)tsatz : 
Y'riigl ~nan yon dam Scae#el ~' c;~c.; 1V;,J,ds .? .~,f drs.~rn, S,'bcnkcln 

a und b die I~unlde A mul B ab, so d,ss ,~;A = ~'.11 ~tmt ma~. h'gt 
,lurch irgend cinen .P~mkt N in tier l!be~e des Winl,'els zwei bdiebigc 
Transvc.rsalen t, und t2, ~vclch.e dic &'he~l'd &'s Winkds bezieh.~utlich 
in den 21ml,'tcn ~q, b~; a.,, b e schnciden, und mm~ beschreibl um dicse 
~m.zktc beziel~ungsweis<~ Kreisc mit den Badien (qA ,  b I 11; a.,A, b.z}l , 
so schneiden .sic]~ je die za'ei erstvn ~md je die zwei h'lzh, n JG'eis(: in 

i ? t  t l !  _Punlctepoa.rcn n~ , n t ; n., ~ % , so das.s allc divsr, ]bmI,'s ro~e dem. Panlcte 
2r gleiche I'5'~#[ernuw habcn. Con.~'tr~drt man also z.~r jcd~,r dm'd~ N 
gehenden transt'.ersalcn t~ dic 15mlcte n~' uml ~,~." .s.o li(,gen dh'se l>mJ,'te 
auf  cinc.m I~reis'e .N ,mit dem Mittcl)mnl,'te .5( 

Sind alle Transvers~len mi~ einander i,arallel, so geht der Kreis 
N in eine Gerade G(N) fiber; die normal ist zur transversalen [~iehtung. 
Diese Gerade G(N) geh~ dureh den Pun]& o~ in dem sich die Normalen 
zu den Sehenkeln des Winkels schneiden~ die durch die Punkte A und 
1)' geiiem 

In 13etreff der Kreise _g hat man naehfolgende Siitze. 
Y. Alle Kreise N ,  dere~ ~li#ell~unl,:le au f  ether Geraden G liegen, 

gehcn du.reh zwei fi:s'te _Punlde n' und n", welehe die P~ml:te n sind, die 
der Geraden G als ~l'ransversale~ t ents)n'cchcn lo~d umgckehrt. 

*) Anm. d. ICed. Vgl. indess Binder: Das N~lfutti'~cho Problem. T/ibingen 
1868; iiberhaup~ For~sehritte der M~them~tik, Bd. 2, S. 358 tt'. 
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2. Allc Kreisc, u, elche d, rch zwci Pu~d;te ~( trod n" (/cl,% siud 
K.reiso yon tier Na&cr tier IG'eise N. 

8. AIIc Kreise N, u, elche d.m'ch cinch bclicbigcn Pu,k/  gcl~e~t, gehen 
cwch dutch einen zu'eilen, &,m ersten z~geordn<.ten Putd,:. 

#. D~,'ch z.wei bdiebig gewahlte lom?l#e 9&t immcr ein ~ml .n~tr 
ein Kreis 3~ 

Dutch weir:ere geeignete Betraehtungen ergeben sieh eine 1Henge 
einfaeher, sehSner Resultate, welehe in der Theorie des Kreises un- 
bedingt massgebend sind. Wir maehen bier nut die fo]gende Anwendung. 

8ina irge~d drei beliebige Kreise gegeben und man schneider das 
dutch ihre Mittelpunkte gebildete Dreieck dureh irgend eine Trans- 
versale und beschreib~ aus den Schnittpunkten als Mittelpunl4en die 
I(reisc~ welehc je zu der Kreissehaar gehSren, die bez. dutch die zwei 
Kreise besi~immt wird, cteren Niti~elpttnkte auf derselben Seite liegen 
wie der Sclmittpunkg so sehneiden sich diese drei Kreise in demselben 
l'unld:epaar, l,assen wit nun jeue drei Kreise sich ber[ihren, so folgt, 
jetzt ohnc weiteres, wenn wir diese drei transversatmt l(reise Potenz- 
krcise und ihre Schnittpunkte n' und n" Potenzpunkte nmmen: 

5. Dh; Pogenzl~u~21,"tc zu allen Potcnzl,'reia,n, &'rcr~ Cc~*5"allinien 
oder Tran.svcr.salc, n &m'h denselbcn I~unZt gehen, licg(,n a~q" cinem ICreise 
N, dessert Mittdpunkt ,mit diesem .Punkte zusammc@'illt. Und dic 
Potenzpunl,'tc alter 1-)otenzlo'eisc mit l~arallclen 2l!"m~scersalcn'~ licgeu atq" 
tinct, d,,,q~ den 1)mdct ylcidwr I'olc~zcn jencr drci .~'ich bcriihrendcn 
Krcisc g,,.hcmlcn Geradcn G (.N). 

Liegcn in der E1)ene jener sieh beriihrenden Kreise ],'1, 1;,2,/,,:~ irgend 
drei Kreise m~, m,, m a vor, so bilden diese zu je zweien genommen 
drei Kreisschaaren. Beaehten wit' die Satze 2 und 4, s o  erhalten wit: 

6. Tn jeder dcr drei dutch die drei lfreisc m, bestimmten I~reis- 
schaarcn giebt es einen Kreis yon tier Natur tier I(reise N. .Die Mi#eI- 
pu.nkte dieser drei mSgliehen Kreise NL, N2, N a liegen auf  einer Ge- 
raden G (27). 

Zweiter Haut)tsatz. 
Haben die zwei Is kt, k.~ u nd lq', l~ 2' dieselbe Potenzlinie 

P und beriihren sich k 1 und k ( ,  wiek., und k.; je in den .Punkten bt 
und b.2, so sind (lie Ta~genten des dussern oder innern gemeinsamen 
TangcJttenpaares des einen Kq'eispaares beziehendlich parallel mit den 
Tangenten des &~sseren oder imwren 9emeinsamen Tangentenpaares des 
andern Krcispaares, je nachdem lq' ~tnd k~' die Kreise lfi und k 2 gleich 
und unglcichartig bcriihren. Die _Radien k, b Iund  k 2 b.. schneiden sich 
in e&em Pmdcte ka, wdchcr der Mittdpunl,'t eines Kreiscs ist, der die, 
Kreisc Z, und k.~ in b~ und b. 2 beriihrt. 

Dieser Satz l'2sst sieh dutch alas Prineip der reeiproken Radien ver- 
allgemeinern. Transformiren wir zweimal, indem wit das erste Mal 
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das Transformationscentrum ~uf der Potenzlinie P, das zweitc Nal 
jedoch ~uldcrswo beliebig annehmel b so fblgt" 

7. tft~beJ~ wit  irgcnd zwei ]~rcissc/~aarcn mit dcm gcmci~s, mcJ~ 
Krcisc K. Wird jcdcr dcr Krcise kl ~tnd k., dcr ci~c~ ScItaar ro~t 
je eiJwm J(_~'cisc der zwcitcn Sc']~aar be;'iibrt, z. l)'. ~:l con ),'/ aml ),',, 
yon 1:~', und beschrcibcn wit  cinen ib'&s" m:r n, ebr ],'1 uml /,',, iJ7 gleic/~er 
tVcisc bcriihrt w i e k /  und k~', so giebl es allemal c i~en  ~r n~r 
e inen  besNmmten ](reis #:~, wclc/~er dic Krds(, /,(, k. 2' .ml  m,~ bcriihrt 
,~t,nd ,rwcvr m:~ i~ dcm tint,J? oder dcm a.mlcrn d~:r PuM,'5' p.~ iJ~ wdchem 
dcr l(rcis m.~ yon dcm I(rcisc K ,  do" bcidcn. Sr gcmch~s.m ist, 
(jcsc]o~ittc~ wird. 

Lassen wit die Kreise k~ mM ],',: sieh bcriihren rind nchmeJ~ wh" 
den obelt definirten Kreis I,';~ hinzu~ so folgt: 

8. tIabc~z tvir 5"9c~td drei Krci,sc I,:~, k,,~ I,':~ die sid~ zt~ jc zwci i~ 
den 1)~n/,'tc:n bt.,., b::~ but ():on a~ssc~O bcriihren. &'lmcidc~ "wb" das 
dutch dic 3liltcll~rn/,:tc der lO'cisc h gcbildctc Drci~cl: dutch cSlc b,'licbi(ye. 
Transccr~ale Iu in den t~unl,'tcn 1,~', /::(, I,'/ ~l~ttl bcsdo'dbcn mJ~, dic~'c 
P.nkle die l'otc,;~.z/,'rci,'c zu jc.m'u drci hb'ci~en Iq, k:,, I , .  so sch~.'idcn 
sich diesc in dc~ .zwd 1)ote~*z2~m*l,:te~ .~t.,/~ n,f'. 11(,~d.'cibc.n wit  /;,r~wr 
~ge Kreisc m~,m,~ m:~, wclcl~c di(; lG'ci,~c [q,/,'.,., [,.~ z~ .ic xwcicn bcriih- 
ten (vo~, a~'se~), so ~dmeidct dcr lG'.i,~ ..~ d~'n Krds  I,'( i~ dcm 
l)unMepaar p~. .Ebe~so crhal/c~ r dh, l>a~dcl~.arc )~, '~md p~ din'oh 
(fie andc'rn l(rcisc, l~'s gicbt nun allem.al c inch und  ,n~r c inch Krcis 
#t, welc/~er (lie K~'eise 1,:,,',1~:( ~lnd ~Jq bcriihrt ,.,nd zw.r  dc~ lclztcrcn in 
dem cbwn oder andern dcr Pu';~,kN des i~un/,tc~)a~tres 2~. l';benso e,rhal- 

ten wit  Ifrcise ~,, m~,d t~:,. 
Bet~raehten wir yon diesem Satze den specielien Fall, wo wit nut 

den Kreis m:~ ~aehmen und ihn in eine Geradc, hi die gemeinsame 
Tm~genge der Kreise lq uud 1~ iibergehc~t l~ssen. Es is~ alsdann ohne 
weiteres Nachfolgmtdes klar. 

Zu jeder Transversalen tx gehSren zwei I(reise tt:~ ~, una aueh wcm~ 
wir nut yon dem Mittelpunk~e g J  spreehen, so gehSren zu jedcr 
Transversalen zwei Punkte ttg und umgekehrL za jedem Punkte tt:~ 
eine Transversale tx. Die gegenseitigen 13eziehange~t zwisehen t~ und 
/~:~ sind also festges~ellt und wit haben~ wie sieh ,aus der Figur olme 
weiteres ergiebt, folgenden Satz: 

9. Drcht sich d, ie T, rans~crsale t, ~lm ci,ne~ bctiebige~ l~mkt N, so 
durchlau['c~ die zugchbrigen Punl~te #,~'~" cinc l)arabel ~3, dcren Axc dutch 
N geht m~d zu dcr Tangente m~ ~,or.mat stcht. Die Krcise tt~ ~ bcriibrcn 
ausser dcr :Ta~gcnte ~:~ noch einen bcstimmten K~'eis S:~ m~d o~dlich lie- 
gen die zu den'Tramversale ~ gchi)rcndcs l~otenzP un]3c ~" m~f dcm Krcise 
iN, dessert Mittclpunkt in ~" liegt. Die l~arabel ~:~, dic Krcise S:~ und 
~ schneiden sich in denselbe~ zwei Pu~zkten n( ,  n..(' der Tangc~tc m:~. 
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Lasst man den P~m]i't N ehw bdiebige Gerade G- durehlau[bn, .so gehen 
die _Parabeln ~a aller 1)u~d'te der Geraden G &~rch dcn MitMlmnl: t 
tZ~ des ](re#es, der diescr Geradcn G als 75"auscersalcn cnts))richt. Die 
Kreise ,5~ beriihren diesen Kreis. Die, Kreise N 9chert &~rch die zwd 
Potenzl)unlde, welche diesen Geraden G entsprechen. 

Verlegen wir den Punkt i-V auf die Gerade G ~, so gehen die 
Kreise 5 rund  $3, so wie die Parabel Jr 3 in Gerade tiber, die wir mit 
G(N),  G(Ss) und G(g3) bezeichnen, und wit haben: 

10. Die Kreise ~a allot Transversalen t, welche einer bestimmtcn 
Richtung l)aral~el sind~ habcn ihre 3~ittelpunkte auf dcr Geradcn G(~a) , 
sie bcriihrcn die Geradc G(Sa) , und die _Potenzpunktc der zwch6rigen 
Potenzl~reise liegen auf einer Geradcn G (N). l~Vc[chcs auch die I~ichtung 
sein mag, der die :Transversalen l)arallel sind, die Gerade G (rr.~) geht 
immcr dm'ch den bestimmtcn Pmzkt ~" t~a , die Gerade G (Sa) beriihrt immer 
den bestimmten Kreis t~; ~ und endlich G (N) geht immer dutch den lhmkt 
o gleichcr Potenzcn tier &'el I&eisc k. Der ICreis #~ mit seinem Mit- 
tcl2~nkt t*'~ ist der Krcis t%, wdcher der Geraden G ~ entspricht. Die 
drei Gcradcn G ( N), G ( $3) und G (~)  schnciden sich in demselben _Punkte 
n 3 der Y'angente ma. 

Die Gerade G (N) besfimmt also die an dern Geraden G (Sa) und G (zta) 
vollst~indig. Nehme~ wir jetz~ die Tangente m 2 hinzu, welehe die Kreise 
lq und lq berfihrt~ so haben wir hier zu jeder Graden G(N) entspreehend 
die Geraden G(S~) und G (=~), die in Bezug auf die Tangente m~ die gleiehe 
Bedeutang haben wie G(S:~) lind G(~r:~) in Bezug auf die Tangente m a. 

Lassen wit beziehendlich die Geraden G (S~) und G ($3) wie G (r@ und 
G (~:~) einander entspreehen, welehe zu derselben Geraden G (N) geh5ren, 
so folgt sowohl direkt aus den projeetivisehen Eigensehaften tier Pigur, 
als aueh wenn man die bewiesene Construction ffir das geradlinige Dreieek 
voraussetzt, dass G(S.,) und G(Sa) fix einem Durehmesser der Kreise 7q 
zusammenfallen, sobald G(N) dureh den Sehnittpunkt S j d e r  Tangente 
m 2 und m~ geht. Es geht aueh dieser Durehmesser D dureh den 
Punkt S~. Tmnsformiren wit die Figur naeh dem Prineip der reci- 
proken t~adien, und zwar so, class der Kreis lfi die Kreise, welehe nut 
den Tangenten n h und m a entspreehen, gleiehartig bertihrt, so geh~ 
der Durcbmesser / )  in den "aussern or~hogonalen Po~enzkreis fiber und 
wir haben den Lehrsatz: 

11. Left man durch die Schnittapunkte tier Kreise m.~ und m a den 
Kreis N yon der Natur tier Kreise N, so beriihren all~ Kreise tq und 
tta, welehe zu den 5l'ransversalen gehiJren, die dutch den 3fittelpunkt des 
Kreises N gehen, den &~sseren orthogo~alen t~otenzkreis der Kreise n h 
und ma, sobald diese zwei yon dem Ifreise k~ gleiehzeitig beriihrt werden. 

Nehmen wir den Kreis m~, der die Kreise l~ und /c a (von aussen) 
beriihrt, hinz% so erhalten wir ebenso zu m~ und m~ den Kreis Na; 



Zum M alfatLi'schen l'roblem. 601 

zu m2 und m a den Kreis _~ und zu ma nnd % den Kreis ~.2. Die 
Mit~elpunkte N ,  N._,, 2V a liegen auf derselben Graden G (N). (Satz 6.) 
Die Kreise t*l,/%,/~a dieser Geraden G (~)r) bertihren also naeh dem vor- 
hergehenden Satze zu je zwei ,lie drei iiusseren orthogonalen Potenz- 
kreise der drei Kreise m~, me, m a. Ieiihren wit  die Co~slr~ction z~ 
~geser :Thatsaehe aus, so habe~ wit  die Stei,~er'se],. _Fig~r , die sich 
&o'ch seinc Construction e~kqiebt. 

If. 

Bohandlung einiger verwandter Aufgabon. 

Aus dieser Darstellung sight man ohne weiteres, WiG man vor- 
zugehen hae, um die entspreehende Aufgabe auf der ](ugel mid tiir 
Kugeln im ll.aume zur LSsung zu bringen, l,'C~r jetzt gebe ieh noeh die 
LSsungen zu zwei 8peeialfii.llen in der Eben% jedoc] b da die BGWeiSG 
ldeht zu fiihren sind, olme Beweis. 

~rste A u[g,bc, l~s sind drei I6"cise mr, m,,, m a beliebig in dcr JAbem' 
gegcben. 2Kan sell drei Kreise 1,:2, lq~, lq so [i~zdc~, dass ,ich dicse allc 
dr?i je zu z~c, cien rechtwi,rd,:lig schnei&n m,d &~s.s [i'r~wr k.,, l"a, k~ jc 
die I~reispaare ma, m~; m.~, m2; m.~, m:~ rcc/J/winl,'eli 9 ~'(']~m,iden. 

L6sua 9. Man eonstruirt die Potenz]inien )b'.,, P.,:, P:u zu je zwei 
der drei Kreise. Sie sehneiden sieh in dem Punkt o. Man eonstruirt die 
Pole -P,2, P~a der Potenzlinien/h = und 2ha in Bezug auf den Kreis m t 
und zieh{ die Gerade Pl.e/~la, welehe dig Cenh'ale m2m a in dem 
Punkte a t schneider. Ebenso eonstruirt man die Punkte a 2 und a a. 
Es liegen damt diese Punkte auf einer Geraden A. Die Gerade 
2P12 P~a oder die Poli te  der Potenzpunkte o in Bezug auf den Kreis % 
sehneide 1)j2 in dem Punk~ lq. Die Polare/?,  dieses Punktes in Bezug 
auf den Kreis m I schneider 1ha in dem Punkte be' .  Wir verbinden 
a 1 mit b.,' dareh die Gerad% welehe iq2 in dem Punkte b t" sehneideL 
ziehen ferner o:P~2 und erriehten za dieser Geraden die Normale, 
welehe dutch den Mittelpunkt m t geht. Diese sehneide lh~ in dem 
Punkte o'. Die zwei Punktepaare b~, bt' und o, o' bestimmen, je als 
zugeordnete Punkte tines jeden Paares betraehtet, eine Involution 
2. Grades. Dessen Doppelpunkte seien/~'a und ka' , so sind dies die Mittel- 
1ounkte der gesuehten Kreise k a. Verbinden wit aj mit /"a und l"a' 
durch Gerade, so sehneiden sie 1ha in den Punkten li 2 und h2'. Ziehen 
wit die Geraden aak2, aat,'. ~' und a~_ka, a.fl,)( so selmeiden sieb diese paar- 
weise in den Mittelpunkten lq und k 1' der dritten Kreise. DiG Kreise 
lq, k2, le a geben die erste und die Kreise k(,  1:2', lea' die zweite LSsung. 

Ftir das geradlinige Dreieek folgt: 
12. Beschreil;t ~nem lib& den Sc~:te~ ei~e.s D~'eieclrs als D,rcl~messer 

lCreise, so schneider jeder Kreis die zuyehbrigc lli;]te des Y)reiecks i~, 
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zwei Pu~d,'te~. Vo~ dh'sen drei .P~m.l'telgoaren lieyen (h'eimal je zwei 
a.uf cinem Krcisc, dessert Millelpunl,:t in dcr ~icht zugcfib'rocn ~'cke de,s 
I)rciccks lityt. Diese drei Krcisc sclmcidc.~t sich rcchtwinl,'clig. 

Zu:dh' A~@abe. ]~s simt (5"ci .Krcisc ml, .m~, % geqebc~; mun sell 
(b'ei 2Krcisc 16, 1,':~, Z' I so fi~tdcn, (lass sich dicse gcgcnseitig zu je zwe.ia~ 
bcr/ihren~ .und das.~" insbesondrc I.',, (tic Krcise % ~md m:,,; k:~ dic .lfrcisc % 
~md m~ ~md emtlich kj dic Kreise ,m., ~lnd m:~ ,rcchhcinl~d~q sch,~cidet. 

A ufliiam 9. Man besehreibt die aeht Kreise R,  welehe die drei 
Kreise m~, m.,, % bor~ihren. Es ber{ihre z. B. der Kreis 1{~ ilt den 
Punkte~l bl, b,, b:~. Man zieht in diesen Punkten die Tangenten an die 
Kreise, so sind die Eeken des dadureh gebildeten Dreieeks die Mittel. 
punkte ffir drei Kreise kL, k=,,/,':~. 

Bcmcrk~Jtg. Ffir irgend drei Kreise, welehe durell denselben Punk( 
gehen, ergeben sich bei jeder Aufgabe, welehe verlangt, jene drei Kreise 
dnreh a]tdre Kreise unter bestimmtelt Winkeln mLeh gewissen Gesetzen 
zu schlteiden, halb so viele AuflSsungen als wemt die drei Kreise 
~icht dareh denselben Punkt gehen, sondern allgemeine l,age haben. 
Finder niimlich l~etzteres start, so sind je zwei Lgsungen einander 
so beigeordllet, dass die eiue die polarreeiproke Figur der andern is(, 
i2~ Bez~g aaf den Orthogonalkreis der drei Kreise als Transformations- 
kreis. Is( tier Orthogonalkreis imaginlir, so ":inder~ dies an der Sache 
nichts, i~dem an seine Stelle alsdann ein anderer Kreis /,: (rift, der 
v(m jenen drei .je iiber einem Dm'ehmesser gesehnitten wird. Bezeieh- 
]~(.~, (( und [~ die Centralabstiinde zweier entspreel~ender Punkte und r 
den lr des (.)rthogoualkreises (falls dieser imaginr~r, so sell r 
tier gadius des Kreises k sein) so hat man im ersten Falle die Relation 
a . / ~ - - , r  ~ uud im zweiten Falle c~. fl ~----  r'q 

Das heisst~: im ersten Fall ]iegen die Punkte veto Mittelpunk~ des 
Transformationskreises in gleieher Riehtung~ im zweiten Fall in ent- 
gegengesetzter. 

Gehen die drei Kreise dureh denselben Punk~, so wird der Orgho- 
gonalkreis gleieh Null, und ebenso redueiren sieh die Kreise je der 
einen yon zwei einander entspreehendea LSsungen auf Null, d. h. 
fallen in jenen gemeinsamen Punk(. 

Eigensehaften, die zwisehen den LSsungen existiren, die zu drei 
Kreisen dureh einen Punk( gehend gehSren, lassen sieh nun jedesmal 
sehr leieht auf die LSsungen zu drei Kreisen in allgemeiner Lage 
iibertragen, nut dtirfen yon diesen letztern keine zwei einander ent- 
spreehende sein. 

Aehnliehes gilt yon vier Kugeln im Raume. 
P i s a ,  den 27. Januar 1873. 


