Der Fundamentalsatz der Algebra.

Von F. Mertens in Graz.

1.
Wenn eine algebraische Gleichung

fER ="+ g P e, edc, =0

mit einer Unbekannten keine rationale reelle oder complexe Wurzel
besitzt, so kann sie nur durch einen unendlichen unabschliefbaren
Vorgang befriedigt” werden. Der Fundamentalsatz der Algebra,
dass jede algebraische Gleichung f(z) = 0 Wurzeln hat, kann daher
nur den Sinn haben, dass man im Stande ist, rationale complexe
Werte z -4y anzugeben, fiir welche beide Coordinaten des Ein-
setzungsresultats /' (z—-¢y) oder die Norm desselben von gewiinschter
Kleinheit sind. Ein Beweis dieses Satzes, welcher nicht die Mittel
an die Hand gibt, um solche Werte thatséichlich aufzustellen, kann
nicht als befriedigend angesehen werden.

Es soll hier ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebral)
unter der Voraussetzung gefithrt werden, dass die Coefficienten der
Funection f rationale reelle oder complexe Zahlen sind, dass f mit
seiner Ableitung /' keinen Theiler von hoherem als dem 0Ot Grade
gemein hat und dass #>>1 ist. Derselbe besteht darin, dass ge-
zeigt wird, wie man durch eine endliche Anzahl von Versuchen
zu einem Werte gelangen kann, von welchem aus das Newton’sche
Niherungsverfahren mit Erfolg einsetzen kann.

2.
‘Wenn

Fe)=ay¢"+a " +...a,

eine ganze Function mit rationalen Coefficienten und N(u) die
Norm von # bezeichnet, so soll zur Vereinfachung unter £ (z)
diejenige ganze Function von 2

Fo(@)=g, zm—]l‘%zm—l'{"- oy,
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verstanden verden, deren Coefficienten die kleinsten den Bedin-
gungen

Nia) < gy N@) <g;..-Na,) <y,

geniigenden nicht negativen ganzen Zahlen sind. Aus dem Satze,
dass der Modul der Summe zweier oder mehrerer complexer Zahlen
nie die Summe der Moduln der einzelnen Zahlen iibersteigt, folgt
dann

mod F(2) < Fo (),

wenn mod z < 7.

Da die reine Gleichung
*=A-+iB

bei dem Beweise als Hilfsgleichung auftritt, so ist zu zeigen, wie
man derselben mit beliebigem Grade von Genauigkeit geniigen
kann, wenn m>>1. Die Ausziehung der 2m positiven Wurzel
aus einer positiven rationalen Zahl soll hiebei als bekannt ange-
nommen werden und man kann sich auf den Fall eines positiven
B und nicht negativen A heschrinken, da alle anderen Fille aut
denselben zuriickfiithrbar sind.

Es sel
(L 20)" = () + it (),
wo
o (t) =1— (2m), 1* + (2m), t* —
() =2mt— (Im); £3 - (2m); t5— ...
und
2m (Zm-«l LOm—E-+1)
@m =15 i
ist. Da
(_L) oy (2m)y NpCAL (2m),  (2m) (1 _ (2m—6) (2 7""_7))
m/ m? mt m® 7.8m? o

1st, so wird

o (i) <1 _(2m), 1 @m), __ m—1 (mz 4 (2m—1) (277;—«3))

m m?2 mt m3 6
< 0.

Hingegen ist ¢(f) positiv, wenn 0 <t ga_ali; denn es wird

unter dieser Voraussetzung
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(1)

b () (2m-1)(2m-2)#* (@m=5) (2m~6) 2

q(t)—?mt( 9.3 )+(2m)5t5(1— | e )-{—
>2mt(1——§ m“’ﬁ)zg—g—t.

Die Function d4¢(f) — By (¢) bat hienach fir ¢= % éinen
positiven Wert und da sie fir #=0 den negativen Wert —B an-
nimmt, so gibt es zwischen 0 und 711; rationale Zahlen 7, ‘welche
die Gleichung
2) AY(x)—Bo()=0

mit beliebiger Genauigkeit erfiilllen. Bestimmt man nun eine posi-
tive Zahl », welche der Gleichung

2m — A2 + B2
mit beliebiger Genauigkeit geniigt, so wird der Identitit
[49 () +BYEI + 440 — Be@]' = (4" + B) [¢ () + ()]
= '+ B) (14"

zufolge:
[Ao @)+ BY@ =" (143"
Die Zahl
£+ B
A9+ By =22 4
kann aber nach (1) nicht negativ sein und man hat daher
(3) Ag()+ By =r" (14"

Aus (2) und (3) folgt dann
(A+iB) g —iv@] =" (1"

und man erhélt durch Multiplication mit M
' 1 %)
T (1—]—@@”_( 1—1? 271 )
A+7/B (1+ 2) 1__]_,r2 '{_ 1+T

4.

Es sei g die kleinste ganze positive Zahl, welche den Be-
dingungen

Ne)<g* Ne)<g?...Ne)<g?
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geniigt und es werde g~ 2=h gesetzt. TFiir jeden der Bedin-

: 2 .
gung mod 2>h — - gentigenden complexen Wert 2 ist dann

@) Nf(e) > (941
Denn aus der Identitit
&= f@)+["—/ @)
folgt, wenn mod 2=17 gesetzt wird
mod (¢") = 7" < mod f(2) 4 mod [¢" — f(2)]

< mod £(&) + fy () — "

<mod &) g (A7 -1 .. 2"
und man bat daher auch

mod f() >14(r—g—1) (14+r-... 4" 7).

Wenn also » >h — % ist, so wird

mod 7> 14+ (1—2) (15— 2) =p—1 4 (1= 2]
>g-+1.
5.

Wenn beide Coordinaten der Zahl o, der arithmetischen
Reihe angehoren, deren Differenz p" ™~ ist, und

mod f* () <p" "7V VR Sy (B)

(3)
mod o; < &

ist, so kann unter gewissen Bedingungen, welche p hinsichtlich

selner Kleinheit zu erfiillen hat, eine Zahl w, angegeben werden,

deren Coordinaten derselben arithmetischen Reihe angehtren und

welche die Ungleichung

N flwg) <N f(wg)
erfiillt.
Die Ableitung f'(x) lisst sich in die Form
6) Sr=nP Q...
setzen, wo P, @, ... ganze Functionen von x bezeichnen, in welchen

der Coefficient der hochsten Potenz von =1 und welche sowohl
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unter einander als auch beziehungsweise zu f (H”), S '+1), .

theilerfremd sind.
Sind f', /" theilerfremd, so geniigt es f'=nP zu setzen.
Ist dagegen "der grofite gemelnschafthche Theiler von f' und f"

von hoherem als dem 0%® Grade, so sei SP die letzte Ableitung
von der Art, dass der. grofite oemelnschafthche Theiler P der
Funectionen

) Sl e SO

von hoherem als dem 0%® Grade ist. Es ist klar, dass P zu P’
theilerfremd ist, da andernfalls FETY nicht zu P thellerfremd wiire.
Hieraus folgt, dass, wenn eine der Ableitungen (7), etwa f # ), durch
P” theilbar ist, die unmittelbar V01hergehende durch P oo theil-
bar sein muss, Ist nimlich P* die hochste in f®~" aufgehende
Potenz von P und f¥~" = 8.P" so ist «>1 und

SO =8P aSP P

Da aber P’ zu P theilerfremd und S nicht durch P theilbar ist,
so kann f7 hochstens durch die a—1% Potenz von P theilbar und
es muss o >k-{-1 sein. Hienach ist also f(i'”l) durch P* ¥

durch P’ ... f" durch P* theilbar und man kann

f’.:cplP"'f”:':qozPl_l...f(;')-:cplP
setzen.

Ist nun schon ¢, zu g, theilerfremd, so ist ¢, auch zu jf”
theilerfremd und es gentigt ¢, =n () zu setzen. Ist dagegen der
grofite gemeinschaftliche Theiler von ¢, und ¢, von hoherem als
dem Qt» Grade, so sei ¢, die letzte der F unctlonen @y yye - VON
der Art, dass der grofite gemeinschaftliche Theiler ¢ der Functionen

Gy Py +e P, YOI hoherem als dem Oter Girade ist. @ ist dann zu

P theilerfremd und man findet wie vorher

. ) “ . 1 L
(‘Pi:(‘plQ (192_“!)2QM ...(‘DM——L!JMQ.

Fihrt man in derselben Weise fort, so gelangt man zu der
behaupteten Zerlegung.

Aus der Zerlegung (6) und der Ungleichung (5) folgt nun

mod P (w;). mod Q*(w,) . .. < V—f "V )
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und es muss daher wenigstens fiir eine der Functionen P, @,...,
welche mit F' bezeichnet werde

mod F (o) <1p"

sein, wo

r*;;%ﬁ@y

Es sei m—1 der Exponent, mit welchem F' in der Zerlegung von
f' vorkommt und man setze

(8) fv —_ G(l«) Fm—l fn — G(Z) _F,m— f(m—l) G(m_l) F

Da f und f! einerseits und ¥ und f( ) anderseits theilerfremd
sind, so.kann man ganze Functionen o, d, y, § bestimmen, welche

den Identltaten
of Fof =1

9 (m;
9 F+%f)

gentigen und beziehungsweise von geringerem Grade wie /", 7, /™, I/
sind. Aus der ersten dieser Identititen folgt

mod ¢ (w,) mod £ (w, ) < mod ¥ (w; ) mod f (w;) >t

und daher auch

%, (k) mod f(w) -+ &, V2" £ (1) >1;

es ist also

mOdf(ml) > 2C~P (h)?
wenn
(10) VB4, 005 W <5

Ebenso folgt aus der zweiten Identitiit
(m)
mod (“’1) mod F'(w,) 4+ mod & (0,) mod f—hf—,wl«) >1
und daher auch
. pm)
9, (ymod L) 4y it > 1
es ist also

mod <

S (wy) 1
m!‘l >2i}0(k)’
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wenn
(1 LBt <y

Denkt man sich ferner einen rationalen Wert » (p -+ i¢) er-
mittelt, in welchem p*-}¢? =1 ist und welcher der Bedingung

() o, . o
”Z,fgwli — " (p+ig"to

TARCY)
m'f( ;)

geniigt, wo mod o < mod , 80 wird

w2 o " (o) 1
" > g mod m!f<w1>>3ao<h>fo<h>

PARICN 2, () S5 (h)

<m0

w77 o) Ty
es ist daher 1—#" p"“ " positiv, wenn p der Bedingung
(m)
8 @SV s
(12) Ry <1
geniigt.

Dies vorausgeschickt, ist nach dem Taylor’schen Satze, wenn

e=p"(p—iqg+0 a=1-+L(p+ig

mod ¢ <9
_2f'(wg) | S (wy) AT NP ASRICY
HO= ) T2 ) T D ) T D )

gesetzt wird,

f(‘”l +z) & f(m)(uh)
e =14 —F7— ml Flwg) +/1(®)

— 1 - rm Pm(n—l)__ rm pm(n-—l)<zaln _1) + wzm_l"fl (Z}
und man hat

f(“’1+z)
13) mod f(wl) :

< 1—r" p" O 7 oY 1od (27— 1) 4 mod 2™ - mod £, (2)-
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Es ist aber

(m)
o (7 —1) <" [0k —1) < S B0 B

[(1+p)"—1]
1—#" " fmod w2™ <C

< 1— m m(n—l)_ll_ pm(n—l)<1+p) + mod f( )<Lu1)

m! flw)
1 wm m{n— 1 m o m(%— w
<L ™" g T )" 1

4 9,(B) A" (h) oy

<1=& (1)f0<k) ¢ +3—T— [(A-9)"—1]
und nach (8)
mod £, (&) =
1 m—1, f(m+1)(w1) m41
modf( 1)mod{G()(w1)F (w)-+... RS L

<Apm(n 1)-]—17
WO

A= 26,00 [V W0, GBI (10"

1 m m n—
~-~+Wfé ERIOTCE T KA SN P
Die Ungleichung (13) ergibt daher

f (“’1 +2> Pm oy
Ty < e mAW T

4uo(h)f(m)( ) 5O (L g ] A,

Wenn also p auch noch die Bedingung

1 4o (k)fé"‘\ )
63, () .f, ()

erfillt, so ist

(14) [(14p)"—1] + 4o

S 42)
od " )
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Sollen tiberdies die Coordinaten von w, -} 2 der arithmetischen
Reihe mit der Differenz p" "™V angehiren, so werde

p=kp—y —q=kp—38 L=y
gesetzt, wo k, k' ganze Zahlen und 7y, 3 ohne Riicksicht auf das
Vorzeichen < % p sind, und unter p der reciproke Wert einer

ganzen Zahl verstanden. Es ist dann

P— (k __[__ Zk') p'n——l
und £p*—2, k' p"— sind Vielfache von pr(*—D,

Erfillt daher p die vier Bedingungen (10), (11), (12), (14) und
setzt man w, -2 = w,, so ist

Nf(w;) < Nf(w).

6.

Es sei ¢ eine positive Zahl, welche nur der Bedingung unter-
worfen ist, kleiner als —1}; zu sein, und es bezeichne J den Inbegriff
aller complexen Zahlen (p -} ig) ¢, in welchen p und ¢ ganz sind
und deren Norm die Zahl A2 nicht iibersteigt. Setzt man alle Zahlen
von J in die Function f ein, so erhilt man eine endliche Anzahl
rationaler complexer Resultate, unter welchen eines mit kleinst-

miglicher Norm herausgesucht werde. Entspricht dasselbe dem
Werte o, so setze man

Swy=a4bi  flw)=a 4l
flo)tei* Flo)=a-Libtei’ (@ ib)=s.

Da
Nf(w) < NFO) <(g+1)*
ist, so muss nacthmodwgh——% sein und es ist nach der

iber ¢ gemachten Voraussetzung

mod (o ¢ < h— 2 e <k

Die Zahl w--ei* gehort demnach fiir jeden ganzzahligen Wert
von %k dem Inbegriffe J an und man hat

(15) Nfw+ei) > Nf ().
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Entwickelt man nun f (w+ ei") nach Potenzen von ei®, so
ergibt sich

floteiy=s b L2t 4 L s 4

und es wird
modf(w—[—sik)émods—}-—mod <% s?i%f”(m)) -+
<mods—]— afo ( %)+ f( 2)+..‘

<modst Lef(h—2 ).
Nach (15) folgt hieraus
(16) mod f(w) — mod s < —; & f, (h— % + s).
"Anderseits folgt aus der Definition von s
mod s << mod f(w) - zmod /' (w)
A7) mod fiw) -+ mod s < 2mod f(w) - emod £ (u).
Die Multiplication der Ungleichungen (16), (17) ergibt

N () — N5 <t £y (h— 2 &) mod f(w) +
(18) S
i S, 2t )modf (o)

es ist aber
" 2 "
£ (=2 ) <

I R Ry

also um so mehr

Fo0) = mod f(w) > 5 £ (h— 2 4-e)

+¢)

und die Ungleichung (18) geht demzufolge in
NE)—Nf(w) —e? Nj'(0) 4-ce2 >0
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itber, wenn zur Abkiirzung

== f, (k) mod f (w) + f, () mod /" (w)
gesetzt wird.

Es werde jetzt & der Reihe nach =0, 1, 2, 3 gesetzt und
Ns entwickelt. Man erhilt so die Ungleichungen

ce? 4 2(aa’ - 0b)e >0 ce*—2(aa' - bb)e >0
e’ -2(ab’ —ba')e >0 ce? —2(ab' — ba')e >0,

deren erste und zweite, sowie dritte und vierte, in einander mul-
tipliciert zu '

cet — 4(aa" 10022 >0
clet—4(ab' —ba")? 2 >0

fiihren. Durch Addition folgt sodann nach Forthebung von 4 2
5 et (@B (@2 6 >0

und man hat

N7 (@) N f' (o) g% ce2
oder

mod f(w) mod /' (w) é% e V2f, (B) mod f(w) 4 7, (k) mod f'(w)].
Wird diese Ungleichung auf die Form

;— mod f' (w) [mod f(w) — e V2 £ (h)]

1 , —
—I—~2—modf(w) [mod /" (w) — = V2 £ (B)] <O
gebracht, so erhellt, dass eine der Ungleichungen

mod f (w) < V2 7, (B)
mod /" (w) << <V2 7, (B)

stattfinden muss.

Es lisst sich nun darthun, dass die erste Ungleichung statthat.
Zu diesem Ende denke man sich unter p eine positive Zahl, welche
alle den verschiedenen moglichen Werten von  entsprechenden
Ungleichunlgen (10), (11),. (12), (14) erfillt und iiberdies noch

<(% e> _und der reciproke Wert einer ganzen Zahl ist. Man
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denke sich wieder alle Werte (p —-1ig) p" ™", in welchen p, ¢ ganze

Zahlen sind und deren Norm die Zahl A* nicht tibersteigt, in f
eingesetzt und ein Resultat 7 (w;) von moglichst kleiner Norm her-
ausgesucht. Man hat dann nach dem thergehenden eine der
Ungleichungen

mod f(w)) < p" "7 V27, ()
mod /' (w,) < """ V2 1, ().

Finde nun die zweite statt, so konnte man nach Abschnitt b
einen Wert w, angeben, dessen Coordinaten ebenfalls Vielfache von

""" wiren und fiir welchen N f(w,) <N f(w,) wire. Einen
solechen Wert aber kann es mnicht geben. Die Norm desselben
miisste ndmlich nach der tiher w; gemachten Annahme iiber A2
liegen und man hiitte nach (4)N f(wy) > (9 -+ 1)% was mit den
Ungleichungen

Nf(wy) < Nf(o) < NfO)<(9-+1)?
im Widerspruech steht.

Es kann also nur

—C
a
=
3
=
b3
N
/\
=
p—g

sein,
Setzt man nun

w; = (P, ig)e— o' (p,--19,) = w,
wo p,, 4, ganze Zahlen und die Coordinaten von o' ohne Riicksichi

auf das Vorzeichen <C % e sind, so wird

Slw) = floy + o) ’
= J (o) + o' f (o) 4 5 o () -
und demzufolge

mod f () < mod f (o)L mod [of F(wp)] -+
< mod £ (w,) - _f( 2 2,,f0( — .

< mod f{w,) + =/ ("—-ﬁvg)

<ol flo) + 32 £, ).
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Da aber
mod f(w) < mod /'(w,)

mod £(w) <222 17 0)

ist, weil w, zu J gehort, so folgt
mod f (w) < V2 1, ()

7.
Es werde nun angenommen, dass f(2) fir keinen rationalen
complexen Wert von z verschwindet.

_ Kennt man einen rationalen complexen Wert o, welcher den
Bedingungen

(19) N o) < <g+ 1
/Tw)
(21> . Nf<m)f0 (h) 1
Fer =@t

geniigt, wo @ > 2, so liefert das Newton'sche Niherungsverfahren

schrittweise rationale complexe Zahlen, welche der Norm von f
rasch abnehmende Werte ertheilen. Dass man sich aber immer
einen Wert o mit den geforderten Figenschaften verschaffen kann,
folgt aus dem Vorhergehenden und der Identitit (9). Man hat
nidmlich auf Grund letzterer

v, (k) mod f(w) 4 ¢, (~) mod /' (w) >1
und "demzufolge

— d (o
modf’(w)Zl “’”Z,Z‘f 7

S () Y, () mod f(w)
BT ) S T, (M mod (@)
f(w)fo ®) GBS, B mod /' (w)
fof = [1—q, () mod f (w)]’

Wenn also Njf(w) entsprechend klein ist, so sind alle obigen Be-
dingungen erfiillt.
Monatsh. f. Mathematik u. Physik. III. Jahrg. 20
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Es sel

S ;
) =o—+iffy-+id

at+ip=C mod(a-tif)=r ~yI+id=—

o+ {=uo,
wo
(22) 2y >0 85>0
und a, § nur so viele Decimalstellen enthalten, dass
ol _l_ @2
. 1 2
(23) ¥ <TG

wird. Dies ist immer erreichbar, da f(v) nach der Annahme nicht
=0 sein kann. Nach dem Taylor'schen Satze ist dann

o) =F (@) - L )+ CF )+
=0/ (@) O () .
Pl = £ () - ") gy C " @)

<

und es ergibt sich, wenn man beachtet, dass aus (19) mod o <C h—%

folgt,
mod ) < mod [ ()] oy 0 (b 2) - o (1 2)

< mod[of @]+ 57 (b2 7]

mod f (w) < mod £ (w,) -7, (h——g) + ...

< modf () + S (h——%—]—r) _
Bs ist aber nach (22), (20), (23)

il
4 w)

7'<mo

h~-——{—7 <k

X 1 S(o)
1nod@§2(a+) df( :
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daher wird nach (21)

1 1 /()
mod f(w,) < mmodf(w) -+ §fo () m Odf' (o

I

cﬁlﬁ mod. £ ()

mod /7 (w,) >modf (0) — mod ‘;(() f (%)

ll\/

+ i mod ' ().

Aus diesen Ungleichungen folgt:
Nfo)<(g-+1)°

f‘”1)
N ) ><h2*

N ) s ()
ACE

Ii/\

547'
‘Wird daber wieder
_f(’”1) —q _‘_Z@ _|__ , _[__@'5
f'(f”1) =% 1T T 1

”’1+"1“|—7;61:‘”2

gesetzt, wo

“1'(120 @18120
1
< @(ai + &),
so findet man wie vorher:

mod / (0,) < =3 mod £ (o)

mod /' (1) < (1 — w%) mod #' (w,)

N f(g) < (g -+ 1)?

J (0g) _4_
N g 2

Fl)fi®) 1 1
N SE =Gt

20%

307
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Rechnet man in derselben Weise weiter, indem man

?,(21)2))“%*-5—2@2 e 8,

wy — tg < iy ==y
o‘2‘(2>0 5262>0

A_l_“ﬂ 4(a+1) <2+02)

setzt, so ergibt sich nach und nach

mod f (05) < e mod £ (o)

(@ +1)2
mod f(m,) < ml—)é modf(u)3)

mod f(my) < mod f(w,)

1
a¥a—-1)?
und es wird

mod f(w)

(@ 1)27—3 R AR :

mod f(w,) <



