
Der Fundamentalsatz der Algebra. 
Von F. Mertens in Graz. 

i~ 

Wenn eine algebraische Gleichung 

f(~) = z ~-4- ~, ~-~ § ~. ,_o. §  + ~-, ~ § ~ = o 

mit einer Unbekanntcn keine rationale reelle oder complexe Wurzel 
besitzt~ so kann sie nur dutch einen unendlichen unabschlielSbaren 
Vorgang befriedigt werden. Der Fundamentalsatz der Algebr% 
dass jede algebraische Gleichung f (z)  -~ 0 Wurzcln hat~ kann daher 
nur den Sinn babe% class man im Stande ist~ rationale complexe 
Werte x -~  iy anzugeben~ t~ttr welche beidc Coordinaten des Ein- 
setzungsresultats f(x-~-iy) odor die Norm desselben yon gewtinschtcr 
Kleinheit sind. Ein Beweis dieses Satze% welcher nicht die Mittel 
an die Hand gibt~ um solche Werte thats~tchlich aus kann 
nicht als befriedigend angesehen werden. 

Es soll hier ein Beweis des Fundamentalsatzes der  Algebra 1) 
unter der Voraussetzung gef~ihrt werden~ dass die Coefficienten der 
Function f rationale reelle odor complexe Zahlen sind~ dass f m i t  
seiner Ableitung f '  keinen Theiler yon hoherem als dem 0~? n Grade 
gemein hat und dass n ~ 1 ist. Derselbe besteht darin~ dass ge- 
zeigt wird~ wie man durch eine endliche Anzahl yon Versuchen 
zu einem Werte gel~ngen kan% yon welchem aus das Newton'sche 
N~herungsverfahren mit Erfolg einsetzen kann. 

. 

Wenn 

F(Z)=a 0 Z ~+alz ~ -~+... a 

eine ganze Function mit rationalen Coe~ficienten und N(u) die 
Norm yon u bezeichn% so soll zur'Vereini~chung unter Fo(Z ) 
diejenige ganze Function yon z 

~) Vergl. Ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra yon F. Mertens, 
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verstanden verden~ deren Coeffieienten die kleinsten den Bedin- 
gungen 

N(~ 0) < s x(~,) =< g~... 5~ <~o) =< s 
gentigenden nicht negativen ganzen Zahlen sin& Aus dem Satz% 
dass der Nodal der Summe zweier oder mehrerer complexer Zahlen 
nie die Summe der ]{oduln der einzelnen Zahlen ttbersteig% folgt 
dann 

rood F(z) ~ Fo (r), 

wenn rood z < r. 

. 

Da die reine Gleichung 

z ~ = A @ i B  

bei dem Beweise als Hilfsgleichung auftrit% so ist zu zeigen~ wie 
man derselben mit beliebigem Grade yon Genauigkeit genfigen 
kann~ wenn m ~ 1. Die Ausziehung der 2m t~ positiven Wurzel 
aus einer positiven rationalen Zahl soll hiebei als bekannt ange- 
nommen werden und man kann sich auf den Fall eines positiven 
B und nicht negativen A beschr~tnken~ da alle anderen F~l!e aut 
denselben zurttckffihrbar sind. 

Es sei 
(1 + ti) ~ = ~, (t) + ir (t), 

WO 

und 

ist. Da 

3) ----=1 

{s% so wird 

~p (t) = I-- (2m).~ t ~ @ (2m)~ t ~-... 

(t)=2mt--(2m)3 t 3H-(2m)~ t ~-... 

2m(2m- -1 )  . . . ( 2 m - - k + 1 )  
(2re)k= 1 . 2 . . .  /~ 

(2m)~ _~ (2mh (2m)6 1 - -  
m 6 7.8 m "~ / - - "  " " 

(1) 
G < 1  @ - -  m 2 m~ m* m 3 

< 0 .  

Hingegen ist r positi% wenn 0 ~ t  ~ 1.  denn es wird 
' = ~Tt ~ 

unter dieser u 
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(1) 
+(,)=2mt(l (2m-1)(2m-2)t',2.3 ]+(zm)~~ " ts(1-(2m-5)(2m-6)t!)-~...6.7 

2rot 

1 . 
Die Function d q~(t)- B~ (t) hat hienach ftir t - - -  emen 

m 
positiven Wert  nnd da sic ftir t ~---0 den negativen W e r t - - B  an- 

nimmt~ so gibt es zwischen 0 und 1 rationale Zahlcn % ,wclche 
m 

die Gleiehung 

(2) .4 ~ (~) - -  B ~ (~) = 0 

mit beliebiger Genauigkcit crftillen. Bestimrnt man nun eine posi- 
tive Zahl r~ welche der Gleiehung 

r ~'~ = A ~" _~_ B ~ 

mit beliebiger Genauigkeit gentigt, so wird der Identit~tt 

[A ~ (~) + B ,~ (~)]~ + [A ~ (~) - -  B ~ (~)]~ = (A ~ + B ~) [~ (~)~ + * (~)~] 

= (A ~ @ B ~) (1 @ z2) ~'  
zufolge: 

Die Zahl 

A ~ B ~ 
A q~ (~) @ B ~ (z) ~ @ r (~) 

B " ' 

kann aber nach (1) nicht negativ sein und man hat daher 

(3) A q~ (z) + B ~  (~) ~--- r ~ (1 -@ z~)~ 

Aus (2) und (3) folgt dann 

und man erhMt durch Multiplication mit q)--(~) -~- iV (~) 

r '~ (1 + i:) TM_ [ 1--~ '2 , . 2r* ~'~ 
A A v i B =  (1 @ ~2),~ I r ~ - ~ - ' ~ 2 ]  " 

4. 

Es sei g die kleinste gauze positive Zahl~ welche den Be: 
dingnngen 
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gentigt und es werde g @ 2 = h gesetzt. Far  jeden der Bedin- 
2 

gung rood z ~ h - -  ~-  genfigenden complexen Wert  z ist dann 

(4) N f(z) > (y + 1)~. 

Denn aus der Identit~tt 

z"= f(z) @ [z" - - / ( z ) ]  

f01g% wenn rood z = r gesetzt wircl 

n~lod (z ~) = r" ~ rood f(z) + rood [z '~ - -  f(z)] 

mocl f ( z )  @do (r) -- r '~ 

< moa f(~) + g (1 + ~ + ,:" + . . .  + ~ %  

and man hat daher aneh 

rood f (z) _~ 1 -t- (r - -  g - -  1) (1 @ r 2 7 . . .  @ / '  - ') .  

2 
Wenn also r > h - -  ~-  ist, so wird 

motif(z)  > 1 @  (1 " 2 )  ( l @ h - - } ) = h - - l - ~ - ( , - - 2 )  ~ 

> g + l .  

. 

Wenn beide Coordinaten der Zahl % der arithmetischen 
Reihe angeh~ren~ deren Differenz ?~ (~-1) ist~ un4 

moa f '  (~,) < p'~ ("-') V~/;' (h) 
(5) 

rood % ~ h 

is% so kann untcr gewissen Bedingungen~ welche p hinsichtlich 
seiner Kleinheit za erft~llen ha% eine Zahl % angegeben werdm 4 
deren Coordinaten derselben arithmetischen Reihe angehSren und 
welehe die Ungleiehung 

Nf(o,~) < 5;r  
erfttllt. 

Die Ableitung f '  (x) lttsst sieh in die Form 

(6) f '  = n P (2" . . . .  

setzen~ wo P, Q~ . . .  ganze Funetionen yon x bezeiehnen~ in welehen 
der Coefficient der hschsten Potenz yon x = 1 und welehe sowohl 
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unter einander als aueh beziehungsweise zu. f()'+')~ f ( , §  . . .  
theilerfremd sind. 

Sind .]"~ f "  theilerfremd~ so gentigt es f ' - ~ n P  zu setzen. 
Ist dagegen der grSBte gemeinsehaftliehe Theiler yon f '  und f "  
yon htiherem als dem 0 t~n Grad% so sei f(z) die letzte Ableitung 
yon der Art~ dass d e r  grSl~te gemeinschaftliehe Theiler P der 
Functionen 

(7) f ' ,  f " ,  . . .  f(~) 

yon htiherem als dem 0~~ ~ Grade ist. Es ist klar, dass P zu P '  
theilerfremd ist~ da andernfalls f(~' + ~) nieht zu P theilerfremd witre. 

' " 2 ( p )  

Hieraus folgt~ dass~ wenn eine der Ableitungen (7)~ etw~ d ~ dureh 
t 9 theilbar ist~ die unmittelbar vorhergehende dureh P theft- 
bar sein muss. Ist n~tmlich P"  die hschste in f(P-J) aufgehende 
Potenz yon P and f(~-~)-~ S.P ~, so ist a ~ 1 und 

= s p  ,~-~ p , .  f(:o) s '  P'~ + 

Da aber P '  zu P theilerfremd und S night dureh P theilbar is t~ 
so kann f(~) htiehstens dureh die ~- -1  ~ Potenz yon P theilbar u n d  
es muss a ~ k ~ -1  skin. Hienach ist also f(z-,) durch p 2  f(~-2) 

(lurch P ~ , . . .  f '  dureh pZ theilbar und man kann 

f '  = q~t -/;" f "  = ~.z p Z - 1 . . ,  f(z) --_ cCz p 

setzen. 
Ist nun sehon qh zu q~ theilerfremd~ so ist ~t aueh zu f "  

theilerfremd und es genttgt ,% ~ n Q zu setzen. Ist dagegen der 
grSf~te gemeinsehaftliehe Theiler yon ~t und ~ yon htiherem jals 
dem 0 ten Grad% so sei ~, die letzte der Funetionen .~l, .~2~'" yon 
der Art~ dass der gr~l~te gemeinsehaftliche Theiler Q der Funetionen 
~,, ~ ,  . . .  ~,  yon hSherem als dem 0 ten Grade ist. Q ist dann zu 
P theileriremd und man findet wie vorher 

,~i = ~, Q" % = % q ' - '  �9 �9 �9 ,% = ~ ,  Q" 

F/thrt man in derselben Weise fort~ so gelangt man zu der 
beh~upteten Zertegung. 

Aus der Zerlegung (6) und der Ungleiehung (5) folgt nun 

rood PZ(tol). mod Q " ( ~ I ) . ' '  ~ ,o <~-~) jo~"' (h) 
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und es muss daher wenigstens ftir eine der Funetionen P, O,...~ 
welehe mit T' bezeiehnet werde 

mud F (%) ( l p~ 
seiIl~ wo 

1 ~-' ~ f o '  (h). 

Es sei m--1 der Exponent, mit welehem F in der Zerlegung yon 
f '  vorkommt und man setze 

(8) f ' =  G(~)F "-~ f " =  G (~) ~ .... ~... f + - ~ ) =  G +-~) F.  

Da f u n d  .f5 einerseits und F und f(')anderseits theilerfremd 
~ind~ so .-kann man ganze Functionen ?, r Z, {) bestimmen~ welehe 
den Identitaten 

~ 1 +  + f ' =  j. 
(9) 0f(,~) 

){Fq 7 m]=~---1 

gentigen und beziehungsweise yon geringerem Grade wief',f;f('~), F 
sin& Aus der ersten dieser Identitgten iolgt 

mud ~ (%) mud f (%)  ~- mud ,,~ (("1)mud f!  (%) ~1"  

nnd daher aaeh 

es ist also 

Vo (h) ~od f(+<),+ +,o (h) V~ p" (n-~) / (  (h) > 1 ;  

1 mud/(%) > % 

w e n n  

- & :,, , 1  ( ~ - 1 )  1 (lo) V2 ,o(h)/o (h)~ < -~ .  

Ebenso folgt aus der zweiten Identit~tt 

mud Z %) mud ~v(~,) _+_ mud 0 (+1) mud - :/+)(~'1) 

und daher aueh 

es ist also 
(~) 

m0d ~ ~ 1 
2~o (h)' 
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wenI1 

1 
(1!) l Zo (h) p < ~ .  

Denkt man sieh ferner einen rationMen Wert r (p-4-iq) er- 
mittelt, in welehem p~-@ q 2 ~  1 ist und weleher tier Bedingung 

.t'(~)(~l) _ P (p + i ~)~ + . ,  
~ ! f (~ l )  

1 " ( ' ' )  mod f~'~(~l) so wird gentigt, wo rood ~, < g r e ! f ( % ) '  

> 1 
o m . : c ~ )  3 0o(h)fo(h) 

4 f('~) (o h) 8 9o (h) f~m)(h) 
< g moa ~ ! f ( % )  < g ~7.~, ; 

es ist daher 1 - - r  "~ p,~(~-l)positiv~ wenn p der Beding~ng 

s %(h)f~ '~)(h) , ~ _ ~ )  
(12) 3" m! P < 1 

gentigt. 
Dies vorausgesehiekt~ ist nach clem Taylor'schen Satze~ wena 

z = p"-~(,p--i g @ ~) z, ~-- 1 @ ~ (p -Jr- iq) 

rood ~ ~ p 

r m--i ~ , ( m - - 1 )  / . ~ ,  z f (mi)  z~f"~oh)~_ + z  J '  "~o~1.) Z'~+lf(m+1)(,oi) 
2lf@o,) "'" (m--1)!f(~oa) }(m+l)!f (~o,)  5. 

gesetzt wird~ 

f (o,~ -+ z) 1 ~- Z " f<') (~'l ) 
f ( ~ )  - -  - -  m.pf (%)  + L ( ~ )  

= I -- r m pm (~'--1) r m pm (n-l) (~,1 - -1)  + (o2ff~+A (z) 

und man hat 

(13) moa / (~  < 
f ( ~ )  ----- 

,~  1 - - r  '~ p~("-l)@ r m p'~("-~) rood (z~".--i)+rood o~z~ + modA(z). 
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Es ist aber 
(h)f~ '~) (h) % 

= m~ [(I@P)~--I] 

l__r~ p,,~(~-l) _j_ mod mz ~ < 

1 , f(~) (%) 
1 - -  r'~ p~(n-a)@ p'~(~-a)(1-l-p)~. ~ - moet ~ / / f (% j  

< 1  6 ~to (h)fo(h) 3 m/ [( l@P)~-- l ]  

end naeh (8) 
rood A (z.) = 

_ _  1 [G(z) (mi) Fm-l(tul) _@...__ (~-~@@- ~)~" . - -  rood f (%)  mod A- f('~+~) (%) z '~+~ @ . . .  l 

w o  

~-2__ 1 ,~(2) 
A =  9~o(]~ ) [G~)(h)Im-l(l~-p)p -1-2] t~~ (h) Im-~ (1-J-P)aP'~-'3-~"" 

1 fo(~+n (h) (i @p)~+1 p,~-~@...]. 
' + ( m + l )  t 

Die Ungleichung (13) ergibt daher 

f(~,,) 6 9 o(h)fo(h) § 

4 ~,9 0 (h)f~ m) (]~) pm (n--l) p~n (n-1)-~-l. 
-+ ' / [(I§247 

Wenn also p auch noch die Bedingung 

1 
(14) 6 9 o (h)fo (h) > 

4,.o(h)f(/)(h) 
m! 

[(1§ p)~--l] + A p  

erftfll b so ist 

rood f ( % @ z )  < 1. 
/ (~1)  
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Sollen ~aberdies die Coordinaten yon % @ z der arithmetischen 
Reihe mit der Differenz ?.(.-1) angehSren, so werde 

p --~- k p - -  " r - -  q ~ k ' p - -  ~ ~ ~---- "( -~- ~ i 

gesetzt~ wo k, k' ganze Zahlen und "b g ohne Rtieksieht auf das 
1 

Vorzeichen < ~, p sind, and nnter p der reeiproke Wert einer 

ganzen Zahl verstanden. Es ist dann 

and kp "-~, k 'p "-~ sind Vielfaehc yon p"('-~). 

Erftfllt daher p die vier Bedingungen (10), (11)~ (12), (!4) and 
setzt man to t @ z ~ %, so ist 

Xf(~2) < N f(%). 

, 

Es sei s e ine  positive Zahl~ welehe nur der Bedingung unter- 
1 

woffen ist, kleiner als ~- za sein, und es bezeichne J den Inbegriff 

aller complexen Zahlen (p @ is)z ,  in welchen 2 und ff ganz sind 
and deren Norm die Zahl h ~ nieht iibersteigt. Setzt man alle Zahlen 
yon J in die Function f ein~ so erh~tlt man eine endliche Anzahl 
rationaler complexer Resultat% miter welchen eines mit kleinst- 
m~glicher Norm heransgesucht werde. Entsprieht dasselbe dem 
Werte +, so setze man 

/ (+)=.+hi  /'(to) + /b '  

f (~) . -~-~ik  f ' ( ( n ) = a - ~ i b @ a  (a' @ i b ' ) = s .  

Da 
N f ( ( . )  <= N f (O)  < ( g @  1) 9 

ist, so muss n a e h l 4 ) m o d t o < h - -  sein und es ist naeh tier 

fiber ~ gemaehten Voraussetzung 

2 

Die ZaM to @ si k gehtirt demnach ftir jeden ganzzahligen Wert 
yon k dem Inbegriffe J an und man hat 

(15) N f ( ~  -@ ~ i k) ~ N f ( ~ ) .  
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Entwickelt man nun f ( ~ @  ~i ~) nach Potenzen yon ~ik~ so 
ergibt sieh 

1 2.2k ,, 1 ' /(o, + ~i ~) = s + ~ ~ ~ / (~) + ~ ~' i 3kf''' (~)+... 
und es wird 

modf(,~+~ik)~mods+moa(l,~i2~f"(@ +... 

~ m o d s + ~ - a f ;  h - -  + ~ . a / '  0 h - -  @ . . .  

1 ~ ,,/ 2 ) 

Naeh (15) folgt hieraus 

1 ~fo,,(h 2 ~). (16) ~oa/( , , , )  - moa s < ~ ~-  § 

"Anclerseits folgt aus der Definition yon s 

rood s ~ rood f ( ~ )  + ,  mod f '  (tu) 

(17 )  rood/(m) @ rood s < 2 mod f(m) -~- a rood f '  (~). 

Die Multiplication der Ungleiehungen (16)~ (17) ergibt 

_,,.: ~o)- ,(s~ =<. Jo' (,,-"~+ ~) .o,_ .,-(~ + 
08) 

1 ~ ,,,{. 2 
- t -~ -~  Jo [t t---h- -~-~)modf'(m); 

es ist abet 

s  (h - ~- + < / o  (h) 

2 o 
f o (h - -  ~ - -j- > f o - -  ~ -  @ ~ -  ~ -  . o 

also um so mehr 

, e . " 2 ~) f; (h) _2 mod f '  (~) > ~- fo (h --  ~- + 

und die Ungleiehung (18) geht demzu~olge in 
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ctber~ wenn zur Abkttrzung 

c = fs (h) motif(in) @fs  (h) rood f '  (•) 

gesetzt wird. 
Es werde jetzt k der Reihe naeh = 0~ 1, 2, 3 gesetzt und 

N s  entwickelt. Man erhitlt so die Ungleiehungen 

c ~ 2 @ 2 ( a a ' r 4 - - b b ' ) s ~ O  c a ~ - - 2 ( a a ' @ b b ' ) e ~ O  

deren erste und zweit% sowie dritte und viert% in einander mnl- 
tiplieiert zu 

c~a ~ -  4(aa'  @bb' )  ~ a ~ >  0 

c% ~ --- 4 (ab' - -  ba') ~ ~ ~ 0 

ftihren. Durch Addition folgt sodann naeh Forthebung yon 4 e~ 

2 = 

und man hat 

x/'(o,) 5~f' (.,)=<�89 C2~ 2 

ode r  

1 
mod f(m) rood f '  (@ ~ -  a 1/2-[fo" (h) modf(~,) +fo (h) modf'(m)]. 

Wird diese U~gleiehung auf die Form 

1 - t ~- rood f '  (.,) [mod f ( . , )  - -  ~ 1/2 fs (h)] + 

_~_1 rood f ( , )  [rood f '  (@ - - ,  1/~ f~' (h)] =< 0 

gebraeht~ so erhellt~ dass eine der Ungleiehungen 

rood f (.,) <= = 1/~fs (h) 

rood/' (~) < ~ 1/gf~' (h) 
stattfinden muss. 

Es lgsst sieh nun darthun~ dass die erste Ungleiehung statthat. 
Zu diesem Ende denke man sieh unter p eine positive Zahl~ welehe 
alle den versehiedenen msgliehert Werten yon m entspreehenden 
Ungleiehungen (10)~ (11), (12)~ (14) erftfllt und fiberdies noeh 

1 

~ und der reeiproke Wert einer ganzen Zahl ist. Man 
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denke sich wieder alle Werte (p @-iff) p~("-a)~ in welchen PL q ganze 
Zahlen sind un4 deren Norm die Zahl h 2 nicht tibersteigt, in f 
eingesetzt and ein R&ultat J (%)  yon m(iglichst kleiner Norm her- 
ausgesueht. Man hat dann naeh dem Vorhergehenden eine der 
Ungleiehungen 

moa f(( ,~) < t~ ~(~-~) 1/) f~(h) 

moa f '  (~'1) < P~<"-') 1/~s (h). 
Fande nan die zweite star b so k0nnte man naeh Absehnitt 5 

einen Weft % angeben~ dessen Coordinaten ebenfalls Vielfaehe yon 
9 ~(~-~) waren nnd flit welchen N f ( % ) < N  f ( % )  ware. Einen 
solehen Weft aber kann es nieht geben. Die Norm desselben 
mtisste namlieh naeh der fiber Cut gemaehten Annahme tiber h ~ 
liegen und man h~ttte n a e h ( 4 ) N f ( % ) >  (g@i)s~ was mit den 
Ungleiehungen 

N f(%) < N f(%) <~ N/ (0 )  -Q~ (g 27 1) 2 

im Widersprueh steht. 
Es kann also fur  

rood/(~1) ~ , r  ("-')V~f~(h) 

8 e i i l .  

__< ~ -  A (h) 

Setzt maa nun 

o,1 = (po + iqo) ~ - -  (o' (po + iqo) -: = % 

wo Po, qo ganze Zahlen unr die Coordinaten yon ~' ohne Rticksichl 
1 

auf das Vorzeiehen ~ ~ z sind~ so wird 

f (%)- -~  f ( %  -t- to') 
, 1 t~ "t? 

and demzus 

rood/(%) ~ rood f ( % )  @ moa [~o' f (%)]  -@. . .  
, 2 ~ 1 ,, 2 + + 

g r ~ $ 

~ moaf(~l) + ~-~/ ;  (10. 
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Da aber 
mod f ( m ) ~  rood f (%)  

modf(~,l) < ~V92 s (h) 

isg weil mo zu J gehSrg so folgt 

rood f(+) .< ~ 1/2/~ (h). 

o 

Es werde nun angenommen, dass f(z) far keinen rationalen 
eomplexen Weft yon z versehwindet. 

Kennt man einen rationalen eomplexen Weft ~o, weleher den 
Bedingungen 

(19) .,~rf(@ ~ (g @ 1)2 

(20) ~r f(~') < 
f ' ~ ) =  

Nf(+) s  (a) 1 (el). 

genttgt~ wo a > 2 7 so liefert das Newton'sehe Ngherungsverfahren 
sehrittweise rationale eomplexe Zahlen~ welehe der Norm yon f 
raseh abnehmende Werto ertheilen. Dass man sigh aber immer 
einen Wert o~ mit den geforderten Eigensehaften versehaffen kann~ 
folgt arts dem Vorhergehenden und der Identit~tt (9). Man hat 
ngmlieh auf Grund letzterer 

% (h) modf (~)  @ ~0 (h) rood f '  (,u) ~ 1 

und "demzufolge 

1-- ,% (h)modf(+) 
moa f '  (~,) % (h) 

mod f(+) % (h) rood f(+) 
f ~  ~ 1 - - %  (h) rood f (+)  

" +o @2s (a) rood/(~) 
rood/(~)f; (h) < 

f,(+)2 - -  [1--.%(h) modf(m)] 2 

Wenn also N f@) entspreehend klein ist~ so sind alle obigen Be- 
dingungen erfttllt. 

iV~onatsh, f. M a t h e m a t i k  u.  P h y s i k .  I I I .  J a h r g .  2 0  
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we 

(22) 

ES sol 
/ ( , , )  

rood (e @ i ~) = r 7 @ i ~ = - -  v 

~.-~ > o ~ > o  

und % ~ nur so v ide  Dedmalstellen enthalten~ d~ss 

(25) r + ~ =< ~ (~ 4-1) ~ 

wird. Dies ist immer erreichbar~ ds f ( ~ ) n a e h  der Annahme nieht 
0 sein kann. Nach (lena Taylor'sehen S~tze ist (la.nn 

f ( ~ )  = / ( ~ )  + r , 1 ~/ , ,  , f  (m) @- ~ .  (m) -~-. �9 

1 
= ~/ '  (@ + ~. ~f" (~,) + . . .  

1 ~2f,,, f'((~l) = f '  ((,) @ (f"(,~)@~. (o~)@... 
2 

ergibt sieh~ wenn man beaehtet~ (lass aus (19) mod ~ ~ h h und es 

folgt~ 

motif(u)1) 

rood f '  (,.,,) 

1 ~ ..',[ 2~ 1 a .... 2 .4 - . 

G rood Iv/' (@] @ ~ r f0 ~ @ 

Es ist aber naeh (22)7 (20)7 (23) 

r <  rood f(~) = / ' (~)  

2 t,--~+r<_h 
1 / (~)  

rood v ~ 2(-~-~ ~ rood f,  (,.,): 
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daher wird naeh 

rood f ( % )  

mod f '  (%) 

Aus diesen 

(21) 

1 rood f (o~) -i- 1 f~, (h) rood 

1 
~ mod/(t.) 

> moclf  (~) - -  mod f(o)) / ,  (h) 
= f,(,,,) ~o , . 

~ a - ~ l  ~ modf'(~,) 

Ungleiehungen fo lg t :  

N f @'O < (.q + I )'~ 

N f( '~)  <-" 4 
2 '  (~,,) - -  h ~- 

x / (%bi ; '  (a) 1 
f ,  (.,.)~ -<_ a~" 

Wird daher wieder 

f ((D1) 
f ' (~ , )  - ~<, + ~ ~, + ~,, + ~ ~, 

gesetzt~ wo 

~ < a > = o  ~ , ~ > o  

1 
__< + 

so  finder man wie vorher: 

N / ( % )  < (g + 1) ~ 

~r "h" N/(%)f~ .~  ( ) 1 1 

f'(%)~" ~ (a=--l) ~ ~ ( a + a ? .  
20 ~ 



30~ F. Mertens. 

Rechnet man in derselbert Weise welter, indem man 

f(m~) _ _  

setzt~ so ergibt sich nach und nach 

1 
m o d f  (ma) ~ (a @-~/) ~ mod/(m~) 

1 
mod f(,,,.~) < a2 (a @ 1) 2 m~ 

1 
modf(,ss) < . ,s motif(m4) r (a-@- J-) 

und es wird 

rood f (%)  < 
moctf(~,) 


