Uber die “Singularititen analytischer Funktionen.
Von Wilhelm GroB in Wien.

Die Singularititen analytischer Funktionen bilden den Gegen-
stand zahlreicher Arbeiten und ihr Studium ist in gewissen Richtungen
bereits weit gediehen. So ist die Theorie der ganzen Funktionen im
Grunde die Theorie des isolierten wesentlich singuliren Punktes und
so stehen viele der Arbeiten tiber das Verhalten einer Potenzreihe
am Konvergenzkreise in mehr oder minder nahem Znsammenhang
mit dem Studium der dortselbst befindlichen singuliren Punkte.

Durch die Arbeiten zur Uniformisierung bezw. zur konformen
Abbildung der allgemeinsten einfach zusammenhiéingenden Bereiche
wurden neue Moglichkeiten erschlossen, in gewissen Fillen die Natur
der auftretenden Singularititen niher zu untersuchen und der Weg
hiezu wurde bereits von Study,?) vor allem aber von Carathéo-
dory? und von Koebe?) selbst angebahnt in ihren Arbeiten tiber
die Randzuordnung bei der unverzweigten Fundamentalabbildung
schlichter Bereiche. Natiirlich ist dies erst ein Anfang und eine
ganze Reihe wichtiger Fragen harren noch ihrer Erledigung. ,

Auch vorliegende Arbeit sucht einiges zur Untersuchung der
Singularititen analytischer Funktionen beizutragen durch das Studium
der einfach zusammenhiingenden Riemannschen Flichen tiber der
z-Ebene und der ihnen zugehorigen Fundamentaluniformisierenden,
so dal diese Arbeit in gewisser Hinsicht auch als ,Beitrige zur.
Topologie der einfach zusammenhingenden Riemannsehen Flichen*
betitelt werden konnte. Die Verwertbarkeit dieser Untersuchungen
fir den allgemeinen Fall-liegt darin, daB falls ein an einen Punkt P
heranreichendes, einfach zusammenhingendes Gebiet ¢ angegeben
werden kann, innerhalb der f(w) meromorph ist, das Verhalten von
f/ (w) in der Umgebung von P innerhalb von ¢ in gewisser Be-
ziehung analog ist dem Verhalten einer innerhalb des Einheitskreises
meromorphen Funktion in der Nihe eines Punktes des Randes und

1) Study, Vorlesungen iiber -ausgewishlte Gegenstinde -der Geometrie.
Zweites Heft. B. G. Teubner, 1913.

. ?) Carathéodory, ,Uber die gegenseitize Beziehung der Rénder* usw.,
pUber die Begrenzung einfach zusammenhingender Gebiete¥. Math. Ann. LXXIIL,
8. 305 bezw. 323. 1913,

%) Koebe, ,Abbandlungen zur Theorie der konformen Abbildung¥. I. Journal
f. Math. 145. 8,177, 1914 II. Acta math. 40. S, 251. 1916.
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daf) sich Haufungsbereich, Wertbereich und Konvergenzbereich ent-
sprechend definieren lifit. Ferner kann man bei manchen Fragen
eme Funktion, deren Riemannsche Fliche B mehrfach zusammen-
hingend ist, als Funktion auf einer unverzweigten einfach zusammen-
hingenden Riemannschen Fliche betrachten.

.Von den angewandten Methoden sei die Konstruktion der
Funktionen mit Hilfe der Riemannschen Fliche sowie dic Verwen-
dung der Schwarzschen Ungleichung

([lir oy ands] < [[17 (o) 12 anar ([ dudo

hervorgehoben.

Von Resultaten erwihne ich den Satz, daB jeder Stern der
Umkehrungsfunktion einer eindeutigen Funktion mit einer einzigen
singularen Stelle die Ebene ,fast® ganz bedeckt, den Nachweis der
Existenz_einer im endlichen meromorphen Funktion, die anf jedem
ins Unendliche gehenden Weg die ganze Ebenc approximiert, sodann
die Sitze iiber Wertebereich, Hiufungsbereich einer Funktion be-
ziiglich eines Punktes. Besonderes Interesse beanspruchen die Ver-
allgemeinerungen des Picardschen Theorems. Ks sei noch hingewiesen
auf die beiden Verallgemeinerungen eines Schwarzschen Satzes, deren
erste die Frage nach der Randzuordnung bei der Fundamental-
abbildung ,, ausnahmsverzweigter” Riemannscher Flichen einigermafien
beantworten 1ift, withrend die zweite mit einem weiteren Satze einen
Beitrag zur Frage nach der Punktmenge licfert, zu deren Konvergenz-
bereich ein bestimmter Wert gehort. Die hier erhaltenen Teilresultate
lassen allerdings den Wunsch nach eciner allgemeinen Beantwortung
dieser Frage desto dringender erscheinen, '

L. Der Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit.

1. Eine zweidimensionale zusammenhingende Mannigfaltigkeit ')
bezeichnen wir als Riemannsche Mannigfaltigkeit, wenn
in ihr tiberall ein WinkelmaBl derart festgelegt ist, daB es moglich
1st, eine Umgebung jeder Stelle?) der Fliche konform auf das
Innere eines Kreises der z-Khene abzubilden.?) Damit ist es mdglich,
den Begriff der analytischen Funktion auf der Fliche aufzustellen,
indem wir das Verhalten einer Funktion auf der Fliche nach dem
Verhalten der tbertragenen Funktion im Bildkreise der z-Ebene
beurteilen.

2. Eine Riemannsche Fliche sei nun so beschaffen, dal die
Umgebung jedes ihrer Punkte in einer mit der z-Ebene gleich-
liegenden FEbene liegt, bezw. die Umgebung des Verzweigungspunktes

) ¥iir die hier auftretenden Begriffe vergleiche das ausgezeichnete Buch
von Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache. B. G. Teubner, Leipzig 1913,

%) Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit ist ja innerer Punkt.

%) Vgl. hiezu Koebe, Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung.
IIL. Journ. f. reine n. angew. Math. 147, 8. 67 #. 1917,
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einer n-blattrigen Windungsfliche tber der s-Ebene bildet, so daf
sich die an einer Stelle der Fliche reguliren Funktionen als ganze

Potenzreihen nach den ortsuniformisierenden Variabeln z— z,, —
1 Z

LR , . .
bezw. (& — 2,)», (;»)” darstellen. Die Bedeutung dieser Riemann-

schen Flichen tiber der #2-Ebene liegt darin, dalf wir un-
mittelbar zu ihnen kommen, wenn wir aus einem Funktionselement
der z-Ebene durch analytische Fortsetzung das zugehorige analytische
Gebilde herstellen. Die Funktion ist auf der zugehtrigen Riemann-
schen Fliche eindeutig. Bezeichnen wir den Punkt der z-Ebene, iiber
dem der Punkt P der Riemannschen Fliche liegt, als Projektion
des Punktes P, so gibt uns die Projektion der Riemannschen Fliche
den Existenzbereich der Funktion in der z-Kbene?)
wihrend die Projektion der Riemannschen Fliche, die zur Umn-
kehrungsfunktion gehort, den Wertebereich der Funktion
liefert, d.h. die Gesamtheit jener Werte, die die Funktion annimmt.

3. Jede Riemannsche Fliche ist zusammmenhiingend, d. h. zwi-
schen je zwei ihrer Punkte lilit sich eine endliche Anzahl von
Punkten der Fliche derart einschalten, dali die passend gewihlten
Umgebungen zweier aufeinander folgender Punkte einen Teil gemein
haben. Nach der beim analytischen Gebilde gebriuchlichen Schluf-
weise?) schliefen wir daraus einmal, da man als Zwischeuschalt-
punkte stets neue Punkte mit rationalem = verwenden kann, dall
iiber einem Punkte der :-Ebene nur abzdhlbar viel Punkte der
Riemannschen Fliche liegen, ferner, dall jeder Punkt der Fliche
in den passend bestimmten Umgebungen von abziihlbar vielen ge-
eignet gewihlten Flachenpunkten liegt. Die Riemannsche
Fliche ist daher einec a-kompakte Menge.?)

4. Als Hiufungspunkt einer Punktmenge der Fliche be-
zeichnen wir einen Punkt, der in jeder Umgebung unendlich viel
Punkte der Menge liegen hat. Da jede abgeschlossene kompakte®)
‘Menge auf der Fliche in den Umgebungen von endlich viel Punkten
enthalten ist, so kénnen wir nach dem Verbalten der iibertragenen
Mengen in den Bildkreisen- Jordankurven und analytische
Linien auf der Fliche definieren. Als Querschmnitt der Flache
wollen wir jede Punktmenge der ¥liche bezeichnen, die sich als
eineindeutiges stetiges Bild der Strecke 0 <7 <1 auffassen Lilit,
wenn die den Teilen 0 <{¢<#, bezw. f,<<¢<1 entsprechenden
Mengen fiir ¢, —» 0 bezw. £, —> 1 keinen Hiufungspunkt auf der

1) Als ,natiirlichen“ Existenzbereich der Funktion kimnen wir hingegen
die sugehtrige Riemannsche Fliache selbst ansehen,

%) Poincaré, Rend. di Palermo, II. $.197. 1888. 8. auch Vivanti;
ebenda, S. 185, 150 und Volterra, Aiti d. r. a, dei Lincei, ser. 4. IV,
8. 855, 1888, .

3 Wilh, Grof, Zur Theorie der Mengen, in denen ein Distansbegriff
definiert ist. Wien. Sitzber. CXXIIL §. 801. 1914. '

%) Kompakt heifit. eine Menge, wenn jede unendliche Teilmenge mindestens
einen Haunfungspunkt besitat.
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Fliche besitzen, als Einschnitt der Fliche hingegen jedes ein-
eindeutige Bild der Strecke 0 <¢<1, wenn die den Teilen t<t<1l
entsprechenden Mengen fiir #,—> 1 keinen Hiufungspunkt auf der
Flidche besitzen.

Zerfallt eine Fliche durch jeden Querschnitt in zwei getrennte
Teile, so bezeichnen wir sie als einfach zusammenhingend.
Mit diesen Flichen wollen wir uns jetzt nither beschiftigen.

IL. Die einfach zusammenhingenden Riemannschen Flichen.
Die Umkehrungsfunktionen der im Endlichen meromorphen
Funktionen.

- 1. Durch die Arbeiten von Poincaré!) und Koebe?) wissen
wir, daf jede einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche kon-
form abgebildet werden kann entweder auf die volle Ebene — in
diesem Falle ist die Riemannsche Fliche geschlossen, d. h. eine
abgeschlossene, kompakte Menge. Jede unendliche Menge hat. auf
der Fliche mindestens einen Hiufungspunkt. -— oder auf die punk-
tierte Ebene oder auf den EKinheitskreis.

Im ersten der beiden letztgenannten Fille ist die Abbildungs-
funktion der Riemannschen Fliche tiber der +Ebene z=— S (w) eine
eindeutige analytische Funktion, dic in der w-Ebene einen einzigen
wesentlich singuliren Punkt besitzt, und wir konnen daher unsere
Riemanunsche Fiche der Umkehrungsfunktion einer im Endlichen
tiberall meromorphen Funktion zugehirig betrachten. Das Picardsche
Theorem?) bezw. seine Verallgemeinerung durch Caratheodor v
zeigt uns folgendes Verhalten der Fliche: Uber jeder Stelle
der z-Ebene, zwei Stellen hochstens ausgenommen,
liegen unendlich viel Stellen. der Riemannschen
Flache. Es kann nicht drei Stellen a,, @&, und a, geben

derart, dafl die iber ihnen liegenden Stellen — von
endlich vielen abgesehen — Windungsstellen von
einer Ordnung sind, die, wenn die Stelle iber a, liegt,

durch m,—1 teilbar ist, wobei %——]—ii +73;< 1. Hiebei
1, 2 "y X .
rechnen wir eine Stelle, tiber der nur endlich viel
Stellen der Fliche liegen, gleich einer Windungs-
stelle von der Ordnung m = oo. Natirlich stecken hinter
diesem Verhalten viel tiefer liegende topologische Tatsachen.

) Poincaré, Sur Puniformisation des fonetions analytiques. Act. math.
Bd. 31. S8.1, 1907.

*) Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Erste
und rweite Mittejlung. Gott. Nachr. S.191 u, 633. 1907, )

?) Picard, Memoire s. L. fonctions entiéres. Ann. de l'ec. norm. sup. 1880.
S. 145,

*) Caratheodory, Sur quelques generalisations du theoreme de M. Picard.
C. R. CXLIL 8§.1213. 1905.



Uber die Singularititen analytischer Funktionen. T

2. Normieren wir nun die Abbildung so, daB wir den Aus-
nahmspunkt der w-Ebene ins Unendliche werfen. Jedem Einschnitt
der Fliche entspricht ein Einschnitt der punktierten Bildebene und
umgekehrt. F sei ein Einschnitt ‘der w-Ebene. Ich betrachte- jetzt
die Projektion des entsprechenden Einschnittes der Riemannschen
Flache auf die 2-Ebene. Die den Teilen ¢, <? <1 entsprechende
Menge machen wir abgeschlossen!) und bilden den Durchschnitt
dieser Mengen fiir £,—» 1. Diese Menge bezeichnen wir als Hiu-
fungsbereich des Einschnittes I¥ beziiglich f(u). Jeder
Hiufungsbereich eines Einschuittes ist eine zusam-
menhingende abgeschlossene Menge. Im allgemeinen sind
bei einer gegebenen Funktion f(w) diese Mengen gewissen Ein-
schrinkungen unterworfen. Jedenfalls tritt aber unter
ihnen stets.die ganze Ebene auf? Es sel p,p,...00.-.
eine abzihlbare Menge von Werten, so dafi jede komplexe Zahl
als Grenzwert einer Teilmenge erhalten werden kann. Sie soll
obendrein die etwaigen zwei Ausnahmswerte z,, &, nicht enthalten,
fiir die die Gleichung f(w) =2 nur endlich viele Losungen fiir s«
gibt. Daraus bilde ich mir eine Reihe, in der jeder Wert p;, un-
endlich oft auftritt: :

DPys Pas Prs Doy Pys Pry Poy Pyy Pas Prs <o -+
Ich kann nun eine Reihe von Punkten w,, w,, ... in der w-Ebene
so wihlen, dafl |w;| > |w;—1| und daB f(a;) den A*» Wert obiger
Reihe annimmt. Ich kann mir dann einen Einschnitt der «w-Ebene
herstellen, der durch alle Punkte e, w,, ... hindurchgeht, z. B.
mit Hilfe von Kreisbtgen und Geradenstticken. Dieser Einschnitt
besitzt als Hiufungsbereich die ganze Ebene.

3. Besteht der Hiaufungsbereich des Einschnittes aus einem
einzigen Punkt, so bezeichnen wir ihn als Konvergenzwert
der Funktion f(w) im Punkte oo. Die Gesamtheit aller
Konvergenzwerte ist die Konvergenzmenge des Punktes oo
beziiglich der Funktion f(w). Die Konvergenzmenge kann
leer sein, so die Konvergenzmenge beziiglich der Weierstralischen
Funktion p (w). sin w hat den einzigen Konvergenzwert oo, ¢“ die
Konvergenzwerte 0, oc, ¢*” die Konvergenzwerte 0, 1, co.  Sire?d)
hat ein Beispiel angegeben, das zeigt, dafi die Konvergenzmenge
die Michtigkeit des Kontinuums haben kann.

4. Wir greifen nun irgend eine Stelle P : 2z, der Riemannschen
Fliche heraus, die keine Windungsstelle ist. Lege ich eine Grerade
durch P, so will ich sagen, alle endlichen Punkte der Geraden,
die der Fliche angehoren und nicht Windungsstellen sind, gehoren

1) Im Sinne der Funktionentheorie, wo wir das Unendlichferne als Punkt
betrachten, .

?) Siehe Zoretti, Lecons s. 1. prolongement analytique. Gauthier-Villars
1911, 8. 102.

%) 8ire, Sur la puissance de I'ensemble des points singuliers transcendants
des fonctions inverses des fonctions entiéres. Bull. d. 1. soc. math. de France.
XLL 8. 148. 1913 ‘
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dem P zugeordneten Sterne!) zu, falls alle Punkte, die auf der
Geraden zwischen ihnen und P liegen, dieselbe Beschaffenheit auf-
weisen. Gehort von einem solechen Halbstrahl nur ein endliches
Stick dem Sterne an, so ist der erste Punkt, der dem Sterne nicht
angehort, entweder ein Windungspunkt oder er zihlt
zu den Konvergenzwerten der Funktion f(w); denn
der Halbstrahl liefert dann einen KEinschnitt der
Riemannschen Fliche. Da jede Riemannsche Fliche nur ab-
zihlbar viele Windungsstellen enthilt — ecine Windungsstelle kann
Jja_ nicht Hiufungspunkt von Windungsstellen sein —, so*gehioren
einem Sterne auch nur abzihlbar viele Strahlen an,
die von Windungsstellen begrenzt werden. Dem Sterne
gehort kein Hiufungspunkt von Windungsstellen an. Wir normieren
Jjetzt die Abbildung der Riemannschen Fliche so, daB der wesentlich
singulire Punkt der u,-Ebene nach w, =0 kommt und wir trans-
formieren durch eine lineare Substitution die z-Ebenc so, daf unser
Stern in ein Gebiet (+ der z,-Ebene iibergeht, dem der unendlich
ferne Punkt angehort. Das Geradenbiischel durch den Punkt P
geht tiber in ein Kreisbiischel durch die den Punkten P und oo
entsprechenden Punkte P und ¢ der #,-Iibene. Durch die Abbildungs-
funktion 2z, == ¢ (w,) geht & "in ein einfach zusammenhingendes
Gebiet der v -Kbene G* iiber. Iis sei nun G* () jener Teil von G,
fir den [ | <(». Das Mal von G* () ist natirlich <»*z. Im
Sterne entspreche G* (r) die Menge G (1), deren Mahh gegeben wird
durch das Integral

H @' (w,) |* duy ‘{';"'1 = /ﬁ| @' (1) ’2 rdrdeg, (1)

) G
J (?; (7')) geht daher mit (G* (1")), d. h. mit » gegen Null. Jener
Menge 1* (p) von G*, die dem Kreise |, | =p angehort, entspricht

eine Menge 7 (p) von G, deren lineares Mafi?), falls es endlich ist,
gegeben wird durch das Integral

) Mittag-lieffler, An en generalisering of potensserien, Stockh. Ofv. 55.
S.185. 1898. — Sur la representation apalytique d’une branche uniforme d’une
fonction monogene (premitre note). Act. math, 23. 8. 43. 1900.

%) 7 (p) besteht aus einer abzithlbaren Zahl von Querschuitten des Sterues.

Ist der einem Querschnitte entsprechende Teil von 1# (p) gegeben durch oy < g < gy

s0 ist-der Teil, dem die Parameterwerte o, <:01 <y <';2 < @y entsprechen, als
= %‘*

analytische Linie rektifizierbar und hat das Mab [|¢'(iy)|sdw. Wir ordnen

P2 ; —
daher dem Querschnitt das Maf / [ (i) o dy und der Menge 7 () das Mab

. . P

/ [¢'(y)|pde za. Dies ents;l)richt dem linearen MaB von Carathdodory
7
(Uber das lineare MaB von Punktmengen. Gott. Nachr. 1914, . 404 ff.).
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J e e pds. @)
7*{e)

Nun gilt die Ungleichung

2 " .
( [19' @) Pdpdep)gj 19 (wy) [*pedo dCP-[p dopde
W) @ (r) @i () (3)

Das Doppelintegral links kann ich aber auch als iteriertes Integral
auffassen. Ware nun lim [ |’ (w,)|pdy=g>0, so wire
2= 0,5)

~

[19Ge) | pdpde>gr. )

G% zr)

Dies aber widerspricht der Ungleichung (8), da J (E (r)) mit 7
gegen Null geht.

‘ Geben wir jetzt zum Sterne iiber der z-Ebene zuriick. Es sei
Y (p; B) der Teil jener Menge, die y (p) entspricht, fir den
|&— 2, < R. Ersichtlich ist auch bei festgehaltenem R

lim 7 (y (g, 1)) = 0.

g=0
Nun trifft jeder Strahl des Sternes, der in einem Punkte 2,
%—EO]SL’, endet, der kein Windungspunkt ist, v (p, B) fiir
jedes p. Bedenken wir, dall eine gewisse Umgebung des Punktes P
ganz dem Sterne angehort, und messen wir eine Menge von Strahlen
mit dem MaBe der Punktmenge, in der der Einheitskreis um P

von der Strahlenmenge getroffen wird, so ist das Mafl der Menge
der oben erwithnten Strahlen

M)y <md (y(s R)),

sobald p so klein ist, dafi v (p, I) eine bestimmte Umgebung des
Punktes P frei liflt. m ist hiebei eine numerische Konstante, die
nur von der Grofie dieser Umgebung abhingt. Daraus folgt aber

M(Ry=0.

Wir konnen hier mit £ gegen unendlich gehen. Da die Windungs-
punkte nur eine abzihlbare Menge bilden, so folgt, dafl die Menge
der Strahlen des Sternes, die in einem endlichen
Punkte endigen, das Mal Null besitzt. Der Stern be-
deckt die ganze Ebene mit Ausnahme einer — im
Sinne der Funktionentheorie — abgeschlossenen
Nullmenge.
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5. Eine unmittelbare Folgerung hievon ist, daff jeder Aus-

nahmswert, d. h. jeder Wert, den die Funktion "auslift oder
nur endlich vielmal annimmt, ein Konvergenzwert ist. Denn
transio.:nieren wir unsere Funktion linear, daff der betrachtete Aus- .
nahmswert fir die transformierte Funktion in den Wert unendlich
tibergeht, so erkennen wir aus obigem Satze sofort die Moglichkeit,
Einschnitte der Riemannschen Fliche zu bilden, die im Punkte un-
endlich enden. Entsprechend folgt der Satz: Besitzt die Glei-
chung f(w)— R(w)=0, worin R(w) eine rationale
Funktion von w bedeutet, keine oder nur endlich
viele Losungen, so besitzt f(w) den Konvergenzwert
lim I (w).
W= 00 . .
6. Nimmt man aus der Riemannschen Fliche die Windungs-
punkte weg, so lilit sich die iiberbleibende Punktmenge durch die
passend bestimmten Umgebungen abzihlbar vieler entsprechend ge-
-wahlter ihrer Punkte vollstindig bedecken; daher gehirt auch jeder
Punkt der Fliche, mit Ausnahme der abzihlbar vielen Windungs-
punkte, mindestens einem der Sterne an, die zu jenen abzihlbar
vielen Punkten M gehoren. Ich kann es dabei so einrichten, daB
durch diese Punkte jeder Punkt der Fliche approximiert wird.
Es sei nun N ein Punkt der z-Ebene, iiber dem in jedem dieser
Sterne ein dem betreffenden Stern angehiriger Punkt liegt. Solehe
Punkte mub es geben, denn die Projektion aller Ausnahmsstrahlen,
die den gewihlten Sternen nicht angehoren, besitzt als Summe von
abziihlbar vielen Nullmengen das Maf Null. Uber N liegen nattirlich
unendlich viel Punkte der Riemannschen Fliche. Von den zu
diesen Punkten gehorigen Sternen ¥ wird jede Um-
gebung irgend eines Punktes der Fliache iiberall
dicht bedeckt. Nehme ich die Umgebung irgend eines Punktes
der Fliche her, so bilden die Punkte, die keinem dieser Sterne
angehtren, eine nirgends dichte abgeschlossene Menge, denn dic
Punkte von M liegen iiberall dicht und jeder Punkt von M gehort
einem Sterne X an. Dadurch ist es moglich, aus den Sternen die
Riemannsche Fliche zusammenzusetzen und sich so einigermafen
tiber ihren Aufbau zu orientieren.

1. Die Konvergenzwerte konnen wir jetzt in bezug anf M
mn zwei Klassen einteilen, je nachdem, ob es einen den Konvergenz-
wert bestimmenden Finschnitt gibt, der vollstindig in endlich vielen
der zu M gehorigen Sterne enthalten ist oder nicht. Die Kon-
vergenzwerte der ersten Klasse bilden eine Null-
menge. Denn sie liegen auf den Ausnahmestrahlen der zu M ge-
horigen Sterne und eine abzihlbare Menge von Nullmengen ist
selbst eine Nullmenge,

Der vorstehende Satz gilt, wenn wir die Klasseneinteilung
auf die Sterne iiber dem Punkt N basieren, je nachdem, ob es einen
den Konvergenzwert bestimmenden FKinschnitt gibt, der nur mit
endlich vielen dieser Sterne Punkte gemein hat oder nicht.
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8. lis sei uns jetzt ein zusammenhingender Teil der Riemann-
schen Fliche gegeben, durch den die z-Fbene hochstens n-mal be-
deckt wird: Es ist leicht ersichtlich, was man hier unter der Be-
randung dieses Flichenteiles zu verstehen hat. Wir haben dann
den Satz: Ist ein die Ebene hochstens %-mal bedecken-
der Teil der Riemannschen Fliche so beschaffen; dall
sich die Projektion seiner Berandung aus einer end-
lichen Anzahl von rektifizierbaren Jordankurven')
_zusammensetzen libt, so liefern die diesem Teile ganz
angehdrenden Einschnitte der Riemannschen Flache
nur eine lineare Nullmenge von Konvergenzwerten.
Die wesentlich singuliiren Stellen konnen ja nur auf der Berandung
des Stiickes der Riemannschen Fliche liegen. Durch eine lineare
Transformation der z-Ebene erziele ich es zuerst, daB die Projektion
der Berandung nicht durch den unendlich fernen Punkt der :-Ebene
hindurchgeht. Gehen wir genau so vor wie auf S.8, bezeichnen
wir das berandete Stiick der Riemannschen Fliche tiber der trans-

formierten Ebene mit G, den entsprechenden Bereich der t,-Ebene,
die so normiert ist, daB der singulire Punkt in den Nullpunkt fillt,
mit G*, so geht wiederum o/ (@ ('r)) mit + gegen Null. Daher geht
lim o/ (T(o)) mit p gegen Null, wenn ich mit v (r) jene Punktmenge
von (+ bezeichne, fir die |w, | = p. < (p) zerfillt in eine abziihlbare

r

Anzahl von Teilstiicken.

Durch eine endliche Anzahl derselben werden aus der Beran-
dung die Teile herausgeschnitten, in denen die abgeschlossene Menge
der Konvergenzwerte liegt. Denn einem solchen Stiick entspricht
ein Stick von v* (p), zwischen dessen Endpunkten die Berandung
von G* durch den Nullpunkt geht. Benotige ich zur Ausscheidung
der transzendenten Stellen unendlich viele solche Stiicke, so hitten
diese Berandungsteile im Bilde in der w-Ebene auf dem Kreise
L, | = p einen Hiufungspunkt, dem ein Punkt der Riemannschen

Fliche entspricht. Daher lieBen sich auf der Berandung von G un-
endlich viele Punkte finden, die gegen einen Punkt der Riemann-
schen Fliche konvergieren und zwischen deren je zweien auf der
Berandung mindestens ein wesentlich singulirer Punkt liegt. Dies
ist aber infolge unserer Voraussetzung iiber die Berandung nicht
moglich.

Einc abgeschlossene Punktmenge M auf einer rektifizierbaren
Bahnkurve besitzt nun als lineares Mal o (M) die Linge der
Kurve L, vermindert um die Summe £ der Langen der abzihlbar
vielen Stiicke, die durch die Punktmenge auf der Kurve bestimmt
werden. Habe ich jetzt eine Anzahl von rektifizierbaren Bahn-
kurvensticken ¥, von der Gesamtlinge I., so dafl jedes dieser

1y der funktionentheoretischen Ebene; eine Kurve durch den Punkt nennen
wir eine rekiifizicrbare Jordankurve, wenn sie durch eine lineare Transformation
in eine solche iibergeht.
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Kurvenstiicke cin Stick aus unserer Kurve ausschneidet, mit dem
es in der gegenseitigen Nachbarschaft = liegt, und ist in den so
ausgeschnittenen Kurvenstiicken § die Punktmenge M vollstindig
enthalten, so ist das lineare Mafi von M gleich der un-
teren Unbestimmtheitsgrenze der I, bei allen mo g-
lichen Systemen ¥ fiir :=0. Ich kann nimlich ersichtlich
anpehmen, dafl je cin Kurvenstick von ¥ und das entsprechende
ausgeschnittene Stiick unserer Kurve dieselben Endpunkte haben
und ferner dali je zwei der ausgeschnittenen Sticke — als Teile
der Bahnkurve betrachtet — auseinander liegen, d. h. die ent-
sprechenden Parameterintervalle haben keinen Punkt gemeinsam.
Dann aber bildet ¥ zusammen mit den zu S komplementiren
Kurvenstiicken und Punkten S* unserer Kurve eine Bahnkurve,
die mit unserer Kurve in der gegenseitigen Nachbarschaft = liegt.
Daher ist

oder, da ./ (8% <@,
lim oJ (X)> L — & =] (M).

. -~ Al 0
Da ich als System Y auch das System S verwenden kann, ist

anderseits W
lim J (¥) < lim -/ (8) =J (M)

und daraus erhellt die Wahrheit unserer Behauptung.

Da die Begrenzung jenes Teiles von &, fiir den Py >0,
mit o gleichmiliig gegen dic Berandung von konvergiert, so er-
fillen die oben erwihnten endlich vielen Stiicke von 7 (p) die Be-
dingungen eines Systems Y fiir die abgeschlossene Menge der Kon-
vergenzwerte, wobei das entsprechende = mit ¢ gegen Null geht.
Da lim J’(}'—(p))::O, muf} daher nach unserem eben bewiescnen

=0

o=
Hilfssatze dic Menge der Konvergenzwerte das lineare Mal Null

haben.

lIl. Zwei Beispiele.
1. Wir nehmen nun eine abzithlbar unendliche Zahl von Kbeuen

. 1 e . 1
her, deren erste zwischen 1 und CR deren i (7> 2) zwischen SErE
93

5 e und ;2—)% ldngs der reellen Achse

aufgeschlitzt ist. Aus den so aufgeschlitzten Ebenen setze ich nua,
indem ich die i** Ebene mit der (i -- 1)*" Ebene lings des

1 .o
und 5375 .Sowle zwischen

. 1 1 . . . Wl
Schlitzes [ﬁ:—i7 ?’-'—:4 kreuzweise verbinde, eine unendlich viel-

blittrige Riemannsche Fliche zusammen, die ersichtlich ecinfach
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zusammenhingend ist. Wir werden zeigen, dafl diese Riemannsche
Fliche auf die punktierte Ebene konform abgebildet wérden kaun.
Denn sonst konnte man sie auf den Einheitskreis konform abbilden.
Hiebei wird die it Ebene (¢>2) auf einen ringférmigen Bereich B,
abgebildet. Diese Bereiche legen sich giirtelformig aneinander und
sie wiirden, wenn die Abbildung auf den Einheitskreis erfolgte, fir
i == oo gleichmiifig gegen den Kinheitskreis konvergieren.. Die
Abbildung der é*® Ebene auf I; nehmen wir nun schrittweise
vor, indem wir die aufgeschlitzte ¢* Ebene zuerst durch eine Quadrat-
wurzeloperation auf eine Kbene abbilden, aus der der Einheitskreis

ﬁ:_? der Punkt 1, dem
Punkte 2—2;11—1 der Punkt — 1 entspricht und die reelle Achse
. anlerhalb des angegébenen Schlitzes auf die reelle Achse aufierhalb

des Einheitskreises abgebildet wird. Der Sehlitz 1

ausgeschnitten ist, so daB dem Punkte

' gEia

1
gcht dabei in den geradlinigen Schlitz [54-2V6, 13-4-2 V42]
tber. Sicher gehort also der Kreisring um den Nullpunkt mit den
Radien eins und zwei der transformierten Ibene an. Diese bilden
wir dann mittels der Funktion ¥, (%) auf den Bereich  B; ab. Die
Kreise |{;|==7 (1 <» < 2) gehen dabei in Kurven iiber, die sich
in B, nicht auf einen Punkt zusammenziehen lassen. Diese Kurven
sind rektifizierbar und da die B, gegen den Einheitskreis konver-
gieren, so folgt, daf fir gentigend grofie ¢ ihre Linge

2

fi¢?(il‘)rpd<p>m ~
Nun gilt aber ' ,

2 27 227

22 22
[[1scatedpas] < [ [t edode - [ fodeds
10 10 1

0

7

oder
n? <3=nJ (KS),

wobei K, das Bild des oben erwshnten Kreisringes ist. Da dieses
Bild in B, enthalten ist, lim J (B;) aber gleich Null ist, so sind
i=—00

wir hiemit zu einem Widerspruch mit der Annahme gekommen,
dab unsere Riemannsche Fliche konform auf den Kinheitskreis
abbildbar ist. v .
Bilden wir nun die Riemannsche Fliche auf die punktierte
w-Ebene ab, so besitzt die Abbildungsfunktion f(w) als einzigen
Konvergenzwert den Wert Null und dieser Wert gehort der
Berandung keines Sternes der Umkehrungsfunktion
an; denn jeder Stern hat nur mit den drei Ebenen: (i —1, ¢, ¢--1)
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Punkte gemein und fir diese Ebenen ist der Punkt Null ein
reguldrer Punkt,

2. Nehmen wir jetzt wieder an, daB die %% Ebene (i > 2)
zwei geradlinige Schlitze besitzt, deren Linge mit —;- gegen Null

geht, deren Mittelpunkte die ganze Ebene als Hiaufungsmenge be-
sitzen und richten wir es so ein, dafl eine Ellipse, die die End-
punkte des Kreuzungsschlitzes der ¢t und (¢ -} 1)** Ebene zu
Brennpunkten besitzt und die das feste Achsenverhaltnis A <1
besitzt, der i** Ebene angehort, sodall der zweite Kreuzungsschlite
dieser Ebene auflerhalb dieser Ellipse liegt, so sieht man mit der gerade
angewandten Beweismethode ein, dafi sich die hieraus gebildete Rie-
mannsche Fliche auf die punktierte w-Ebene abbilden lift. Denn
transformieren wir die ¢** Ebene mittels einer Quadratwurzeloperation
auf eine Ebene, aus der der Einheitskreis ausgeschnitten ist, so dab -
die Schlitzgerade auflerhalb des Kreuzungsschlitzes zwischen der it
und (¢-f-1)** Ebene in die reelle Achse auBerhalb des Einheits-
kreises iibergeht, so gehirt ein Kreisring um den Nullpunkt mit

/.
den Radien 1 und ‘/ i __l— i der transformierten aufgeschlitzten Kbene

an. Die im Endlichen meromorphe Abbildungsfunktion f(w) ist daher
so beschaffen, dafl jeder Weg, der nach w =00 geht, als Hsu-
fungsbereich die ganze Ebene besitzt. Eine ganze Funk-
tion kann nach einem fritheren Satze (S. 8) diese Kigenschaft
nicht haben.

Die Resultate dieses und des folgenden Abschnittes diirften
auch im Hinblick auf eine nicht ganz klar abgefafte Note von
Borel!) von Interesse sein.

3. Es sei erwihnt, dall man auf die angegebene Art eine
Funktion f (w) herstellen kann, so dafl die grsBte Punktmenge,
die den Hiufungsbereichen aller moglichen, im
Punkte co endenden Wege beztiglich der Funktion
S(w) gemein ist, aus einer beliebig vorgegebenen ab-
geschlossenen Teilmenge der funktionentheoretischen
Ebene besteht. Wir brauchen es nur so einzurichten, daff die
Mittelpunkte der Schlitze genau diese Menge als Hiufungsmenge
besitzt. Nach der von Carathéodory?) eingefithrten Sprechweise
konnen wir also sagen, dafi die Menge der ,Hiufungspunkte“ des
dem Punkte oo zugehtrigen Hiufungsbereiches von f(w) aus einer
beliebig vorgegebenen abgeschlossenen Menge besteht, withrend die
lk\)lenge der ,Nebenpunkte® aus allen tibrigen Punkten der Ehene

esteht. :

!} Borel, Sur I'indetermination des fonctions analytiques au voisinage d’un
point singulier C. R. Bd. 155. 1912. S. 201.

%) Carathéodory, Uber die Begrenzung einfach zusammenhingender
Gebiete. Math. Ann. TXXIIT.
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1V. Die Abbildung der Riemannschen Fliache auf den Einheitskreis.

1. Wir nehmen nun an, dafi die vorgelegte einfach zusammen-
hingende Riemannsche Fliche tiber der z-Ebene konform auf den
Finheitskreis in der w-Ebene abgebildet werden kann. Es sei
2==f(w) die Abbildungsfunktion. Ist dann P ein Punkt des Ein-
heitskreises, so konnen wir beziiglich f(w) dem Punkte P drei
verschiedene Bereiche zuordnen:

a) Den Wertebereich, d. h. die Gesamtheit aller Werte,
die f(w) in jeder noch so klemen Umgebung') des Punktes 7
annimmt.

b) Den Haufungsbereich,?) d. h. die Gesamtheit aller Werte,
denen f(w) in jeder noch so kleinen Umgebung des Punktes P
beliebig nahe kommt. Ersichtlich ist der Haufungsbereich des
Punktes P gleich der Vereinigungsmenge der Hiufungsbereiche
aller im Punkte P endenden KEinschnitte des Kinheitskreises be-
ziiglich f (w0).

¢) Den Konvergenzbereich, d. h. die Gesamtheit aller
Konvergenzwerte, die den im Punkte P endenden Einschnitten des
Einheitskreises beztiglich f(w) zukommen. Zu jedem Werte des
Konvergenzbereiches - gibt es einen im Punkte £ endenden Ein-
schnitt des Einheitskreises, lings dessen f(w) gegen diesen Wert
konvergiert.

2. Der Wertebereich ist ersichtlich leer, wenn die
Riemannsche Fldache jede Stelle der 2-Ebene nur
endlich oft tiberdeckt — die Anzahl der Uberdeckungen
braucht nicht beschrinkt zu sein —. Um den Wertebereich zu
erhalten, gentigt es, eine Folge von Umgebungen U; des Punktes P
herzunehmen, so daf Uy, in U; enthalten ist und U; fiir i = o0
gegen P konverglert d. h. wie klein ich auch p nehme, sind fiir
gentigend grolle ¢ alle Punkte von U; von P um weniger als p
entfernt. Die Werte, die f(w) in U; annimmt, bilden ein Gebiet V..
Vig1 ist in V; enthalten und der Wertebereich ergibt sich als
Durchschnitt der 7;. Der Wertebereich braucht nicht zusammen-
hiangend zu sein. Bezeichnen. wir®) eine Menge, die der Durch-
schnitt einer Folge von Gebietsmengen ist, als ,(Gebietsdurchschnitt,
so konnen wir sagen: Jeder Wertebereich ist ein Gebiets-
durchschnitt und ist als solcher entweder leer, ab-

zéhlbar oder von der Michtigkeit des Kontinuums.
1

In p ( w—1)? ) , sm( ! — 1 ), e®=1" haben wir Funktionen

vor uns, beziiglich deren der Wertebereich des Einheitskreises im

1) Wir verstehen hier unter Umgebung nur jenen Teil einer gewthnlichen
Umgebung, der im Innern des Einheitskraises liegt.

%) Entsprechend der domaine d’indetermination von Painlévé. C.R. CXVXI
8. 489. 1900.

%) 8chonflies, Entwicklung der Mengenlehre und ihre Anwendungen, I,
2. Aufl., B. G. Teubner, 1913, 8. 350, bezeichnet diese Mengen als Borelsche Mengen.
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Punkte 1 die ganze Ebene, die ganze Fbene mit Ausnahme der Werte
©o, bezw. 0 und oo ist. Ist N irgend eine abgeschlossene, nirgends
zusammenhéingende Menge der funktionentheoretischen Ebene, die aus
mehr als zwei Punkten besteht, stellen wir dann fiir die z-Ebene, aus
der die Menge XV entfernt ist, die zugehorige unverzweigte universelle
Uberlagerungsfliche’) her und bilden diese mittels == f () konform
auf den Kinheitskreis ab, so besitzt jeder Punkt des Einheitskreises
der w-Ebene als Wertebereich beziiglich f (1) die ganze Ebene, mit
Ausnahme der Menge N,

3. Ob jeder Gebietsdurchschnitt Wertebereich sein kann, ver-
mochte ich nicht festzustellen, doch liBt sich dafiir stellvertretend
sagen: Zu jedem (Gebietsdurchschnitt M luifit sich eine
~ibn enthaltende Menge L finden, die sich von ihm nur
um oine Nullmenge unterscheidet, so daB sich eine im
Einheitskreis meromorphe Funktion f(w) herstellen
labt, beziiglich deren I. Wertebereich eines Punktes
des Einheitskreises ist. Gehort der Punkt oo der Menge M
nicht an, so lat sich 7 so withlen, daB er ihr auch nicht angehirt,
und f(w) lalit sich als eine im Kinheitskreis ganze Funktion her-
stellen. ,

Es set M als Durchschnitt der Folge der Gebietsmengen Gy
gegeben. Wir konnen annehmen, daff die Punktmenge Gy in G
enthalten ist. Ist dies nicht von vornherein der Fall, so ersetzen
wir G durch den Durchschnitt von Gy, Gy, ... G 1y, Die
Menge G zerfillt in endlich oder abzihlbar unendlich viele Teil-
gebiete €7, die teilerfremd sind. Ist (; nicht schon cinfach 7u-
sammenhiingend, so gehen wir von ihm zu einer die Ebene teilweise
mehrfach bedeckenden Menge (+/; iiber, die eine einfach zusammen-
hiingende Riemannsche Fliche darstellt, deren Projektion die Menge
(7;; ist. Zu diesem Zwecke schneiden wir mit Hilfe der Querschnitte
von G;: @y das Gebiet zu einem einfach zusammenhiingenden auf.
Hiebei achten wir darauf, daf die @, keinen Hiufungspunkt in (7,
besitzen. Es ist dies stets moglich. Bilden wir z B. die zugehorige
unverzweigte universelle Uberlagerungsfliche auf den Kinheitskreis
ab — dies konnen wir stets tun, wenn (,; zumindest drei Punkte
der Ebene nicht enthilt. Suchen wir dann einen Fundamental-
bereich, den wir so normieren kénnen, daf er von lauter Kreisen
begrenzt wird, die zum Einheitskreis orthogonal sind, so liegen die
Haufungspunkte dieser Kreise bezw. aus Kreisstiicken zusammen-
gesetzten Berandungsteile, deren Endpunkte auf dem FKinheitskreis
liegen, auf dem FKinheitskreis. Das diesem System von Kreisen
entsprechende System von Querschnitten erfiillt dann die oben an-
gegebenen Bedingungen. Damit die Punkte der Querschnitte nicht
der Menge G entzogen werden, fithren wir zwischen den beiden
Endpunkten von @, (in dem sonst unzerschnittenen Gebiete ;)
einen zweiten Querschnitt @;, der mit € sonst keinen Punkt ge-

) Weyl, a a O, 8. 50.
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mein hat, und zwar so, daf das zwischen @, und % liegende
Gebiet 5 vollstindig (f;; angehort. Wird y, vom linken Ufer von
@ begrenzt, so verschmelze ich v, lings )5, mit dem an das rechte
Ufer von ¢, reichenden Teile von G;;. Denken wir dies bei jedem
Querschnitt ¢, getan, so erhiilt man eine einfach zusammenhingende
Riemannsche Fliche (#7;, deren Projektion die Menge ,; bildet.
Eine solehe erhalten wir iibrigens anch, wenn wir z B. bei obigem
Fundamentalbereich jeden Begrenzungskreis, der den Einheitskreis
senkrecht schneidet, durch einen Kreis ersetzen, der den Einheits-
kreis in denselben Punkten, aber unter einem Winkel von 45°
schneidet und das entsprechende Gebiet der universellen Uber-
lagerungsfliiche aufsuchen.

Die Mengen (4], ordne ich jetzt in cine einfach unendliche
Reihe: (. Ist H; die Vercinigungsmenge der Projektionen von
Giy, Giyr, Gigs, ..., so ist M gleich dem Durchschnitt der Hi.
Denn H; enthilt ersichtlich die G, wenn i nur geniigend grof ge-
wihlt wird und daher auch M. Ist aber P ein Punkt, der M
nicht angehort, so ist  nur in endlich vielen (;, daher nur in
endlich vielen (+;; enthalten und trift infolgedessen auch nur in
endlich vielen H; auf.

Die G, verbinde ich in der angegebenen Reihenfolge durch
Streifen S; zu einer einfach zusammenhiéingenden Riemannschen

" Fliche. Um allen Schwierigkeiten zu entgehen, machen wir dies
folgendermafien: Wir machen in G, einen Einschnitt E, 5, in die
iibrigen G, zwei Einschnitte E;; und E; 25 an das eine Ufer jedes
solchen Einschnittes stiickeln wir ein Gebiet so an, dafi die derart
modifizierte Fliche wiederum eine einfach zusammenhiingende Fliche
ist, die die gleiche Projektion wie (; besitzt — wir haben mdglicher-
weise dabel darauf zu achten, daf auch die Endpunkte des Kin-
schnittes von dem angesttickelten Gebiet iiberdeckt werden — und
verbinden dann das freie Ufer von Fj, mit dem freien Ufer von
Eiy1, durch einen Streifen Sy, S ist — moglicherweise auf einer
zweiblittrigen Fliche — ein zusammenhingendes Gebiet, zu dem
noch auf den beiden Kinschnittufern liegende Randteile gefiigt sind,
und zwar derart, dal G 4 S, G, eine cinfach zusammenhin-
gende Riemannsche Fliche darstellt. Die Streifen S unterwerfen wir

noch folgenden Bedingungen: Das Flichenmaf von S sei S”;_k

Ferner moge zu jedem S; ein Quadrat g, von der Seitenlinge [«
existieren, so dall jede Parallele zur einen Seitenrichtung u; eine
Strecke mit S; im Quadrat gemein hat, von deren Endpunkten der
eine dem rechten, der andere dem linken Ufer von S, angehort,
withrend die beiden Quadratseiten der anderen Richtung vy zu Sk
teilerfremd sind. : ,

Die so gewonnene Riemannsche Fliche bilden wir, was offen-
kundig méglich ist, mittels # = f(«) konform auf den Einheitskreis

Honatsh, for Mathematik u, Physik. XXIX. Jahrg. 2
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der «-Ebene ab. Fiihre ich in der Riemannschen Fliche einen
Querschnitt Ky, der in Sy gelegen ist, so erhalte ich- zwei Teil-
gebiete, deren eines 7; die Menge G; nicht mehr enthilt. Die Ge-
biete 7,, Ty,...T%... bilden eine Folge von Gebieten, so daf
" Trqq in T} enthalten ist. Bei der Abbildung gehen die 7 in die
Folge ineinandergeschachtelter Gebiete 7} tiber. Ich behaupte, dal
die 7: gegen einen Punkt des Einheitskreises konvergieren, d. h.
es gibt einen Punkt P des Einheitskreises, so daB, wie klein ich
auch p wihle, alle Punkte von 7; von P um weniger als p entfernt
sind. Zuerst zeigen wir, dafl der Durchschnitt der 7 gleich Null
ist. Nehmen wir ni#mlich einen inneren Punkt & des Kinheits-
kreises, so ist er das Bild eines Punktes, der in einem Gj liegt,
bezw. einem S;_, angehort. Wihle ich K grofer als dieses k, so
ist R in Tk nicht mehr enthalten. Daraus folgt einmal

k=00

Es konnte noch sein, daf die 7; gegen eine Strecke ¥ des
Kinheitskreises konvergierten. Gegen' diese Strecke wiirden auch
die Bilder der Querschnitte ; konvergieren, und zwar so, dali die
eine Folge der Endpunkte dieser Querschnitte gegen den einen
Endpunkt, die andere Folge gegen den anderen Endpunkt der
Strecke konvergiert. Jeder in 7} liegende Querschuitt der Fliche,
der G, von G, trennt (n > k), hitte dann ein Bild, dessen Linge

2

¢
>

der Endpunkte von 2?) ist. Einen solchen Querschnitt /' konnen
wir aber durch jede Parallele zur Richtung u;y; im Quadrate 4.1
bilden. Nun ist die Linge des Bildes von J' gegeben durch

ist, wofern & nur grofl genug gewihlt, wobei ¢ die Entfernung

[19'@] dus s,

o
wobei ¢ (¢) die Umkehrungsfunktion von f(w) ist, und dies wire

>% Anderseits haben wir

(f[[ ¢'(2)| duryad U"‘H)sz/') ¢ () Pdurp1drisq ../n.[du;:-_!ﬂl dvigs-

5 (3 =3
Traa Th41 k41
1) Daf 2 nicht mit dem ganzen Einheitskreis zusammenfallen kann, folgt
schon daraus, dab die Berandung von G, 4-Si, so weit sie der Berandung ‘der
Riemannschen Fliche angehtrt, auf ein endliches Stiick des Einheitskreises ab-
gebildet wird. '
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f/'[cp' (2) 12 durg1dvgyy ist der Inhalt des Bildes des Teiles viq1

‘k—}-l .
von Skp1 in Yrt1, also da dieses in Ty enthalten ist, kleiner als

J (Ty); daher wiirde folgen

i <T@ - I (i) < I (L) - Liga

Da J (Ty) gegen Null geht, sind wir zu einem Widerspruch ge-
kommen. Die T} konvergieren also tatsichlich gegen einen Punkt P
des Einheitskreises. ]

Dieser Punkt P besitzt ersichtlich als Wertebereich beztiglich
f(w) die dufere Grenzmenge der Mengen, die aus den Projektionen
von S, und Gy besteht. Nun ist die #uBere Grenzmenge der Pro-
jektionen der G gleich M, wihrend die subere Grenzmenge der
Projektionen der S infolge unserer Voraussetzungen eine Nullmenge
ist; demn sie ist in der Vereinigungsmenge der Projektionen der
S, Sk41,y Sigez, ... enthalten und deren Mafl ist

1 1 1 1
<sitgmtogmt =g

Es folgt tibrigens, dal jeder Durchschnitt einer Folge
zusammenhingender Gebiete G;:G:i>G,11 Werte-
bercich einer Funktion sein kann, Wir kénnen die S,
dann so wihlen, daB ihre Projektion in der Projektion von Gy liegt.

4. Richten wir es so ein, dafl die Begrenzung der Riemann-
schen Fliche an keiner Stelle von einer analytischen Kurve ge-
bildet wird — dali dies fir unseren Fall immer miglich ist, bedarf
ciner besonderen Uberlegung, die ich hier nicht anfiihre —, so be—
sitzt f(w) den Einheitskreis als natiirliche Grenze.

Gehort der Punkt co der Menge M nicht an, so kénnen wir
die Mengen (4 so wihlen, dall sie den Punkt oo nicht enthalten
und da die S; den Punkt oo nicht enthalten, 14t die Riemannsche
Fliche den Punkt oo unbedeckt, d.h. die Funktion f(w) ist im
Einheitskreis ganz.

5. Da es zu jeder mefibaren Menge!) M ecinen Gebietsdurch-
schnitt gibt, der A enthilt und den gleichen Inhalt besitzt, so folgt
der Satz: Es gibt stets eine im Kinheitskreis mero-
morphe Funktion f(w), beziiglich der der Werte:
bereich des Punktes 1 eine beliebige melibare WIencre

1) Eine Menge, die sich ins Unendliche erstreckt, nennen wir meﬁbar,
wenn der Durchschnitt mit dem Kreise < R fiir jedes B mefBbar ist oder, was
gleichbedeutend ist, wenn das stereographische Bild auf der Kugel melbar ist,

9%
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“enthélt, von der er sich nur um eine Nullmenge unter-
scheidet. So gibt es Funktionen, deren Wertebersich eine in der
ganzen Ebene tiberall dichte Nullmenge ist. Ferner konuen wir
noch sagen :

Besteht ein Gebietsdurchschnitt aus endlich
viclen zusammenhingenden Teilmengen, so ist er
Wertebereich eines Punktes des Einheitskreises be-
ziiglich einer im Einheitskreise meromorphen Funk-
tion; denn in diesem Falle lassen sich die S; leicht so herstellen,
dafl ihre duflere Grenzmenge leer ist.

6. Um den Hiufungsbereich eines Punktes zu erhalten, nehmen
wir eine Folge von Umgebunggn') U; des Punktes P her, so daf
Uiy: in U; enthalten ist und U fir 4= oc gegen P konvergiert,
wir machen das Wertegebiet, das f(w) in U, annimmt, abgeschlossen
und suchen den Durchschnitt dieser ineinandergeschachtelten abge-
schlossenen zusammenhiingenden Mengen ¥,. Dies ist der Hsufungs-
bereich. Daraus folgt: Der Haufungsbereich ist eine ab-
geschlossene, zusammenhingende Menge, die den
Wertebereich enthilt.

7. Der Hanfungsbereich enthilt stets mindestens einen Punkt;
er kann auch die ganze Ebene umfassen, wie z B. der Punkt 1

1

beziiglich der Funktion ¢®—7", Wir zeigen leicht den Satz: Zu
jeder abgeschlossenen, zusammenhsngenden Menge M
gibt es eine im Kinheitskreis meromorphe Funktion
f(w), beziiglich der M Hiufungsbercich cines Punktes
des Einheitskreises ist,-— der ithrigens eine unmittelbare Folge
der Siitze Ende 3 und 5 ist. Fir f(w) LBt sich tibrigens stets eine
im RKinheitskreise regulidre Funktion finden.

Da der Fall der ganzen Ebene bereits durch das obige Beispiel
erledigt ist, konnen wir annchmen, dafl M nicht die ganze Ebene
ist. Wir bezeichnen dann mit Gy jenes zusammenhingende Gebiet
der z-Ebene, das aus allen Punkten der Ebene besteht, die von M
auf der Kugel, auf die wir die z-Ebene stereographisch projizieren,
einen lings der grofiten Kreise gemessenen Abstand <—2% besitzen.
Hiebei ist p eine feste Zahl, die so gewithlt ist, dafl die Kom-
plementirmenge von M auf der Kugel cinen Kreis vom Radius p
enthalt. Aus (7 bilde ich G, indem ich alle Komplementirmengen

hinzuftige aufier jenen zusammenhingenden Mengen, deren Inhalt
aut’ der Kugel >?~4::. Die Menge M ist der Durchschniit der G}

G, das von endlichem Zusammenhang ist, verwandle ich durch
Querschnitte in eine einfach zusammenhiingende Riemannsche
Fliche G; und daraus stelle jch mir, wie oben, durch Strei-

" 1) Siche die Bemerkung der Fufinote S. 15.
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fen 8, eine .einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche
her. Die S wihle ich dabei so, was sich hier durchfiihren lifit,
dal die Projektion von Sy in (7, , enthalten ist. Die Folge

der T ist wieder so beschaffen, dafi die Bilder 7% gegen einen
Punkt P des Einheitskreises konvergieren, und zwar kann man sie
als eine Folge konvergierender Umgebungen hetrachten, da die
Endpunkte der sie bestimmenden Querschnitte von I offenkundig
verschieden sind — zwischen zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten
liegt ja beiderseits ein Stick der Berandung der Riemannschen

Fliche. Mache ich aber die Werte, die f(w) in 7} annimmt, ab-
geschlossen, so erhalte ich eine Menge Dj von Punkten, die von
0

M auf der Kugel einen Abstand <C -5 haben. Der Durchschnitt
der D ist aber M. -

8. Bei unserem eben konstruierten Beispiel filllt der Werte-
bereich mit dem Hinfungsbereich zusammen. Dies ist durchaus nicht
notig. Bei der Abbildung des von ciner Jordankurve umschlossenen
Gebietes der schlichten Ebene auf den Einheitskreis, besteht der
Hauafungsbereich aus je einem Punkte, wihrend der Wertebereich
stets leer ist. Wihlen wir die im Einheitskreis meromorphe Funk-
tion f(w) so, daB der Wertebereich eine in der Ebene tiberall dichte
Nullmenge ist, so ist der Hiufungsbereich gleich der ganzen Ebene.

Um iibrigens f(w) oben als ganze Funktion zu erhalten, ent-
fernen wir einfach den Punkt co aus G; durch einen Kinschnitt
und konstruieren von den so modifizierten Mengen G weiter. Dann
kommen wir zu einer Riemannschen Fliche, die den Punkt co un-
bedeckt laft, d. h. die zugehorige Funktion f () ist holomorph.

9. Nach Carathéodory?) teilen wir den Héufungsbereich in
zwei Teile: Die Menge der Hauptpunkte, d. h. die Menge jener
Punkte, die dem Héufungsbereich?) jedes in P endenden Kinschnittes
des Einheitskreises beziiglich f(w) angehtren, d. h. die f(w) auf
jedem in P endenden Wege approximiert. Die iibrigen Punkte
bezeichnen wir als Nebenpunkte. Die Menge der Haupt-
punkte ist eine abgeschlossene Menge, dies folgt un-
mittelbar aus der Definition. Zu jeder abgeschlossenen
Menge M gibt es eine im Einheitskreis meromorphe
Funktion f(w), beztiglich der f(w) Menge der Haupt-
punkte cines Punktes des Einheitskreises ist. Ist F(w)
die am Ende des dritten Kapitels fir M hergestellte,in der im Unend-

lichen punktierten Ebene meromorphe Funktion, so ist F' <(—1:1~W>
eine durch unseren Satz geforderte Funktion. Nicht jede beliebige
abgeschlossene Teilmenge des Hiufungsbereiches M kann Menge

1y Carathdéodory, ,Uber die Begrenzung usf.“. Seine Definition ist
allerdings dem speziellen Falle angepafit und lautet anders.

%) Die Definition des Haufungsbereiches eines Einschnittes ist die aunf 8.8
gegebene.
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der Hauptpunkte sein. Doch liBt sich sagen: Ist M eine be-
liebige abgeschlossene zusammenhingende Menge,
N eine beliebige abgeschlossene Teilmenge derselben,
so laft sich eine im Einheitskreis ganze Funktion
herstellen, beztiglich der M Hiufungsbereich eines
Punktes des Einheitskreises ist, withrend N in der
Menge der Hauptpunkte enthalten ist. Besteht z B. M
aus den beiden Kreisen mit den Radien 1 um die Punkte -2
bezw. — 2, verbunden durch die Strecke [4- 1, — 1], N aus den
beiden Punkten -2 und — 2, so enthalt die Menge der Haupt-
punkte mit 42 und — 2 stets die Strecke [~ 1, — 1]. Beim Be-
weise gehen wir so vor, wir wihlen, indem wir uns, wie oben, die
Mengen G bilden, eine abzihlbare Punktmenge P, P,, .. ., so dab
P in Gy liegt und N genau die Hiufungsmenge der 24 ist, und
wihlen, was wir stets tun konnen, die S so, daB S in der Nachbar-
schaft % von P; liegt. Die Riemannsche Fliche, die wir so kon-
struteren, liefert uns bei ihrer Abbildung auf den Einheifskreis eine
Funktion f(«) von den gewtinschten Rigenschaften.

Wahle ich fiir G die lings der positiven reellen Achse auf-
geschlitzte Ebene, so sehe ich mit Hilfe der angegebenen Kon-
struktion, dafl ich auch eine im Einheitskreis ganze Funktion finden
kann, beziiglich der eine beliebige abgeschlossene Menge Menge der
Hauptpunkte des Hiufungsbereiches eines Punktes ist.

Wenn ich zur Funktion f () eine Funktion ¢ (w) hinzufiige, die
auf dem Kinheitskreis stetig ist, so crleiden der Hiufungsbereich und
die Menge der Hauptpunkte fiir jeden Punkt P des Finheitskreises
em und dieselbe, durch 7 (P) gegebene Translation. Bei unserer
Konstruktion kinnen wir es ecinrichten, daff die Berandung der
Riemannschen Fliche stiickweise analytiseh ist. Dann ist f(20) am
Finheitskreis in einer iiberall dichten Intervallmenge analytisch fort-
setzbar. Nehme ich nun fiir ¢ (w) eine auf dem Einheitskreis stetige
Funktion, die im betrachteten Punkte P den Wert Null besitzt und
den Einheitskreis zur natirlichen Grenze hat, so ist f ey 4 o (w0)
eine Funktion, die den Kinbeitskreis zur natiirlichen Grenze hat
und denselben Hiufungsbereich und dieselbe Menge der Hauptpunkte
im Punkte /” besitzt wie f ().

10. I vorhergehenden haben wir zu wiederholten Malen von
folgender Tatsache Gebraunch gemacht: L#Bt sich von der
Riemannschen Fliche durch einen Querschnitt § ein
Gebiet abgrenzen, das dic z-Ebene schlicht bedeckt
und dessen Begrenzung nur teilweise von @ geliefert
wird, so gilt fiir den die andere Begrenzung bildenden
Teil der Berandung der Riemannschen Fliche bei der
konformen Abbildung durch die Grenzkreisuniformi-
sierende f(w) die durch Caratheodory und Koebe ent-
wickelte Theorie der Randzuordnung. Zuerst ist er-
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sichtlich, dal in diesem Falle die konforme Abbildung der Riemann-
schen Fliche auf die punktierte Ebene unmoglich ist. Unsere Be-
hauptung wird sofort bewiesen, wenn wir zuerst unser abgetrenntes
Grebiet auf den Einheitskreis der {-Ebene abbilden und dann die Ab-
bildung des Einheitskreises der {-Ebene auf das Bild des abgetrennten
Gebietes in der w-Ebene, die ja hiedurch mitgeteilt ist, betrachten.

11. Zum Schlusse dieses Abschnittes erwihne ich noch, daf
jede abgeschlossene Menge M, die die Berandung
eines einfach zusammenhingenden —maoglicherweise
den Punkt oo enthaltenden — Gebietes G darstellt,
Hiufungsbereich eines Punktes bei der konformen Ab-
bildung eines einfach zusammenhéngenden schlichten
BereichesaufdenEinheitskreissein kann[Primende in
der Bezeichnungsweise von Carathéodory, Randelement in der
von Koebe],wie umgekehrtdieobenangegebene Eigen-
schaftjedem solechen Haufungsbereichezukommt. Die
Menge der Hauptpunkte ist dabei eineabgeschlossene
zusammenhéingende Teilmenge, die folgende notwendige
und hinreichende Eigenschaft besitzt: Sie ist mit dem
Quersehnitt @ Begrenzung eines durch ¢ bestimmten
Teilgebietes von (.Y) Ich verzichte darauf, die gedanklich ein-
fachen Beweise dieser Siitze hier ganz ausfiihrlich darzustellen. Es sei

nur folgendes angefiihrt: Die Werte, die f(w) fir |w—.P| <-21—k

im Einheitskreise annimmt, mache ich abgeschlossen. Das einfach
zusammenhingende Gebiet, das durch diese abgeschlossene Menge
bestimmt wird, in dem f(0) liegt, bezeichne ich mit G;. Die Ver-'
einigungsmenge der G, ist dann jene einfach zusammenhingende
Menge G, deren Berandung der Haufungsbereich des Punktes P
ist. Dal die Menge der Hauptpunkte ein Kontinuum ist, hat schon

Carathéodory bewiesen. Es sei Ti das Gebiet des Einheits-
kréiées fir das Jw—Plm< % pr wihle ich so, daB der
Querschnitt @, der dem Kreisstiick. | w— P|=p; in der z-Ebene
entspricht, eine Linge < % besitzt. Dies ist stets moglich, wie
wieder aus der Ungleichung ‘

([firaiedeas) < [[177@) e dede - [[odudo

folgt.. Die @} besitzen offenkundig eine in der Menge der Haupt-
punkte enthaltene Hiufungsmenge. Ich betrachte nun die Gebiete Ry,

die den Bereichen des Einheitskreises: pry1<C|w — P[<ps in der
#-Ebene entsprechen. Ich gebe mir sodann eine gegen Null kon-

. 1‘).;S_iehe diesbeziiglich auch Caratheodory, a.a. 0. Satz XIX,  wobei
aber zu beachten ist, daf das G dort nicht mit dem G hier iibereinstimmt. L
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vergierende Folge von Zahlen e, ... 2,,....vor. Zu jedem s, Lifit
sich ein %, bestimmen, so dafi, wenn ich aus Ry, %k >k, alle
Punkte weglasse, deren Abstand von der Menge der Hauptpunkte
>en ist, die Restmenge @ und @, als Begrenzungsteile eines
zusammenhiingenden Gebietes besitzt. Sonst wiirde es ja in jedem R,
einen {; und €4 trennenden Querschnitt geben, dessen Entferuung

. .1
von der Menge der Hauptpunkte > ¢, ist und dessen Lange mit -~

gegen Null geht — ich kann ja diese Querschnitte auf der Beran-
dung des Gebietes annehmen, das aus allen Punkten besteht, deren
Abstand von der Menge der Hauptpunkte < ¢, ist. Das lineare
Mal dieser Berandung B ist aber endlich, wie man unschwer nach-
weist’) —. Die Hiufungsmenge dieser Querschnitte miilite aber
auch jeder Weg der z-Kbene approximieren, dessen Bild in der
w-Ebene gegen P geht, da dieser Weg ja alle diese Querschnitte
von einem bestimmten an durchsetzen miifite. Ich bezeichne jetzt
mit £} (k, <k <Fk,y,) jenes zusammenhiingende Gebiet, das ich
aus B durch Weglassung aller Punkte erhalte, deren Abstand von
der Menge der Hauptpunkte >> <, ist, das @; und @, ., in seiner
Berandung enthilt. Jeder Weg, der in der w-Ebene gegen P geht
und dessen Bild in der s-Ebene ganz in dem aus den R und den
@+ gebildeten Gebiet verlanft, besitzt als Hiufungsbereich genau
die Menge der Hauptpunkte — daher ist diese ein Kontinuum.
Ich wihle nun zwei solche Wege, die von einem Punkte des Kin-
heitskreises ausgehen und sonst keinen Punkt gemein haben. Das
Bild des von diesen beiden Wegen eingeschlossenen (ebietes des
Einheitskreises der w-Fbene in der z-Ebene ist ein Gebiet, dessen
Berandung aufler von dem aus den Bildern dieser beiden W ege be-
stehenden Querschnitte aus der Menge der Hauptpunkte besteht.

Die Umkehrung ist leicht konstruktiv erwiesen. Wir legen,
was wir nach unseren Voraussetzungen tun konnen, in & einen
Weg W, der genau N approximiert.?) Diesen Jordanweg
& == @ () umkleiden wir durch die von demselben Punkt # =0 aus-
gehenden, in G liegenden rektifizierbaren Jordankurven =1 (f),
=y () mit einem Streifen, wobei wir darauf achten, dal
le @ —4 (@) und | ¢ (&) — @) | mit 1 —¢ gegen Null gehen und
daB |y () — (¥ | fir 0<<t<{1 von Null verschieden ist. Kr-
sichtlich ist dann N ein, und zwar nur aus Hauptpunkten bestehendes
Primende des zwischen den Kurven 2= ¢ (f) und 2 = y () liegenden
Gebietes S. Zu S fiigen wir dann die Punkte von G — S hinzu,

1) Man ersetze die Kreise um die Punkte von N mit dem Radius s, durch
ibnen eingeschriebene Quadrate, deren Seiten parallel der z- und y-Achse sind.
Die Berandung B* der so erhaltenen Menge ist endlich, da sie mit jeder Parallelen
zar Z- bexw. y-Achse nur endlich viel Punkte bezw. Strecken gemein hat. Nun
ist B <28, .

%) Die Moglichkeit eines solchen Jordanweges ist ersicht-
lieh ehenfalls notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Menge der Hauptpunkte. :
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deren Abstand von M < ‘2"279 °D kl 7 ist, wobei wir durch endlich

viele rektifizierbare Querschnitte in der Menge dieser Punkte X,
den einfachen Zusammenhang wiederherstellen und durch Einschnitte
es erreichen, daB die einzelnen Stiicke ¢ der Berandung von S, die

auf diese Art dem Gebiete S zugefiigt werden, eine Liinge <—277

besitzen. Das einfach zusammenhingende Gebiet, das wir so nach
Durchfihrong dieses Verfahrens fiir jedes & erhalten, bezeichnen
wir mit S. Die Berandung von S wird von einem rektifizierbaren
Querschnitt von G gebildet. Sei ¢, ein System von Querschnitten
von S, so da @ die Querschnitte @; ., und ;. trennt und

?

daf alle Punkte von ¢, eine Entfernung von M <C 2—2,—_1,>§

besitzen, so ist dies auch ein System von Querschnitten von S. Nach
der Theorie von Carathéodory und Koebe ist leicht zu zeigen,
daB durch di¢ @ ein Primende von S bestimmt wird, das durch
die Menge M gebildet wird. Von vornherein ist klar, dafll die
Menge der Hauptpunkte dieses Primendes in N enthalten ist. Be-
zeichnet T bezw. T, die durch ) bestimmten Gebicte von § bezw. S
und besitzt ein Punkt von N von allen §) und @i+ . verbindenden
Wegen von T;— Tt einen Abstand, der hochstens gleich oy ist,
so besitzt derselbe Punkt von allen solchen Wegen in 71— Tiin

infolge unserer Annahme iiber die ¢ einen Abstand e prat 57 oF"
Da hm or,»==0, so folgt, daff jeder Punkt von N Hauptpunkt des
dureh M gebildeten Primendes von S ist.

V. Der Konvergenzbereich. Veraligemeinerung des Picardschen
Theorems. Ein Zerlegungssatz.

1. Der Konvergenzbereich eines Punktes kann leer sein, so

der des Punktes 1 beztiglich p( ! w)’ so der jedes Punktes des

1—
Einheitskreises beziiglich der Grenzkreisuniformisierenden jeder

zweiblittrigen hyperelliptischen Fliche von endlichem Geschlecht.
1 1

Die Funktionen sin( ), e@—wF  ge(—"F besitzen fiir den

1
(I —w)?
Punkt 1 als Konvergenzbereich den Punkt oo bezw. die Punkte
0,003 0,1, 00, Ist F(w) die von Sire angegebene Funktion, so
st F ( a—wp
bereich des Punktes 1 die Michtigkeit des Kontinuums besitzt.

eine Funktion, beztiglich der der Konvergenz-
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2. Es gilt nun folgender Satz, der eine bedeutsame Ver-
allgemeinerung des Picardschen Theorems darstells :

Minden in einen Punkt Pzwei von P, ausgehende
Jordanwege W, und W, ein, die sonst keinen Punkt
gemein haben, undist f(w) eineindem durch W, und W,
bestimmten Gebiete (7, sowic auf W, und W, mit Aus
nahme von 2 ecindeutige meromorphe Funktion, die
lings W, und W, gegen zwei verschiedene Werte kon-
vergiert, sonimmt f(»)in ¢ jeden Wert, mit Ausnahme
von hochstens zweil unendlich oft an.

Wir definieren Wertebereich und Hiufungshereich eines Punktes
fir .ein Gebiet, ob dies in der schlichten Ebene oder auf einer
Riemannschen Fliche liegt, wie oben fiir den Einheitskreis. Wir
nchmen nun zuerst an, der Punkt P besitze beziiglich der Funktion
¢ ==f(w) fir das Gebiet ¢ einen Wertebereich B, der ein Gebiet [’
der s-Ebene unbedeckt lilit; also nimmt f(w) jeden Wert dieses
GGebietes in ¢ hochstens endlich oft an.

Der einfache Grundgedanke des folgenden Beweises ist der:
Ieh grenze mir durch einen mit Hilfe der Riemannschen Fliche
iiber der z-Fbene konstruierten, stickweise analytischen Querschnitt
des (iebietes (, dessen Fndpunkte mit P zusammenfallen, einen ein-
fach zusammenhiingenden Teilbereich ab, bei dessen Abbildung auf
den Einheitskreis dem Querschnitt y nur ein Teilbogen von ¢ ent-
spriiche, im Widerspruch zu einem sehr bekannten Schwarzschen Satze.

Wir kénnen, indem wir moglicherweise « einer linearen Trans-
formation unterwerfen, annehmen, daf der Bereich (+ in der #-Ebene
heschrinkt sci. Ferner kénnen wir es so einrichten, daB der Weg
W, -4~ W, durch keinen der hichstens abzihlbar vielen Punkte der
w-Kbene geht, denen auf der Riemannschen Fliche der Funktion
£ (1) Verzweigungspunkte entsprechen. Die Werte ¢ und b kénnen
wir beide als endlich voraussetzen. Es sei nun g so gewihlt, daft
fiir w— Pl <Tp auf W, bezw. W, |2 —a|, beaw. [z —b| <.
Sind hiebei P, und P, auf dem Kreise |w — P | =p so gewiihls,
dali. ftir W, zwischen P und P,, fir W, zwischen P und P,
tw— P <p, so labt sich p == 0 so bestimmen, dab fir W, - W,
zwischen P, und P, [w — P|>> p,. Bezeichnen wir diesen letzten
Teil mit . Da W im Regularititsgebiete der Funktion J(w) liegt,

so lafit sich zu jedem seiner Punkte p ein p, <C -;1 bestimmen, so dal
fiir | w—p | < p, f(w) reguldr ist. Die diesem Funktionselement ent-
sprechende Umkehrungsfunktion w = ¢ (2) ist dann fiir |2 — f(w,) |
<o, regulir. Die o, haben nun fiir W eine von Null verschiedene

untere Grenze 5. Ist daher fir einen Querschnitt des dem Ge-
biete G- entsprechenden Teiles der f(w) zugehorigen Riemannschen

G .
Fliche |z —n|==0¢, < Y und endet der entsprechende Querschnitt

des Gebietes G in der w-Ebene in einem Punkte p von W, so liegt
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der Querschnitt von G ganz in der Umgebung
Punktes p, daher ist fir ihn sicher |w — P| >2-—;i

Es sei dann @ ein Punkt des Hiufungsbereiches H des Punktes ”
in bezug auf das Gebiet G/, der entweder im Gebiete I oder auf
dessen Berandung liegt — %8 kann leer sein, dann besteht I' aus
der ganzen Ebene — und von ¢ und b verschieden ist. Das o

la— @]

der vorhergehenden Betrachtung wihlen wir nun <C ___'_,_3.“_ und

< b“_g?_} ) Wir schlagen dann um ¢ einen Kreis mit dem

Radius s, wobel ¢, <o, <—§—

durchsetzt und durch die Projektion keines der hochstens abzihlbar
vielen Verzweigungspunkte der Riemannschen Fliche fiir z = f (uw)
geht. Die Punkte des dem Gebiete G- entsprechenden Teiles 7' dieser
Flache, fiir die |#— @ |==o, bilden teils geschlossene Wege, teils
Querschnitte. Und zwar konnen nur endlich viel geschlossene Wege
auftreten, denn die Projektion eines solchen geschlossenen Weges
wiire der Vollkreis: diesem gehort auch ein Punkt von I' an, tiber
den daher nur endlich viele Punkte der Riemannschen Fliche 7'
liegen. Da 7' einfach zusammenhingend ist, ist der eine der beiden
durch einen solchen geschlossenen Weg bestimmten Teile von T
nur von diesem Weg begrenzt und es entspricht ihm ein einfach
zusammenhiingendes, ganz in G gelegenes Gebiet. Fiir alle diese
Gebiete ist |w-— P|>>p, &= 0. Auf unserem Kreise mufl es nun
Punkte geben, tiber denen Punkte von T’ liegen, fir die |w — P|

< 9y, < —;i, da sowohl innerhalb als auBerhalb des Kreises Punkte
des Haufungsbereiches H liegen, der Hiufungsbereich aber als Durch-

schnitt der Kontinua erhalten wird, die entstehen, wenn man den
1

"
von G entspricht, auf dessen Berandung P’ liegt. Die zusammen-
hangende Menge der Riemannschen Fliche, fir die |z— @|=g¢

und die einen Punkt enthilt, fir den |w — P|<ps, << it , ist ein

w10, | < p, des

so gewihlt ist, daf der Kreis [’

Wertebereich abgeschlossen macht, der dem Teile faw-—P| <

Querschnitt . Der entsprechende Querschnitt der w-Ebene hat seine
Endpunkte in P; denn auf W kann er keinen Endpunkt haben,
2p,
- 3
sein miifte, aber auch nicht auf W, W, — W, denn da. miifite
entweder |2 —a| oder |z —b|< o sein, wihrend fir die Pro-
jektion unseres Querschnittes beide GroBen > ¢ sind.

da sonst nach unserer friiheren Betrachtung fiir ihn [w —P|>

1) Wir kbnnen stets einen Punkt ¢ finden, der von o und b verschieden
ist, da 'H ein Kontinaum ist, in dem ¢ und b enthalten sind,
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Es sei nun 7 jener Teil der Riemannschen Fliche I, der
zwar von ¢, nicht aber von W, -+ W, begrenzt wird, Ks wird dann

das Bildgebiet von 7' in der w-Ebene 1% von dem Bilde von g zu-
sammen mit dem Punkte P begrenzt. Bilde ich die einfach zusam-

menhingende Riemannsche Fliche 7' auf den Einheitskreis der Ebene
ab, so wird, wie ich gleich zeigen werde, dem Rande ¢ nur ein
Bogen « des Finheitskreises entsprechen, der kleiner als 2= ist.
Dadurch ist aber auch gleichzeitiz eine konforme Abbildung des

Gebietes 7% auf den Einheitskreis geliefert : w = v (7). Jedem Ein-
schnitte dés Einheitskreises, der in dem zu x komplementiiren Bo-

gen x endet, miiite dabei ein Kinschnitt von 7* entsprechen, der
in £ endet, d. h., wenn { auf irgend einem Wege gegen einen

Punkt von » konvergiert, miifite w gegen den Wert wy gehen.
Das ist aber nach einem bekannten Schwarzschen Satze unmdaglich.
Damit sind wir aber zu einem Widerspruch gekommen, so daf
die Voraussetzung, W bedecke ecin Gebiet I' nicht, unrichtie ist.
g) > g
Um zu zeigen, dafi der Bogen x des Kinheitskreises kleiner
! gen, gen _rand !
als 2« ist, gehen wir so vor.!) Wir bilden eine Riemannsche Fliche

T tiber der :-Ebene, die zu I beziiglich des Kreises lg—@l=x3
spiegelbildlich ist. Wir konnen uns dies etwa so denken, dafl wir 7’
mit abzihlbar vielen kreisformigen Umgebungen -— die entweder
schlicht sind oder Stiicke von Windungsflachen, deren Begrenzung
sich als Kreis mit dem Windungspunkt als Mittelpunkt projiziert —
tiberdecken, zu jeder dieser Umgebungen die spiegelbildliche beztiglich
des Kreises aufsuchen und diese dann entsprechend zusammenfiigen.
Diese Fliche 7' wird nun auch von ¢ begrenzt — man erkennt
dies einfach, wenn man 7 tiber ¢ ein Stiick fortsetzt und zur modi-
fizierten Fliche die spiegelbildliche sucht?) —, und zwar so. dafi
einem Einschnitte von T, der in einem Punkte von g endet, durch
die Spiegelung ein Einschnitt von 7' entspricht, der in demselben
Punkte von ¢ endet. Wir kénnen 7' und 7 lings ¢ zu einer er-
sichtlich einfach zusammenhiingenden Fliche T vereinen, T lufit sich
nicht auf die punktierte Ebene abbilden, denn dem Kreise, auf dem 4
liegt, gehort ja auch ein Bogen an, der ganz in I’ liegt, tiber dessen
Punkten nur endlich viel Punkte von 7' und daher auch von T
liegen, da ja auch ¢ den Kreis nur endlich oft bedecken kann.
Daher lafit sich T auf den Einheitskreis abbilden. Der spiegel-

bildlichen Zuordnung der Punkte von T und T entspricht eine
lineare Transformation zweiter Art dieses Einheitskreises in sich,
d. h. eine Spiegelung an einem zum Kinheitskroise orthogonalen
Kreise K, dessen Punkte dabei invariant bleiben und daher dem

1) Vgl. Ko ebe, Abhandlungen zur Theorie der konf. Abb. Crelle 145,S. 207.

?) Man sagt, eine Riemannsche Fliche werde von einer Kurve begrenat,
wenn sie anf einer anderen Riemannschen Fliche liegt und auf dieser von der
Kurve berandet wird.
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Querschnitt ¢ von T entsprechen mufl. Hiebei entspricht dem einen
Kreiszweieck die Riemannsche Flache 7 und wenn wir dieses Zwei-
eck auf den Einheitskreis abbilden, so haben wir hiemit eine kon-
forme Abbildung von 7" auf den Einheitskreis, wobei ersichtlich
dem Querschnitt ¢ ein Bogen entspricht, der kleiner als 2 = ist.

Den Fall, dab der Wertehereich W drei Punkte ¢, d, ¢ nicht
enthilt, fithren wir auf den eben besprochenen Fall so zuriick :
f(w) nimm¢ in (F die Werte ¢, d, ¢ nur endlich oft an, daher kann
ich einen von P ausgehenden und in P endenden Jordan-Querschnitt
W= finden, dab keiner dieser Punkte weder auf W*, noch in dem
durch W bestimmten endlichen Gebiete G* der w-Ebene liegt und
dal obendrein, wenn « lings W* geht, f(w) in der einen Richtung
gegen «, in der anderen Richtung gegen b konvergiert. Es sei nun
£ ==m ({) die Uniformisierungstranszendente, die die zu der in den
Punkten ¢, d, ¢ punktierten &:lbene gehorige universelle, unver-
zweigte Uberlagerungsfliche auf den Finheitskreis der t-Ebene ab-
bildet. Dann ist Z=m (f(w)) in G* eindeutig und meromorph,
sobald ich einem bestimmten Punkte « einen Wert £ der Funktion
m (f(w)) zugeordnet habe. Nun ist m (§) als Funktion von & stetig
in dem Sinne, dab, falls £ lings eines bestimmten Weges gegen
einen hestimmten Wert konvergiert, und sei es auch gegen einen
der Werte ¢, d, ¢, dann auch m (£) lings dieses Weges gegen einen
bestimmten Wert konvergiert. Dabei konvergiert m () gegen zwel
verschiedene Werte, wenn ¢ gegen zwei verschiedene Werte geht.
Daher gelten fiir m (f (w)) die Voraussetzungen, die wir soeben fiir
unméglich erkannten, denn der Wertebereich von P in bezug auf
w (f () wire auf eine Punktmenge im Einheitskreise beschrinkt.

3. Damit ist also unser Satz in seiner Géinze bewiesen. Kr ist
iibrigens in gewisser Hinsicht ein Spezialfall folgenden Satzes: Ist
W ein geschlossener Jordanweg durch den Punkt P,
f(w) eine in dem durch W bestimmten Gebicte G sowie
auf W mit Ausnahme des Punktes P iiberall mero-
morphe eindeutige Funktion, und gehdort irgend ein
Punkteinesder durch den Hiufungsbereich des Weges
W im Punkte P bestimmten Gebiete g dem Haufungs-
bereich von G im Punkte I” beziiglich f(w) an, sonimmt
F{w) jeden Wert von g mit Ausnahme von hochstens
zweien in ¢ unendlich oft an, d.h.der Wertebereich von P
umfalit alle Punkte mit Ausnahme von héchstens zwei. ‘

Besteht z B. W aus den Halbstrahlen ® (w) = a, bezw. = b,
X (w) > 01), verbunden durch das Stiick der reellen Achse zwischen
« und b, so ist der Hiufungsbereich von W im Punkte oo beziig-
lich e* gebildet durch die beiden Kreise |z |=¢", |#==¢" und e
nimmt in dem durch W bestimmten konvexen Gebiete jeden Wert
des durch die beiden Kreise bestimmten Kreisringes unendlich oft an.

) R (10) und ‘Y (i) bereichnen den Real- bezw:. Imaginirteil ‘von .



30 Wilhelm GroB.

Der Beweis dieses Satzes verliuft genau so wie oben. Wir
weisen wieder mit Hilfe der zu f(w) bezw. m (f (w)) gehorigen
Riemannschen Fliche nach, dal es im gegenteiligen Falle einen
von P ausgehenden, im endenden Querschnitt des Gebietes G, so dal
bei der konformen Abbildung des von diesern Querschnitt bestimmten
Gebietes auf den Einheitskreis dem Querschnitte nur ein Teilbogen
des Einheitskreises entspriiche und dies ist nicht moglich. An Stelle
der beiden Punkte @ und b tritt der Haufungsbereich a des Weges 1.
Wir wihlen daher P, und P, rechts und links von P auf W so,
dal fiir alle Werte von w auf W zwischen P, und P, sowie zwischen
P und P, die entsprechenden Werte 2= (1) von o um weniger
als o entfernt sind, wobei wir ¢ kleiner annehmen als —; N. Hiebei
ist N der Abstand eines Punktes  von «, der dem Hiufungsbereich
des Punktes P fiir das Gebiet ¢ angehort und in ¢ im Innern oder
auf der Berandung eines Gebietes I" liegt, von dem wir voraussetzen,
dafl keiner seiner Punkte dem Wertebereich von P fir angehort,

Nimmt f(w) die Werte ¢, d, ¢ in ¢ im Gebiete G nur endlich
oft an, so konnen wir zuerst wieder den Weg W so abindern zu W,
daB « ebenfalls der Hiufungsbereich von W* im Punkte P ist und
dal f(w) auf W* und in dem durch W+ bestimmten Gebiete (+*
die Werte ¢, d, ¢ tiberhaupt nicht annimmt. Verbinde ich ¢, d, ¢
innerhalb ¢ durch einen Weg, so kann ich, da dieser Weg von «
einen Abstand grofler Null hat, die Punkte P} und P} auf W* so
wihlen, dal der W* zwischen P! und I’ bezw. P und P; ent-
sprechende Weg in der :-Ebene mit jenem Weg nichts gemein hat.
Daher verlauft der durch {=1m (f (1)) dem Wege W* entsprechende
Weg vollkommen in einem passend bestimmten Fundamentalbereich
der Umkehrungsfunktion 2= (2) von {=1m (#), in dem daher
auch der W* im Punkte P entsprechende Hiufungsbercich 3 der
C-Ebene liegt. Dem einfach zusammenhingenden Gebicte ¢ entspricht
hiebei das durch £ bestimmte Gebiet der ¢-Ebene ¢, das den Punkt oo
enthilt; ¢ enthilt den Rand des Einheitskreises in seinem Innern. Da
. € in g dem Hiufungsbereich von & im Punkte P angehort und da W+
so gewihlt werden kann, daff G denselben Haufungsbereich besitzt
wie Gf, so kann ich in (* eine gegen I’ konvergierende Folge
von Punkten, p,, p,, py, ... pn, wihlen, deren entsprechende Punkte
in der z-Ebene in g liegen und gegen @ konvergieren. Die entsprechen-
den Punkte der {-Ebene liegen alle in ¢ und besitzen mindestens
einen Haufungspunkt, der ersichtlich nicht auf §, daher also in g

liegt und damit sind alle Grundlagen gewonnen, um so wie frither
weiterzuschliefen.

4. Zerfallt daher der Hiufungsbereich von Wim
Punkte P in zwei teilerfremde Teile H,, H, — die dem
Teile von W einerseits und anderseits von P entsprechen —, so
nimmt f(w) jeden Wert des durch diese beiden Konti-
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nua bestimmten Gebietes ¢ mit Ausnahme von héch-
stens zwei in ¢ unendlich oft an; denn der Hiufungs-
bereich von  ist ein die beiden erwihnten Kontinua enthaltendes
Kontinuum und enthilt daher auch sicher Punkte von g. :

Wenn H, in einen Punkt entartet, so wird auch
dieser Wert unendlich oft angenommen, falls das von
H, bestimmte Gebiet, das H, enthdlt, schon zwei Aus-
nahmswerte besitzt; denn wire dies auch Ausnahmswert, so
wiirde bei der Abbildung des modifizierten Gebietes G* durch

[L=m (f(w)) H, in einen Punkt des Einheitskreises tibergehen,

wihrend H, einer Menge H, entsprechen mbchte, die ganz im
Innern eines entsprechenden Fundamentalbereiches der Umkehrungs-
funktion von {=m(2) liegt und daher vom Einheitskreis eine end-
liche Entfernung besitzt.

Wird auch H, zu einem Punkte, so haben wir den zuerst
behandelten Fall.

5. Als Beispiel fiihre ich noch folgendes an: Es sei f(w) = e*”,
W sei die imaginire Achse, P der unendlich ferne Punkt, G jener
Teil der w-Ebene, fir den der Realteil positiv ist. Dann ist der
Hiufungsbereich von W im Punkte co gegeben durch die Kurve

P ecos«p-}-z’sinrp(o _<_ ® < 27:)

und f(w) nimmt in G alle aulerhalb dieser Kurve gelegenen Werte
unendlich oft an mit Ausnahme der Werte 0 und oo, iibrigens auch
alle innerhalb und auf dieser Kurve gelegenen Werte.

6. Im Hinblick auf dieses Beispiel sei tibrigens noch folgende
Verschirfung obiger Sitze bewiesen: Wenn f(w) in G zwei
Werte von g auslafit (bezw. endlich oft annimmt), die
tibrigen hingegen unendlich oft annimmt, so nimmt
sie uberhaupt jeden Wert, mit Ausnahme jener zwei.
in & unendlich oft an. :

Wir kionnen die beiden ausgelassenen Punkte ¢ und & in g
durch einen Weg V verbinden. Wir modifizieren dann W so, daf
die Haufungsbereiche von W* und des von W* bestimmten Gebietes
in P dieselben sind wie die von W und & und dafi f(w) die Werte
a,b in G* und auf W* iiberhaupt nicht annimmt. Gibt es dann
noch einen Wert ¢ aufler g, z. B. auf dem Rande von g, dann bilde
ich die zu der in «, b, ¢ punktierten Ebene gehorige universelle
Uberlagerungsfliche auf den Einheitskreis der {-Ebene konform ab
durch 2= M (). Auf W* bestimme ich nun zwei Punkte P, und P,
beiderseits von P, so dab die Werte, die f(w) auf W?* zwischen
P, und P bezw. zwischen P und P, annimmt, von V einen von
Null verschiedenen Abstand besitzen. Dies ist moglich, da V in g
liegt. Ich betrachte dann {=m ( f (w)), wo m die Umkehrungs-
funktion von M ist. Hiebei lege ich den entsprechenden Zweig
dadurch fest, dafl wir einem Punkte von W den entsprechenden
Punkt in einem bestimmten Fundameuntalbereich der {-Ebene be-



32 Wilhelm Gro8.

stiglich M ({) zuordnen. Gehért der Punkt =, der dem Punkte P,
entspricht, einem bestimmten Fundamentalbereich an — zu dessen
Herstellung denken wir uns die s-Ebene zwischen @ und & sowie
zwischen b und ¢ zerschnitten —, so liegen die den Punkten von WW*
zwischen P, und P entsprechenden Punkte simtlich in der Gruppe
von Fundamentalbereichen, die denselben Punkt y, als dem Punkt ¢
entsprechenden Punkt auf dem Einheitskreis liegen haben wie der
¥undamentalbereich, in dem =, liegt. Dieser Teil des Bildes von W*
hat als einzigen Punkt auf dem Einheitskreis, von dem er moglicher-
weise die Entfernung Null besitzt, den Punkt v,. Ebenso ergibt sich
ein Punkt v, fir den Teil von W* zwischen P und P,. Daher
kann der Hiufungsbereich von W* beziiglich = m (f (w)) mit dem
Finheitskreis hichstens die Punkte v, und y, gemein haben.

Wir wihlen sodann in G* eine gegen P konvergiersnde Punkt-
folge, deren entsprechende Punkte in der z-Ebene gegen @ gehen.
Die entsprechenden Punkte in der -Ebene haben ihre Hiufungs-
menge auf dem Kinheitskreis. Diese Haufungsmenge gehort dem

Haufungsbereich von G* beziiglich {=m (f (u‘)) an. Iinthilt sie
daher einen von y, und vy, — die auch gleich sein kinnen — ver-
schiedenen Punkt, so sind wir damit nach unseren friitheren Schitissen
zu einem Widerspruch gekommen,

Im anderen Falle, wenn 7, Hiufungspunkt unserer Punkt-
menge 9% und von W* ist,!) werfen wir durch eine lineare Trans-
formation des Finheitskreises in der oberen {-Halbebene den Punkt Tt
ins Unendliche. Dann liegt fiir das Bild von W* zwischen P, und P
— wenn 7, ==1Y,, auch fiir das Bild von W* zwischen P, und P —
da diese Teile von W* von dem Wege } endliche Entfernung be-
sitzen, der Imaginiirteil von { iiber einer bestimmten, von Null ver-
schiedenen Grofie p, und infolgedessen fiir das ganze Bild von we
das aulerhalb eines gentigend grofien Kreises | {| =1 liegt, der das
Bild des tibrigen Teiles von W* enthslt. Ks gibe nun Punkten
dieser Punktmenge 3¢ entsprechende Punkte auflerhalb dieses Kreises,
die, da M gegen « konvergiert, beliobig nahe an der reellen Achse
liegen miiften. Die Projektion der zu {=—m (j'(w)) in G* ge-
hiorenden Riemannschen Fliche iiber der I-Kbene, besitzt daher
aulierhalb des Kreises | 7] =2y liegende Teile, die zwischen dem
Bilde von W* und der reellen Achse liegen, und zwar von dieser
um weniger als ¢ entfernt. Ihre Grenzpunkte gegen die reelle
Achse zu gehioren dem Hiufungsbereich von * an, nehmen wir
nimlich auf der Riemannschen Fliche eine Folge von Punkten,
deren Projektionen gegen einen solchen Grenzpunkt konvergiert,
so konvergieren die entsprechenden Punkte in der 2-Ebene gegen I,
da sie gegen keinen inneren Punkt (infolge der Gebietsstetigkeit), aber
auch gegen keinen sonstigen Punkt von 1V* konvergieren kinnen.

*) Ist letzteres nicht der Fall, sind wir auch schon fertig.
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Damit sind wir nach dem frither Gesagten wieder zu einem Wider-
spruch gekommen.")

7. Von den Folgerungen will ich nur dies anfiihren:

Wenneineim Kinheitskreis meromorphe Funktion
im Einheitskreis in der Umgebung eines Randpunktes
P mindestens drei Werte nicht annimmt, so kann f(w)
aufdenin Pendenden Einschnitten des Kinheitskreises
héchstens gegen einen Wert konvergieren, d. h., der
Konvergenzbereich von P ist leer oder besteht aus
einem Punkt. A ‘

Nimmt eine in dem von der Jordankurve W be-
grenzten Gebiete & und auf W mit Ausnahme von P
tiberall meromorphe Funktion die Werte keines Ge-
bietes unendlich oft an, d. h. besitst der Wertebereich des
Punktes P fiir das Gebiet G keinen inneren Punkt, so ist der Hau-
fungshereich des Punktes P fiir das Gebiet G gleich
dem Haufungsbereich des Weges W im Punkte P.

8. Der eingangs bewiesene Satz weist auf eine gewisse Analogie
des Verhaltens der eindeutigen, nur in einem Punkte wesentlich
singuliren Funktionen mit dem jener in (+ eindeutigen meromorphen
Funktionen hin, die, wenn man lings der im Regularititsgebiete
verlaufenden Wege W, und W, gegen den Randpunkt P geht,
gegen zwei verschiedene Werte konvergieren, wobei (& ein einfach
zusammenhiingendes, von W, und W, begrenztes Gebiet ist. In
‘dieser Hinsicht sei auch auf die schonen Sitze von Phragmen
und E. Lindelsf?) hingewiesen. In Verbindung damit sei folgender
Zerlegungssatz angefiihrt: '

Es sei P ein singuldrer Punkt der Funktion f(w).
Gibt es dann zwei rektifizierbare Jordanwege W, W,,
die beide von P ausgehen und in P enden und keinen
weiteren Punkt miteinander gemein haben, liegt

1) All diese Sutze gelten librigens auch in entsprechender Fassung, wenn
dic Werte ¢, d, ¢ nicht Ausnahmswerte sind, sondern solche Werte, dali die iiber
ihnen liegenden Stellen -— von endlich vielen abgesehen -— Windungsstellen von
einer Ordnung sind, die darch m ,, m,, m , teilbar ist, wobei ——1——{- L—i— 1 < 1.

: g m, ' wy ' om,

Hiebei rechnen wir eine Stelle, iiber nur endlich viel Stellen der Fliche liegen,
gleich einer Windungsstelle von der Ordnung co. Nennen wir eine solche Fliche
ausnahmsvarzweigt in ¢, &, ¢, so konnen wir sagen, daB die zu f () ge-
hirige Riemannsche Fliche nicht in drei Punkten ¢, d, ¢ des Ge-
"bietes y ausnahmsverzweigt sein kann und falls sie in zwei
Punkten ¢,d in der oben angegebenen Art verzweigt ist, iberdeckt
sie die ganze Ebene, ohne in bezug anf ¢, d und einen weiteren
Punkt ¢ ausnahmsverzweigt zu sein, unendlich oft. Vorausgesetzt,
daB in ¢ ein Punkt des Hiufungsbereiches von G liegt.

%y Phragmen, Sur une extension d’une theoreme classique de la theorie
des fonctions. Aecta math,, Bd, 28, 8. 351 ff. 1904.

Phragmen et Lindelf, Sur une extension d'une principe classique de
PAnalyse. Acta math., Bd. 31, 8. 381 ff. 1908.

Monatsh, fiir Mathematik n. Physik, XXIX. Jahrg. 3
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ferner das von den beiden Wegen eingeschlossene
Gebiet & ganz im endlichen, ist weiters ein Zweig
von f(w) in G und auf W, und W, regulir und geht
f@)(@w—P) mit (w—P) in G gleichmiabig gegen Null,
ist obendrein f(w) iber W, und W, absolut integrabel,

8o haben wir
f(w) = fi (w) 4 f; (w),

wobei ein Zweig von fi(w) in dem (+ enthaltenden
Innengebiet G, von W), ein Zweig von f, (w) in dem &
enthaltenden AuBengebiet G, von W, holomorph ist

Denn dann gilt fiir jeden Wert von G fiir den betrachteten
Zweig von f(w)

f(w):%;/' f® g

E—w
W, — W,
Setze ich
L 77 . 1 7 /@
fw =5 | ejlw 08 fi) == | 'EL—T-‘“’
W, LA

so habe ich bereits die gewiinschte Zerlegung.

Ist der betreffende Zweig von f(w) in dem ganzen durch W,
umschlossenen Gebiete eindeutig und meromorph, so ist f, («) eine
in der ganzen Ebene eindeutige Funktion, die als einzigen wesentlich
singuliren Punkt hichstens den Punkt P besitzt.

fi(w) tibernimmt in gewissem Sinne die Sonderheiten des einen
durch das Bild von W, abgegrenzten Teiles der Riemannschen Fliche
von f(w), f, (w) die des einen durch das Bild von W, bestimmten
Teiles. In diesem Bezug konnen wir weiter sagen: Enthalten
die beiden an P’ reichenden Zipfel von G je das
Stick eines von Null verschiedenen Flichenwinkels
mit dem Secheitel in P, fiir das |w— P| <p, so bleibt
Ji @) (w—P)in G, f,(w) (w—P) in G, beschrinkt. Seien
etwa die vier Strahlen der beiden Flichenwinkel gegeben dureh
0Ty < pp <y << P, << 2w, wobei ¢, ¢, den einen, ¢, ¢, den
anderen Winkel bestimmen. Es lifit sich dann zu dem Winkel
P10 {1 <T@t <2, ps<pi<p4] eine Grofe p, << p und eine Grife
8 &0 bestimmen, so dafi fir alle Punkte des Winkels, fir die

- |w— P|<p,, die Entfernung vom Weg W, >3 |w — P! st
Daher ist fiir diese Punkte

1 d 1 1 e oy
|f,(w)|<—2~ﬁ [{56—)*!,1071<21:61'}w-P|/U(8)|mgl<!w)—)—1’?'

Fir die Punkte.von &, die auflerbalb jenes Winkels liegen, ist,
wenn | w— P|<Cp , die Entfernung vom Wege W, > 3,|w—- P},



{ber die Singularititen analytischer Funktionen, 35
~wobei p, und 3, 3=0 passend bestimmte Groflen sind. Daraus folgt
fir diese Punkte

M
1 w‘ ,_L.

Nun ist in diesen Punkten

|ﬂ<w>|<xf<w)|+1.f;<w>|<lwip|+[ﬁzp|

und daher ist fiir alle Punkte von G, f; (w)(w— P) gleichmifig
beschriinkt, denn f, («) ist ja auf W, selbst, mit Ausnahme des
Punktes P, als Differenz zweier dort regulidrer Funktionen f(w) und
£, (w) reguliir. Ebenso verliuft der Beweis fiir f; () (w— P) in G,.

Ist daher f(u) in | eindeutig und meromorph, so kann man
daher nach der Zerlegungsformel f(w)= f; () f; (w) das Wachstum.
von f(w) in der Umgebung von P in G nach dem Wachstum der
den Punkt P als einzigen singuliren Punkt besitzenden Funktion
fa () in P beurteilen, denn in G, bleibt f (w) (w— P), - auberhalb
J5 (00) (w — P) beschrinkt.

VI. Verallgemeinerungen eines Schwarzschen Lemmas,
Folgerungen.

1. Koebe?) hat folgende Verallgemeinerung eines bekannten
Schwarzschen Satzes gegeben:

Es sei F(2) eine oberhalb der Achse des Reellen
lings eines Stiickes [a, 0] derselben regulir erklirte
analytisehe Funktion, deren Werte dem absoluten
Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke M
bleiben mogen und fir die es moglich ist, in belie-
biger Nihe der Achse des Reellen lings des ganzen
Stickes [@, 0] immer noch eine Linie k anzugeben, auf
der sich die Funktionswerte von einer von A unab-
hingigen Konstanten gleichmifig um eine beliebig
kleine Grofle unterscheiden. Alsdann ist die Funk-
- tion eine Konstante. :

Besonders elegant ist sein Beweis in der schon ofter ahgefﬁhrten
Arbeit Crelle 145, Diesen Satz kénnen wir nun so erweitern:

Es sei F(¢) eine oberhalb der Achse des Reellen
lings eines Stickes [a,6] derselben im Gebiete G er-
klirte eindeutige meromorphe Funktion, die drei
Werte auslifit; gibt es dann eine Folge von Linien A,
in G, die gegen [«, b] in seiner ganzen Ausdehnung
konvergieren, so dafl die Funktionswerte auf A, sich
von einer Konstanten %, um Funktionen e, upter-

) Koebe, Rinderzuordnung hei konformer Abbildung. Gatt. Nachr. 1913.

8. 286.
3%
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scheiden, deren absoluter Betrag mit ngelchmiiﬁlg

gegen Null geht; bezw.ihrem absoluten Betrage nach
tiber g, liegen, wobei g, mit # gegen Unendlich geht,
dann ist f(w) eine Konstante.

Sind ¢, d, e die drei ausgelassenen Werte, so bilde ich wieder
die universelle Uberlagerungsfliiche, die zu der in e, d, e punktierten
2-Ebene gehort, mittels { = m (z) auf den Einheitskreis der ¢-Ebene
ab. {=m ( f (w)) ist dann in dem einfach zusammenhingend voraus-
gesetzten Gebiete G eindeutig, sobald einem bestimmten w-Wert
ein bestimmter Wert von { zugeordnet ist, und regulir. Die Werte
von ( f (w)) auf A, unterscheiden sich dann von einer Konstanten x,,

um weniger als 1,, wobei |x, |< 1 und %, mit —717— gegen Null geht.

Ich kann daher eine Folge von n wihlen, so daf die x, gegen
einen bestimmten Wert x konvergieren und auf diesen Ay, unter-
scheiden -sich dann die Werte von m ( f (w)) von % um weniger

als 9., wobei ]an[ mit 1—1—' gleichmiBig gegen Null geht. Daher mufy
nach dem vorigen ( f (w)) und infolgedessen f (w) eine Konstante sein.

Denselben Schluffl kénnen wir natirlich zichen,
wenn der dem Gebiete G entsprechende Teil der zu
#2=f(w) gehtrigen Riemannschen Fliche tiber der
2-Ebene ausnahmsverzweigt ist;!) der Beweis erfolgt dann
mit Hilfe der Schwarzschen Dreiecksfunktionen. Die Verallge-
meinerung, die sich aus diesen Sitzen ergibt, indem man die Strecke
[a, v] durch das Sttick einer analytischen Linie oder einer Jordan-
kurve ersetzt, ist unmittelbar klar.

2. Eine unmittelbare Folge des eben bewiesenen Satzes ist
folgendes:

Bedeckt eine einfach zusammenhingende Rie-
mannsche Fliche tiber der z-Ebene drei Punkte der-
selben nur endlich oft, bezw. ist sie ausnahmsver-
zweigt und konvergiert die Projektion eines Kin-
schnittes gegen einen Punkt, so wird, wenn 2= f(w)
die Fliache auf den Kinheitskreis der w-Ebene ab-
bildet, der dem Einschnitt entsprechende Weg gegen
einen Punkt des Einheitskreises konvergieren.

Ferner:

Entspricht bei der Abbildung des einen der
durch einen Querschnitt bestimmten Teile einer sol-
chen Riemannschen Fliche auf den Einheitskreis

1) Siehe die FuBnote S. 33.
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dem Querschnitt der ganze Kreis, mit Ausnahme eines
Punktes, so ist bei der Abbildung der Riemannschen
Fliche auf den Einheitskreis das Bild des Quer-
schnittes ein Querschnitt des Einheitskreises, der
beiderseits gegen denselben Punkt des Einheits-
kreises konvergiert.

3. Diese beiden Sitze entsprecheﬁ den Sitzen 1 und 2 der
Koebeschen Abhandlung, Crelle 145.  Auch Satz 3 lalt sich nach
den Betrachtungen des vorigen Abschnittes verallgemeinern.

Der Konvergenzbereich eines Punktes des Ein-
heitskreises beztiglich der Grenzkreisuniformisieren-
den z=1¢ (w) unserer eben betrachteten Riemannschen
Flachen besteht hochstens aus einem Punkte. Kon-
vergiert ¢ (w) auf zwei in P endenden Einschnitten
des Einheitskreises, so konvergiert ¢ (w) auf jeden
zwischen diesen beiden Einschnitten verlaufenden,
in P endenden Einschnitt gegen denselben Wert, und .
zwar gleichmifig.

4. Satz 4 ist fir die Grenzkreisuniformisierenden der von uns
jetzt betrachteten Art Riemannscher Flichen im allgemeinen mnicht
mehr wahr. Das zeigt schon das Beispiel der Schwarzschen Dreiecks-

funktion mit den Exponenten (—4}’ —i ) 71—) , die die Abbildung eines -
Kreisdreiecks mit den Winkeln ~Z—; —}7 —Z— auf die obere Halbebene

vermittelt. Ist der Einheitskreis zu den drei Kreisen des Dreiecks
orthogonal, so konvergiert die Funktion auf keinem Kinschnitt des:
Einheitskreises, Dafiir treten aber folgende zwei Sitze, deren erster .
von Fatou') herriihrt:

LiBt die Riemannsche Fliche ein Kontinuum der
z-Ebene unbedeckt, so konvergiert die Uniformisie-
rende #=¢ (w) in den Punkten des Einheitskreises
fast tiberall, und zwar fir jeden in einem solchen
Punkt endenden Einschnitt des Kinheitskreises, der
diegsen — im weiteren Sinne — nicht bertihrt.§ :

Besitzt eine unserer oben betrachteten Riemann-
schen Flachen einen Ausnahmswert, so liegen die
Punkte, zu denen es Einschnitte des Einheitskreises
gibt, lings deren die Grenzkreisuniformisierende
2= (w) konvergiert, auf dem Einheitskreise tiberall
dieht. Dieser Satz liBt sich natiirlich, wie der Fatousche Satz,
atf Funktionen ausdehnen, -die auf der einen Seite einer analytischen

Linie definiert sind. =

1) Fatou, Sur les lignes singuliers des fonctions analytiques. Bull, de la
société math, de France 1914,
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Es werde z B. der Wert co von der Riemannschen Fliche
nur endlich oft bedeckt. Es sei ferner «{ ein Bogen des Einheits-
kreises, auf dem kein Punkt existiert, so dall lings eines in diesem
Punkte endenden Einschnittes ¢ («) gegen einen bestimmten Wert
konvergiert. Ist nun vy ein innerer Punkt des Bogens « 8, so muf
die Funktion ¢ (w) in jeder Umgebung des Punktes y im Einheits-
kreise jedem Wert beliebig nahe kommen. Da die Punkte im Kin-
heitskreise, in denen ¢ (w) den Wert unendlich annimmt, nur in
endlicher Anzahl vorhanden sind, kann ich durch einen Jordan-
querschnitt, der beiderseits gegen einen Punkt konvergiert, den
Einheitskreis so in zwei Teile zerlegen, dafl die Begrenzung des einen
Teiles den Bogen a8 enthélt und dal) im Innern dieses Teiles keiner
jener endlich vielen Pole von ¢ (w) liegt. In diesem Teile 7' wiihle
ich nun eine gegen y konvergierende Folge von Punkten =, =,, ...,
fir die die entsprechenden s-Punkte P, P,,... gegen unendlich
konvergieren. Gehe ich von P, gegen unendlich in der Richtung
des Radinsvektors, so erhalte ich einen Einschnitt der dem Teile 7'
des Kinheitskreises entsprechenden Riemannschen Fliche, da ja der
Punkt co von ihr nicht tiberdeckt wird. Diesem Kinschnitt ent-
spricht ein Einschnitt £, von 7', der von =, ausgeht und in einen
Punkt der Berandung von 7, auler o, endet (nach der Verallge-
meinerung des ersten der Koebeschen Sitze). Aus den FE, kann
ich daher eine Folge herausgreifen, die den Bogen a7y (oder 7 @)
approximiert, und da auf den Z; ¢ (w) mit ¢ gegen oo geht (denn
[7;| ist die untere Grenze der absoluten Betrige), so widerspricht
dies der obigen Verallgemeinerung des Schwarzschen Satzes.

b. Fine weitere Verallgemeinerung des Schwarzschen Satzes
besteht im folgenden :

Ist F(w) eine oberhalb der Achse des Reellen
lings der Strecke [@,b] meromorphe Funktion, die ein
‘Kontinuum von Werten ausldaBt, und sind die Punkte
von F (w), mit Ausnahme einer Nullmenge N, so be-
schaffen, daf F (w) lings jedes in einen solchen Punkt
endenden Weges, der die Achse des Reellen — im wei-
teren Sinne — nicht bertihrt,’) gegen Null geht, so ist
F (w) identiseh Null.

. Gibt es einen inneren Punkt der Strecke a b, in dessen Um-
gebung die Funktion beschrinkt ist, so schlagen wir um diesen
Punkt einen Halbkreis, der ganz in jener Umgebung liegt, und
bilden dann das von diesem Halbkreis und der Achse des Reellen
begrenzte Gebiet auf den Einheitskreis der &-Ebene ab, und zwar
so, dafl der Achse des Reellen die Werte 0 <¢ <= entsprechen.
Es sei dann ¢ (£) die Funktion, die durch Ubertragung der- Funk-
tion F(w) in die ¢-FEbene entsteht. Sie ist im Iinheitskreis be-
J (10 —¢)

') D.h, lim re—

der reellen Achse endet.

== 0 fiir die Punkte von W, wenn W in dem Punkte ¢
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schrankt. Die Funktion W (§) = ¢ (§) ¢ (—£) ist dann ebenfalls
im Einheitskreis beschriankt und so beschaffen, daB sie, wenn ¢ langs
eines Radius gegen den Rand des Einheitskreises strebt, fast tiberall
gegen Null geht. Nun ist fiir einen Punkt £:]¢]<<p<<1

27
, 1 7 W(pe'¥ipeirdy
\ [—
I<E)_2n‘i0j peir —§ ’

wobel ich p durch jeden grofieren Wert <1 ersetzen kamm; daher

2”\p( N ptg 2m. i) pt

_ . petPyetvde  rlimW{(pei®) el de ‘

2= (E)—})l;ﬂ] f pet? —¢ _—[ e'? —1¢ =0
) .

da ich infolge der Beschranktheit von ¥ Integral und Grenzibergang
vertauschen kann. Daher ist auch ¢ (§) und infolgedessen I (w)
identisch Null. :

Den allgemeinen Fall fithren wir daranf zuriick, indem wir
aus dem Kontinuum, das von der Funktion ¥ () nicht angenommen
wird, ein Teilkontinunm M herausgreifen, das den Punkt Null nicht
enthilt und das in der z-Ebene ein einziges Gebiet bestimmt. Dieses
enthilt ersichtlich den Punkt Null. Wir bilden es mittels £ =% (2)
auf den Einheitskreis der {-Ebene so ab, dall dem Punkte 2z =10
der Punkt { =0 cntspricht. Ftr die Funktion & (F (w)) gilt dann
die frithere Annahme.

Aus dem Beweise ergibt sich unmittelbar, dafl es geniigt, zu
fordern, dai ¥ (w) auf den Wegen, die die reelle Achse senkrecht
schneiden, fast tiberall gegen Null geht.

6. Unser Satz gibt eine Erginzung des oben erwihnten Fatou-
schen Satzes. Dieser besagt: Wenn eine meromorphe Funk-
tion, die lings einer Seite eines Stiickes einer analy-
tisechen Linie erkliart ist, daselbst ein Kontinuum von
Werten auslifit, so konvergiert die Funktion in fast
allen Punkten der analytischen Linie fiir jeden Weg,
der die analytische Linie nicht beriihrt. Unser Satz gibt
den Zusatz: Hiebei kann die Menge der Punkte, fiir die
es (eventuell auch beriithrende) Wege gibt, lings deren
die Funktion gegen ein und denselben Wert 4 kon-
vergiert, in keinem Teile der analytischen Linie von
der Linge [ das Maf I besitzen.

Denn, gibt es einen Weg, der in P endet und lings dessen
unsere Funktion gegen .4 konvergiert, so kann nach .den Sitzen
des V. Abschnittes auf keinem in P endenden Weg F (w) gegen
einen anderen Wert konvergieren. Transformieren wir die w-Ebene
50, dafi die analytische Linie in die reelle Achse iibergeht und das
anschlieBende Gebiet in der oberen Halbebene liegt, so erfillt die

ibertragene Funktion ® (:0) nach dem Fatouschen Satze die Voraus-
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setzungen der oben gegebenen Verallgemeinerung des Schwarzschen
Satzes.

7. Vorstehendes Ergebnis ist nur eine kleine Teilantwort auf
die Frage nach der Menge der Punkte, zu deren Konvergenzbereich
ein bestimmter Wert gehort. Wir konnen uns leicht Funktionen
konstruieren, fiir die ein bestimmter Wert zu dem Kon-
vergenzbereich von nur endlich vielen Punkten bezw.
von ciner abzdhlbaren Punktmenge gehiort. Machen wir
z. B. in die im Nullpunkte punktierte Ebene #-Finschnitte, die keinen
Punkt gemein haben, so liefert die Abbildung auf den Einheitskreis
eine analytische Funktion, fiir die die Null nur zum Konvergenz-
bereich von # Stellen des Einheitskreises gehort. Machen wir abzihl-
bar viele Einschnitte, die mit dem Tangentenwinkel 23 ) %r . 7—7: 1o
gegentiber der positiven reellen Achse in den Nullpunkt miinden

und deren Linge mit —}; gegen Null geht, so gehort dann die Null

gerade zum Konvergenzbereich ciner abgeschlossenen Menge
abzahlbar vieler Punkte des Einheitskreises, die einen Hiiu-
fungspunkt besitzen. Schon Fatou?) hat ein Beispiel einer Funktion
gegeben, fiir die die Null zum Konvergenzhereich einer
perfekten, nirgends dichten Menge des Einheits
kreises gehort. Ein solches Beispiel erhalten wir auch auf

folgende Art: Wir beseitigen auf dem Radiusvektor cp::ﬁ- 2=
(p; g teilerfremd; 0 <C ¢ << 2x) die Punkte 0 <r<< l Bei der kon-

q X :
formen Abbildung des tbrigbleibenden Gebietes auf den Einheits-

kreis entsprechen den Strecken (cp ==~Zq9- 2w, 0l r << %) eine ab-
zihlbare Menge von Intervallen des Einheitskreises. Die perfekte,
nirgends dichte Menge, die auf dem Einheitskreis durch diese In-
tervalle bestimmt wird, ist' dann genau die Menge der Punkte, fiir
die die Null Konvergenzwert ist. Machen wir in den vorhergehenden
Beispielen die Einschnitte derart, daf} sie in keinem Teil analytisch
sind, so haben die entsprechenden Funktionen den Einheitskreis. zur
natiirlichen Girenze. Die Umkehrungsfunktion der elliptischen Modul-
fanktion liefert uns das Beispicl einer Funktion, bei der die Null
Konvergenzwert ist fiir eine abzihlbare, dberall
dichte Menge des Einheitskreises. Wir geben weiter unten.
das Beigpiel einer Funktion, bei der die Null Konver genzwert
ist fiir eine tiberall dichte Menge erster Kategorie,
die durch die Vereinigung von _abzihlbar vielen per-
fekten, nirgends dichten Mengen vom Mafie Null ent-
steht, doch wird dort die Null noch Konvergenzwert fiir Punkte
auberhalb dieser Menge sein.

1) Fatou, a. a. O.
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8. Uber das MaB der Punkte, zu deren Konvergenzbereich
ein bestimmter Wert gehort, gibt uns folgender Satz einen teilweisen
Aufschlufi:

Wenn eine einfach zusammenhingende Fliche -
die Umgebung des Nullpunktes hochstens n-mal be-
deckt, so besitzt bei der Abbildung der Fliache auf
den Einheitskreis die Menge der Punkte, fir die die
Null Konvergenzwert (Hauptpunkt) ist, das Ma Null

Tch betrachte die Menge der Punkte der Riemannschen Fliche,
fir die | # | = p. Diese verteilen sich auf abziihlbar viele Querschnitte
bezw. geschlossene Wege der Fliche. Ihnen entsprechen durch
2z=1¢ (w) im Einheitskreis Querschnitte, deren jeder nach dem
Satze auf Seite 36 beiderseits gegen bestimmte Punkte des Einheits-
kreises konvergiert — diese Punkte besitzen die Null nicht zum
Konvergenzwert — bezw. geschlossene Wege, deren Anzahl hoch-
stens # betriigt. Wenn ich mit p gegen Null gehe, so konvergieren
die geschlossenen Wege gegen die v Punkte e, ...w, (v =w), fiur-
die ¢ (2) verschwindet, wihrend die Querschnitte gegen den Kin-
heitskreis konvergieren, d. h. wie klein ich ¢ wihle, so kann ich
p so bestimmen, daf fir die Punkte des Einheitskreises, fiir die
| ¢ (w)| <g, eine der Ungleichungen gilt

fw—w; | <e (i=1,...v), 1—jw|<es.

Wenn ich nun die Abbildung so normiere, dafl keiner der Werte w;
mit dem Nullpunkt zusammenfillt, so kann ich ¢ so klein wahlen,
daff der Nullpunkt auferhalb der durch die vorstehenden Unglei-
chungen bestimmten Gebiete liegt. Ist nun G, das Gebiet des Ein- "
heitskreises, das durch die Querschnitte und jene geschlossenen Wege
bestimmt ist, in dem der Nullpunkt liegt, so ist in diesem Gebiete
| @ (w)|>p und die Punkte des Kinheitskreises I',, die der Beran-
dung von (, angehtren, konnen daher den Nullpunkt nicht als
Konvergenzwert fir ¢ () besitzen. Die Menge I', wird nun .aus:
dem Einheitskreis durch einen Teil obiger Querschnitte ausge=
schnitten.

Die untere Unbestimmtheitsgrenze der Linge der gesamten
Querschnitte fir p =0 ist Null. Bezeichne ich sie nidmlich mit- g;
s0 habe ich, falls ¢ (2) die Umkehrungsfunktion von ¢ (w) ist, -

[[w@retsts [[ vavas={[] w@ledpisf >oren

- el<e lz]<e - lzl<e

Nun ist ff pdpde <mnp?n und ff|cp’(z)|2pdpd<p geht mit p
l21<e 17]<e

gegen Null. Daher kann ich eine Folge von p so wihlen, dab fir
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diese Folge die Liinge der Querschnitte 7, mit g gegen Null geht.
Das Ma$ der I', fiir diese Folge ist nun

>2n—%l9

und da die Punkte von I', den Wert Null nicht als Hauptpunkt
beztiglich ¢ (w) besitzen, so folgt, dab das Mab der Punkte, fir die
die Null Konvergenzwert bezw. Hauptpunkt beziiglich ¢ (w) ist,
gleich Null ist,

Es sei bemerkt, dafi die Riemannsche Fliche Teile
der Umgebung des Nullpunktes unendlich oft iiber-
decken kann, falls nur die Beziehung gilt

f/ﬂpdpdqﬂfkp“’,

12]<o

wobei k eine Konstante und das Integral iiber jene Teile der Rie-
mannschen Fliche erstreckt wird, fur die | 7| <p.

VII. Ausnahmsweisverzweigte Riemannsche Flichen.
Beispiele.
1. Wir haben bisher als ausnahmsverzweigte Flichen jene
bezeichnet, fiir die es drei Stellen ¢, d, ¢ gibt, daB die tiber ihnen
liegenden Stellen — von endlich vielen abgesehen — Windungsstellen

von Ordnungen sind, die um eins vermehrt durch ., 1.4, m, teilbar sind,

1

wobel 1 + — L <{1. Hiebei rechnen wir eine Stelle, tiber
m, " my | om,

der nur endlich viel Stellen der Fliche liegen, gleich einer Windungs-
stelle von der Ordnung oo, also von einer Ordnung, die durch jedes m
teilbar ist. Wir erweitern jetzt die Definition, indem wir auch alle
Flichen als ausnahmsverzweigt bezeichnen, falls es vier bezw.
finf Stellen gibt c, d, ¢, f bezw. ¢, d, e, f, g, dahh die tiber ihnen lie-
genden Stellen — von endlich vielen abgesehen — Windungsstellen
von Ordnungensind, die um eins vermehrt durch Mg, My, M7 bozw.

Meey, May, My My, My teilbar sind, wobei L~{—L--{—i—ll-—1«<2
1,1 ,1 1 1 We  Ma T e My
"TL+ ps - - ~}- Wf—i— ", <3. Es kommen hiebei folgende

Falle in Betracht, die nicht schon unter der fritheren Definition
enthalten sind: '

(1 11 _1_) 1,1

bezw. -

T o w) w T <1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e o) (5 5 5 W)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
55 53320 (% 5 5 3)
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Die Stelle der Schwarzschen Dreiecksfunktionen nehmen dann
Funktionen ein, die wir auf folgende Art erhalten: Wir bilden uns
regulire, einfach zusammenhingende Riemannsche Flichen, deren
Stellen, die tber ¢, d, ¢, f bezw. ¢, d, ¢, f, g liegen, Windungsste® .z
von der Ordnung #i., ma, M, M, bezw. M, Ma, Moy Mysy My
sind. Die Abbildung dieser Flichen erfolgt, wie aus der zugehorigen
Substitutionsgruppe erhellt, auf den Einheitskreis. Wir haben uns
nur von der Moglichkeit so verzweigter, einfach zusammenhingender
regulirer Riemannscher Flichen zu iiberzeugen; da es hiebei auf
die spezielle Lage der Punkte ¢, d, ¢, f, g nicht ankommt, so gehen
wir so vor, daB wir ein Viereck bezw. ein Fiinfeck, dessen Seiten
von Kreishogen gebildet werden, die auf zum EKinheitskreis ortho-

. . . g T ™ ks
gonalen Kreisen liegen und deren Winkel —; —j —; — bezw.
r x0T m ow me Mg Mg My
2y .3 —5— sgind — solche Vierecke bezw. Fiinfecke

Mo Mg M, My Ny,

innerhalb des Einheitskreises lassen sich infolge der Ungleichungen
1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
", +m,;, + m, + mf< 2 bezw. ., +md +1m + n)f+mg <3
stets herstellen — auf die obere Halbebene der z-Ebecne abbilden.
Die zu 2= ® (w) gehorige Riemannsche Fliche tiber der z-Ebene
ist reguldr, - einfach zusammenhingend und besitzt die gewtinschte
Verzweigung in den tiber den vier bezw. fiinf Ecken des Kreis-
vielecks entsprechenden Stellen.

Man kann ibrigens auch noch anders vorgehen. Nehmen wir
z. B. ein Dreieck @, b, ¢ her, dessen Seiten auf zum Einheitskreis
orthogonalen Kreisen liegen und dessen Winkel eine Summe gleich

2=

" bilden. Wir betrachten nun die Nichteuklidischen Drehungen

(Transformationen des Finheitskreises in sich) um 180° um die
Nichteuklidischen Mittelpunkte der Seiten (a, b), (b, ¢), (¢, @). Ordnen
wir die bei der Drehung zur Deckung gelangenden Punkte der
Seiten einander zu, so konnen wir das Dreieck als geschlossene
Riemannsche Fliche vom Geschlechte Null auffassen, auf der also
eine einwertize Funktion z = ® (w) existiert. Die dieser Funktion
entsprechende regulire Riemannsche Fliche uber der z-Ebene ist
einfach zusammenhingend und hat den Verzweigungstypus

(.1_ 11 .l);
97972

2. Mit Hilfe der so konstruierten Funktionen bezw. ihrer Umkeh-
rung w =¥ (2) beweisen wir die unseren fritheren Siitzen iiber aus-
nahmsverzweigte Flichen entsprechenden Satze; denn auf einer einfach
zusammenhsingenden ausnahmsverzweigten Riemannschen Fliche,
deren samtliche iber ¢, d, e, f, (g) liegenden Stellen Windungsstellen
von Ordnungen sind, die um eins vermehrt Vielfache von ., s, .,
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<2 (ptatoet

M, ' Mg ' om,

”'Lf., (my) sind, wobei 7-717—{——1~—|—*1——-|——]-

) . My | M, |

+M+W < 3) ,1st die zu den Exponenten ., mq, m., my, (m,)
. g

und den Punkten ¢, d, ¢, f, (y) gehorige Funktion I (2) eindeutig.

Daraus folgt einmal:

Die irgend einer Umgebung eines isoliert we-
sentlich singuliren Punktes der Funktion &= f(u)
entsprechende Riemannsche Fliche tiber der #2-Ebene
kann nicht ausnahmsverzweigt sein. -

Ist 2= f(w) zwischen und auf den beiden P und ¢
verbindenden Wegen W, und W,, mit Ausnahme von P,
meromorph und liegt in dem vom Hiufungsbereich
von W, 4 W, bestimmten Bereiche ¢ ein Punkt des
Haufungsbereiches des von W, und W, umschlossenen
Gebietes, so kann die Riemannsche Fliche tiber der
z-Ebene nicht derart 3- (4-, 5-)punktig ausnahmsver-
zweigt sein, dafl 2 (3,4) Punkte der Ausnahmsverzwei-
gung in g liegen.

. Die Sitze von VI behalten bei der neuen Definition der Aus-
nahmsverzweigung ihre Gultigkeit.

3. Im folgenden will ich noch zwei Beispiele anfithren, die
in mehrerer Hinsicht ziemlich lehrreich sind und trotz ihrer Rin-
fachheit vielleicht geeignet sind, uns auf Méglichkeiten, die frither
von Painlevé und seiner Schule (Zoretti, Boutroux) zu wenig
beachtet wurden, aufmerksam zu‘machen.

Wir denken uns aus der Ebene die Radien, Vekioren

’ (cp:% 2=, 057'5—;—; #, ¢ teilerfremd, 0<Cq <27r)
heransgenommen, die so hergerichtete Ebene in unendlich vielen
Exemplaren hergestellt. Die Ebenen bezeichnen wir mit den Num-
mern 1, 2, 3,... %, und ehenso geben wir jedem der abzihlbar
vielen Einschnitte einer Ebene eine Nummer 1, 2,...#,... und
zwar so, dall in den verschiedenen Ebenen die einander deckenden
Einschnitte dieselbe Nummer tragen. Ich verbinde nun Blatt 1,
Einschnitt 1 mit Blatt 2, Einschnitt 1 kreuzweise, sodann 1, 2)
mit (3, 2), sodann (1, 3) mit (4, 8), (2, 2) mit ®, 2, 3, 1) mit
(6, 1), (1, 4) mit (7, 4), (2, 3) mit (8, 3), (4, 1) mit (9, 1) und
so fort, indem ich die Einschnitte in der Reihenfolge (1, 1), (1, 2),
2, 1), 1, 3), (22,3, 1),d, 4, 2 3), (3 2), (41)... nehme
und der Folge nach das erste (i, k) der Reihe, das noch nicht ver-
bunden ist, mit dem ersten (j; k) der Reihe verbinde, das dasselbe k
besitzt und noch nicht verbunden ist. Bei jedem Schritt erhalten
wir eine einfach zusammenhingende Fliache und daher ist auch die
reguldre Riemannsche Fliche, die wir durch diesen Prozef erhalten,
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einfach zusammenhéingend. Da sie ausnahmsverzweigt ist (vom Ty-
pus 2,2, 2,2, 2), libt sie sich auf den Kinheitskreis konform - ab-
bilden. Das Bild eines Blattes ist dann ein Fundamentalbereich.

Finem der Einschnitte ¢ = L 2r, 0<r< i entspricht ein Quer-
schnitt des Einheitskreises P, @ P,, wobei P,, P, auf dem Kinheits-
kreis liegen, withrend @ dem Punkte ¢ = L 9xr= 1 entspricht.

Der Ubergang von dem einen Blatt zu dem anderen Blatt, die lings
dieses Einschnittes zusammenhiingen, liefert uns eine nichteuklidische
Drehung des Einheitskreises um den Punkt @ um 180°, wobel PoQ
in P,Q ibergeht. P, P, und ¢ liegen daher auf einem zum Ein-
heitskreis orthogonalen Kreis und P; ist von P, verschieden. Krsetze
ich jeden der Querschnitte P, @ P, durch den Orthogonalkreis P, @ P,
so erhalte ich wieder einen Fundamentalbereich I'. Die Begrenzung
dieses Fundamentalbereiches hat mit dem Einheitskreise eine per-
fekte, nirgends dichte Punktmenge M gemein. Wenn sich ein Punkt
im Fundamentalbereich einem Punkte von M nahert, nithert sich
der entsprechende Punkt 2 in der dem neuen Fundamentalbereich
entsprechend aufgeschnittenen ¢-Ebene B dem Punkte 0. Mit Hilfe
der Ungleichung :

{ /nlt!»’(-Z)tpd{»dqﬂ\)zs_/f!"{@)lzpdr»dcpf./"pdpd%

wobei ¥ (:) =« die Abbildungsfunktion ist, die I auf den Fun-
damentalbereich I' abbildet und die Doppelintegrale tiber die Punkte
| 2| <p von B erstreckt sind, weisen wir wieder nach, dal M das
Mafl O besitzt. Wir brauchen nur za beachten, daff die Projektion
der Punktmenge der w-Ebene, die den Punkten |z|=p in B ent-
spricht, vom Nullpunkte aus auf den Finheitskreis M enthiilt, falls
der Nullpunkt, was wir ja annchmen kénnen, innerer Punkt des
Fundamentalberciches ist. An den Fundamentalbereich schliefit sich
léngs jedes der begrenzenden Kreise ein neuer Fundamentalbereich,
den man durch eine nichteuklidische Drehung um 180° um einen
Punkt ¢ des Fundamentalbereiches erhilt. Daraus erkennt man,
dab die Funktion f(w), die als einzigen Konvergenz-
wert den Wert O besitzt, diesen Wert in einer iberall
dichten Menge erster Kategorie vom Mafie 0, die aus
der Vereinigung von abzihlbar vielen perfekten, nir-
gends dichten Mengen besteht, als Konvergenzwert
besitzt, und zwar endet das Bild jedes Einschnittes der Riemann-
schen' Flache, der nur endlich' viel Blitter B der Riemannschen
Fléiche durchsetzt, in einem Punkte dieser Menge. Fs gibt aber
auch noch andere Punkte des Einheitskreises, fiir die die. 0 Kon-
“vergenzwert von f(w) ist. Der entsprechende Finschnitt auf der
Riemannschen Fliche muf dann natiirlich unendlich viele Blétter B
durchsetzen. Einen solchen Punkt erhalten wir folgendermafen:
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Wir nehmen eine Folge von Punkten @; an: ¢, = & 2my o= —1—’;

¥ Qz

bei der die ¢; und », gegen 0 gehen, und nehmen dann einen Ein-
schnitt der Riemannschen Fliche, der gegen # =0 konvergiert und
dessen Projektion mit jedem der den Punkten ¢, entsprechenden
Berandungen von B einen Punkt gemein hat und nur mit diesen.
Das Bild dieses Weges liefert den gewtinschten Punkt. Wir erhalten
diesen Punkt auch als Grenzpunkt der ineinandergeschachtelten
Kreisbogen, die von den zu den vom Bilde unseres Weges durch-
schnittenen Orthogonalkreisen der Einteilung des Einheitskreises in
Fundamentalbereiche ausgeschnitten werden. Welches MaB besitzt
nun die Menge der Punkte, zu denen die 0 als Konvergenzwert
gehort?

4. Nehmen wir sodann von dem Gebiete | 2 | << 1 alle Strecken
weg': @:4.21:, 1—-}1—§r<1 (p, q teilerfremd, 0 << ¢ < 2m),
stellen wir uns dieses Gebiet in unendlich vielen Exemplaren her
und bilden wir uns daraus in der beim vorigen Beispiel erliuterten
Art eine reguliire, einfach zusammenhiingende Fliche her, so kinnen
wir diese wieder auf den Einheitskreis abbilden. Den Fundamental-
bereich kinnen wir wieder von Orthogonalkreisen des Einheitskreises
begrenzt denken. Die Berandung des Fundamentalbereiches hat mit
der Peripherie des Einheitskreises eine perfekte, nirgends dichte Punkt-
menge gemein, die wahrscheinlich ein von 0 verschiedenes Mal besitzt.
Jedenfalls konvergiert nach dem Fatouschen Satze die Abbildungs-
funktion fast tiberall auf den Einheitskreis fiir jeden in einen Punkt
miindenden Kinschnitt des Kinheitskreises, der den Einheitskreis —
Im weiteren Sinne — nicht berithrt. Dieses Beispiel zeigt, wie eine
einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche beschaffen sein kann,
die einen Teil der Ebene nicht bedeckt, ohne daf sich ein in einer
Ebene liegendes Stick der Riemannschen Fliche angeben liefie, das
durch einen Querschnitt g bestimmt und dessen Begrenzung nur
teilweise von ¢ gebildet wird.?)

Nachtrag: Nach vollstindiger Fertigstellung vorliegender
Arbeit wurde mir von Herrn G. Mittag-Leffler mitgeteilt, da
einige der von mir enthaltenen Resultate bereits in zwei withrend des
Krieges erschienenen Arbeiten von Felix Iverson: Recherches
sur les fonetions inverses des fonetions meromorphes, Thése Helsing-
fors 1914; Sur quelques propriétés des fonctions monogénes au
voisinage d'un point singulier, Ofversigt af Finska Vetenskaps-

!) Ein solches Beispiel gibt iibrigens auch Zoretti (a. a. O, S.112). Den
Einheitskreis aber als ,coupure pour une branche“ zu bezeichnen, halte ich nicht
fiir zweckmiiBig, ebensowenig die Bezeichnung der reellen Achse als singuldrer
Linie der Funktion im zwei'ten Beispiel,
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Societens Forhandlincer, Bd LVIT, Afd A, Na 2, 1916, enthalten
gind. Die mir dureh i v she Grite des Herrn Mittag- Leffler
ermiglichte Eins lese Arbeiten hat mi iot, dall
der Satz von 11, D e K ri}, und
der rach den Angalen «t von H, Lindelsf
aufgestellte Sutz v, ¥ Pieardschen Satres),
in diesen Arbeiten en ut, dalh sich
die Sdtze V, 3, und V 7 ond 12
der zweiten Arbelt vin o nicht so
ihre Ausdehnung sut

[Die Ablettung

e

)-
der Sitze von Vst
iibrigens von mir i v ganz vorschiedenen
Art vorgenommen woi 0 vin mir gegebene
Ableitung von V, 2 aut M iicin der Putenziehentheorie.




