
l~ber die "Singularitf~ten analytischer Funktionen. 
Von Wilhehn GroB in Wien. 

Die Singularitaten analytischer Funktionen bilden den Gege~- 
stand zahlreicher Arbeiten und ihr Studium ist in gewissen Richtungen 
bereits welt gediehen. So ist die Theorie der ganzen Fanktionon im 
Grunde die Theorie des isolierten wesentlich singularen Punktes and 
so stehen viele der Arbeiten tiber das Verhalten einer Potenzreihe 
am Konvergenzkreise in mehr oder minder nahem Zusammenhang 
mit dem Studium der dortselbst befindlichen singularen Punkte. 

Durch die Arbeiten zur Uniformisierung bezw. zur konformen 
Abbildung der atlgemeinsten einfach zusammenhangenden Bereiche 
wurden neue MSgllchkeiteu erschlossen~ in gewissen F~llen die Natur 
der auftretenden Singularitaten n~her zu untersuchen und der Weg 
hiezu wurde bereits yon S t u d y~ 1) vor allem aber yon C a r a t h 6 o- 
d o r y  "2) und yon K o e b e  ~) selbst angebahnt in ihren Arbeiten tiber 
die Randzuordnung bei der unverzweigten Fundamentalabbildung 
schlichter Bereiche. NatUrlich ist dies erst ein Anfang und eine 
ganze Reihe wichtiger Fragen harren noch ihrer Erledigung. 

Auch vorliegende Arbeit sucht einiges zur Untersuchung der 
Singularitaten analytischer Funktionen beizutragen dutch das Studium 
der einfach zusammenhangenden Riemannschen Flachen tiber der 
z-Ebene und der ihnen zugehSrigen Fundamentaluniformisierenden~ 
so dab diese Arbeit in gewisser Hinsicht auch als ,,Beitr~ge zur 
Topologie der einfach zusammenh~ngenden Riemannschen Flachen" 
betitelt werden kSnnte. Die Verwertbarkeit dieser Untersuchungen 
fur den allgemeinen Fal l  liegt darin, dab falls ein an einen Punkt /> 
heranreichendes~ eint~ch zusammenhangendes Gebiet G angegeben 
werden kann~ innerhalb der f (w) meromorph ist~ das Verhalten yon 
f (w) i~ der Umgebung yon iP innerhalb yon G in gewisser Be- 
ziehung analog ist dem Verhalten einer innerhalb des Einheitskreises 
meromorphen Funktion in der ~ahe eines Punktes des Randes und 

1) S t u d y ,  Vorlesungen fiber ausgew~,lhlte Gegenst~mde der Geometrlo. 
Zweites Heft. B.O. Teubner, ..1913. 

~) C a r a t h g o d o r y ,  , U b e r  die :gegenseitige Beziehung der Rander" usw., 
, ~be r  die Begrenzung einfach zusammenhiingender Geblete", Math. Ann. LXXIIL 
S. 305 bezw. 323. 1913. 

8) K o e b e, ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung". L Journal 
f. Math. 145. S. 177. 1914. II. Acta math. 40. S. 251. 1916. 



4 Wilhelm Grog. 

daft sieh H~tufungsbereich~ Wertbereieh und Konvergenzbereieh ant- 
spreehend definieren lagt. Ferner kann man bei manchen Fragen 
eine Funktion~ deren Riemannsehe Fl~che B mehrfaeh zusammen- 
hangend is b als Funktion auf einer unverzweigten einfaeh zusammen- 
h/~ngenden Riemannsehen Fla(~he betrachten. 

Von den angewandten Methoden sei die Konstruktion der 
Funktionen mit Hill? der Riemannschen Fl~che sowie die Verwen- 
dung der Schwarzsehen Ungleichung 

hervorgehohen. 
Von Resultaten erwahne ich den Satz~ dag jeder Stern der 

Umkehrungsfunktion elner eindeutigen Funktion mit einer einzigen 
singul/~ren Stelle die Ebene ,fast" ganz bedeekt, den zNachweis der 
Existenz einer im endliehen meromorphen Funktion~ die auf jedem 
ins Unen/]liche gehenden We~" die ganze Ebene approximiert, soda,nn 
die Satze tiber Wertebereieh, Hiulfungsbereich einer Funktion be- 
zt~g'lich eines Punktes. Besonderes Interesse beanspruchen die Ver- 
a.llgemeinerungen des Pieardsehen Theorems. Es sei noeh hingewiesen 
aui" die beiden Verallgemeinerm~gen eines Sehwarz~hen Satzes~ deren 
erste die Frage naeh der Randzuordnung" bei der Fundamental- 
abbildung ~,ausnahrnsverzweigter ~: Riemannseher Fl~tehen einigermal~cn 
beantworten 1M3t, w~hrend die zweite mit einern weiteren Satze einen 
Beitrag zur Frage naeh der Punktmenge liefer L zu deren Konvergenz- 
bereieh ein bestimmter Weft gehSrt. Die bier erhaltenen Teilresultate 
lassen allerdings den Wunseh naeh einer allgemeinen Beautwertunff 
dieser Frage desto dringender erseheinen. 

1. D e r  Begriff der Riemannsehen Mannigfaltigkeit. 

1. Eine zweidimensionale zusammenh/~ngende Mannigfaltigkeit J) 
bezeiehnen wit als R i e m a n n s e h e  M a n n i g f a l t i g k e i t ,  wenn 
in ihr ilberalt ein Winkelmal3 derart fest~elegt ist, dal] es m0glich 
ist~ eine Um~-ebung jeder Stelle s) der Fl/iehe konfbrm auf das 
Innere eines Kreises der z-Ebene ~bzubilden3) Damit ist es mSglieh, 
den Begriff der analytischen Funktion a nf der Flaehe aufzustellen, 
indem wit das Verhalten einer Funktion auf der Flaehe nach dem 
Verhalten der ubertragenen Funktiort im Bildkreise der .z-Ebene 
beurteilen. 

2. Eine Riemannsehe Fl~tehe sei nun so besehaffen, dal~ die 
Umgebung jedes ihrer Punkte in einer mit tier .~-Ebene gleieh- 
liegenden Ebene liegt~ bezw. die Umgebung des Verzweigungspunktes 

1) Fiir die bier auftretenden Begriffe vorgleiehe das aasgezeichnete Bueh 
yon Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache. B. G. Teubner, Leipzig 1913. 

2) Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit ist ja innerer Punkt. 
a) Vgl. hiezu K oeb e, Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildunff. 

III. Journ. f. reine u. angew. Math. 147. S. f;7 ft. 1917. 
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einer n-blattrigen Windungsfl~tehe tiber der ,z-Ebene bildet, so dat~ 
sich die an einer Stelle der Flache regul~tren Funktionen als ganze 

1 
Potenzreihen naeh den ortsuniformisJerenden Variabeln z- -z0~ ~,, 

.'1) 7- bezw. (z - -  ,zo)ff ~ ( z  .... darste]len. Die Bedeutung dieser Ri  e m a n  n- 

s e h e n  F l a e h e n  t i b e r  d e r  z - E b e n e  liegt darin~ dag wir un- 
mittelbar zu ihnen kommen, wenn wir aus einem Funktionselement 
der z-Ebene dureh a nalytisehe Fortsetzung das zugehOrige analytische 
Gebilde herstelten. Die Funktion ist auf der zagehOrigen Riemann- 
sehen FF~tche eindeutig'. Bezeichnen wit den Punkt der z-Eben% tiber 
dem der Punkt P der Riemannschen Flaehe  liegt, als Prqjektion 
des Punktes P,  so gibt uns die Projektion der Riemannsehen Fls(.he 
den E x i s t e n z b e r e i e h  d e r  F u n k t i o n  in d e r  , , : -Ebene ,  ~) 
wahrend die Projektion der Riemannschen Fliieh% die zur Um- 
kehrunffsfunktion gehOrt~ den ~ V e r t e b e r e i c h  d e r  F u n k t i ~ ) n  
liefert, d .h .  die Gesamtheit jener Wert% die die Funktion a nnimmt. 

3. Jede Riemannsche F]~tehe list zusammenh~tngend~ d. h. zwi- 
schel~ je zwei ihrer Punkte l~il~t sieh eine endliehe Anzahl y o n  
Punkten der Fl~tehe derart einschalten, da[~ die passend gew~thlten 
Umgebungen zweier aufeiImnder folgender Punkte einen Teil gemein 
haben. Naeh der beim analytischen Gebilde gebr~mehliehen Sehlug- 
weise s) sehliefJen wir daraus eimn~,]~ da man als Zwiseheuschalt- 
punkte stets neue Punkte mit rationalem ,;' verwe,lden kann: dat~ 
tiber einem Punkte der z-Ebene nut  abz~thlbar viel Punkte der 
Riemannsehen Fl~iehe ]iegen, ferner, dal3 jeder Punkt  der Flache 
in den passend bestimmten Umgebungen yon abzahlbar vielen ge- 
eignet gewahlten Fl~tehenpunkten liegt. Di,e R i e m a n n s e h e  
F l a e h e  i s t  d a h e r  e i n e  c l - k o m p a k t e  3 l e n g e .  ~) 

4. Als H ~ u f u n g s p u n k t  einer Punktmenge der Fl~tehe be- 
zeiehnen wit einen Punkt, tier in jeder Umgebung unendlieh viol 
Punkte der Menge liegen hat. l)a jede abgesehlossene kompakte ~) 
Menge auf der Flaehe in den Umgebm:lgen yon endlieh viel Punkten 
enthalten is L so k6nnen wir nach dem Verhalten der t'tbe~ragenen 
Mengen in den Bildkreisen J o r d a n k u r v e n  und a n a t y t i s c h e  
L i n i e n auf der ~ lache definieren. Als Q u e r s e h n i t t der 1~ lac ~e 
wollen wir jede Punktmenge der Fl~tehe bezeiehnem die sigh als 
eineindeutiges stetiges Bild der Strecke 0 ~ t ~ 1 auffhsseu liil3t~ 
wenn die den Teilen 0 < t  < t I bezw. t,  2 < t  < 1 entspre(;henden 
Mengen ftir t 1 -~-0 bezw. t 2 ~ 1 keinen H~Jufungspunkt auf dec 

1) Als ,natiirliehen" Existenzbereich der Funktion kSnnen wir hingegen 
die zu~eh~irige Riemannsche Fl~che selbst ansehen. 

"u) P o i n c a r ( ,  Rend. di Palermo. II. S. 197. 1888. S. auch V i v a n t i ,  
ebenda~ S. 135, 150 und V o l t e r r a ,  Atti d. r. a. dei Lincei, ser, 4. IV,.,. 
S. 355. 1888. 

a) W i l h .  Groin, Zur Theorie de r  Meng'en, in denen ein Distanzbegriff 
definiert ist. Wien. Sitzber. CXXIIL S. 801. 1914. 

4) Kompakt heifit eine Menge~ wenn jede unendliehe Teilmenge mindestens 
einen Haufungspunkt besitzt. 
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Flache hesitzen~ als E i n s c h n i t t  der Flaeha hingegen jedcs ain- 
eindeutige Bild der Streake 0 < t < 1~ wenn die dan Teilen t o < t  < 1 
entsprechenden ]~Iengen far  t 0-~,- 1 keinen Hiiufungspunkt auf der 
Flltehe besitzen. 

Zerfallt eine Flache durch jeden Quersehnitt in zwei getrennte 
Teile, so bezeiehnen wir sie als e i n fa  c h z u s a m m e n h a n g e n d 
Mit diesen Flachen wollen wir uns jetzt naher beschaftigen. 

!!. Die einfach zusammenMingenden  Riemannsehen FRichen. 
Die Umkehrungsfunkt ionen der im Endlichen meromorphen  

Funktionen.  

1. Durch die Arbeiten yon P o i n e a r 6  ~) und K o e b e  ~) wissen 
wir I daft jede einfach zusammenh~mgende Riemannsche Flaehe kon- 
form abgebildet werden kann entweder auf die voile Ebene - -  in 
diesem Falle ist die Riemannsche Flitehe gesehlossen~ d .h .  eine 
abgeschlossen% kompakte 5{enge. Jade unendliahe Menge hat  auf 
der Fl~ehe mindestens einen Hitufungspunkt. - -  oder auf die punk- 
tierte Ebene oder auf den Einheitskreis. 

Im ersten der beiden letztgenannten F~ille ist die Abbildungs- 
funktion der Riemannschen Fl'~ehe Uber der ,>Ebene z=f(w) eine 
eindeutige analytisahe Funktion~ die in der ~Jv-Ebene einen einzigen 
wesentlich singul~en Punkt besitzt, und wir kSnnen daher unsere 
Riemannsche Fache der Umkehrungsfunktion einer im Endlichcn 
iiberall meromorphen Funktion zugeh6rig betrachten. Das Picardsche 
Theorem 3) bezw. se!ne Verallgemeinerung dur.ch C ~ r a t h e o d o r y~) 
zelgt uns folgendes Verhalten dcr Flaahe : U b e r j e d e r S t e 11 e 
d e r  , z - E b e n %  z w e i  S t e l l e n  h S c h s t a n s  a u s g e n o m m e n ~  
l i e g e n  u n e n d l i a h  v i e l  S t e l l e n .  d e r  R i e m a n n s a h e n  
F1 / t c he .  Es  k a n n  n i a h t  d r e i  S t e l l e n  a~,a~ u n d  a3 g a b e n  
d e r a r t ~  dal3 d i e  t i b e r  i h n e n  l i e g e n d e n  S t e l l c n -  y o n  
e n d l i a h  v i e l e n  a b g e s e h e n  - -  W i n d u n g s s t e l l e n  y o n  
e i n a r  O r d n u n g  sind~ d ie ,  w a r m  d i e  S t e l l e  t i b e r  a,: l i e g t ,  

durah~,:-- l tei lbarist ,  wobei 1____}_ 1 + ~ < 1 .  Hiebei 
r e a h n e n  w i r  e i n e  < t e l l %  t i b e r  d e r  n u t  e n d l i e h  v i e l  
S t e l l e n  de  r F l i t c h e  l i e g e n ,  g l e i c h  e i n e r  W i n d u n g s -  
s t e l l e  y o n  d e r  O r d n . u n g  m = c x ~ .  Nattirlich stecken hinter 
diesem Verhalten viel tiefer liegende topologisehe Tatsachen. 

1) P o i n e a r d ,  Sat  l 'unlformisation des fonetions analytiques. Act. math. 
Bcl. 31. S. 1. 1907. 

") K o e b e, U'ber die Uniformisiertmg beliebiger analytischer Kurven. Erste 
und zweite 3Iitteilung. GStt. Naehr. S. 191 u. 633. 1907. 

a) P i e a r d ,  ~Ieinoire s. 1. fonctlons entidres. Ann. de l'ec. norm. sup. 1880. 
s. 1~5, 

4) C a r a t h e o d o r y ,  Sur quehlues geuerallsations du theoreme de M. Pieard. 
C. R. CXLI. S. 1213. 1905. 
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2. Normieren wir nun die Abbildung so, daf~ wir den Aus- 
nahmspunkt der w-Ebene ins Unendliche werf~n. Jedem Einschnitt 
der Fl~tche entsprieht ein Einsr der punktierten Bfldebene und 
umgekehrt. E sei ein Einschnitt 'der w-Ebene. Ich betrachte jotzt 
die Projektion des entsprochenden Einschnittes der Riemannschen 
Fl/~che auf die z-Ebene. Die den Teilen t o < t < 1 entsprechende 
~Ienge machen wir abgesehlossen 1) und bilden den Durchschnitt 
dieser Mengen fur t o - ~  1. Diese Menge bezeichnen wir als H au-  
f u n g s b e r e i c h  d e s E i n s e h n i t t e s E  b e z t i g l i c h  j (w) .  J e d e r  
H ~ t u f u n g ' s b e r e i c h  e i n e s  E i n s c h n i t t e s  i s t  e i u e  z u s a m -  
m e n h ~ t n g e n d e  a b g e s e h l o s s o n e  ~ [ e n g e .  ]m allgemeinen sind 
bei einer gegebenen Funktion f ( w )  diese Mengen gewissen Ein- 
schrankungen unterworfen. , } e d e n f a l l s  t r i t t  a b e r  u n t e r  
i h n e -  s t e t s ,  d i e  g a n z e  E b o u e  auf .  'z) Es s o i t h , p , ~ . . . t  9 . . . . .  
eine abzahlbare Menge yon Werten~ so daft jede komplexe Zahl 
als Grenzwert einer Teilmenge erhalten werden kann. Sie sell 
0bendrein die etwaigen zwei Ausnahmswerte z~  z, 2 nicht enthalten~ 
ftir die die Gleiohung f ( w ) =  z nur  endlich viele LOsungen ftir w 
gibt. Daraus bilde ich mir eine Reihe: in der jeder Wert  p~ un- 
endlich oft auftritt: 

])1~ ~)2' Pip ~)2~ P39 Pl~ P2~ P3~ P49 ~)1~ . . . .  ' 

Ich kann nun eine Reihe yon Punkten .wl~ w~ . . .  in der w-Ebene 
so wahlen, dal~ t w~ l >  i~*~-~ i und dal~ f (wk) den /~t~. Wert  obiger 
Reihe annimmt. Ich kann mir dann einen Einschnitt der w-Ebene 
herstellen, der durch alle Punkte wl~ w,2~.., hindurchgeht~ z .B.  
mit Hilfe yon KreisbSgen und Geradenstucken. Dieser Einschnitt 
besitzt als H~tufungsbereich die ganze Ebene. 

3. Besteht der Hi~ufungsbereich des Einschnittes aus einem 
einzigen Punkt, so bezeichnen wit ihn als K o n v e r g e n z w e r t 
d e r  F u n k t i o n  f ( w )  im P u n k t e  c~. Die Gesamtheit aller 
Konvergenzwerte ist die K o n v e r g e n z m e n g e  d e s  P u n k t e s  
b e z ti g I i c h d e r F u n k t i o n f (w). Die Konvergenzmenge kann 
leer sein~ so die Konvergenzmenge beziiglich der Weierstra~lschen 
Funktion p (w). sin w hat den einzigen Konvergenzwert cx)~ e ~~ dis 
Konvergeuzwerte 0~ 0% e '~': die Konvergenzwerte 0~ 1~ c~. S i r e  ~) 
hat ein Beispiel angegeben~ das zeigt; dai~ die K o n v e r g e n z m e n g e 
d i e  M i i e h t i g k e i t  d e s  K o n t i n u u m s  h a b e n  k a n n .  

4. Wit  greifen nun irgend eine Stelle P : z  o der Riemannscheu 
Fl~tche heraus: die keine Windungsstelle ist. Lege ich eine Gerade 
durch P, so will ich sagen i alle endlichen Punkte  der Geraden~ 
die der Flache angehSren und nicht Wdndungsstellen sind~ geh(iren 

1) Im Sinne de r  Fanktionentheorie~ we wit das Unendlichferne als Punkt 
betrachten. 

~ Siehe Z o r e t t i ,  Ler s. 1. prolongement analytique. Gauthier-Villars 
I911.  S. 102. 

a) S i re ,  Sur la puissance de l'ensemble des points singuliers transeendants 
des tbnctions inverses des f0nctions entieres. Bull. d. 1. soc. math. de l~rance. 
XLI. S. 14~. 1913. 
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dem P zugeordneten S t e r n e  1) zu, falls alle Punkte, die auf der 
Geraden zwischen ihnen und P liegen, .dieselbe Beschaffenheit auf- 
weisen. GehSrt yon einem solehen Halbstrahl nur ein endlicbes 
Stock dem Sterne an, so ist der erste Punkt~ der dem Sterne nieht 
angehSrt, e n t w e d e r  e in  W i n d u n g s p u n k t  o d e r  er  z / i h l t  
zu  d e n  K o n v e r g e n z w e r t e n  d e r  F u n k t i o n  f(w)+ d e n n  
d e r  H a l b s t r a h ]  l i e f e r t  d a n n  e i n e n  E i n s c h n i t t  d e r  
R i e m a n n s e h e n  F l~ tche .  Da jede Riemannsche Fl~che nur ab- 
7A~hlbar viele Windungsstellen enthalt - -  eine Windungsstelle kann 
ja  nicht H~tufungspunkt you Windungsstellen sein - - ,  s o ' g  e h (i r e n 
e i n e m  S t e r n e  a u c h  n u r  a b z t t h l b a r  v i e l e  S t r a h l e n  an+ 
(l ie y o n  W i n d u n g s s t e l l e n  b e g r e n z t  w e r d e n .  DemSterne 
gehSrt kein H~tufhngspunkt von Windungsstellen an. Wir normieren 
jetzt die Abbildtmg" der Riemannschen Flache so, dal~ der wesent]ich 
singuli*re Punkt der u,~-Lbene nach w 1 0 kommt und wir trans- 
formieren dureh eine lineare Substitution die ~-l~bene so, {lal~ unser 
Stern in ein Gebiet G der q-Ebene tibergeht~ dem der unen(lli(;h 

(~ ferne Punkt a,|geh6rt. Das Jeradenbtische] dutch den Punkt P 
geht tiber in ein Kreisboschel dureh die den Punkten P und 
entsprechenden Punkte P und ~) der q-Ebene. Dutch die Abbildungs- 
funktion &-----T (%) geht G "in sin einfsch zusammenhangendes 
Gebiet der %-Ebene , fiber. Ls sei nun �9 (v) jeneP ~]'eil yon ('* 
ftir den !w~ 1 ~ r "  Das Ma~ von G* 09 ist nattir]ich ~ r~r , .  Im 
Sterne entspreche G* (r) die Menge () (,J'), deren Mal$ gegcben wird 
dutch das Integral 

= (1)  

~e+'b+'~ 04") 

J (G(r)) geht &her  ,nit J(G*(r)) ,  d.h .  mit r gegen Null. Jener 
Menge 7* (p) yon G% die dem Kreise { % i =  ? angehi~rt, entspricht 
eine Menge 7 (P) yon G~ deren lineares ]~lal3~)~ fills es (mdlich ist~ 
gegeben wird dutch das Integral 

1) M i t t a g -  L e f f l  e r~ An en generaliseril)g of potensserien, Stockh. (}fv. 55. 
S. 135. 1898. - -  Sur ]a representation analytlque d 'nne branche uniforme d'une 
fonetion monogene (premi6re note). Act. math. 23. S. 43. 1900. 

2)  7 (P) besteht aus einer abzithlbaren Zahl von Querschnitten des Sternes. 
Ist  der einem Querschnitte entsprechende Tell yon "(~ (p) gegeben dutch % < T < %,; 

so ist der Tell, dora die Parameterwerte ,~1 <~:~1 < ~ <,,~: < %  entsprechen, als 

qoz 
analytische .Linie rektifizierbar und ]tat das Ma[,~ / i 7 ' (u '0  ! ,~" d ~ .  Wir ordnen 

~f.a eft 
daher dem Quersehnitt das Mag./{ ',,9~(,+,~)1 p d T nnd der Menge -{(p) das Ma~ 

' (Pt 
j +  ,~'(++,~)]pd+ zu. Dies entspricht dem llnearen Marl yon C a r a t h ~ + o d o r y  

7* (~)) 
(~ber  das ]ineare Marl yon Punktmengen. GStt. Naehr. 1914. S. 404 ft.). 
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j ~,(w,)i9 J~. (2) 
~'* (e) 

Nun gilt die Ungleichung 

v* (,) u~ (,.) a,q~) (3) 

Das Doppelintegral links k~mn ieh aber aueh als iteriertes Integral 

auffassen. W~re nun lira [I ~'(uq)!r, J d ~ = g > O ,  so w~tre 
- ; '~ ' (9)  

t i r  I ,~ ap a~ > a , .  (4) 

Die~ ab~r wiaerspricht d e r  Ungleiehung (3), da J(G(r)) mit r 
gegen Null geht, 

Gehen wir jetzt zum Sterne tiber der z-Ebene zurtiek. Es sei 
~' (9; 1l) der Teil .jener Meng% die ~7(p) entsprieht~ ftir den 
] z - - z o i ~  li. Erslehtheh ist auch bei festgehaltenem R 

li_m J (,r (9, R)) = 0 '  
~ o = - 0  

Nun trifft jeder Strahl des Sternes, der in einem Punkte 

I ~ - -  z0 I < Ig~ endet~ der kein Windungspunkt isg -~ (9~ R) fur 
jedes p. Bedenken wir, daft eine gewisse Umgebung des Punktes P 
ganz dem Sterne angehsrt~ und messen wit eine Menge yon Strahlen 
mit dem Mage der Punktmenge, in tier der Einheitskreis um 20 
yon der Strahlenmenge getroffen wird; so Jst das Malt der Menge 
tier oben erwi~hnten Strahlen 

~ 0~) _< ,,, J (-r (9,10), 

sobald 9 so klein ist, dal~ 7 (9, tg) eine bestimmte Umgebung des 
Punktes P i}ei l~tl~t, m i s t  hiebei eine numerische Konstante, die 
nut  yon der GrSlte dieser Umgebung abhangt. Daraus folgt abet 

~/[ (~') = 0. 
Wir kSnnen bier mit .li gegen unendlieh gehen. Da die Windungs- 
punkte nur eine abz/thlbare Menge bilden~, so iblgt~ dag die M e n g e 
d e r  S t r a h l e n  d e s  S t e r n e %  d i e  in  e i n e m  e n d l i c h e n  
P u n k t e  e n d i g e n ~  d a s  I~Ialt Iqu l l  b e s i t z t .  D e r  S t e r n  be-  
d e e k t  d i e  g a n z e  E b e n e  m i t  A n s n a h m e  e i n e r  - -  im 
S i n n e  d e r  F u n k t i o n e n t h e o r i e  - -  a b g e s e h l o s s e n e n  
N u ] l m e n g e .  
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5. Eine unmittelbare Folgerung hievon ist, dais j e d e r A u s- 
n a h m s w e r t ~  d. h. jeder Wert, den die Funktion auslagt oder 
nur endlich vielmal annimmt~ e in  K o n v e r g e n z w e r t  ist. Denn 
transi~.mieren wir unsere Funktion linear~ dag der betrachtete Aus- 
nahmswert fur die transtbrmierte Funktion in den Wert unendlich 
ttbergeht~ so erkennen wir aus obigem Satze sofort die MSglichkeit, 
Einschnitte der Riemannschen Fl~tc'~ae zu bilden~ die im Punkte un- 
endlieh enden. Entspreehend folgt der Satz : B e s i t z t d i e G 1 e i- 
c h u n g  f (w) - -  R (w) ~ O, w o r i n  l l ( w )  e i n e  r a t i o n a l e  
F u n k t i o n  yon  w bedeute t~  k e i n e  o d e r  n u r  e n d l i e h  
v i e l e  LSsungen~  so b e s i t z t  f(w) den  K o n v e r g e n z w e r t  
lira R (w). 

6. Nimmt man aus der Riemannsehen Flaehe die Windungs- 
punkte weg~ so l ~ t  sich die tiberbleibende Punktmenge durch die 
passend bestimmten Umgebungen abzithlbar vieler entsprechend ge- 

�9 wahlter ihrer Punkte vollst~tndig bedeeken; daher gehSrt auch jeder 
Punkt der Flgeh% mit Ausnahme der abzahlbar vielen Windungs- 
punkt% mindestens einem der Sterne an~ die zu jeuen abzahlbar 
vielen Punkten M gehSren. Ich kann es dabei so einriehten~ da~ 
durch diese Punkte jeder Punkt der Flaehe approximiert wird. 
Es sei nun iv ein Punkt der z-Ebene, fiber dem in jedem dieser 
Sterne ein dem betreffenden Stern angehSriger Punkt lie~. Solehe 
Punkte mul~ es geben: denn die Projektion aller Ausnahmsstrahlen, 
die den gewahl~en Sternen nicht angehsren~ besltzt als Sunlme roll 
abz~thlbar vielen Nullmengen das Mal~ Null. Uber N liegen nattlrlieh 
unendlieh viel Punkte der Riemannsehen Fl~tche. Von den  zu 
d i e s e n  P u n k t e n  g e h S r i g e n  S t e r n o n  v w i r d  j e d e  Um- 
g e b u n g  i r g c n d  e i n e s  P u n k t e s  d e r  F l~ tche  t t b e r a l l  
d i e h t  b e d e e k t .  Nehme ich die Umgebung irgend eines Punktes 
der Flitehe her~ so bilden die Punkt% die keinem dieser Sterne 
angehSren, eine nirgends dichte abgesehlossene Meng% denn die 
Punkte yon M liegen tiberall dicht und jeder Punkt yon M gehSrt 
einem Sterne ~ an. Dadurch ist es mSglieh~ aus den Sternen (lie 
Riemannsehe Fl~tehe zusammenzusetzen und sich so einigerma~en 
tiber ihren Aufb~m zu orieutieren. 

7 .  Die Konvergenzwerte k6nnen wir jetzt in bezug auf M 
in zwei Klassen einteilen, je naehdem~ ob es einen den Konvergenz- 
wert bestimmenden Einschnitt gibt~ der vollst~tndig in endlich vielen 
der zu M gehSrigen Sterne enthalten ist oder nicht. Die  K o n- 
v e r g e n z w e r t e  d e r  e r s t e n  K l a s s e  b i l d e n  e i n e  Null-  
m enge.  Denn sie liegen auf den Ausnahmestrahlen der zu M ge- 
hSrigen Sterne und eine abz~thlbare Menge yon Nulhneugen ist 
selbst eine Nullmenge. 

Der vorstehende Satz gilt, wenn wir die Klasseneinteilung 
auf die Sterne tiber dem Punkt iV basieren~ je naehdem, ob es einen 
den Konvergenzwert bestimmenden Einschnitt gibt, d e r n u r  mit 
endlich vielen dleser Sterne Punkte" gemein hat oder nicht. 
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8. Es sei uns jetzt ein zusammenht~ngender Tell der Riemann- 
schen Flgche gegeben, durch den die z-Ebene ht~chstens n-ma! be- 
deckt wird: Es ist leicht ersichtlich, was man hier unter der Be- 
randung dieses ~lachentelles zu verstehen hat. Wir haben dann 
den Satz: I s t  e in  d i e  E b e n e  h S e h s t e n s  n - m a l  b e d e c k e n -  
d e r T e i l  d e r  R i e m a n n s c h e n  Fl tLche  so b e s c h a f f e n ~  daft 
s i ch  d ie  P r o j e k t i o n  s e i n e r  B e r a n d u n g  aus  e i n e r  end-  
l i c h e n  A n z a h l  v o n  r e k t i f i z i e r b a r e n  J o r d a n k u r v e n  t) 
z u s a m m e n s e t z e n  lgfit, so l i e f e r n  d ie  d i e s e m T e i l e g a n z  
a n g e h ~ r e n d e n  E i n s c h n i t t e  d e r  R i e m a n n s c h e n  F l t t e h e  
n u t  e [ne  l i n e a r e  N u l l m e n g e  y o n  K o n v e r g e n z w e r t e n .  
Die wesentlieh singularen Stellen kSnnen ja nut auf der Berandung 
des Sttiekes der Riemannsehen Flache liegen. Dutch eine lineare 
Transfbrmati0n der z-Ebene erziele ieh es zuerst, dug die Projektion 
der Berandung nieht dutch den unendlieh fernen Punkt der z-Ebene 
hindurehgeht. Gehen wir genau so vor wie auf" S. 8~ bezeiehnen 
wir das berandete Stack tier Riemannsehen Flaehe tiber der trans- 
formierten Ebene mit G~ den entsprechenden Bereieh der w~-Ebene, 
die so normiert ist, daft der singulare Punkt in den ~qullpunkt atilt, 

" ~ g r  _ -  mit G ,  so geht wiederum J (G (r)) mit r gegen Null. Daher geht 
li=m r (~; (o)) mit p gege n Null, wenn ich mit 3((r) jene Punktmenge 

yon ~ bezeiehne, f'tir die Iwtt = 9. 2[ (P) zerfttllt in eine abzahlbare 
Anzahl yon Teilsttieken. 

Dureh eine endliche Anzahl derselben werden aus der Beran- 
dung die Teile herausgesehnitten, in denen die abgeschlossene Menge 
tier Konvergenzwerte ~iegt. Denn einem solchen Sttick entspricht 
ein St~ek yon "~'* (p), zwisehen dessen Endpunkten die Berandung 
yon G':': dutch den Nullpunkt geht. BenStige ieh zur Ausseheidung 
der transzendenten Stellen unendlieh viele solehe Stticke, so batten 
diese Berandungsteile im Bilde in der w-Ebene auf dem Kreise 
I: wii~-,~ einen H~tufungspunkt; dem ein Punkt der Riemannschen_ 
Fl~ehe entsprieht. Daher liegen sieh auf der Berandung yon G nn- 
endlieh viele l?unkte finden, die gegen einen Punkt tier Riemanu- 
schen Fl~tehe konvergieren und zwisehen deren je zweien auf der 
Berandung mindestens ein wesentlieh singularer ]?unkt liegt. Dies 
ist abet intblge unserer Voraussetzung tiber die Berandung nicht 
mSglieh. 

Eine abgesehlossene Punktmenge _M auf einer rektifizierbaren 
Bahnkurve besitzt nun als lineares Marl J'(_M) die L~tnge der 
Kurve L~ vermindert um die Summe s tier L~tngen der abzahlbar 
vielen St~ck% die dutch die Punktmenge auf der Kurve bestimmt 
~erden. Habe ich je tz t  eine Anzahl yon rektifizierbaren Bahn- 
kurvenstacken ~, yon der Gesamtl~,nge l~, so  dug jedes dieser 

a) der funktionentheoretischen Ebene; eine Kurve dutch den Punkt nennen 
wit eine rektifizierbare Jordankurve, wenn sic (lurch eine lineare Transformation 
in eiae solche iiberffeht. 
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Kurvenstiicke tin Stiiek aus unsarar Kurve aussehneidet, 1nit darn 
as in der geganseitigen Naehbarsehaft ~ liegt, und ist in den so 
ausgesehnittenan Kurvensttieken S die Punktmange M vollst/indig 
enthaltan, so i s t  d a s  l i n e a r e  3Iai5 y o n  M g l e i e h  d e r  un- 
t e r e n  U n b a s t i m m t h e i t s g r e n z e  d a r  l~ be i  a l l a n  mSg-  
l i c h e n  S y s t e m e n  52 f a r  z = 0 .  Ieh kann namlieh ersiehtlieh 
annehmen, dal3 je ain Kurvensttick yon v und das entspreehende 

- ~ ausgesehnittene Stack unserer Kurva diesalben Lndpunkte haban 
und ferner da/~ je  zwei der ausgesehnittenen Sttieke - -  als Taile 
der Bahnkurve betrachtet --  auseinandar liegen, d . h .  die ent- 
sprechendan Parameterintervalle haben keinen Puukt gemeinsam. 
Dann abe t  bildet }2 zusammen mit den zu S komplementaren 
Kurvensttiekan und Punktan S* unserer Kurve eine Bahnkurv(-,, 
die mit unserer Kurve in der gegenseitigan Naehbarsehaft a liegt. 
Daher ist 

lira ,l (2 _~_ S*) > L 

oder, da ,1 (,~'+) < s  

li_m 0 ~ (v) > L - -  S2 = ,I (M).  

Da ieh als System v aueh das System S verwanden ka.nn, ist 
anderseits 

lira J (~2)< lira ,I (S) := J (z]l) 

und daraus erhellt die Wahrhe i t  unserer Behauptm~g, 

I)a die Begrenzung jenas Teiles yon G~r, ftir den Jr, 1 I >  ?, 
mit p gleiehmN3ig gegen die lferandung yon i): konverg, iert~ so er- 
fallen die oben arwahnten endlieh vielen Sttieke y o n 7  (i~) die Be- 
dingungan eines Systems 2 ftir die abgesehlosse/le Meng'e der Kon- 

das entspreehende a mit p gegan Null g'eht. 
vDrgenzwarte , wohei mug dahar naeh unserem eben bewies<.m,~ a li_m J (7(p) ) -~-  0, 

~o~0 

Hilt;satze die Merge der Konvergenzwerte das linear~,~ Mag Null 
ha,ben. 

III. Zwei  Beispiele .  

"1. Wir nehmen nun eine abz~thlbar unendliehe Zahl yon F~benen 
1 her~ deren erste zwisehen 1 und 2 ~  deren i ~'" (i .> 2) zwisehen 2 z ~  

1 1 1 
und , , - o ~  sowie zwischen ~ nnd )%i-~-~ 15ngs der ree/len Aehsa 

antg'esehlitzt ist. Aus den so aufgesehlitzten Ebenen setze ieh nun, 
indem ieh die i t~ Ebene mit der (i @ 1) t''n Ebene lang.s des 

Sehlitzes [ ~ - ,  ol [2'-'* 2 ~ j  kreuzweise verbinda, aine unendlieh vial- 

bliittrige Riemannseha FI~lehe zusammen~ die ersiehtlieh einfaeh 
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znsammenhi~ngend ist. Wir  werden zeigen, dal~ diese Riemannscho 
Fl~tche auf die punktierte Ebene konibrm abgebildet werden kann. 
Denn sonst kSnnte man sie auf den Einheitskreis konform abbildcn. 
Hiebei wird die i t~ Ebene (i ~ 2) auf einen ringftirmigen Bereieh B,. 
abgebi!det. Diese Bereiche legen sieh gtirtelfSrmig aneinander und 
sie wtirden, wenn die Abbildung auf den Einheitskreis erfolgt% far  
i ~ ~ gleichm~il~ig gegen den Einheitskreis kon~ergierem Die 
Abbildung der i t'" Ebene auf B,. nehmen wir nun sehrittweise 
vor~ indem wit die aufgeschlitzte it'~ Ebene zuerst dutch eine Quadrat- 

�9 e wurzeloperation ~uf eine Eben abbilden~ aus der der Einheitskreis 

1 der Punkt 17 dem ausgesehnitten ist~ so dal~ dem Pankte 
1 Punkte 2~ ,. ~ der Punkt  1 entsprieht und die reelle Achse 

aulSerhalb des angegebenen Sehlitzes auf die reelle Aehse aul~erhalb 

des Einheitskreises abgebildet wird. Der Schlitz , 

geht dabei in den geradlinigen Schlitz [5 + 21/6-~ 13.-~- 2 1/42] 
tiber. Sic her gehSrt also der Kreisring um den Nullpunkt mit den 
Radien eins und zwei der transformierten Ebene an. Diese bilden 
wir dann mittels der Funktion '.Si(~i) auf den Bereieh Bi ab. Die 
Kreise I~" - - - r  (1 < r < 2. gehen dabei in Kurven aber, die sieh 
in B,. nieht auf einen Punkt  zusammenziehen lassen. Diese Kurven 
sind rektifizierbar und da die Bi gegen den Einheitskreis konver- 
gieren, so folgt~ dal~ Nr  gentigend grol~e i ihre L~nffe 

Nun gilt ~tber 

j f +,' (r.) 
v 

' g d ~ > = -  

2.rr 2 2:r  2 2~x 

, ,(r.~),pdp(t~ 16,((r.~)~'Z~dpd~ �9 I dpd~ 
1 0 1 v 

oder 

wobei Ks* das Bild des oben erwahnten Kreisringes is~. Da dieses 
Bild in Bi  enthalten ist, lira J ( B i )  aber gleich Null ist~ so sind 

i - - O O  

wit hiemit zu einem Widersprueh mit der Annahme gekommen, 
da~ unsere Riemannsche Fli~che konform auf den Einheitskreis 
abbildbar ist. 

Bilden wir nun die Riemannsehe Flache auf die punktierte 
w-Ebene ab. so besitzt die Abbildungsfunktion f ( w )  als einzigen 
Konvergenzwert den Wert  Null und d i e s e r W e r t g e h 5 r t  d e r 
B e r a n d u n g  k e i n e s  S t e r n e s  d e r  U m k e h r u n g s f u n k t i o n  
an :  denn jeder Stern hat nut  mit den drei Ebenen: (i ,-- 1~ i, i - ~ 1 )  
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Punkte gemein und far diese Ebenen ist der Punkt ~Null ein 
regularer Punkt. 

2. Nehmen wir jetzt wieder an, da~ die i ~+ Ebene (i~2) 
zwei geradlinige Schlltze besitzt~ deren L~inge mit --:-1 gegen Null 

$ 

geht~ deren Mittelpunkte die ganze Ebene als H~tufungsmenge be- 
sitzen und riehten w i r e s  so ein i dal] eine Ellips% die die End- 
pUnkte des Kreuzungssehlitzes der i te~ und ( i ~ - l )  *+" Ebene zu 
Brennpunkten besitzt und die das feste AchsenverhSltnis )~.~ 1 
besitzt~ der i t~ Ebene angehSrt~ soda~ der zweite Kreuzungsschlitz 
dieser Ebene aul]erhalb dieser Ellipse liegt~ so sieht man mit der gerade 
angewandten Beweismethode ein~ dal~ sich die hieraus gebildete Rie- 
mannsche Flache auf die punktierte w-Ebene abbilden lg~t. Denn 
transformieren wir die i t+ Ebene mittels einer Quadratwurzeloperation 
auf eine Eben% aus der der Einheitskreis ausgesehnitten ist~ so da~ 
die Schlitzgerade aul~erhalb des Kreuzungsschlitzes zwischen der i t+~ 
und ( i~-1)  te~ Ebene in die reelle Achse au~erhalb des Einheits- 
kreises tibergeht~ so gehOrt ein Kreisring mn den Nullpankt mit ~ 

/ . der transformierten auf)eschlitzten Ebene den Radien i und -4- L 
- - h  

an. Die im Endliehen meromorphe Abbildungsfunktion f (w) ist daher 
so beschaffen~ d a ~ j e d e r  Weg~ d e r  n a c h  w ~  oc geh t ,  a ls  Hau-  
f u n g s b e r e i c h  die  g a n z e  E b e n e  bes i t z t .  Eine ganzeFunk- 
tion kann naeh einem frtiheren Satze (S. 8) diese Eigenschaft 
nicht haben. 

Die Resultate dieses und des iblgenden Abschnittes dtirtten 
auch im Hinbliek auf eine nicht ganz klar abgefa{]te Note you 
B o r e 11) yon Interesse sein. 

3. Es sei erwahnt~ da~ man auf die angegebene Art eine 
Funktion f(w) herstellen kann~ so da~ die grOl~te P u n k t m e n . g e ,  
d ie  d e n  H ~ u f u n g s b e r e i e h e n  a l l e r  m S g l i e h e n ~  lm 
P u n k t e  oc e n d e n d e n  W e g e  b e z t i g l i c h  de r  F u n k t i o n  
f(w) g e m e i n  ist, aus  e i n e r  b e l i e b i g  v o r g e g e b e n e n  ab- 
g e s c h l o s s e n e n  T e i l m e n g e  de r  f u n k t i o n e n t h e o r e t i s c h e n  
E b e n e b e s t e h t. Wir brauchen es nur so einzuriehten~ "daft die 
Mittelpunkte der Schlitze genau diese Menge als Haufungsmenge 
besitzt. Nach der yon C a r a t h ~ o d r r y:) eingeftihrten Sprechweise 
k6nnen wir also sagen~ da~ die Menge der ,,Haufungspunkte ~ des 
dem Punkte oc zugehSrigen Hgufungsbereiehes yon f(w) aus einer 
beliebig vorgegebenen abgesehlossenen Menge besteh't, w~ihrend die 
Menge der ,Nebenpunkte" aus allen tibrigen Punkten der Ebene 
besteht. 

1) B o r e 1, Sur l ' indetermination des fonctions analytiques all voislnage d'LJal 
10oint sivgulier C .R .  Bd. 155. 1912. S. 201. 

~) C a r a t h ~ o d o r y ,  ~ber  die Begrenzung einfach zusammenh~ngender 
Oebiete. Math. Ann. LXXIII .  
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IV. Die Abbildung der Riemannschen Fliiche auf den Einheitskreis .  

1. Wir nehmen nun an~ da~ die vorgelegte einfach zusammen- 
h~tngende Riemannsche Flache tiber der z-Ebene konform auf den 
Einheitskreis in der w-Ebene abgebildet werden kann. Es sei 
,~ = f ( w )  die Abbildungsfunktion, Ist dann P ein Punkt des Ein- 
heitskreises, so kSnnen wit beztiglich f (w)  dem Punkte P drei 
verschiedene Bereiche zuordnen:  

a) Den W e r t e b e r e i c h ~  d. h. die Gesamtheit aller Werte~ 
die f(w) in jeder noch so kleinen Umgebung 1) des Punktes P 
annimmt. 

b) Den H ~ u f u n g s b e r e i c h ~  ~) d. hl die Gesamtheit aller Weft% 
denen f(w) in jeder noeh so kleinen Umgebung des Punktes /)  
beliebig nahe kommt. Ersiehflich ist der Hi~ufungsbereich des 
Punktes P gleieh der Vereinigungsmenge der Haufungsbereiehe 
aller im Punkte t) endenden Einsehnitte des Einheitskreises be- 
ztiglieh f (w). 

c) Den K o n v e r g e n z b e r e i e h ~  d, h. die Gesamtheit aller 
Konvergenzwert% die den im Pankte P endenden Einschnitten des 
Einheitskreises beztiglieh f(w) zukommen. Zu jedem Werte des 
Konvergenzbereiehes gibt es einen im Punkte ~P endenden Ein- 
schnitt des Einheitskreise% l~tngs dessen f(w) gegen diesen Wert 
konvergiert. 

2. D e r  W e r t e b e r e i c h  i s t  ersichtlich leer~ w e n n  d ie  
R i e m a n n s e h e  F l a c h e  j e d e  S t e l l e  d e r  z - E b e n e  n u r  
e n d l i c h  of t  t i b e r d e c k t  - -  die Anzahl der 0berdeekungen 
braueht nieht beschrankt zu sein -- .  Um den Wertebereich zu 
erhalten~ geniigt es~ eine Folge yon Umgebungen U/ des Punktes P 
herzunehmen~ so daI~ U,:+I in Ui enthalten ist und Ui s i : cx~ 
gegen P konvergiert~ d.h.  wie klein ich auch D nehm% sind ftir 
gentlgend grol~e i alle Punkte yon ~. yon ~ um weniger als ? 
entfernt. Die Weft% die f (w) in U~. annimmt~ bilden Bin Gebiet V,. 
Vi+~ ist in V,. enthalten und der Wertebereich ergibt sich als 
Durchschnitt der V~.. Der Wertebereich braueht nieht zusammen- 
h~tngend zu sein. Bezeichnen wir a) eine Menge~ die der Durch- 
schnitt elner Folge yon Gebietsmengen ist, als ,GebietsdurchsehnitP~ 
so ktinnen wir sagen: J e d e r  W e r t e b e r e i c h  i s t  e in  G e b i e t s -  
d u r e h s c h n i t t  u n d  i s t  a ls  s o l e h e r  e n t w e d e r  leer~ ab- 
z a h l b a r  o d e r  y o n  d e r  M a c h t i g k e i t  des  K o n t i n u u m s .  

1 1 
( F ) 3 )  ( 1 ~ ) ) ~ )  e ~  habenwir Funktionen sin In P ( w - -  ~ (w - -  

vor uns~ beztiglich deren der Wertebereieh des Einheitskreises im 

*) Wir  verstehen hier unter Umgebung nnr  jenen Tell einer gewiihnlichen 
Umgebung, der im Innern des Einheitskreises llegt. 

~) Entsprechend der domaine d'indetermination yon P a i n 1 ~ v ~. C. R. CXXXI. 
S. 489. 1900. 

3) S c h ( i n f l i e s ~  Entwicklung der Mefigenlehre and ihre Anwendungen~ I~ 
2. Aufl, B. G. Teubner, 1913, S. 350: bezeichnet diese Mengen als Borelsche Mengen. 
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Punkte 1 die ganze Ebene, die ganze Ebene mit Ausnahme der Werte 
c% bezw. 0 und oo ist. Ist N irgend eine abgeschtossene, nirgends 
zusammenh~tngende Monte der funktionentheoretischen Eben% die aus 
mehr als zwei Punkten besteht~ stellen wir dann ftir die z-Eben% aus 
der die Menge ~N- entfernt ist~ die zugehtirige unverzweigte universelle 
l~berlagerungsfl~che t) her und bilden diese mittels z ~-~-f(w) konform 
auf den Einheitskreis ab~ so besitzt jeder Punkt des Einheitskreises 
der w-Ebene als Wertebereieh bez|iglieh f(w) die ganze Eben% mit 
Ausnahme der Menge iY. 

3. Ob jeder Gebietsdurehschnitt Wertebereieh sein l'~ann, ver- 
moehte ieh nieht festzustellen~ doeh liil3t sieh daftir stellvertretend 
sagen: Zu  j e d e m  G e b i e t s d u r e h s e h n i t t  M l~.13t s i eh  e i n e  
i h n  e n t h a l t e n d e M e n g e L  l i n d e n ,  d i e  s i eh  yon  i h m  n u r  
um ; i n e  N u l l m e n g e  u n t e r s e h e i d e t ,  so dal3 s i e h  e i n e  im 
E i n h e i t s k r e i s  m e r o m o r p h e  F u n k t i o n  f(w) h e r s t e l l e n  
l~tgt, b e z t i g l i e h  d e r e n  L W e r t e b e r e i e h  e i n e s  P u n k t e s  
des  E i n h e i t s k r e i s e s  ist. Geh~irt der Punkt oo der Menge 3 f  
nieht an~ so l~f3t sieh L so withlen~ daft er ihr aueh nicht angeh(irt~ 
und f(w) l~tgt sieh a]s eine irn Einheitskreis ganze' Funktion l,er- 
stellen. 

Es sei 2li als Durehschnitt der Folge der Gebietsmengen Gi 
gegeben. Wir kOnnen a.nnehmen~ dal~ die Punktmenge Gi+~ in Gi 
enthalten ist. Ist dies nieht Yon vornherein der Fall I so ersetzen 
wir Gi+~ dureh den Durehsehnitt yon (~h~ G2,...  G++I'. Die 
Menge Gi zerf~tllt in endlieh oder abz~thlbar uuendlieh viele Tcil- 
gebieI~e Gij~ die teilerfremd sin& Ist (:r nicht sehon ebffheh z~t- 
sammenhangend, so gehen wir yon ihm zu einer die Ebene teilweise 
mehrti~eh bedeekenden Menge G~i iiber, die eine einfaeh zusammen- 
hangende Riemannsehe Flaehe (larstellt, deren Projektion die 5Ienge 
Gii i~t. Zu diesem Zweeke sehneiden wir mit Hilfg der Quersehnitte 
yon Gi/: @, das Gebiet zu einem einfaeh zusammenhangenden auf. 
Hiebei aehten wir darauf, dag die @, keinen H~uNngspunkt in (;,.j 
besitzen. Es ist dies stets..mtiglieh. Bilden wir z. B. die zugehtirige 
unverzweigte universelle Uberlagerungsflaehe auf den Einheitskreis 
ab - -  dies k(innen wir stets tun~ wenn G~j zumindest drei Punkte 
der Ebene nieht enth~tlt. Suehen wit dann einen Fundamental- 
bereieh, den wit so normieren k(innen~ dal3 er yon lauter Kreisen 
begrenzt wird, die zum Einheitskreis orthogonal sind, so liegen die 
H~tufungspunkte dieser Kreise bezw. aus Kreissttieken zusammen- 
gesetzten Berandungstei!e~ deren Endpunkte auf dem Einheitskreis 
liegen ~ auf dem Einheitskreis. Das diesem System yon Kreisen 
entspreehende System yon Quersehnitten erftillt dann die oben an- 
gegebenen Bedingungen. Damit die Punkte der Quersehnitte nieht 
der Menge G .+.,~ entzogen werden, ftihren wit zwisehen den beiden 
Endpunkten yon Oh (in dem sonst unzersehnittenen Gebiete G~-) 
einen zweiten Quersehnitt Q;, der mit @, sonst keinen Punkt ge- 

I) ~Veyl~ a. a. 0.~ S. 50. 
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mein bat~ und zwar so, dal~ das zwisehen Qa und Q~ liegende 
Gebiet 7/, vollstandig G~-.) angehSrt, Wird "/~, veto linken Ufer yon 
Q~, begrenzt, so versel!melze ich 7h l~tngs Q1, mit dem an das rechte 
Ufer yon Qt~ reichenden Teile yon G;2. Denken wir dies bei jedem 
Quersehnitt Q,t, getan~ so erhalt mail eine einfaeh zusammenh~tngende 
Riemannsche Flache G~]~ deren Projektion die Menge G,.j bildet. 
Eine so]the crhalten wit tibrigens auct b wenn wir z. B. bei obigem 
Fuudamenta|bereieh jeden Begrenzungskreis~ der den Einheitskreis 
senkreeht sehneidet~ dureh einen Kreis ersetzen, der den Einheits- 
kreis in denseIben Punkten, aber unter einem Winkei yon 450 
schneider und des entsprechende Gebiet der universellen LTber- 
lagerungsfl~che aufsuehen. 

Die Mengen GI~/ ordne ieh jetzt in eine einfitch unendliche 
Reihe: Gz:. Ist Hj~ die Vereinigungsmenge der Projektionen yon 
(,/,~ ( - t + ~  Gk+, ,~ . . . ,  so ist M gleieh dem Durehsehnitt der Hk .  
Denn H~ enthalt ersichtlich die G,:, wenn i nur gentigend grofi ge- 
wahlt wird nnd daher auch M. Ist aber t )  ein Punkt~ der M 
nicht angehSrt~ so ist P nur in endlieh vielen Gi~ daher nur in 
endlieh vielen G~-j enthalten und triit infolgedessen auch nur in 
endtieh vielen Hi.- auf. 

Die C �9 /.: verbinde ieh in der angegebenen Reihenfblge dureh 
Streifen Sz: zu einer einfaeh zusammenh~tngenden Riemannsehen 

F l a e h e .  Um allen Sehwierigkeiten zu entgehen, maehen wir die~ 
tblgendermal3en: Wir  maehen in G 1 einen Einsehnitt -Ea, ~, in die 
ubrlgen (,/,. zwei E, nsehmtt Ek~ und Ek 2; an das eine Ufer jedes 
solehen Einsehnittes sttiekeln wir ein Gebiet so ant dal3 die derart 
modifizierte I laehe wiederum eine einfaeh zusammenh~ingende Fl~tehe 
ist, die die gleiehe ['rojektion wie Gk besitzt - -  wir haben mSglieher- 
weise dabei darauf zu aehten, dal3 q.ueh die Endpunkte des Ein, 
sehnittes yon dem angesttickelten Gebiet tiberdeekt werden - -  und 
verbinden dann des fi'eie Uf~r von Ek,._, mit dem freien Ufer yon 
ff.'k+~, a dureh einen Streifen S ~  S~ ist - -  mSglieherweise auf einer 
zweiblattrigen Fliiehe - -  ein zusammenh'~tngendes Gebiet~ zu dem 
noeh auf den beiden Einsehnittufern liegende Randteile geftigt sind, 
~nd zwar derart~ dal~ C ~ J~_~ -4:- S ~,-~ (,~: eine einfach zusammenhttn- 
gende Riemannsehe Flitehe darstellt. Die Streifen Sz: unterwerfen wir 

1 
noeh folgenden Bedingungen: Das Flaehenmafi yon Sk sei < ~ -  

Ferner mtige zu jedem St,: ein Quadrat q~ yon der Seitenlange l~ 
existleren, so dag jede  Parallele zur einen :Seitenriehtung u~ eino 
Streeke mit s~ im Quadrat gemein hat~ yon deren Endpunkten der 
eine dam rechten, der andere dem linken Ufer yon S~: angeh0rt, 
w~thrend die beiden Quadratseiten der anderen Riehtung v~: zu S~ 
teilerfremd sind. 

Die so gewonnene Riemannsche Flaehe bilden wir~ was often* 
kundig miiglieh ist, mittels z--~-f(w) konform auf den Einheitskreis 

]l~lonaisb. fttr Ma.~h~matik u. Physik. XXlX.  Jahrg .  r 
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der ~w-Ebene ab. Ftihre ich in der Riemannschen Flache einen 
Querschnitt Ek,  der in Sk gelegen ist, so erhalte ich ~ zwel Teil- 
gebiet% deren eines Tk die Menge G---k nicht Jmehr enthalt. Die Ge' 
biete T1, T~, . . .  Tk . . .  bilden eine Folge yon Gebieten, so  daft 
Tk+l in Tl: enthalten ist. Bei der Abbildung gehen die -Y~ in die 
Folge__ inelnandergeschachtelter Gebiete ~, tiber. Ich behaupte, da~ 
die Tk gegen einen Punkt des Einheitskreises konvergieren~ d.h. 
es gibt einen Punkt P des Einheitskreises, so dag, wie klein ich 
auch • w~thle, alle Punkte yon ~ yon P um weniger als p entfernt 
sin& Zuerst zeigen wir~ dag der Durchschnitt der :/'k gleieh Null 

t l .  * ist. Nehmen wir namlich einen inneren Punkt 1~ des Lmhelts- 
kreises, so ist er das Bild eines Punktes, der ia einem Gk liegt, 
bezw. einem Sk_, angehSrt. Wahle ich K grSger als dieses k~ so 
ist /~ in T-K nicht mehr enthalten. Daraus folgt einmal 

llm J (1~) = 0. 
t: ~ G o  

Es kSnnte noeh sein, da~ die I'~ gegen eine Streeke Y des 
Einheitskreises konvergierten. Gegen diese Strecke wtirden auch 
die Bilder der Quersehnitte Ek konvergieren, und zwar so, da{~ die 
eine Folge der Endpunkte dieser Quersehnitte gegen den ein(~n 
E ndpunkt, die andere Folge gegen den anderen Endpunkt der 
Streeke konvergiert. .}eder in Y' ~ '" ~: liegende Querschnitt der l~laehe: 
der G 1 yon G,~ trennt (n > k), hittte dann ein Bild, dessen L~,inge 

e 
-~ ist, wofern k nur grog genug gew~ihlt, wobei e die Entfernung 

der Endpunkte yon 2 ~) ist. Einen solehen Quersctmitt 1,' ksnnen 
wir aber dureh jede Parallele zur Richtung ua+~ im Quadrate ";k-~ 
bilden. Nun ist die Lange des Bildes yon F gegeben durch 

F 

wobei ~ (z) die Umkehrungsfunktion yon f(w) ist~ und dies ware 
c 

-~-- Anderseits haben wir 

7~:+i Tk+l  "J'h.+ ~ 

1) Da~ F~ nicht mit dem ganzen :Einhoitskreis zusammenfallen kann, folgt 
schon daraus, da$ die Berandung yon G~--~Sa~ so weir sie der Berandunff t ier  
Riem~nnschen Fl~fche anffehSrt~ auf  ein endliches Stlick des :Einheitskreises ab- 
gebildet wird. 
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j ,! [~'(z) l'aduk+ldvk41 ist der Inhalt des Bildes des Teiles "rk+a 
s 
~k+l ..... 

von Sk+l in 7e+1, also da dieses in Tk enthalten ist, kleiner aIs 
J (J/k); daher wtirde folgen 

(72 . ~ 2  ~ - - -  o 
~- k+l < J(T~). J ('~+1) < J(1'k). l k ~ - l .  

Da J(1'k) gegen iNull geht~ sind wir zu einem Wide~pruch ge- 
kommen. Die ~ konvergieren also tats~tehlich gegen einen Punkt P 
des Einheitskreises. 

Dieser Punkt P besitzt ersichtlieh als Wertebereich beztiglich 
f (w) die ttul~ere Grenzmenge der Mengen~ die arts den Projektionen 
yon Sk und Gk besteht. Nuv ;st die 'aul~ere Grenzmenge der Pro- 
jektionen der Gk gleich _M~ wahrend die ~tul~ere Grenzmenge der 
Projektionen der Sk infolge unserer Voraussetzungen eine Nullmenge 
ist; denn sie ist in der Vereinigungsmenge der Pr0jektionen der 
Sk~ S , + ~  S k + ~ . . .  enthalten and deren Mal~ ist 

1 ~ 1 1 
. . . .  

Es folgt iibrigens, dal~ j e d e r  D u r e h s e h n i t t  e i n e r  F o l g e  
z u s a m m e n h g n g e n d e r  G e b i e t e  Gi: G , ~  G,:+, W e r t e -  
b e r e i c h  e i n e r  F u n k t i o n  s e in  kann .  Wit kSnnen die Sk 
dann so w/*hIen, dal] ihre Projektion in der Projektion yon G~ lieg< 

4. Riehten wit es so ein, dug die Begrenztmg der Riemann- 
sehen Fl~tche an keiner Stelle yon einer analytischen Kurve ge- 
bildet wird - -  dal] dies s unseren Fall immer mOglich ist, bedarf 
einer besonderen Uberlegung, die ieh hier nicht anft'lhre - - ,  so be- 
sitzt f(w) den Einheitskreis als nattirliehe Grenze. 

Gehsrt der Punkt oo der Menge M nicht an~ so kSnnen wir 
die Mengen C u z so wahlen, dala sie den Punkt oo nicht enthalteu 
und da die S~ den Punkt ~ nicht enthalten, l~ttSt die Riemannseho 
Fl~tche den Punkt ~ tmbedeekt~ d.h. die Funktion j'(w) ist im 
Einheitskreis ganz. 

5. Da es zu jeder mel~baxen Menge 1) M einen Gebietsdurch, 
sehnitt gibt~ der 3 /  enth/ilt und den gleichen Inhalt besitzt, so folgt 
der Satz: Es  g i b t  s t e t s  e i n e  im E i n h e i t s k r e i s  m e r e ,  
m 0 r p h e  F u n k t i o n  .f(w)~ b e z t i g l i e h  d e r  d e r  W e r t e :  
b e r e i c h  des  P u n k t e s  1 e ine  b e l i e b i g e  m e , b a r e  M e n g e  

a) Eine Meng% die sich ins Unendliehe erslreckt,  nennen  wir me~bar~ 
wenn der Durchschni t t  mit  dem Kreise < R fiir jedes  / t  mefibar isl~ oder, wan 
gleichbedeutend ist, wenn das stereographische Bild au f  der Kugel meflbar ist. 

2 ~. 
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ea tha l t~  y o n  d e r  er  s l e h  n u r  um e i n e N u l / m e u g e  u n t e r -  
s c h e i d e t .  So gibt es Fuuktionen, deren Wertebereieh eine in der 
ganzen Ebene iiberalI diehte Nullmen~e ist. Ferner kSnnen wir 
noeh sagen : 

B e s t e h t  e in  G e b i e t s d u r e h s e h n i t t  arts e n d l i c h  
v i e l e n  z u s a m m e n h a n g ' e n d e n  T e i l m e n g e n ~  so i s t  e r  
W e r t e b e r e i c h  t i n e s  P u n k t e s  des  E i n h e i t s k r e i s e s  be- 
z i i g l i c h  e i n e r  im E i n h e i t s k r e i s e  m e r o m o r p h e n  F u n k -  
t i o n ;  denn in diesem Falle lassen sieh die S~ leicht so herstellen~ 
daB ihre ~tugere Grenzmenge leer ist. 

6. Um den H~tufungsbereich tines Punktes zu erhalten i nehmen 
wir eine Folge yon Umgebung~n*) Lr, �9 des Punktes 1 ) her~ so daft 
UI+I in ~7~. entha]ten ist trod U~. ftir i = ec gegen /? konvergiert, 
wit machen das Werteffebiet, das f (w) in U:,. annimmt, abgesehlossen 
und suehen den Durchschnltt dieser ineinaudergesehaehtelten abge- 
sehlossenen zusammenhitngenden N[engen l , .  Dies ist der Haufungs- 
bereich. Daraus folfft: D e r  H ~ t u f u n g s b e r e i e h  is t  e i n e  ab- 
g e s e h l o s s e n e ,  z u s a m m e n h ~ t n g e n d e  Meng% die  den  
W e r t e b e r e i c h  eu th i t l t .  

7. Der Hi~ufilngsbereich enthalt stets mindestens einen Punkt; 
er kann aueh die g'anze Ebene umfassen, wie z. B. der Punkt 1 

beztiglich der Funktion e( .... ~):'~ Wit  zeigen leieht den ,Satz: Zu 
j e d e r  a b g e s e h l o s s e n e n ,  z u s a m m e n h a n g e n d e n M e n g e  M 
g i b t  es e i n e  im E i n h e i t s k r e i s  m e r o m o r p h e  F u n k t i o u  
f(w),  b e z t i g l i e h  d e r d l f  H ~ t u f u n g s b e r e i e h  t i n e s  P u n k t e s  
d e s E i n h e i t s k r e i s e s i s t, - -  der tibrigens eine tmmittel bare Folgo 
der S~ttze Ende 3 und 5 ist. F t i r f (w) lag t  sieh tibrigens stets eine 
im Einheitskreise regulate unt~tlon finden. 

Da der Fall der ganzen Ebene bereits dureh das obige Beisi)iel 
erledigt is L k6nnen wir annehmen, dab M nieht die ganze Ebe, ne 
ist. Wit bezeiehnen dann mit Gk jenes zusammenh~tngende Gebiet 
der z-Eben% das aus allen Punkten der Ebene besteht, die w)n M 
auf der Kugel, auf die Wir die z-Ebene stereographiseh projizieren~ 

elnen ]tings der grSl]ten Kreise gemessenen Abstand ~ ; besitzen. 

Hiebei ist ? eine feste Zahl, die so gewiihlt ist, daft die Kom- 
plement~trmenge yon M a u f  der Kugel cinen Kreis vom Radius ? 
enthMt. Aus G~: bilde ich G~ indem ieh alle Komplement~trmengen 
hinzuftige auger ienen zusammenh/ingenden Mengen, deren Inh'dt 

"t.nf der Kugel > ~z =. Die Menge M ist der Durehschnitt der O~. 

G2~ das yon endlichem Zusammenhang" ist~ verwandlc ich dureh 
Quersehnitte_ in eine einfheh zusammenhi~ngende Riemannsche 
Flsiche (;z und daraus stelle ich mir, wit oben~ dutch Strei= 

�9 1) Siehe die Bemerkunff der Fufinote S. 15. 
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fen S/~ eine einfkch zusammenh~mgende Riemannsche l~3~ehe 
her. Die Sk wahle ieh dabei so, was sich hier durchftihren lafit, 
da~ die Projektion yon Sk in (~+, enthalten _ist" Die Folge 
tier I~ ist wieder so besehaffen~ dal3 die Bilder T~ gegen einen 
Punkt P des Einheitskreises konvergieren, und zwar kann man sie 
als eine Folge konvergierender Umgebungen betraehten, da die 
Endpunkte der sie bestimmenden Quersehnitte yon P offenkundig 
verschiedeu sind --  zwisehen zwei aufeinanderiblgenden Quersehnitten 
liegt ja beiderseits ein Sttiek der Berandung der Riemannschen -s 
Flaehe. Maehe ieh aber die Werte, die f(w) in 11~ annimmt, ab- 
gesehlossen, so erhalte ieh eine Menge D~. yon Punkten, die yon 

M auf der Kugel einen Abstand < ~ h~ben. Der Durehschnitt 
der D,: ist aber M. 

8. Bei unserem eben konstruierten Beispiel f~llt der Werte- 
bereieh mit dem Haufungsbereieh zusammen. Dies ist durehaus night 
nStig. Bei der Abbildung des yon einer Jordankurve umsehlossenen 
Gebietes der sehlichten Ebene auf den Einheitskreis, besteht der 
Hauflmgsbereieh aus je einem Punkte, w~ihrend der Wertebereich 
stets leer ist. Wahlen wir die im Einheitskreis meromorphe Funk- 
tion f (w) so, daft der Wertebereieh eiue in der Ebene tiberall dicllte 
lqulhnenge ist, so ist der Haufungsbereieh gleieh der ganzen Ebene. 

Um tibrigens f(w) oben als ganze Funktion zu erhalten, ent- 
fernen wit einfaeh den Punkt cr aus G~: dureh einen Einsehnitt 
und konstruieren yon den so modifizierten Mengen G~ weiter. Dann 
kommen wit zu einer Riemannsehen Flaehe, die den Punkt c~ un- 
bedeekt l~$t, d. h. die zugehSrige Funktion f(w) ist holomorph. 

9. Naeh Ca.ra th  6 o d o r y  ~) teilen wit den Haufungsbereieh in 
zwei Teile: Die Menge der H a u p t p u n k t e ,  d. h. die ~r 
Punkte, die dem Haufungsbereieh ~) jedes in 2 endenden Emsehmttes 
des Einheitskreises beztiglich .f(w) angehSren, d.h. die f (w)  auf 
jedem in /~ endenden Wege approximiert. Die tibrigen Punkte 
bezeiehnen wir als N e b e n p u n k t e .  D i e  M e n g e  d e r  H a u p t -  
p u n k t e  i s t  e i n e  a b g e s e h l o s s e n e  Menge~ dies folgt un- 
mittelbar aus der Definition. Zu j e d e r  a b g e s e h l o s s e n e n  
M e n g e  3// g i b t  es e i n e  im E i n h e i t s k r e i s  m e r o m o r p h e  
F u n k t i o n f ( w ) ,  b e z U g l i e h  d e r  f(w)Menge d e r  H a u p t -  
p u n k t e  e i n e s P u n k t e s  d e s E i n h e i t s k r e i s e s  ist .  I s t F ( w )  
die am Ende des dritten Kapitels fur M hergestellte, in der im Unend- 

( lichen punktierten Ebene meromorphe Funktion~ so ist F \('i 

eine dureh unseren Satz geforderte Funktion. Nieht jede beliebige 
abgesehlossene Teilmenge des tt~ufungsbereiehes 3// kann l~Ienge 

1) C a r a t h d o d o r y ,  ~tlber die Begrenzung usf.". Seine Definition ist  
allerdings dem speziellen Falle angepal~t und lautet anders. 

~) Die Definition des Haufungsbereiehes eines Einschnittes ist die auf S, fi 
gegebene. 
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der H~uptpunkte sein. Doch l~ti~t sich sagen : I s t M ei n e b e- 
l i e b i g e  a b g e s c h l o s s e n e  z u s a m m e n h i t n g e n d e  Meng% 
N e i n e  b e l i e b i g e  a b g e s c h l o s s e n e T e i l m e n g e  d e r s e l b e n ,  
so l~tl~t s i eh  e i n e  im E i l ~ h e i t s k r e i s  g a n z e  F u n k t i o n  
h e r s t e ] l e n ~  b e z i i g l i c h  de r  M H ~ t u f u n g s b e r e i c h  e i n e s  
P u n k t e s  des  E i n h e i t s k r e i s e s  is L w/~hrend  N in d e r  
M e n g e  d e r  H a u l ) t p u n k t e  e n t h a l t e n  ist. Besteht z.B. M 
ant den beiden Kreisen mit den Radien 1 um die Punkte-4-2  
bezw. - - 2 ,  verbunden dureh die Streeke [2 V 1, --1], N aus den 
beiden Punkten -~ 2 und - - 2 ,  so enth/ilt die Menge der Haupt- 
punkte mit -4- 2 und - -  2 stets dis Strecke [~- 1, --  1]. Beim Be- 
welse gehen wir so vor~ wir w/ihlen, indem wit uns~ wie oben, die 
Mengen GT, bilden~ eine abz/~hlbare Punktmenge 1)1~ P~ . . . ,  so da$ 
~,, in G~+~ liegt und N genau die H~.ufungsmenge der Pk ist: and 
wfi.hlen, was wit stets tun k~innen~ die Sz: so~ da[3 $1~ in der Nachbar- 

1 
sehai~ -2~ yon Pz liegt. Die Riemannsche Fl/iche, die wir so kon- 

struieren~ liefert uns bei ihrer Abbildunff auf den Einheitskreis elne 
Fnnktion .f(w) yon den gewiinschten Eigenschaften. 

Wahle ich ffir G~ die litngs der positiven reellen Achse auf- 
g,~schlitzte Eben% so sehe ieh mit Hilfe der angegebenen Kon- 
struktion: da[~ ieh auch eine im Einheitskreis ganze Funktion finden 
k~nn, beztiglich der sine beliebige abgeschlossene Menge Menge der 
Ha:uptpunkte des H/iufhngsberei(,hes sines Punktes ist. 

Wenn ich zur Funktionf(w) eine Funktion ~ (w) hinzufiig% die 
a.uf dem Einheitskreis stetig ist. s(, erleiden der H/~ufimgsbereich und 
die Meng(~ der Ha uptpunkte fiir .jeden Punkt P des Einheitskreises 
ein und dieselbe, durch "r (P) gegebene Translation. Bei unserer 
Kc)nstruktion k~JnneJ~ wit es eilwichten, dab die Berandung der 
Riemunnsehen F1/~ehe sttickweise analytisch ist. Dana ist f(w) am 
Einheitskreis in einer tiberall dichten lntervallmenge analytisch fort- 
setzbar. Nehm6 ieh nun ftir q~ (w) eine auf dem Einheitskreis stetige 
Funktion~ die im betrachteten Punkte P den Wert Null besitzt und 
dem Einheitskreis zur natttrlichen Grenze hat, so ist f (w )@ ~ (w) 
eine Funktion, die den Einheitskreis zur nattirliehen Grenze hat 
und dense] ben 'H/~ufimgsbereieh und dieselbe Menge der Hauptpunkte 
im Punkte 1' besitzt wie f(w). 

10. Im vorhergehenden haben wir zu wiederholten Malen yon 
folgender Tats~lehe Gebraueh gemaeht : Li~i] t s ic  h v o n d e r 
R i e m a n n s c h e n  F l i t c h e  d u r c h  e i n e n  Q u e r s c h n i t t  Q e in  
G e b i e t  a b g r e n z e n ,  das  d ie  z - E b e n e  s c h l i e h t  b e d e c k t  
i~nd d e s s e n  B e g r e n z u n g  n u r  t e i l w e i s e  y o n  Q g e l i e f e r t  
wird~ so g i l t  f t i r  den  d ie  a n d e r e B e g r e n z u n g  b i l d e n d e n  
T e l l  d e r B e r a n d u n g  d e r R i e m a n n s e h e n F l ~ c h e  be i  d e r  
k ~ , n f o r m e n A b b i l d u n g  d u r e h  d i e G r e n z k r e i s u n i f o r m i -  
s i e r e n d e f ( w )  (lie d u t c h  C a r a t h e o d o r y  und  K o e b e  ent-  
w i e k e l t e  T h e o r i e  d e r  R a n d z u o r d n u n g .  Zuerst ist er- 
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sichtlicl b dal3 in diesem Falle die konforme Abbildung der Riemann- 
schen Fl~ehe auf die punktierte Ebens unm~glich ist. Unsere Be- 
hauptung wird sofort bewiesen~ wenn wir zuerst unser abgetrenntes 
Gebiet auf den Einheitskreis dsr ~-Ebene abbilden und dana die Ab- 
bildung des Einheitskreises der .r-Ebone auf das Bild des abgetrennten 
Gebietes in der w-Ebene, die ja hiedurch mitgeteilt ist, betrachten. 

11. Zum Schlusse dieses Abschnittes erwi~hne ich noch, daft 
j e d e  a b g e s c h l o s s e n e  M e n g e  M~ d ie  d i e  B e r a n d u n g  
e i n e s  e i n f a e h  z u s a m m e n h i ~ n g s n d e n  m S g l i c h o r w e i s e  
d en  P u n k t  cx~ s a t h a l t e n d e n  G e b i e t e s  G d a r s t e l l t ~  
H . ~ u f u n g s b e r e i c h  e i n e s P u n k t e s  b s i d e r  k o n f o r m e n A b -  
b i l d u n g  s i n e s  e i n f a c h  z u s a m m e n h ~ t n g e n d o n  s c h l i c h t e n  
B e r e i c h e s  a u f  d e n E i n h  e i t s k r o i s  s e in  k a n n  [ P r i m e n d e  in 
der Bezeichnungsweise vsn C a r a t h 6 o d o r y ~  R a n d e l e m e n t  in der 
v o n K o e b e ] ~ w i e  u m g e k e h r t d i e o b e n a a g s g o b e n e E i g e n -  
s c h a f t j e d e m  s o l c h e n H ~ a f u n g s b e r e i c h e z u k o m m t .  D i e  
M e n g e d e r H a u p t p u n k t s i s t d a b e i e i n e a b g e s c h l o s s e n s  
z u s a m m e n h a n g e n d e  T e i l m o n g e ,  die f o l g o n d e  n o t w e n d i g e  
u n d h i n r e i e h e n d e E i g e n s e h a f t b e s i t z t :  S i o i s t  m i t  d e m  
( ~ t e r s c h n i t t Q  B e g r e n z u n g  e i n e s  d u r e h Q  b e s t i m m t s n  
T e i 1 g e b i e t e ~ v o n 6~. ~) Ich verziehte darauf, dis gedanklich ein- 
faehen Beweise disser Satze bier ganz ausfuhrlieh darzustellen. Es sei 

1 
nur folgendss angeftihrt: Die Werte, die f(w) fur I w - - P l  < 2~ 
im Einheitskreise annimmt, macho ieh abgesehlossen. Das einfaeh 
zusammenhangendo Goblet, das dureh diese abgesehlossone Menge 
bestimmt wird, in dem f(0)  liegt~ bezeichne ich mit Gk. Die Vet-' 
sini_~,un~smenze dsr Gk ist dann jene einfach zusammenhangende 
Men~ ~ de'ren Berandung der  Haufungsbereieh des Punktes P 
ist. Daft die Mengo der Hauptpunkte ein Kontinuum ist~ hat sehon 
C a r a t h 6 o d o r y bewiesen. Es sei Tk das Goblet des Einheits- 

1 
kreises ftir das 'w P < ?k<-2~. ?k wahle ieh so. daft der 

Qusrsehaitt Qk~ der dem Kreisstttek w P I - -  P~. in der z-Ebene 
1 

entsprieht~ oine Lange < ~ besitzt. Dies ist stets m~glich, wie 

wieder aus der Ungleichung 

folgt. Die Qk besitzon offenkundig eine in der Menge der Haupt- 

~ unkte onthaltene Haufungsmengo. Ieh betrachte nun die Gebiete R k, 
ie den Beroichen des Einheitskroises: ?k+l < 1W - -  P ]  < 9k in dot 

z-Ebene entspreehen. Ieh gebe mir sodann eine gegen bIulI kon- 

1~ Siehe diesbeziiglich auch C a r a t h e o d o r y ,  a. a. 0.,  Satz XIX, wobel 
aber  z u  beachten  ist~ da{~ das G dort nlcht mit dem G hier ilbereinstimmt . . . .  ~ 
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vergierende Folge yon Zahlen -zl~ . . .  -:~, . . . .  vor. Zu jedem ~,~ l~J,tt 
sich ein k.  bestimmen~ so dag~ wenn ~ch aus Rk~ k > ] c ~  alle 
Punkte weglass% deren Abstand yon der Menge der Hauptpunkte 
> ~ ist~ die Restmenge Ql~ und Q~+I als Begrenzungsteile eines 
zusammenhangenden Gebietes besitzt. Soust wiirde es ja in jedem R~ 
elnen Ol~ und Q~+1 trennenden Querschnitt geben~ dessen Entfernung 

] 
yon der Menge der Hauptpunkte >_ ~,~ ist und dessen Lange mit -),? 

gegen Null geht - -  ieh kann ja diese Quersehnitte auf der Beran- 
dung des Gebietes annehrnen, das aus alien Punkten besteht, deren 
Abstand yon der Menge der Hauptpunkte <z ,~  ist. Das hneare 
Mag dieser Berandung !3 ist aber endlieh~ wie man unschwer nacl:- 
weist ~) - - .  Die Haufungsmenge dieser Querschnitte mtigte aber 
auch jeder W% der z-Ebene approxlmteren~ dessen Bild ~n der 
w-Ebene gegen P geht~ da dieser Weg ja alle diese Quersehnitte 
yon einem bestimmten an durehsetzen milgte. Ieh bezeiehne jetzt 
mit R'k (k,~<k<k,+~) jenes zusammenh~ngende Gebiet, das ieb 
aus R~ dureh Weglassung aller Punkte erhalte, deren Abst'~nd yon 
der Menge der Hauptpunkte > ~ , ,  ist, das Qk'und Q/,+l in aeiner 
Berandung enthalt. Jeder Weg, der in der w-Ebene gegen -P geht 
und dessen Bild in der z-Ebene ganz i n  dem aus den R~ und den 
Q~ gebildeten Gebiet verl~ut't~ besitzt als Haufungsbereich ffenau 
dis Menge der Hauptpunkte - -  daher ist diese ein Kontinuum. 
Ieh w~.hle nun zwei solehe Weg% die yon einem Punkte tits Ein- 
heitskreises a~sgehen und sonst keinen Punkt gemein haben. I)as 
Bild des yon diesen beiden Wegen eingeschlossenen Gebietes des 
Einheitskreises der w-Ebene in der z-Ebene ist ein Gebiet, dessen 
Berandung auger yon dem aus den Bildern dieser beiden Wege be- 
stehenden Querschnitte aus der Menge der Hauptpunkte besteht. 

Die Umkebrung ist leieht konstruktiv erwiesen. Wir legen. 
was wit naeh unseren Voraussetzungen tun k~nnen, i n G o i n e n 
W e g  W, d e r  g e n a u  N a p p r o x i m i e r t . : )  Diesen Jordanweg 
z ~ r (t) umkleiden wir dureh die yon demselben Punkt t ~--- 0 aus- 
gehenden, in G liegenden rektifizierbaren Jordankurven z-----~ (t). 
z ~---Z (t) mit einem Streifen, wobei wir darauf achten, daft 
I ~ (t) - -  # (t) ] und t Z (t) - -  ~ (t) t m i t  1 - -  t gegen Null gehen und 
daft I z ( t ) - - ' b ( t ) !  i'lir 0 < t < l  yon Null verschieden ist. Er- 
slcht]ich ist dann N ein~ und zwar nur aus Hauptpunkten bestehendes 
Primende des zwischen den Kurven z = 6 (0 und z ~ Z (t) liegemten 
Gebietes S. Zu S ftigen wir dann die Punkte yon G -  S hinzu, 

1) Man ersetze die Kreise um die Punkte yon N mit dem Radius -:. durch 
~nen  eingeschriebene Quadrate, deren Seiten parallel der x- und y-Achse sin& 
Die Berandung ~* der so erhaltenen Menge ist endlich~ da sie mit jeder Parallelen 
zur x- bezw. y-Achse nut endlich viel Punkte bezw. Strecken gemein hat. Nun 
ist !B < V2-!8". 

~) D ie  M S g l i e h k e i t  e i n e s  s o l c h e n  J o r d a n w e g e s  i s t  e r s i c h t -  
l i c h  e b e n f a i l s  n o t w e n d l g e  u n d  h l n r e i c h e n d e  B e d i u g u n g  f t l r  die  
Men~ 'e  d e r  H a u p t p u n k t e .  
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1 1 
deren Abstand yon M < ~i-~, "> f i  ist, wobei wir dureh endlieh 

viele rektifizierbare Qaersehnitte in der Meuge dieser Punkte ~ 
den einfaehen Zusammenhang wiederherstellen und dutch Einsehnitte 
es erreiehen, dag die einzelnen Sttieke z der Berandung yon S, die 

1 
auf diese Art dem Gebiete S zugefUgt werden, eine Lange < 2-~ 

besitzen. Das einfaeh zusammenhangende Gebiet, das wir so naeh 
DurehfUhrung dieses Verfahrens ftir jedes k erbalten, bezeiehnen 
wir mit ~ Die Berandung yon S wird yon einem rektifizierbaren 
Quersehnitt yon G gebildet. Sei (2~ ein System yon Quersehnitten 
yon S, so dag Qh- die Quersehnitte Qk-~ und Ok+l trennt und 

1 1 
daft alle Punkte yon Ok eine Entfernung yon M < 2 ~ > ~ -  ~ 

besitzen, so ist dies aueh ein System yon Quersehnitten yon S. Naeh 
der Theorie yon C a r a t h 6 o d o r y und K o e b e ist leieht zu zeigen~ 
daft dureh die Qk ein Primende yon S bestimmt wird, das dutch 
die Menge M gebildet wird. Von vornherein ist klar, daft die 
Menge der Ha.uptpunkte dieses Primendes in N enthalten ist. Be- 
zeiehnet Tk bezw. ~ die dureh Q~ bestimmten Gebiete yon S bezw. ~-~ 
und besitzt ein Punkt yon N yon allen Qk und Q,k+, verbindenden 

egen yon Tk--Tk+~ einen Abstand, der hSehstens gleieh . . . . .  ,~k,, isL 
so besitzt derselbe Punkt yon allen solehen Wegen in ~'k--1'k+,, 

infblge unserer Annahme tiber die ~ einen Abstand -~k,,,< f)r ~--~" 

Da lim ?k , , ,~0 ,  SO folgt~ da$ jeder Punkt yon 2Y Hauptpunkt des 

durch M gebildeten Primendes yon S ist. 

V. Der Konvergenzbereich.  Vera l lgemeinerung des Picardschen 
Theorems.  Ein Zerlegungssatz.  

1. Der Konvergenzbereich eines Punktes kann leer sein~ so 

Punktes des 

Einheitskreises beziiglich der Grenzkreisuniformisierenden jeder 
zweiblattrigen hyperelliptischen Flaehe yon endlichem Geschlecht. 

1 1 

Die Funktionen sin _Z w ' 

Punkt 1 als Konvergenzbereich den Punkt o,~ bezw. die Punkte 
0, c~ ; 0, 1, ~ .  Ist F(w) die yon S i r e  angegebene Funktion, so 

/ ~ 1 
ist F~fl__w)8)_~_ eine Funktion i bezuglieh der der Konvergenz- 

bereieh des Punktes 1 die Maehtigkeit des Kontinuums besitzt. 
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2. Es gilt nun folgender Satz~ der eine bedeutsame Ver- 
allgemeinerung des Pieardsehen Theorems darstellt: 

Mt inden  in e i n e n P u n k t P z w e i  v o n P 0  a t t s g e h e n d e  
3 o r d a n w e g e  14~ und  W~ ein, d ie  s o n s t  k e i n e n  P u n k t  
g e m e i n  haben~ u n d i s t f ' ( w )  e i n e i n d e m d u r c h W  1 und W~ 
b e s t i m m t e n  G e b i e t e  G, s 0 w i e  a u f  W 1 u n d  W, z mi t  Aus-  
n a h m e  y o n  19 e i n d e u t i g e  m e r o m o r p h e  F u n k t i o n ,  di~'~ 
l~tngs 1471 und  ]'V,, g e g e n  z w e i  v e r s e h i e d e n e  W e r t e  k o n -  
v e r g i e r t ~  s o n i m m t f ( w )  i n ( : ~ j e d e n W e r t ~ m i t A u s n a h m e  
y o n  h S e h s t e n s  z w e i  u n e n d l i e h  of t  an. 

Wir definieren Wertebereieh und H~tuihngsbereieh eines Punktes 
ftir ein Gebiet~ ob dies in der sehliehten Ebene oder auf einer 
Riemannschen Flaehe lieg b wie oben ftir den Einheitskreis. Wit 
nchmen nun Zuerst an, der Punkt t) besitze bezUglieh der Funktion 
z ~--f(w) ftir das Gebiet G einen Wertebereieh ~3~ der ein Gebiet I" 
der z-Ebene unbedeekt lal~t: also nimmt f (w)  jeden Weft dieses 
G ebietes in G hSehstens endlieh oft an. 

Der einfache Grundgedanke des iblgenden Beweises ist der: 
Ich grenze mir dureh einen mit Hilfe der Riemannschen Flaehe 
ilber der z-I~bene konstruierten~ sttickweise ana]ytisehen Querschnitt 
des (lebietes G~ dessen l~ndpunkte mit P zusammenfallen~ einen ein, 
fach zusammenhangenden Teilbereieh ab~ bei dessen Abbildung auf 
den Emheltskrels dem Querschnitt "~, nur ein Teilbogen yon 7 ent- 
spr~ieh% im Widersprueh zu einem sehr bekannten Sehwarzschen Satze. 

Wir kSnnen~ indem wit: mSfflicherweise w einer linearen Trans- 
tbrmatton unterwerfhn~ annehmcn~ dat3 der Bercieh G in der ~v-l~bene~ 
beschr/tnkt sei. Ferner kSnuen wi res  so einriehten~ daft der Weg 
W~ • WI, dutch keinen der it~iehstens abzahlbar vielen Punkte der 

w-Ebene geht, denen auf der Riemannschen Fl~iehe der Funktion 
f(w) Verzweigungspunkte entsprechen. Die Werte a und b k~nnen 
wit beide als eudlieh voraussetzen. Es sei nun p so gewahlt, dal~ 
fiir w - -  P!  < ? auf ]4~, bezw. W~ l z a i ,  bezw. I . z - -b  ! < ~. 
Sind hiebei Pt und P,  auf dem Kreise !w ~ P I =  P so gewahlt, 
dais f'tir 14~ zwischen P und P~, fUr W.~ zwisehen P und P,  
i w - -  P I < P~ so lafit sich 0~ ~ 0 so bestimmen, dag fur W~ ~- W, 
zwischen P~ und P~ [ w - -  P I > P~. Bezeiehnen wir diesen letzten 
Teil mit W. Da W im Regularitatsgebiete der Funktion f (w) liegt, 

?~ bestimmen, so daft so lafit sieh zu jedem seiner Punkte p ein p,, < 3 

ftir ]w --/~ I < ,% f (w) regular ist. Die diesem Funktionselement ent- 
spreehende Umkehrungsfunktion w m_ ~ (z) ist dann fiir [ z -- f(w~) I 

% regular. Die % haben nun ftir W eine yon Null versehiedene 
untere Grenze z. Ist daher far einen Quersehnitt des dem Ge- 
biete G entsprechenden Teiles der f (w) zugehSrigen Riemannschen 

< ~ und endet der entsprechende Querschnitt Flaehe I z - -  ~ I ~0 _ 3 

des Gebietes G in der w~Ebene in einem Punkte p yon ;W, so liegt 
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der Quersehnitt yon G ganz in der Umgebung ] w - -  w e, ] ~ ,% des 
,2pl 

Punktes p~ daher ist far ihn sieher t w - - P  I > -  3"  

Es sei dann Q ein Punkt des H~tufungsbereiches H des Punktes P 
in bezug auf das Gebiet G, der entweder im Gebiete F oder auf 
dessen Berandung liegt - -  ~ kann leer sein, dann besteht F aus 
der ganzen Ebene - -  und yon a und b versehieden ist. Das ~: 

la--Q] und der vorhergehenden Betraehtung wahlen wir nun ~ 3 

b--3 Q I.1) Wir sehlagen _dann um Q einen Kreis mit dem 

Radius ~t~ wobei ~1 ~ ~ ~ ~- so gew~hlt ist, dal~ der Kreis F 

durehsetzt und dureh die Projektion keines der hSehstens abzahlbar 
vielen Verzweigungspunkte der Riemannsehen Fl~che fur z ~ f ( u , )  
geht. Die Punkte des dem Gebiete G entsprechenden Teiles T dieser 
Flaehe, ftir die l z - - Q I ~  ~ bilden teils gesehlossene Wege, teils 
Querschnitte. Und zwar kSnnen nur endlich viel geschlossene Wege 
auftreten, denn die Projektion eines solehen geschlossenen Weges 
ware der Vollkreis: diesem gehSrt aueh ein Punkt yon 1' an, tiber 
den daher nur endlieh viele Punkte der Riemannschen Flaehe T 
liegen. Da T einfach zusammenhiingend ist~ ist der eine der beiden 
dureh einen solchen geschlossenen Weg bestimmten Teile yon T 
nur yon diesem Weg begrenzt und es entspricht ihm ein einfaeh 
zusammenh~ngendes, ganz in G gelegenes Gebiet. Ftir alle diese 
Gebiete i s t [ w - - P ]  ~ 72 4: 0. Auf unserem Kreise mu~ es nun 
Punkte geben, tiber denen Punkte yon T liegen, fiir die ] w -  P I 

, ~  da sowohl innerhalb als au~erhalb des Kreises Punkte .%, 
L , W  

des Haufungsbereiches H liegen, der Haufungsbereich abor als Durch- 
schnitt der Kontinua erhalten wird, die entstehen~ wenn man den 

1 
Wertebereich abgesehlossen maeht~ der dem Teile I w - - P ] ~  ~ 

yon G entsprieht, auf dessen Berandung P liegt. Die zusammen- 
hangende Menge der Riemannsehen Flaehe, ftir die ],z - - Q  I ~ a 

und die einen Punkt enthalt, fiir den [ w --  P [  < p~ < ~ ,  ist ein 

Quersehnitt q. Der entspreehende Querschnitt der w-Ebene hat seine 
Endpunkte in P ;  denn auf ]~  kann er keinen Endpunkt haben, 

da sonst naeh unserer frtiheren BetraChtung ftir ihn I w - - / )  [ > z~  

sein mti~te; aber auch nieht auf D 1 -~- I~V~ - -  W, denn d a  mtifite 
entweder I z - - a  1 oder ] z - - b l ~ a  sein, wahrend ftir die Pro- 
jektion unseres Querschnittes beide GrS~en ~ a sin& 

!) Wit  kSnnen  stets einen P u n k t  Q finden, der yon a and  b verschieden 
ist, d~ H ein K o n t i n u u m  ist, in dem a und  b enthal ten  sind0 ,, , 
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Es sei nun T jener Teil der Riemannsehen Flitche T. der 
zwar yon q~ nieht abet yon W~ + W, begrenzt wird. Es wird dann 
das Bildgebiet yon T in der w-Ebene T* yon dem Bilde yon q zu- 
sammen mit dem Punkte P begrenzt. Bilde ich die einfaeh zusam- 
menhangende Riemannsche Flaehe T auf den Einheitskreis der Ebene 
ab, so wird~ wie ich gleieh zeigen werde, dem Rande q nur ein 
Bogen z des Einheitskreises entspreehen~ der kleiner als 2 = ist. 
Dadurch __ist aber aueh gleiehzeitig eine konforme Abbildung" des 
Gebietes 7'.* auf den Einheitskreis gelief~rt : tv = Z (~-)..ledem Ein- 
schnitte des Einheitskreises, der in dem zu z komplement~.ren Bo- 
gen ~-endet, mtigte dabei ein l~insehnitt yon T* entspreehen~ der 
in t ) endet, ft. h., wenn 5 auf irgend einem Wege gegen einen 
Punkt  yon z konvergier L mtif3te w ffegen den Weft  ~v~, gehen. 
Das ist aber nach einem bekannten Sehwarzschen Satze unmtiglich. 
Damit sind wir aber zu einem Widerspruch gekommen, so daft 
die Voraussetzung~ W bedecke ein Gebiet l' nleht, unriehtig ist. 

Um zu zeigen~ daft der Bogen z des Einheitskreises kleiner 
als 2 = is h gehen wir so vet. ~) Wit bilden eine Riemannsehe Fl~ehe: 
T tiber der z-Eben% die zu T beztiglieh des Kreises ! z - - Q i :  z 
spiegelbildlich ist. Wir ksnnen uns dies etwa so denken, da/3 wit I~ 
mit abzithlbar vielen kreisfsrmigen Umgebungen ~ die entweder 
sehlieht sind oder Sttieke yon Windungsflaehen~ deren Begrenzung 
sich als Kreis mit dem Windungspunkt als Mittelpunkt p r q j i z i e r t -  
tiberdeeken, zu jeder dieser Umgebungen die spiegelbildliehe bezaglici~ 
des Kreises aufsuehen_ und diese dann entsprechend zusammenfiigen. 
Diese Fliiche :T wird nun auch yon q b e g r e n z t -  man erkennt 
dies einihch~ wenn man T fiber q ein Sttick fortsetzt und zur modi- 
fizierten Flitche die spiegelbildliche .... sucht ~) - - ,  und zwar so. d~t$'; 
einem Einschnitte yon T, der in einem Punkte yon q endet, dureh 
die Spiegelung ein Einschnitt von 7' entspricht, der in demsclben 
Punkte yon q endet. Wir kSnnen i '  und T langs q zu einer er- 
sichtlich einihch zusammenhangenden Flache ~ vereinen. ~ lafit sici~ 
nieht auf die punktierte Ebene abbilden~ denn dem Kreis% auf' dem q 
liegt, gehsrt .ja auch sin Bogen an~ der ganz in U liegt~ tiber dessen 
Punkten nur endlieh viet Punkte yon 7' und daher auch yon 
liegen, da ja aueh q den Kreis nut  endlieh of~ bedeeken kann. 
Daher lagt sich ~ auf den Einheitskreis abbilden. Der spiegel- 
bildlichen Zuordnung der Punkte yon T- und ~ entspricht eine 
lineare Transformation zweiter Art dieses Einheitskreises in sieh, 
d. h. eine Spiegelung an einem zum Einheitskreise orthogonalen 
Kreise K, dessen Punkte dabei invariant bleiben und daher dem 

1) Vgl. K o e b e ,  AbhandlungenzurTheor iederkonf .  Abb. C r e l l e  145,S. o.07. 
2) Man sagt~ eine Riemannsche Fliiche werde yon einer Kurve begrenzt. 

wenn sie auf  einer anderen Riemannsehen F]~tche liegt und auf dieser yon der 
Karve berandet wlrd. 
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Querschnitt q ~'on ~ entspreehen muff._Hiebei entspricht dem einon 
Kreiszweieck die Riemannsche Flaehe T und wenn wir dieses Zwei- 
eek auf den Emheltskre s abbilden~ so haben wir hiemit eine kon- 
forme Abbildung yon I~ "mf den Einheitskreis~ wobei ersiehtlieh 
dem Quersohnitt q ein Bogen entspricht~ der kleiner als 2 = ist. 

Den Fall~ dab der Wertebereich W drei Punkte c, d, e nieht 
enthMt~ ftihren wir auf den eben besproehenen Fall so zurtiek: 
f (w)  nimmt in G die Werte  c, d, e nm: endlich oft an~ daher kann 
ieh einen yon P ausgehenden und in P endenden Jordan-Quersehnitt 
IV* finden~ dal~ keiner dieser Punkte weder auf W*~ noeh in dem 
durch 1u bestimmten endlichen Gebiete G* der w-Lbene liegt und 
dab obendrein~ wenn w ]~tngs W* geht~ f ( w )  in der einen Riehtung 
gegen a~ in der anderen Riehtung gegen b konvergiert.  Es sei nun 
r ~ m (E) die Uniformisieran�9 . gstranszendente, �9 ~ die die~ zu der in den 
Punkten c d, c punktierten E@;bene gehsrige universell% unver- 
zweigte [Jberlagerungsfl~iche auf' den Einheitskreis der r~-Ebene ab- 
bildet. I)man ist r ,=m(f(++;))  in G": eindeutig und meromorph~ 
sobald ich einem besfimmten Punkte w einen Wert r der Funktiou 

~ " n m "f(w)) zugeordnet habe. Nun ist m(~) als Funktm von E stetig 
in dent Sinn% daft, ialls E langs eines bestimmten Weges ge.gen 
einen bestimmten We, rt konvergiert~ und sei es auch gegen emen 
der Werte c', d, c~ dann ,inch m (E) ]~tngs dieses Weges gegen einen 
bestimmten Wert  konvergiert. Dabei konvergiert m (r gegen zwei 
versehiedene Werte, wenn E gegen zwei versehieclene Werte geht. 
Daher gelten ftir m~(f(w)) die Voraussetzungen, die wit soeben N r  
unmSglieh erkannten, denn der Wert  ebereieh yon P in bezug auf 
m (f(w))  w~tre auf eine Punktmenge im Lmheltskre~se besehrankt. 

3. I)amit ist also unser Satz in seiner G~tnze bewiesen. Er  ist 
ilbrlgens in gewisser Hinsieht ein Spezialfall tblgenden Satzes: I s t  
I ' V e i n  g e s e h l o s s e n e r  J o r d a n w e g  d u t c h  d e n  P u n k t  P~ 

f ( w )  e i n e  in  d e m d u r e h  W b e s t i m m t e n G e b i e t e  G s o w i e  
a u f  W m i t  A u s n a h m e  d e s  P u n k t e s  P t t b e r a l l  m e r o -  
m o r p h e  e i n d e u t i g e  F u n k t i o n ~  u n d  g e h S r t  i r g e n d  e i n  
P u n k t  e i n e s  d e r  d u r e h  d e n  H ~ t u f u n g s b e r e i e h  d e s  W e  g es  
W i m  P u n k t e  P b e s t i m m t e n  G e b i e t e  g d e m  H ~ t u f u n g s -  

b e r e i e h  y o n  G i m P u n k t e  l '  b e z t l g l i e h f ( w )  an, s o n i m m t  
f ( w )  j - e de n  W e r t  y o n  g m i t  A u s n a h m e  y o n  h S e h s t e n s  
z w e i e n  in  G u n e n d l i e h  o f t  an, d.h. derWertebereich yon P 
umfaBt alle Punkte mit Ausnahme yon h5ehstens zwei. 

Besteht z. B. W aus den Halbstrahlen ~ ( w ) =  a~ bezw. = b~ 
(w) ~ 0~), verbunden durch das Sttiek der reellen Aehse zwisehen 

a und b~ so ist der H~iufungsbereieh von W i m  Punkte c,o bezt~g- 
l iehe  ~: gebildet durch die beiden Kreise ] z t :  e~'~ f , z =  c ~' und e" 
nimmt in dem dureh W bestimmten konvexen Gebiete jeden Wert  
des dureh die beiden Kreise bestimmten Kreisringes unendlich oft an, 

a) N (w) und :,~ (w)bezeiehnen den Real- bezw; Imaginiirteil yon w, 
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Der Beweis dieses Satzes verlauft genau so wie oben. Wir 
weisen wieder mit Hilf~ der zu f(w) bezw. m (f(w)) geh~irigen 
Riemannschen Flaehe naeh, dug es im gegenteiligen Falle e inen  
y o n / )  ausgehenden, im endenden Querschnitr des Gebietes G, so dal] 
bei der konformen Abbildung des yon diesem Querschnitt bestimmten 
Gebietes auf den Einheitskreis dem Querschnitte nut  ein Teilbogen 
des Einheitskreises entspriiche und dies ist nicht mSglich. An Stelle 
der beiden Punkte a und b tritt der H~ufungsbereich :r des Weges W. 
Wir  wahlen daher /)1 und /)~ reehts und links yon t ) auf W so, 
dug ftir alle Werte yon w auf W zwischen t)1 und P~ sowie zwisehen 
P und /o 2 die entspreehenden Werte z = f ( w )  yon a u m  weniger 

1 als z entfernt slnd~ wobei wir z kleiner annehmen als ~-~N. Hiebei 

ist N der Abstand eines Punktes Q von a, der dem H~ufungsbereich 
des P u n k t e s / )  ffir das Gebiet G angehSrt und in g im Innern oder 
auf der Berandung eines Gebietes 1" liegt~ yon dem wir voraussetzen, 
da~t keiner seiner Punkte dem Wertebereich yon P ftir G angeh($rt. 

Nimmt f (w) die Werte c, d, e in g im Gebiete G nur endlich 
oft an, so kSnnen wir zuerst wieder den Weg W so abandern zu W ~, 
daft ~ ebenfalls der H~tuihngsbereieh yon W* im P u n k t e / )  ist und 
dal~ f ( w )  auf W ~ und in dem dutch W ~ bestimmten Gebiete G "~'< 
die Werte c: d, e tiberhaupt nicht annimmt. Verbinde ich c, d, (: 
innerhalb g dureh einen Weg, so kanu ich, da dieser Weg yon 
einen Abstand grSl~er Null hat~ die Punkte /)7 und t)~ auf W v< so 
wahlen~ da[3 der W ;'~ zwischen P~ und l): bezw. P und P~ ent- 

~ ienem Weg niehts gemein hat. spreehende Weft in der z-Lbene mi t .  
Daher verlauft der durch ~ ~ m (f(w)) dem Wege W ~ entsprechende 
Weg vollkommen in einem passend bestimmten Fundamentalbereich 
der Umkehrungsfunktion z = M (~) yon r ~_ m (z)~ in dem daher 
auch der B r~: im Punkte / )  entspreehende H/fufungsbereich ~ der 
[-Ebene liegt. Dem einfach zusammenhlingenden Gebiete 9 entspricht 
hiebei das dutch ~ bestimmte Gebiet der ~-Ebene g-~ das den Pnnkt or 
enthalt; g-enthi~lt den Rand des Einheitskreises in seinem Innern. Da 
0 in g dem Haufungsbereich yon G im P u n k t e / )  angehSrt und da W ~'~ 
so gewzthlt werden kann~ dal] G ~ denselben H~ufungsbereich besitzt 
wie G~ so kann ieh in G -:'~ eine gegen l ~ konvergierende Folge 
yon Punkten~ lh ~ P~ ~ T3~ �9 �9 �9 P,, ~ w~thlen~ deren entspreehende Punkte 
in der z-Ebene in g liegen und gegen 0 konvergieren. Die entspreehen- 
den Punkte der ~-Ebene liegen alle in g und besitzen mindesten$ 
einen Hgufungspunkt~ der ersichtlich nicht auf ~ daher also in ~]- 
liegt und damit sind alle Grundlagen gewonnen~ um so wie frtiher 
weiterzusehliel]en. 

4. Z e r f a l l t  d a h e r  d e r  I t ~ t ~ f u n g s b e r e i e h  y o n  W i r e  
P n n k t e  P in  z w e i  t e i l e r f r e m d e  T e i l e  H;~ H,~ - -  die dem 
Teile von W einerseits und anderseits yon / )  entsprechen --~ so 
n i m m t f ( w )  j e d e n  W e r t  de s  d u r e h  d i e s e  b e i d e n  K o n t i -  
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n u a  b e s t i m m t e n  G e b i e t e s  g m i t  A u s n a h m e  y o n  h S c h -  
s t e n s  z w e i  in  G u n e n d l i e h  o f t  an ;  denn der Hi~ufungs- 
bereich yon G ist ein die beiden erwahnten Kontinua enthaltendes 
Kontinuam und enthi~lt daher aueh sicher Punkte yon g. 

W e n a  H 1 in  e i n e n  P u n k t  e n t a r t e t ~  so w i r d  a u c h  
d i e s e r  W e r t  u n e n d l i c h  o f t  a n g e n o m m e n ~  f a l l s  d a s  y o n  
H, 2 b e s t i m m t e  G e b i e t ~  d a s  H 1 e n t h a l t ~  s c h o n  z w e i  A u s -  
n a h rn s w e r t e b e s i t z t ; denn ware dies aueh Ausnahmswert; so 
wtirde bei der Abbildung des modifizierten Gebietes G* dureh 

= m (f(w)) H I in einen _Punkt des Einheitskreises tibergehen~ 
wi~hrend /Le einer Menge H,~ entspreehen mSeht% die ganz im 
Innern eines entspreehenden Fundamentalbereiehes tier Umkehrungs" 
funktion yon ~ ~ m (z) liegt und daher yore Einheitskreis eine end~ 
liche Entfernung besitzt. 

Wird aueh ~ zu einem Punkt% so haben wir den zuerst 
behandelten Fall. 

5. Als Beispiel ftihre ich noeh folgendes an : Es sei f (w)  ~ e '~  
W sei die imaginare Achs% P der lmendlieh ferne Punkt~ G jener  
Tell der w-Eben% ftir dan der Realteil posit ivist .  Dann ist der 
Haufungsbereieh yon W i m  Punkte ~ gegeben durch die Kurve 

= e~176 (0 < ~ < 2~) 

und f (w)  aimmt in G alle aul~erhalb dieser Kurve gelegenen Werte 
unendlich oft an mit Ausnahme der Werte 0 und ~ tibrigens aueh 
alle innerhalb and auf dieser Kurve gelegeaen Werte. 

6, Im Hinbliek auf dieses Beispiel sei tibrigens noeh folgende 
Versch~trfung obiger Satze bewiesen: W e a n  f (w)  i n  G z w e i  
] V e r t e  y o n  g a u s l a l S t  (bezw.  e n d l l e h  o f t  a n n i m m t ) ~  d i e  
t i b r i g e n  h i n g e g e n  n n e n d l i c h  o f t  a n n i m m t ~  so n i m m t  
s i c  t i b e r h a u p t  j e d e n  Wer t~  m i t  A u s n a h m e  j e n e r  z w e i .  
in  G u n e n d l i c h  o f t  an. 

Wir kSnnen die beiden ausgelassenen Punkte a und b in .q 
durch einen Weg V verbinden. Wir  modifizieren d a n n W  s% dag 
die Haufungsbereiehe yon ]jr ,  und des yon B r* bestimmten Gebietes 
in P dieselben sind wie die yon W u n d  G und da~ f (w) die Werte  
a, b in G* und  auf I,'V ~ tiberhaupt nieht annimmt. Gibt es dann 
noch einen Wert  c auger g~ z. B. auf dem Rande yon .q~ dann bildo 
ieh die zu der in a~ b~ c punktierten Ebene g ehSrige universelli~ 
[)berlagerungsflaehe auf den Einheitskreis der ~-Ebene 'kouform ab 
dureh ,z'~----M({). Auf W* bestimme ieti nun zwei Punkte/ )1  und  s 
beiderseits yon P~ so da~ die Wert% die f (w)  auf W* zwisehen 
P1 und P bezw. zwisehen P und t)2 annimmt, yon V eiaen yon 
Null verschiedenen Abstand besitzen. Dies ist mSglieh~ da V in g 
liegt. Ieh betrachte dann ~ ~ - m  (f(w)), w o m  die Umkehrungs- 
fanktion yon M ist. Hiebei ]ege ieh den entsprechenden Zweig 
dadureh fest, da{~ wit einem Punkte yon W den entsprechenden 
Punkt  in einem bestimmten Fundameutalbereieh der ~-Ebene be- 
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ztiglieh M(r) zuordnen. GehSrt der Punkt  =l, der dem Punkte Pt 
entspricht, einem bestimmten Fundamenta]bereich an - -  zu dessen 
Herstellung denken wir uns die z-Ebene zwischen a und b sowie 
zwischen b und c zerschnitten --7 so liegen die den Punkten yon W* 
zwischen ~P, und P entspreehenden Punkte s~tmtlieh in der Gruppe 
yon Fundamentalbereichen, die denselben Punkt ~, als dem Punkt e 
entsprechenden Punkt  auf dem Einheitskreis liegen haben wie der 
Fundamentalbereich~ in dem ~, liegt. Dieser Tell des Bildes yon W* 
hat als einzigen Punkt auf dem Einheitskreis, von dem er miSglieher- 
weise die Entfernung Null besitzt~ den Punkt 7~. Ebenso ergibt sich 
ein Punkt -[~ ftir den Tell yon W* zwischen P und P.~. Daher 
kann der H~tufungsbereieh yon W "~ beztiglieh r ~_ m ( f  (w)) mit dem 
Einheitskreis h~ehstens die Punkte 7, und 72 gemein haben. 

Wir  w~hlen sodann in G* eine gegen _P konvergierende Punkt- 
folg% deren entsprechende Punkte in der z-Ebene gegen a gehen. 
Die entspreehenden Punkte in der ~-Ebene haben ihre H~tufungs- 
menge auf dem Einheitskreis. Diese H/tufungsmenge gehSrt dem 
H~ufungsbereieh v,)n G* beziig'lieh ~ = m  (f(w)) an. Enth':ilt sie 
daher einen yon 7t und 73 - -  die aueh gleich sein kSnnen - -  ver- 
sehiedenen Punkt~ so sind wir damit nach unseren frtiheren Schltissen 
zu einem Widerspruch gekommen. 

Im anderen Falle, wenn 7, Haufungspunkt unserer Punkt- 
menge ~ und yon ]u ist,') werfen wit durch eine lineare Trans- 
formation des Einheitskreises in der oberen ~-Halbebene den Punkt "h 
ins Unendliche. Dann liegt for das Bild yon W* zwischen t~ und P 
--- wenn 7, ~- 7~, auch fiir das Bild yon W* zwischen P2 und P - -  
da diese Teile yon 14"* yon dem Wege V endliehe Entfernung be- 
sitzen, der Imaginartei[ yon ~ tiber einer bestimmten, yon Null ver- 
sehiedenen Grsl3e 91 nnd infblgedessen ftir das ganze Bild yon W*, 
das augerhalb eines gentiffend gro$en Kreises ! ~ I ~  P liegt, der das 
Bild des tibrigen Teiles yon W* enthalt. Es giibe nun Punkten 
dieser Punktmenge ~ entspreehende Punkte augerhalb dieses Kreises, 
die, da ~ gegen a konvergiert, beliebig nahe an der reellen Achse 
}iegen mtigten. Die Prqjektion der zu : = r e ( f ( , 0 )  in G* ge- 
hSrenden Riemannschen Fliiche tiber der ~-Ebene, besitzt daher 
au$erhalb des Kreises l r~i-- ~- 2f~ ]iegende Tell% die zwischen dem 
Bilde yon H 7. und der reellen Aehse liegen, und zwar yon dieser 
Um weniger als ~ entfi~'rnt. ]hre Grenzpunkte gegen die reelle 
Aehse zu gehSren dem Hiiufungsbereich yon G* an~ nehmen wir 
n~mlieh auf der Riemannsehen Fl~che eine Folge yon Punkten, 
deren Projektionen gegen einen solchen Grenzpunkt konvergiert, 
so konvergieren die entspreehenden Punkte in der w-Ebene gegen P, 
dt~ sie ffeg'en keinen inneren Punkt (infolge der Gebietsstetigkeit)~ abet 
aueh gegen keinen sonstigen Punkt yon IV* konvergieren kiinnen. 

1) Ist  letzteres n icht  der Fall, sind wir auch schon fertig. 
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Damit sind wir naeh dem frtiher Gesagten wieder zu einem Wider- 
sprueh gekommen, t) 

7. Von den Folgerungen will ich nur dies anftihren: 
W e n n  e i n e  im E i n h e i t s k r e i s  m e r o m o r p h e  F u n k t i o n  

i m E i n h e i t s k r e i s  in d e r  U m g e b u n g e i n e s R a n d p u n k t e s  
2 ~ m i n d e s t e n s  d r e i W e r t e  n i e h t  a n n i m m t  , so k a n n  f(w) 
a u f d e n  in 20 e n d e n d e n  E i n s e h n i t t e n  des E i n h e i t s k r e i s e s  
h t i e h s t e n s  g e g e n  e i n e n  W e r t  k o n v e r g i e r e n ,  d. h., de r  
K o n v e r g e n z b e r e i e h  y o n  P i s t  l e e r  o d e r  b e s t e h t  aus  
e i n e m  P u n k t .  

N i m m t  e i n e  in dem y o n  d e r  J o r d a n k u r v e  W be- 
g r e n z t e n  G e b i e t e  G u n d  a u f  W m i t  A u s n a h m e  y o n  P 
t i b e r a l l  m e r o m o r p h e  F u n k t i o n  die  W e r t e  k e i n e s  Ge- 
b i e t e s  u n e n d l i e h  of t  an, d. h; besitzt der Wertebereieh des 
Punktes 20 ftir das Gebiet G keinen inneren Punkt~ s o i s t d e r H ~ u- 
f u n g s . b e r e i e h  des P u n k t e s  P f t i r  das  G e b i e t  G g l e i e h  
dem H ~ t u f u n g s b e r e i e h  des W e g e s  g r i m  P u n k t e  P. 

8. Der eingangs bewiesene Satz weist auf eine gewisse Analo~ie 
des Verhaltens der eindeutigen, nur in einem Punkte wesentlieh 
singut~tren Funktionen mit dam jener in C~ eindeutigen meromorphen 
Funktionen hi n, die, wenn man limgs der im Regularit~,ttsgebiete 
verlaufenden Wege W 1 und Wz gegen den Randptmkt P geht, 
gegen zwei versehiedene Werte konvergieren~ wobei G ein einfaeh 
zusammenhitngendes, yon W, und W e begrenztes Gebiet ist. In 
dieser Hinsieht sei aueh auf die sehSnen S~tze yon P h r a g m e n 
und E. L i n de l 5f2) hingewiesen. In Verbindunff damit sei folgender 
Zerlegungssatz angeftthrt: 

Es sei P ein s i n g u l i i r e r  P u n k t  d e r  F u n k t i o n  f(w). 
G i b t  es d a n n  z w e i r e k t i f i z i e r b a r e J o r d a n w e g e  Wi, I/V~, 
d ie  b e i d e  y o n  P a u s g e h e n  u n d  in P e n d e n  u n d  k e i n e n  
w e i t e r e n  P u n k t  m i t e i n a n d e r  f f e m e i n  haben~ l i e g t  

1) All diese S~tze gelten iibrigens aueh in entspreehender Passung, wenn 
die Wette c, d, e nicht Ausnahmswerte sled, sondern solche Werte, dag die tiber 
ihaen lleg, enden Stellen - -  yon endlich vielen abgesehen - -  Windungsstellen yon 

1 1 1 
einer Ordnung sind, die dutch m c, re,l, mc teilbar ist, wobei ~ @ ~ -~- ~ < [ .  

Hiebei rechnen wir eine Stelle, tiber nur endlich viel Stellen der Fl~che liegen, 
gleich einer Windungsstelle yon der Ordnung co. Nennen wlr eine solche Fl~cho 
g t t s n a h m s v e r z w e i g t  in  c, d, e, so kiinuen wir sggen, dgl~ d i e  zu  . f (w)  g e -  
h S r i g e  R i e m a n n s c h e  F l ~ c h e  n i c h t  i n  d r e i  P u n k t e n  c, d, e d e s  Ge-  
b i e t e s  .q a u s a a h m s v e r z w e i f f t  s e i n  k a n n  u n d  f a l l s  s i e  i n  z w e l  
P u n k t e n  c, d i n  d e r  o b e n  a n g e g e b e n e n  A r t  v e r z w e l g t  i s t ,  t i b e r d e c k t  
s i e  d i e  g a n z e  E bene~  o h n e  in  b e z u g  a u f  c, d u n d  e i n e n  w e i t e r e n  
P u n k t  e a u s n a h m s v e r z w e i g t  z u  s e i n ,  u n o n d l i c h  o f t .  Vorausgesetzt, 
dag in g ein Pnukt  de~ tt~afungsbereiches yon G llegt. 

,z) P h r a f f m e n ~  Sur uno extension d'une theoreme classique de la theorle 
des fonctlons. Acta math., Bd. 28, S. 351 ft. 1904. 

P h r a g m e n  et L i n d e l S f ,  Sur une extension d'une princlpe elassiquo de 
l 'Analyse. Acta math., Bcl. 31r S. 381 ft. 1908. 

Mannish.  fiir Mathemat ik  u. Phys[k.  X X I X . ' J a h r g .  
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f e r n e r  das  y o n  den  b e i d e n  W e g e n  e i n g e s e h l o s s e n e  
G e b i e t  G g a n z  im e n d l i e h e n ,  i s t  w e l t e r s  ein Z w e i g  
y o n  f(w) in  G u n d  a u f  W 1 und  W. z r e g u l a r  und  g e h t  
f(w)(w--P) m i t  ( w - - P )  in G g l e i e h m a l 3 i g  g e g e n  Nul l ,  
i s t  o b e n d r e i n  f(w) t i be r  W~ und  W. 2 a b s o l u t  i n t e g r a b e l ,  
so h a b e n  w i t  

f (w) - - f l  (w) -]-.]~ (w), 

w o b e i  e in  Z w e i g  yon  fl(w) in dem G e n t h a l t e n d e n  
i n n e n g e b i e t  G I y o n  I/V1, e in  Z w e i g  v o n j ~ ( w )  in dem G 
e n t h a l t e n d e n  A u f i e n g e b i e t  G 2 y o n  I'V~ 2 h o l o m o r p h  ist. 

Denn dann gilt far jeden Wert yon G far den betraehtetsn 
Zweig yon f(w) 

j" " f (w) 

Setze ich 

f,(w)-- 1 ff( ) 
2~i  .! r  w ' 

w~ w~ 

so habe ich bereits die gewansehte Zerlegung. 
Ist der betreffende Zweig yon f(w) in dem ganzen dutch W~ 

umsehlossenen Gebiete eindeutig und meromorph, so ist fs (w) eine 
in der ganzen Ebene eindeutige Funktion, die als einzigen wesentlieh 
sing@itCh Punkt hSehstens den Punkt P besitzt. 

]~ (w) tibernimmt in gewissem Sinne die Sonderheiten des einen 
dutch das Bild yon Bq abgegrenzten Teiles der Riemannschen Flgehe 
yon f(w), r z (w) die des einen dureh das Bild yon Ws bestimmten 
Teiles. In dissem Bezug kSnnen wir welter  sagen: E n t h a l t e n  
d i e  b e i d e n  an /~" r e i e h e n d e n  Z i p f e l  y o n  G je  das  
S t a c k  s i n e s  y o n  N u l l  v e r s e h i e d s n e n  F l i t e h e n w i n k e l s  
m i t  dem S e h e i t e l  in P, f t i r  das  } w - - P l  < P, so b l e i b t  
r in G~,f,~(w)(w--P) in G s b e s e h r a n k t .  Seien 
etwa die vier Strahlen der beiden Fl~tehenwinkel gegebsn dutch 
0 < q~t < ~% < ~:~ < % < 2=, wobei q01, r den einen, q%~ ~ den 
andersn Winkel bestimmen. Es lagt sieh dana zu dem Winkel 
~ ~ [ ~ <  ~ ; < ~ ,  :P3<q~<~4]  eine Grtil3e Pt < P und eins Grts~e 
g t ~ 0  bestlmmen, so dat3 for alle Punkte des Winkels, far die 

�9 l w - - P l < P ~ ,  die Entfernung vom Weg W ~ > ~  w - - P l  ist. 
Dahsr ist far diese Punkte 

i f ,(w)l<l flf( )lld l< 11_ 1 �9 f t  i < 

Ftir die Punk te  yon G, die aul3erhalb jenes Winkels liegen, ist, 
wenn l w - -  P I < P_, die Entfernung yore Wege W~ > 8~ ] u, P i, 
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�9 wobei 9~ und ~ 4= 0 passend bestimmte Gr61~en sind. Daraus folgt 
far diese Punkte 

t <  i _p- I �9 
Nun ist in diesen Punkten 

Ifl  (q~V) ] < i f  (gU) [ + ].t2 (W) I < ~ q [ r~/) __ .L~ I 

und d~her ist fur alle Punkte yon G~ f l  ( w ) ( w - - P )  gleichm~tl~ig 
beschrgnkt~ denn f~ (w) ist ja auf W~ selbst~ mit Ausnahme des 
Punktes P, Ms Differenz zweier dort regularer Funktionen f (w) und 
.~z (w) regul/ir. Ebenso verl~uft der Beweis ftir f~ (w) (w- -  P )  in G 2. 

Ist daher f (w) in G~ eindeutig und meromorph~ so kann man 
daher naeh der Zerlegungsformel f(w) =-fl (w) --~f,~ (w) das Waehstum 
yon f (w) in der Umgebung yon P in G 1 naeh dam Waehstum der 
den Punkt P als einzigen singul~tren Punkt besitzenden Funktion 
f2 (w) in P beurteiten, denn in G~ bleibt fL (w) (w- -P ) ,  au~ierhalb 
f~ (w) ( w -  P )  beschr~nkt. 

VI. V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  e i n e s  S c h w a r z s e h e n  L e m m a s .  
F o l g e r u n g e n .  

1. K o e b e  1) hat s Verallgemeinerung eines bekannten 
Schwarzschen Satzes gegeben: 

Es  se i  F ( z )  e i n e  o b e r h a l ] )  d e r  A c h s e  des  Ree l l e :n  
1/~ngs e i n e s  S t t i e k e s  [a,b] d e r s e l b e n  r e g u l a r  e rk l / i r t ' e  
a n a l y t i s c h e  F u n k t i o n ~  d e r e n  W e r t e  d e m  a b s o l u t e n  
B e t r a g e  n a e h  n n t e r h a l b  e i n e r  e n d l i c h e n  S e h r a n k e  M 
b l e i b e n  m S g e n  und f t i r  d i e  es m S g l i c h  ist ,  in b e l i e -  
b i g e r  N~the d e r  A c h s e  des  R e e l l e n  l i tngs  des  g a n z e n  
St t i e k e s  [a~b] i m m e r  n o c h  e i n e  L i n i e  )~ a n z u g e b e n ~  a u f  
d e r  s i c h  d ie  F u n k t i o n s w e r t e  y o n  e i n e r  y o n  ), unab-  
h a . n g i g e n  K o n s t a n t e n  g l e i c h m g ~ i g  um e i n e  b e l i e b i g  
k l e i n e  Gr6l~e u n t e r s e h e i d e n .  A l s d a n n  i s t  d i e  F u n k -  
t i o n  e i n e  K o n s t a n t e .  

Besonders elegant ist sein Beweis in der schon 6fter angeftihrten 
Arbeit Crelle 145. Diesen Satz k0nnen wir nun so erweitern: 

Es  sei  F (z )  e i n e  o b e r h a l b  d e r  A e h s e  des  R e e l l e u  
l i tngs  e i n e s  S t i i c k e s  [a,b] d e r s e l b e n  im G e b i e t e  G er- 
k l a r t e  e i n d e u t i g e  m e r o m o r p h e  F u n k t i o n ,  d ie  d r e i  
W e r t e  a u s l a g t ;  g i b t  es d a n n  e i n e  F o l g e  y o n  L i n i e n  X~ 
in G, d i e  g e g e n  [a, b] in s e i n e r  g a n z e n  A t ~ s d e h n u n g  
k o n v e r g i e r e n ,  so dal~ d ie  F u n k t i o n s w e r t e  a u f ) , .  s i c h  
y o n  e i n e r  K o n s t a n t e n  k,~ um F u n k t i o n e n  ~,~ u n t e r -  

1) K o e b c, Rifnderzuordnung bei konformer Abbildung. GiJtt. Nach:r. 1913. 
s. 286. 
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s c h e i d e n ,  d e r e n  a b s o l u t e r  B e t r a g  mi t  g l e i c h m ~ i g i g  

g e g e n  N u l l  geh t ;  bi~zw, i h r e m  a b s o l u t c n  B e t r a g e n a c h  
t ibe r  g,~ lieffen~ w o b e i  g,, mi t  n g e g e n  U n e n d l i c h  geh  h 
d a n n  i s t f ( w )  e i n e  K o n s t a n t e .  

Sind e, d, e die drei ausgelassenen Werte~ so bilde ich wieder 
die universetle 0berlag'erungsflache. die zu der in c~ d~ e punktierten 
z-Ebene gehSr L mittels r = m (z) auf den Einheitskreis der 5-Ebene 
ab. g = m ( f  (w)) ist dann in dem einfach zusammenh~ingend voraus- 
gesetzten Gebiete G eindeutig~ sobald einem bestimmten w-Wert 
ein bestimmter Weft yon r zugeordnet ist, und'regular. Die Werte 
yon m ( f  (w)) auf k, unterscheideu sich dann yon einer Konstanten x~, 

um weniger als ~,~ wobei I z,~ t < 1 und ~,, mit --1 gegen bTu]l geht. 

Ich kann daher eine Folge yon ~z wtthlen, so daft die a,,, gegen 
einen bestimmten Weft z konvergieren und auf diesen ),,,, unter- 
scheiden sich daun die Werte yon m (fOr)) yon z um weniger 

als ~"i ,  wobei ]~i[  mit 1_ gleichmaftig gegen Null geht. Daher mul~ 

nach dem vorigen ( f  (w)) und infolgedessen f (w) eine Konstante sein. 

D e n s e l b e n  SchluI~ k S n n e n  w i r  nattirlich zichen~ 
w e n n  d e r  dem G e b i e t e  G e n t s p r e c h e n d e  Te l l  d e r  zu 
~ = f ( w )  g e h S r i g e n  R i e m a n n s c h e n  Fl~ tehe  t ibe r  d e r  
z - E b e n e  a u s n a h m s v e r z w e i g t  i s t ;  t) derBeweis erfolgt dann 
mit Hilfc der Schwarzsehen Dreiecksfimktionen. Die Verallge- 
meinerung, die sieh aus diesen S~ttzen ergibt, indem man die Strecke 
[a~ 0] durch das Stack einer analytischen Linie oder einer Jordan- 
kurve ersetzt, ist unmittelbar klar. 

2. Eine unmlttelbare Folge des eben bewiesenen Satzes ist 
folgendes : 

B e d e c k t  e i n e  e i n f a c h  z u s a m m e n h i t n g e n d e  Rie-  
m a n n s c h e  F l a c h e  t ibe r  d e r  z - E b e n e  d r e i  P u n k t e  d e r -  
s e l b e n  n u t  e n d l i c h  oft~ bezw.  i s t  s ie  a u s n a h m s v e r -  
z w e i g t  und  k o n v e r g i e r t  d ie  P r o j e k t i o n  e i n e s  Ein-  
s e h n i t t e s  g e g e n  e i n e n  P u n k t ,  so wi rd ,  w e n n  z : . f ( w )  
die  F l a c h e  a u f  den  E i n h e i t s k r e i s  d e r  w - E b e n e  ab- 
b i l d e t ,  d e r  dem E i n s c h n i t t  e n t s p r e c h e n d e  W e g  geg 'en  
e i n e n  P u n k t  des  E i n h e i t s k r e i s e s  k o n v e r g i e r e n .  

Ferner: 
E n t s p r i c h t  b e i  d e r  A b b i l d u n g  des  e i n e n  d e r  

d u r c h  e i n e n  Q u e r s e h n i t t  b e s t i m m t e n  T e i l e  e i n e r  sol- 
e h e n  R i e m a n n s c h e n  Fl~ tche  a u f  den  E i n h e i t s k r e i s  

1) 8iohe die Fultnote S. 33. 
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d e m Q u e r s c h n i t t  d e r  g a n z e K r c i s ~  m i t A u s n a h m e  e i n e s  
P u n k t e s ~  so i s t  bei  d e r  A b b i l d u n g  d e r  R i e m a n n s c h e n  
Fl~tche a u f  den E i n h e i t s k r e i s  das  B i l d  des Q u e r -  
s c h n i t t e s  e in  Q u e r s e h n i t t  des  E i n h e i t s k r e i s e s ~  d e r  
b e i d e r s e i t s  g e g e n  d e n s e l b e n  P u n k t  des E i n h e i t s -  
k r e i s e s  k o n v e r g i e r t .  

3. Diese beiden Satze entspreehen den Satzen 1 und 2 der 
Koebeschen Abhandlung, Crelle 145. Auch Satz 3 lal~t sich nach 
den Betraehl:u,gen des vorigen Abschnittes verallgemeinern. 

D e r  K o n v e r g e n z b e r e i c h  e i n e s  P u n k t e s  des Ein-  
h e i t s k r e i s e s b e z t i g l i c h  d e r G r e n z k r e i s u n i f o r m i s i e r e n -  
d e n  z-=-q0(w) u n s e r e r  eben  b e t r a e h t e t e n R i e m a n n s c h e n  
F l a c h e n  b e s t e h t  h O e h s t e n s  aus  e i n e m  P u n k t e .  Kon-  
v e r g i e r t  q~(w) a u f  zwei  in P e n d e n d e n  E i n s c h n i t t e n  
des E i n h e i t s k r e i s e s ,  so k o n v e r g i e r t  q~(w) a u f  j e d e n  
z w l s c h e n  d i e s e n  b e i d e n  E i n s e h n i t t e n  v e r l a u f e n d e n ,  
in  P e n d e n d e n  E i n s c h n i t t  g e g e n  d e n s e l b e n  W e r t ,  u n d  �9 
z w a r  g l e i c h m a l ~ i g .  

4. Satz 4 ist ftir die Grenzkreisuni~brmisierenden der yon uns 
jetzt betrachteten Art Riemannscher Fl~ehen im allgemeinen nicht 
mehr wahr. Das zeigt schon das Beispiel der Schwarzschen Dreiecks- 

funktion mit den Exponenten ~ 4 - '  ~ die die Abbildung eines 4 

Kreisdreiecks mit den Winkeln ~ ,  ~- ,  ~- .'~uf die obere Halbebene 

vermittelt. Ist der Einheitskreis zu den drei Kreisen des Dreiecks 
orthogonal~ so konvergiert die Funktion aui keinem Einsehnitt des 
Einheitskreises. Da~Ur treten aber folgende zwel ~atze, deren erster 
yon F a t o u  ~) herruhrt: 

L a g t  d i e R i e m a n n s c h e F l g e h e  e i n K o n t i n u u m  d e s  
z - E b e n e  u n b e d e c k t ,  so k o n v e r g i e r t  d ie  U n i f o r m i s i e -  
r e n d e  z--q0(w) in den  P u n k t e n  des E i n h e i t s k r e i s e s  
f a s t  t tbera l l ,  u n d  z w a r  f u r  j e d e n  in e i n e m  s o l e h e n  
P u n k t  e n d e n d e n  E i n s c h n i t t  des  E i n h e i t s k r e i s e s ,  d e r  
d i e s e n  im w e i t e r e n  S i n n e  n i c h t  b e r t i h r t . ~  

B e s i t z t  e i n e  u n s e r e r  o b e n b e ~ r a e h t e t e n R i e m a n n -  
s e h e n  F l a e h e n  e i n e n  A u s n a h m s w e r t o  so l i e g e n  d ie  
P u n k t e ~  zu d e n e n  es E i n s c h n i t t e  des  E i n h e i t s k r e i s e s  
gibt~ l a n g s  d e r e n  d ie  G r e n z k r e i s u n i f o r m i s i e r e n d e  
z--q~(w) k o n v e r g i e r t ,  a u f  dem E i n h e i t s k r e i s e  t i b e r a l l  
d i eh t .  Dieser Satz lafit sich naturlich, wie der Fatousche Satz~ 
atlf FUnktionen ausdehnen~ die a~if der einen Seite einer analytischen 
Linie definiert sind: .... : . . . . .  

1) F a t o u ,  8ur les llgnes singuliers des fonctlons analytiques. Bull. de la 
socigt6 math. de France 1914. 
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Es werde z. B. der Wert c~ von der Riemannsehen Fliiche 
nut  endlich oft bedeekt. Es sei ferner ~ ~ ein Bogen des Einheits- 
kreises, auf dem kein Punkt  existiert~ so daft langs eines in diesem 
Punkte endenden Einschnittes cp (w) gegen einen bestimmten Wert  
konvergiert. Ist nun 7 eJn innerer Punkt  des Bogens a ~ so mug 
die Funktion r (w) in jeder Umgebung des Punktes 7 im Einheits- 
kreise jedem Weft  beliebig nahe kommen. Da die Punkte im Ein- 
heitskreise~ in denen r (w) den Wert unendlieh annimmt~ nur in 
endlicher Anzahl vorhanden sind, kann ich dutch einen Jordan- 
querschnitt~ der beiderseits gegen einen Punkt konvergiert~ den 
Einheitskreis so in zwei Teile zerlegen: daf  die Begrenzung des einen 
Teiles den Bogen a ~ enthi~lt und daf im Innern dieses Teiles keiner 
jener endlieh vielen Pole yon ~p (w) liegt. In diesem Teile T wiihle 
ieh nun eine gegen T konvergierende Folge yon Punkten 7:1, w2~ �9 �9 .~ 
ftir die die entspreehenden z-Punkte 1)1~ I),2,. . .  gegen unondlich 
konvergieren. Gehe ich yon IJi gegen unendlich in der Richtung 

? .  �9 
des Radiusvektors~ so erhalte ieh einen Elnschmtt der dem Teile T 
des Einheitskreises entspreehenden Riemannsehen ~ laehe~ d~t ja der 
Punkt  oc yon ihr nicht tiberdecl~t wird. Diesem Einsehnitt ent- 
sprieht ein Einschnitt J~'i yon T, der yon =, ausgeht und in einen 
Punkt der Berandung yon /tT, aul3er a ~ endet (naeh der Verallge- 
meinerung des ersten der Koebeschen S~ttze). Aus den E ,  kann 
ich daher eine Folffe herausgreifen~ die den Bogen a 7 (oder 7 ~) 
approximiert~ und da auf den L'i ~ (w) m i t i  gegen ~ geht (denn 
I=,.l ist die untere Grenze der absoluten Betriige)~ so widersprieht 
dies der obigen Verallgemeinerung des Sehwarzsehen Satzes. 

5. Eine weitere Verallgemeinerung des Sehwarzsehen Satzes 
besteht im folgenden: 

I s t  F(w) e i n e  o b o r h a l b  d e r  A c h s e  des  R e e l l e n  
l i t n g s  d e r  S t r e e k e  lamb] m e r o m o r p h e F u n k t i o n ~  d i e  e i n  
K o n t i n u u m  y o n  W e r t e n  aus l i i f t~  u n d  s i n d  d i e  P u n k t e  
y o n  /7'(w)~ m i t  A u s n a h m e  e i n e r  N u l l m e n g e  N~ so be- 
s c h a f f e n ~  daft  F(w) l i i n g s  j e d e s  i n  e i n e n  s o l e h e n P u n k t  
e n d e n d e n W a g e s ,  d e r  d i e A e h s e  des  R e e l l e n  --  im wei-  
t e r e u  S i n n e  - -  n i c h t  b e r i i h r t ~  ~) g e f f e n  N u l l  geht~ so i s t  
F(w) i d e n t i s c h  N u l l .  

Gibt es einen inneren Punkt der Streeke a b, in dessen Um- 
i ' gebung die ]~unktmn besehriinkt ist~ so schlagen ~ wir um diesen 

Punkt  einen Halbkreis, der ganz in jener Umgebung liegt~ und 
bilden dann das yon diesem Halbkreis und der Achse des Reellen 
begrenzte Gebiet auf den Einheitskreis der ~-Ebene ab, und zwar 
so~ dal3 der Achse des Reellen die Werte ..0 < r < = entsl)rechen. 
Es sei dann ,.~ (~)die Funktion, die dureh Ubertragung der  Funk- 
tlon F(w) in die ~-Ebene entsteht. Sie ist im Einheitskreis be- 

1) D. h. lim J ( w - - c )  - -  [ w - -  c ] ::~ 0 fi ir  die P u n k t e  y o n  W ,  w o n n  W in dem P u n k t e  e 

de r  ree l len  A c h s e  ondet .  
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sehraakt. Die Funktion W (~) = * (f) ~ (--  ~) ist dann ebenfalis 
im Eiaheitskreis beschrankt and so beschaffen, dag sie, wenn ~ langs 
eiues Radius gegen den Rand des Einheitskreises strebt, fast ttberall 
gegen Null geht. Nun ist fiir einen Punkt ~:1 ~ ! <  P < 1 

2 ~  1 f q~(pe~'~)i~eiq'd~ 
q(~)  = ~ .  - ~ e ~ _ _ ~  , 

0 

wobei ieh p durch jeden gr0geren Wert < 1 ersetzen kann; daher 

i :~T(Pe~q~)e'~d~ i" 2r, q; (~) ~ lim = lira tl; (p ~! i~') e '~~ dqo 
~.-j ~ p e ' q ' - -  ~ - - .  eiq, ~ = 0 , "  

0 0 

da ieh infolge der Besehc~nktheit von o2" Integral und Grenzubergang 
vertauschen kann. Daher ist aueh ~ (~) und infolgedessen F (w) 
identiseh Null. 

Den allgemeinen Fall ftihren wir darauf zurtick, indem wir 
aus dem Kontinuum, das yon der Funktion F (w) nieht angenommen 
wird, sin Teilkontinuum M herausgreifen, das den Punkt Null nicht 
enth~tlt and das in der z-Ebene ein einziges Gebiet bestimmt. Dieses 
enthalt ersiehtlieh den Punkt Null. Wir bilden es mittels 5 ~ - k  (z) 
auf den Einheitskreis der ~-Ebene so ab, dag dem Punkte  z ~---0 
der I'unkt ~ = 0 cntsprieht. Ftir die funktion k (F (w)) gilt dana 
die frahere Annahme. 

Aus dem Beweise ergibt sieh unmittelbar, dal3 es gentigt, zu 
fordert b da[; F (w) auf den Wegen, die die reelle Achse senkrecht 
sehneiden, fast ~iberall gegen Null geht. 

6. Unser Satz gibt eine Erganzung des oben erwahnten Fatou- 
sehenSatzes. Dieserbesagt: W e n n  e i n e  m e r o m o r p h e  F u n k -  
t ion,  d i e  l i tngs  e i n e r  S e i t e  e i n e s  S t t i e k e s  e i n e r  a n a l y -  
t i s e h e n  L i n i e  e r k l i t r t  ist ,  d a s e l b s t  e i n K o n t i n u u m  yon  
W e r t e n  aus la f i t ,  so k o n v e r g i e r t  d i e  F u n k t i o n  in f a s t  
a l l e n  P u n k t e n  d e r  a n a l y t i s c h e a  L i n i e  f t i r  j e d e n  W e g ,  
d e r  d ie  a n a l y t i s c h e  L i n i e  n i c h t  b e r i i h r t .  UnserSatzgibt  
den Zusatz: t t i e b e i  k a n n  d ie  M e n g e  d e r  P u n k t %  ftir  d i e  
es ( e v e n t u e l l  a u e h  b e r i i h r e u d e )  W e g e  g ib t ,  l~tngs d e r e n  
d ie  F u n k t i o n  g e g e n  e in  a n d  d e n s e l b e n  W e r t  A kon-  
v e r g i e r t ,  in k e i n e m  T e i l e  d e r  a n a l y t i s c h e n  L i n i e  y o n  
d e r  L~tnge t das  Mail 1 b e s i t z e n .  

Dean, gibt es einen Weg: der in P eadet and langs dessen 
unsere Funktion gegen A konvergiert, so kann naeh .den Satzen 
des V. Absehnittes auf keinem in P endenden Weg F (w) gegen 
einen anderen Wert konvergieren. Transformieren wit die w-Ebene 
so, daft die analytisehe Linie in die reelle Aehse tibergeht und das 
ansellliegende Gebiet in der oberen galbebene liegt, so erfttllt die 
ttbertragene Funktion �9 (w) naeh dem Fatousehen Satze die Voraus- 
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setzungen der oben gegebenen Verallgemeinerung des Schwarzschen 
Satzes. 

7. Vorstehendes Ergebnis ist nur eine kleine Teilantwort auf 
die Frage nach der Mcnge der Punkt% zu deren Konvergenzbereich 
ein bestimmter Wert gehSrt. Vv'ir k~3nnen uns leicht Funktionen 
konstruieren~ ft~r die e in  b e s t i m m t e r  W e r t  zu dem Kon-  
v e r g e n z b e r e i c h  yon  n u r  e n d l i c h  v i e l e n P u n k t e n  bezw.  
y o n  e i n e r  a b z a h l b a r e n  P u n k t m e n g e  gehOrt .  Maehenwir 
z. B. in die im Nullpunkte punktlerte Ebene ~*-Einschnitte, die keinen 
Punkt gemein haben, so liefert die Abbildung aus den Einheitskreis 
eine analytische Funktion, far die die :Null nut zum Konvergenz- 
bereich yon n Stellen des Einheitskreises geh6rt. Machen wit abz~ihl- 

bar vide Emschmtt% die mit dem ~iangentenwmkeX 2 '  3 " " n ' "  "" 

gegentiber tier positiven reellen Achse in den Nullpunkt mtinden 

und deren Lange mit 1 gegen :Null geht, so gehsrt dann die Null 
n 

gerade zum Konvergenzbereieh ein e r a bg e sch 1 o ss e nen  Menge  
a b z a h l b a r  v i e l e r  P u n k t e  des Einheitskreises, die einen H~iu- 
fungspunkt besitzen. Schon F at o u ~) hat ein Beispiel einer Funktion 
gegeben, f t i r  d i e  d ie  hTull zum K o n v e r g e n z b e r e i c h  e i n e r  
p e r f e k t e n ,  n i r g e n d s  d i c h t e n  M e n g e  des  E i n h e i t s -  
k r e i s e s  g e h S r t .  Ein solches Belspiel erhalten wit auch auf 

folgende Art: Wit  beseitigen auf dem Radiusvektor ~ - - .  2= 

@, r teilorfremd ; 0 < ~ < 2 =) die Punkte 0 < r < 1 .  Bei tier kon- 

formen Abbildung des tibrigbleibenden Gebietes auf den Einheits- 

kreis eutspreehen den Streeken ~ ~-= ~ �9 2 % 0 < r < eine ab- 
q ~ 

z~hlbare Menge yon Intervallen des Einheitskreises. Die perfekt% 
nirgends diehte Menge, die auf dem Einheitskreis dureh diese In- 
tervalle bestimmt wird i ist dann ge~au die Menge der Punkte, Nr 
die .die Null Konvergenzwert is~. Maehen wir in den vorhergehenden 
Beisplelen die Einsehnitto derar L dag sie in keinem Teil analytiseh 
sind~ so haben die entspreehenden Funktionen den .Einheitskreis zur  

~ r natt~rliehen G enze. Die UlnkehrungsNnktion der ellip~sehen Modul- 
Nhkilon liefert uns das Beispicl einer Funktion, bei der d i e N u 11 
K o n v e r g e n z w e r t  i s t  ft~r e i n e  a b z ~ h l b a r %  t i b e r a l t  
d:le~hge M e n g e  des  E i n h e i t s k r e i s e s .  Wirgeben weiteruntcn 
das Beispiel einer Funktion, bei der d ie  N u l l  K o n v e r g e n z w e r t  
isg f t i r  e i n e  I l b e r a l l  d i e h t e  M e n g e  e r s t e r  K a t e g o r i e ,  
die, d u r e h ' d i e  Vere in i :g :ung  yon  a b z s h l b a r  v i e l c n  per -  
f e k t e n ,  n i r g e n d s  d i c h t e n  M e n g e n  v o m  Mal~e N u l l  ent-  
s t e h  L doch wird dort die :Null noch KonvergenzweTt ftir Punkte 
augerhalb dieser Menge sein. 

1) F a t o u ,  a. a.  O. 
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8. 1Jber das Mal3 der Punkt% zu deren Konvergenzbereieh 
ein bestimmter VV=ert gehSrt~ gibt uns folgender Satz einen teilweisen 
Aufschlug : 

W e n n  e i n e  e i n f a c h  z u s a m m e n h ~ t n g e n d e  F l ~ c h e  ) 
d i e  U m g e b u n g  des  N u l l p u n k t e s  h S e h s t e n s  n - m a l  be- 
deekt~ so b e s i t z t  be i  d e r  A b b i l d u n g  d e r  F l a c h e  a u f  
d en  E i n h e i t s k r e i s  d i e  M e n g e  d e r  P u n k t %  f a r  d i e  d i e  
N u l l  K o n v e r g e n z w e r t  ( H a u p t p u n k t )  ist~ dasMal3  Nul l .  

Ich betrachte die Menge der Punkte der Riemannsehen Flach% 
ftir die ] z I - -  P. Diese verteilen sich auf abzahlbar viele Querschnitte ; 
bezw. geschlossene Wege der Ft~che. Ihnen entsprechen durch 
z--:-r (w) im Einheitskreis Querschnitt% deren jeder nach dem 
Satze auf Seite 36 beiderseits gegen bestimmte Punkte des Einheits- 
kreises konvergiert diese Punkte besitzen die Null nicht zum 
Kenvergenzwert bezw. gesehlossene Weg% deren Anzahl h~eh- 
stens n betragt. Wenn ieh mit p gegen Null gehe: so konvergieren 
die gesehlossenen Wege gegen die v Punkte ~v 1~ . . .  u,~ (~ "-: w)~ f a r  
die q~ (w) verschwindet~ wahrend die Quersehnitte gegen den Ein- 
heitskreis konvergieren, d. h. wie klein ieh ~ wahle, so kann ieh 
O so bestimmen~ dag far die Punkte des Einheitskreises~ far die 
[ ~ ( w ) ] <  p, eine der Ungleichungen gilt 

[w w i ! < s  (i--: 1 , . . .  ~), 1 l w [ < e .  

Wenn ieh nun die Abbildung so normiere, dal~ keiner der Werte w~ 
mit dem Nullpunkt zusammenfallt~ so kann ieh s so klein wahlen~ 
dag der Nullpunkt augerhalb tier dutch die vorstehenden Unglei= 
ehungen bestimmten Gebiete liegt. Ist nun G e alas Gebiet des Eim 
heitskreises~ das dureh die Quersehnitte und jene gesehlossenen Wege 
bestimmt ist~ in dem der Nullpunkt liegt~ so  ist in diesem Gebiete 

( w ) [ >  p und die Punkte des Einheitskreises Y e, die der Beran- 
(tung yon G e angehSren~ kSnnen daher den Nullpunkt nicht als 
Konvergenzwert ftir ~ (w) besitzen. Die Menge F e wird nun aus  
dem Einheitskreis dureh einen Teit obiger Quersehnitte ausge- 
sehnitten. 

Die untere Unbestimmtheitsgrenze der Lange der gesamten 
Quersehnitte fur p ~--0 ist Null. Bezeiehne ieh sie namlieh mit g~ 
so habe ich~ falls ~. (z) die Umkehrungsfunktion yon ~ (w) ist~ 

Nun f f pdpd <.p .= [ f g ht mit 
I<_e ~]~l<_ e 

gegen Ntll]. Daher kann ich eine Fo]ge yon p so with]en~ (]as f l i r  
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diese Folge die Lange der Qaersehnitte le mit ~ gegen h'ull geht. 
Das Ma$ der F,+ ftlr diese Folge ist nun 

7~ 

und da die Punkte yon F e den Wert Null nieht als Hauptpunkt 
beztigliel! ~ (w) besitzen, so folgt, daft das ~r der Punkte, far die 
die Null Konvergenzwert bezw. Hauptpunkt beztlgiieh ~ (w) ist, 
gleieh Null ist. 

Es sei bemerkt, dag  d ie  R i e m a n n s e h e  F l a e h e  T e i l e  
d e r  U m g e b u n g  des  N u l l p u n k t e s  u n e n d l i e h  of t  f iber- 
d e e k e n  k a n n ,  f a l l s  n u t  d ie  B e z i e h u n g  g i l t  

f f  p d p d ~ < k p ~ ,  
i~J<,_, 

woboi k eino Konstante und das Integral tiber jene Teilo der Rie- 
mannschen Flaehe erstreckt wird~ far die I z I --< P- 

Vii. Ausnahmsweisverzweigte Riemannsche Fiiichen. 
Beispiele. 

�9 1. Wir haben bisher als ausnahmsverzweigte Fl'aehen jene 
bezeichnet, ftIr die es drei Stellen c, d, e gibt, dag die fiber ihnen 
liegenden Stelien --- yon endlieh vielen abgesehen - -  Windungsstellen 
yon 0rdnungen sind~ die um eins vermehrt dureh m~, ma~ m ~ teilbar sind, 

1 1 + 1  
wobei ~-J-m,---~ ~ < 1. Hiebei reehnen wit eine Stelle, tiber 

dernur  endlieh viel Stellen der Flaehe liegen, gleieh einer Windungs- 
stelle yon der Ordnung c% also yon einer Ordnung, die dureh jedes m 
teilbar ist. Wir erweitern jetzt die Definition~ indem wir aueh alle 
Flachen als a u s n a h m s v e r z w e i g t  bezeiehnen, falls es vier bezw. 
ftinf Stellen gibt c, d, e, f bezw. c, d, e, f,  g, dag die fiber ihnen lie- 
genden Stellen - -  yon endlieh vielen abgesehen ~ Windungsstellen 
vonOrdnungen sind, die um eins vermehrt dureh m~, m,~, m,, m./bezw. 

1 & +  1 1 m,,, rod, m~, m/, m e teilbar sind, wobei ~ - ~ - m d  ~ - J - ~ - ~ / <  2 
bezw. 1 1 1 1 1 ,,~ + ,7,, + ~ + ~ +  ~ < 3. Es kommen h~ebei folgende 
Falle in Betra<.ht, die nieht sehon unter der frtiheren Definition 
enthalten sind : 

( 1  1 1 1) 1 @ 1 < 1  

(1 1 1 1 ) ( 1  1 1 1)(~__ 

(1 1 1 1)  (1 1 1 1 ) ( 1  
, ~ ,  - g ,  , , ~ , - g ,  , 

n >  "2. 

111) 
1 1 i 1 \  

' - ~ ' g ~ - - ' 2 '  
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Die Stdle der Sehwarzschen Dreieeksfunktionon nehmen dann 
Funktionen ein, die wir auf folgende Art erhalten: Wir bilden uns 
regul~tre, einfach zusammenhangende Riemannscho Fl~tehen~ dereu 
Stdlen, die tiber c, d, e , f  bezw. c, d, e,f~ g liegen, Windungsste':- ' :  
yon der Ordnung m,:~ ma, me, mj bezw. me, rod, me~ mf~ mg 
sind. Die Abbildung dieser Flaehen erfolgt, wie aus der zugehSrigen 
Substitutionsgruppe erhellt, auf den Einheitskreis. Wir  haben uns 
nut  .con der M~g[iehkeit so verzweigter, einfach zusammenh~mgonder 
regul/trer Riemannseher Fl~tehen zu tiberzeugen; da es hiebei auf 
die spezielle Lage der Punkte c, d, e, f ,  g nicht ankommt, so gehen 
wir so vor, dal3 wlr ein Viereek bezw. ein Ftinfeek, dessert Seiten 
yon KreisbSgen gebildet werden~ die auf zum Einheitskreis ortho- 

gonalen Kreisen liegen und deren Winkel - -  ~ - -  ~ - - ,  - -  bezw. 
7~ ~ 7~ 7~ 77 

, - -  ~ . . . . . . . . .  , - -  sind - -  solche Vierecke bezw. Ftinfecke 

innerhalb des Einheitskreises lassen sich infolge der Ungleiehungen 
1 1  1 1 1 1 1 1 1 ~  

bez . - -  + - -  a 

stets herstellen - -  auf die obere Halbebene der z-Ebene abbilden. 
Die zu z = �9 (w) gehSrige Riemannsehe Fl~tche tiber der z-Ebene 
ist regul~tr, einfaeh zusammenh~tngend und besitzt die gewtinsehte 
Verzweigung in den tiber den vier bezw. ftinf Eeken des Kreis- 
vieleeks entspreeheuden Stellen. 

Man kann tibrigens aueh noch anders vorgehen. Nehmen wit  
z. B. ein Dreieck a~ b, c her, dessen Seiten auf zum Einheitskreis 
or~hogonalen Kreisen liegen und gessen Winkel eine Summe gleich 

2__~ bilden. Wir betrachten nun die Niehteuklidisehen Drehungen 

(Transformationen dos Einheitskreises in sic!a) um 1800 um die 
Niehteuklidisehen Mittelpunkte der Seiten (a, b), (b, c), (c, a). Ordnen 
wit die bei der Drehung zur Deekung gelangenden Punkto der 
Seiten einander zu, so ktinnen wir das Dreieek als gesehIossene 
Riemannsehe Fl~tche veto Gesehleehte Null auffassen, auf der also 
eine einwertige Funktion z-~-q~ (w) existiert. Die dieser Funktion 
entspreehende regulate Riemannsehe Fl~tehe tiber der z-Ebone ist 
einfach zusammenh~tngend und hat den Verzweigungstypus 

2. Mit Hilfe der so konstruierten Funktionen bezw. ihrer Umkeh- 
rung w ~--- T (z) beweisen wit die unseren frtiheren S~ttzen tiber aus- 
n~hmsverzweigte Fl~tehen entspreehenden Satze; denn auf einer einfaeh 
zusammenh~tngenden ausnahmsverzweigten Riemannsehen Flaehe, 
deren samtliehe tiber c, d, G J, (g) liegenden StellenWindungsstellen 
yon Ordnungen sind, die um eins vermehrt Vielfaehe yon me, m~, me~ 
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mr, One) sind, wobei 1 + 1 1 + ~ : ~ < 2 1  ( 1 1 1 
_ _ _ + _ . _ .  

1 . 1 < )  
d - ~ q -  n-Tu. ,  3 , ist die zu den Exponenten me, m~,, m,., ,my, 0'~g) 

und den Punkten c, d~ e~ f, (U) gehSrige Funktion T (z) eindeutig. 
Daraus folgt einmal: 
D i e  i r g e n d  e i n e r  U m g e b u n g  e i n e s  i s o l i e r t  we- 

s e ~ t l i e h  s i n g u l g r e n  P u n k t e s  d e r  F u n k t i o n  z--~f(W) 
e n t s p r e c h e n d e R i e m a n n s e h e F l a c h e  t i b e r  d e r  z - E b e n e  
k a n n  n i c h t  a u s n a h m s v e r z w e i g t  sein.  

I s t  z=f(w) z w i s c h e n  und  a u f  den  b e i d e n P  u n d  (~ 
v e r b i n d e n d ' e n  W e g e n  ~lq u n d  W.a, mi t  A u s n a h m e  y o n  P, 
m e r o m o r p h  u n d  l i e g t  in dora veto  H i t u f u n g s b e r e i e h  
y o n  ]>F, 2 V W~ b e s t i m m t e n  B e r e i e h e  g e in  P u n k t  des  
H g u f u n g s b e r e i e h e s  des  v a n  W, und  W~ u m s c h l o s s e n e n  
G e b i e t e s ,  so k a n n  d ie  R i e m a n n s c h e  F I / i c h e  t ibe r  d e r  
z - E b e n e  n i e h t  d e r a r t  3- (4-, 5 - ) p u n k t i g  a u s n a h m s v e r -  
z w e i g t  sein,  dab  2(3 ,4)  P u n k t e  d c r A u s n a h m s v e r z w e i -  
g u n g  in g l i egen .  

:. Die Satze yon VI behalten bei der neuen Definition der Aus- 
nahmsverzweigung ihre Gtiltigkeit. 

3. Im folgenden will ich noeh zwei Beispiele anftihren, die 
in mehrerer Hinsieht ziemlieh lehrreich sind und trolz ihrer Ein- 
facliheit vielleicht geeignet sind, uns auf Mt}glichkeiten, die frtiher 
yon P a i n l e v 6  und seiner Sehule ( Z o r e t t i ,  Be u t r o u x )  zu wenig 
beachtet wurden, aufmerksam zu'maehen. 

Wir denken uns aus der Ebene die Radien, Vektoren 

( q ~ = ~ - . 2 ~ ,  0 < r < l ;  t', q teilerfremd, 0 < ~ r  

herausgenommen, die so hergeriehtete Ebene in unendlieh vielen 
Exemplaren hergestellt. Die Ebenen bezeiehnen wit mit den Num- 
mern 1, 2, 3 , . . .  n, und ebenso geben wir jedem der abzahlbar 
vielen Einsehnitte einer Ebene mine Nummer 1, 2 , . .  n , . . .  und 
zwar so, dag in den versehiedenen Ebenen die einander deekenden 
Einschnitte dieselbe Nummer tragen. Ieh verbinde nun Blatt 1, 
Einsehnitt 1 mit Blatt 2, Einsehnitt 1 kreuzweise, sodann (1, 2) 
mit (3, 2), sodann (1, 3) mit (4, 3), (2, 2) mit (5, 2), (3, 1) mit 
(6,1),  (1, 4) mit (7, 4), (2, 3) mit (8, 3), (4, 1) ,nit (9, 1) und 
so fort, indem ich die Einsehnitte in der Reihenfolge (1, 1), (1, 2), 
(2, t), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1 ) . . .  nehme 
und der Folge naeh das erste (i, k) der Reihe, das noeh nicht ver- 
bunden ist, mit dem ersten~ (j~. k) der Reihe verbinde, das dasselbe k 
besitzt und noeh nieht verbunden ist. Bei jedem Sehritt erhalten 
wir eine einfach zusammenhangende F1/tehe und daher ist auch die 
regulare Riemannsehe F]ache, die wir dureh diesen Prozefi erhalten; 
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einfheh zusammenhangend. Da sie ausnahmsverzweigt ist (vom Ty- 
pus 2, 2, 2, 2, 2), liifit sie sich auf den Einheitskreis konform: ab- 
bildeu, l)as Bild eines Blattes ist dann ein Fundamentalbereieh. 

Einem der Einschnitte ~ -~ .  2 =, 0 < r < 1 entspricht ein Qt~er- q -- - q  

sehnitt des Einheitskreises P~ Q P~, wobei P~, /)2 auf dem Einheits- 
, 1 

~ 2= r =  --  entspricht. kreis liegen, withrend Q dem Punkte ~ ~ q . q 

Der Ubergang yon dem einen Blatt zu dem anderen Blatt, die l~tngs 
dieses Einsehnittes zusammenhangen~ liefert uns eine nichteuklidisehe 
Drehung des Einheitskreises um den Punkt O um 180 ~ woboi P~ Q 
in P.xQ tibergeht. 1)1, P~ und Q liegen daher auf einem zum Ein- 
heitskreis orthogonalen greis und P~ ist yon P~ versehieden. Ersetze 
ieh jeden der Querschnitte P, Q P~ durch den Orthogonalkreis 1'1 O P,2, 
so erhalte ieh wieder einen Fundamentalbereieh F. Die Begrenzung 
dieses Fundamentalbereiches hat mit dem Einheitskreise eine per- 
fekte, nirgends dichte Punktmenge M gemein. Wenn sieh ein Punkt 
im Fundamentalbereich einem Punkte yon M nahert, nahert sieh 
tier entsprechende Punkt z in der dem neuen Fundamentalbereich 
entsprechend aufgeschnittenen z-Ebene B dem Punkte 0. Mit Hilfe 
der Ungleichung 

wobei $ (.z')=w die Abbikhmgsfunktion ist, die B auf den Fun- 
damentalbereich T' abbildet und die Doppelintegrale tiber die punkte 
] z ] <  p yon B erstreekt sind, weisen wir wieder nach, dag M das 
Na|~ 0 besitzt. Wir brauchen nur zu beachten~ da$ die Projektion 
der Punktmenge der w-Ebene~ die den Punkten [ z [ =  [, in B ent- 

~,, �9 . 
sprieht~ yore Nullpuukte aus auf den 1,mheltskrels 31 r enthiilt, falls 
der Nullpunkt, was wir ja annehmen kSnnen, innerer Punkt des 

7q " S J~ undamentalbercmhe' ist. An den Fundamentalbereich sehliel~t sieh 
" h litngs jedes der begrenzenden Kreise ein neuer J0undamentalberem , 

den man dureh eine niehteuklidisehe Drehung um 1800 um einen 
Punkt Q des Fundamentalbereiehes erh/tlt. Daraus erkennt man~ 
dais d ie  F u n k t i o n  f(w), die  als  e i n z i g z n  K o n v e r g e n z -  
w e r t  den  W e f t  0 be s i t z t ,  d i e s e n W e r t  in  e i n e r  t t b e r a l l  
d i e h t e n  M e n g e  e r s t e r  K a t e g o r i e  vom Mage  0, d ie  aus  
d e r V e r e i n i g u n g  y o n  a b z a h l b a r  v i e l e n  p e r f e k t e n ~  nir -  
g e n d s  d i c h t e n  M e n g e n  b e s t e h t ,  a ls  K o n v e r g e n z w e r t  
b e s i t z t, und zwar endet das Bild jedes Einsehnittes der Riemann- 
schen' Flaehe, der nur endlieh' viel Bl~ttter B der RiemannSchen 
Fliiehe durehsetzt, in einem Punkte dieser Menge, Es gibt aber 
aueh noeh andere Punkte des Einheitskreises, ftir die die. 0 Kon- 
vergenzwert von f(w) ist. Der entspreehende Einschnitt auf der 
Riemannsehen Fliiehe mug dann nattirlieh unendlieh viele Blatter B 
durchsetzen. Einen solehen Punkt erhalten wir folgendermagen: 
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Wir nehmen eine Folge yon Punkten Q~ an : q~i - - /~ '  �9 2 ~ ; ~. -m- - - ,  
qi q~' 

bei der die ~i und ri gegen 0 gehen, und nohmen dann einen Ein- 
sehnitt der Riemannsehen Flache, der gegen z = 0 konwrgiert  und 
dessen Projektion mit jedem der den Punkten Qi entsprechenden 
Berandungen yon B einen Punkt  gemein hat und nur mit dieson. 
Das Bild dieses Weges liefert den gewtinschten Punkt. Wir erhalten 
diesen Punkt  auch als Grenzpunkt der ineinandergeschachtelten 
KreisbSgen, die yon den zu den veto Bilde unseres Weges durch- 
schnittenen Orthogonalkreisen der Einteihng des Einheitskreises in 
Fundamentalbereiche ausgeschnitten werden. Welches Mag besitzt 
nun die Menge der Punkte, zu denen die 0 als Konvergenzwert 
gehsrt ? 

4. Nehmen wit sodann yon dem Gehiete l z [ < 1 alle Strecken 

weg: ~ =  P-- .2=,  1 - - 1 < r < l  (p:qtei lerfremd, 0 < q ~ < 2 = ) ,  q q - -  
stellen wir uns dieses Gebiet in unendlich vielen Exemplaren her 
und bilden wir uns daraus in der beim vorigen Beispiel erli~uterten 
Art eine regulitre, einfach zusammenhgngende Fl~che her, so kSnnen 

w i r  diese wieder auf den Einheitskreis abbilden. Den Fundamental- 
bereich kSnnen wir wieder yon Orthogonalkreisen des Einheitskreises 
begrenzt denken. Die Berandung des Fundamentalbereiches hat mit 
der Peripherie des Einheitskreises eine perfekte, nirgends dichte Punkt- 
menge gemein~ die wahrscheinlich ein yon 0 verschiedenes Ma{3 besitzt. 
Jedenfalls k~mvergiert nach dem Fatouschen Satze die Abbildungs- 
funktion fast tiberall auf den Einhcitskreis i~r jeden in einen Punkt 
m~indenden Einschnitt des Einheitskreises~ der den Einheitskreis - -  
im weiteren Sinne - -  nieht bertihrt. Dieses Beispiel zeigt, wie ein~ 
einf~tch zusammenhgnffende Riemannsche Fl~che beschaffen sein kann: 
die einen Tell der Ebene nicht bedeckt, ohne daf3 sigh ein in einer 
Ebene llegendes Stack der Riemannschen Flache angeben liege, das 
durch einen Querschnitt q bestimmt und dessen Begrenzung nur 
teilweise yon q gebildet wird. ~) 

N a c h t r a g :  Nach Vollst~ndiger Fertigstellung vorliegender 
Arbeit wurde mir yon Herrn G. M i t t a g - L e f f l e r  mitgeteilt, dag 
einige der von mir enthaltenen Resultate bereits in zwei wahrend des 
Krieges ersehienenen Arbeiten yon F e 1 i x I v e r s e n : Recherches 
sur les fonctions inverses des fonctions meromorphes, Th6se Helsing- 
fors 1914; Sur quelques propri~..t6s des fonctions monog6nes au 
voisinage d'un point singulier, Ofversigt af Finska Vetenskaps- 

1) Ein solches Be!spiel gibt iibrigens auch Z o r e t t i  (a. a. O. S. 112). Den 
Einheitskreis aber als ,coupure pour une branche" zu bezoichnen, halte ich nicht 
fiir zweckm~igig, ebensowenig die Bezeichnung der reellen Achse als singul~rer 
Linie der Funktion im zweiten Beispiel. . . . . .  

r 
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Societens FSrhand]in~y~r~ B I  I , V I I L  Afd ,!\. N~, qS~ 1916, o~tbalten 
sind. Die mir  dur(~h ~i : ,~ ,  .:dl ~,h,~ {~Is ~ d . s  ,[ l  i'~'a Mi~tag, ,  L e f f l e r  

Ar t  vorgenomm~n w ~!. ~ ,~  ~ i.~,~uh~ di~ ~ n  mir  gegebene 
Ablei tung yon V~ 2 aut  X~:i;i:dn tier [ '~tenz~c:ihe~hcorie, 


