Das Frobeniussche Kappendreieck und die isoperi-
metrische Eigenschaft des Kreises.

Von

Heinrich Liebmann in Minchen.

Jede groBe geometrische Wahrheit ist im Grunde einfach und daher
leicht zu beweisen; wenn viele dies noch nicht sind, so stehen sie noch
nicht in ihrem naturgemiBien Zusammenhang.“ Diese Bemerkung galt
auch bis in die jiingste Zeit fiir die isoperimetrische Haupteigenschaft des
Kreises, daf er unter allen Kurven mit gegebenem Umfang (L) den groBten
Inhalt (F) besitzt. Frobenius, so diirfen wir sagen, hat das Ziel er-
reicht in seiner Arbeit ,,Uber den gemischten Flicheninhalt zweier Ovale«
{Berl. Berichte 28 (1915), 8.387—404), aber er hat es doch wieder ver-
schlelert durch eine einschrinkende Bemerkung, wonach eine gewisse qua-
dratische Form in zwei Veranderlichen bei Extrapolation auBerhalb ihres
urspriinglichen Definitionsbereiches ,nicht mehr dieselbe geometrische Be-
deutung hat*., Ohne hier auf den Sinn dieses irrefiihrenden Vorbehaltes
einzugehen, wollen wir nur vorab bemerken, dafl sich bei entsprechender
Fassung gerade aus dem frei zu verwendenden Grundgedanken von
Frobenius heraus ein Beweis fiir die isoperimetrische Haupteigenschaft
des Kreises entwickeln 1aBt, der bis ins eimzelne hinein die wolle An-
schaulichkeit bewahrt, ohne die bindende Kraft der Schliisse einzubiifen.

Dieses eben zu zeigen, ist unser Ziel.

Die Rigengchaft des Kreises, unter allen Eilinien — von andern, nicht
konvexen Kurven, kann man bekanntlich absehen — mit gegebenem Um-
fang (L) den’ groBten Flacheninhalt (F) zu besitzen®), liegt bekanntlich
in der Ungleichheit

L*—4aF 20,

in der nur fiir den Kreis das Gleichheitszeichen begteht.

1) Geschichte und Systematil dieser Frage findet man nahezu volistindig bei
W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916 .
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Es ist auch bekannt, dal die durch ,,Dilatation® aus einer Eilinie
hervorgehenden Parallelkurven, die man erhdlt, wenn man auf allen Nor-
malen die Strecke ¢ abtriigt, nach Umfang und Inhalt durch

L(t)== L+ 2tx,
F(#)=F +tL+tn

gegeben sind®). Dabei ist ¢ positiv im Sinne der HuBeren, negativ im
Sinne der inneren Normale gerechnet, und hinsichtlich des Vorzeichens
von F(t) gilt die Regel: Man lasse P die Eilinie im positiven Sinne
durchlaufen und den" zugeordneten Punkt P(¢) die Parallelkurve. Ist ¢
positiv, dann durchlduft P (¢) die (3uBere) Parallelkurve so, dafl der Inhalt
zur Linken bleibt, also durchweg positiv; bei inneren Parallelkurven
(negativem t) aber kann es vorkommen, daB die Bahn von P(#) sich
iiberschneidet und die einzelnen Flichenstiicke teils positiv, teils negativ
umlanfen werden; F (¢) gibt danp die algebraische Summe.

Die Formel zeigt, daB F (¢) bei geeigneter Wahl von f negativ ge-
macht werden kann dann und nur dann, wenn eben

L’ —4aF > 0.

Unser Ziel ‘ist demnach erreicht, wenn wir erwiesen haben, daf der
Kreis die einzige Hilinie ist, zu der es keine Parallelkurven mit negativem
Inhalt gibt.

Fiir die Ellipse mit den Halbachsen @ und b kann man unmittelbar
sehen, daB die durch f== —a, {== — b gegebenen heiden Parallelkurven
negativen Inhalt haben; sie bestehen eben lediglich aus Teilen, die von
P (%) negativ umlaufen werden.

Zur Beantwortung der Frage fiir allgemeine Eilinien hat Frobenius
durch seine Binfihrung des ,,Kappendreiecks® den Weg gebahnt, statt des
Wegweisers aber eine Warnungstafel errichtet.

Wir werden, den Grundlinien seiner Betrachtung folgend, als Antwort
den Satz finden:

Zieht man zu einer Eilinie die (innere) Parallelkurve, indem man
auf allen Normalen die Strecke

%) Es ist also
(L(8)) —4x F(t)=(L+2tx) —dn(F+tL+t'm =L’ —daF

eine Invariante (Tategralinvariamte) bei der Gruppe der Dilatationen. Hine we_zitep—
gehende Untersuchung iiber ,Integralinvarianten und isoperimetrische Probleme® er-
schien in den Berichten der K. Bayer. Akademie 1918, 8. 489--505.
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abirdgt, wobei o* der Radius des Inkreises irgendeines Kappendretecks,

das heiflt eines die Kurve uwmschlieffenden Tangentendreiecks ist, so ist
F(—e*) <0,

Das Qleichheitszeichen gilt mur fiir den Kres.

Der weitere Gedankengang mag zuerst fiir konvexe Vierecke, dann
allgemein fiir konvexe n-Ecke durch Betrachtung von Prismatoiden
(Obelisken), dann fiir Eilinien durch Betrachtung gewisser Hiillflichen von
Ebenen, die wir ,,Hufe nennen wollen, durchgefiihrt werden. Nimmt
man fiir die Hiillflichen dann speziell ,Béschungsflichen®, so kommt man
zu dem ausgesprochenen Satz.

Wir beginnen also mit dem vierseitigen Prismatoid -(Fig. 1), das von
zwei Vierecken, nimlich der im Sinne der Buchstabenfolge positiv um-
laufenen Deckfliche 4 BCD und der Grundfliche 4’'B’C'D’ mit ent-
gprechend gleichsinnig parallelen Seiten, .auBerdem vier Paralleltrapezen
_ begrenzt ist. Wir nehmen an, daB BA und CD einander in H, B'4’
und O'D’ einander in B schneiden. (Wenn Grund- und Deckfliche
Parallelogramme sein sollten, braucht man keinen Grenziibergang auszu-
fihren, kann vielmehr die Betrachtung auf den allgemeineren Fall des
Fiinfecks zuriickfithren, indem man zur Erginzung noch ein Paar paralleler
Stiitzgeraden durch zwei zugeordnete Ecken einfithrt.) Auf diese Weise
mm@&hen die -beiden posu;lv umlaufenen , Kappendreiecke EBC und
E'B'C’, und die Vierecke erscheinen als Differenzen dieser Kappendrei-
ecke: tmd der ,,Restdreiecke® BEAD und B'A'D’.

Die beiden Kappendreiecke sind Horizontalschnitte der ,,Kappen-
pyramide“ B'C'E’'S, in deren Spitze die Verlingerungen ' der Strecken
B'B, C'C, E'E einander schneiden. Durch § legen wir jetzt eine Hori-
zontalebene und betrachten ihren Schnitt mit den verlingerten Prismatoid-
kanten. Die Schnittpunkte sind

A%, D¥, B*=0*=8
und den Schnitt mit B'E ist
E*=38.
Fiir den Inhalt des Querschnitts erhdlt man also
AE*B*0* —AE*A*D* =0— 4 SA*D* < 0.

(Man beachte, daB der Umlauf S A*D* stets POsUIY mt')

Hieraus folgt, zunsichst fiir unser vierseitiges Prismatoid, daB sich
unter seinen Querschnitten auch solche mit negativem Inhalt befinden,

wenn nicht auch 4* und D* in 8 liegen, d. h. wenn es kein Pyramiden-
stumpf ist.
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Diese Uberlegung gilt allgemein fiir Prismatoide. Essei 4,,4,,...,4,
ein konvexes, im Sinn der Buchstabenfolge positiv umlaufenes Polygon
in einer Horizontalebene. Es sei A/, A, ..., 4] ein zweites konvexes
Polygon, dessen Seiten den entsprechenden des ersten gleichsinnig parallel
sind. Wir stellen wieder durch Verbindung entsprechender Ecken ein
Prismatoid her, dessen Kanten wir verlingern.

Wir behaupten:

Das verlingerte Prismatoid hat unter seinen Horizontalschnitien auch
solche mit negativem Inhalt, wenn die Kanten A, A! nicht samtlich durch
einen und denselben Punkt S hindurchgehen.

PFig. 1. Fig. 2.

Der ,,archimedische Punkt® des Beweises ist wieder diese Spitze einer
Kappenpyramide. Man verlingere drei Paare entsprechender, gleichsinnig
paralleler Kanten von Grund- und Deckfliche, um zunichst zwel ,,Kappen-
dreiecke L' M'N und LM N zu erhalten; die Strecken L'L, M'M, N'N
sind wieder bis zum Schnittpunkt § zu verlangern. Die Polygone erscheinen
wieder als, Kerne®, die iibrig bleiben, wenn man von den Kappendreiecken
(vgl Fig. 2) ,,Restdreiecke® %, ks, ... bzw. k1 ks, ... mib entsprechend
parallelen Seiten abschneidet. Die Flgur deutet die Legung der Schnitte
an. Verlingert man die Verhindungsstrecken aller entsprechenden Hcken
auch der Restdreiecke und damit der Polygone bis zur Horizontalebene
durch die Spitze S der Kappenpyramide, so entstehen Dreiecke ks, kx ..., %,
von denen keines einen negativen Inhalt hat. Der Inhalt des Horizontal-
schnittes des verlingerten Prismatoides, deszen Ebene § enthilt, ist darn

Mathematisohe Zoitschrift. IV. 20
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00—k —k—...— k<0,

und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle %, den Inhalt Null haben,
also sich auf Punkte reduzieren. kY, ¥ und k; sind abér dann und nur
dann auf Punkte reduziert, wenn die Paare“k, k., ko ks, %sks ihr Per-
spektivititszentrum in § haben. Hieran schlieBt sich dann der nichst-
innere Dreieckskranz, hier die Indizesfolge 4-—@, usw., man sieht, daB
eben diese Dreiecke k... ks auch nur dann den Inhalt Null haben, wenn
die Verbindungslinien entsprechender Hcken durch S gehen. Setzt man
dieses Verfahren fort, das im Wort sich viel schwerfilliger macht als fiir
den Blick, so erkennt man, daB jener Querschnitt des verlingerten Prisma-
toides nur dann den Inhalt Null hat, wenn alle A, A4, durch S laufen, das
Prismatoid also ein Pyramidenstumpf ist.

Vom Prismatoid ist nur ein Schritt — einer der wenigen Grenz-
tibergéinge, die keine meuen Methoden erfordern — zum ,,Huf*.

Es seien in zwei Horizontalebenen die Eilinien ¥ und E’ gegeben,
deren Peripherien wir mit den Pfeilen positiven Umlaufs versehen. Die
Gesamtheit der Tangentialebenen, welclie  und B’ gleichsinnig berithren,
umhiillen dann die ,Huffliche. Jede solche gemeinsame Tangential- oder
Stiitzebene zerlegt den Raum in zwei Teile, deren einer E und E’ enthals.
Die geradlinigen Erzeugenden der Huffliche verbinden ,,zugeordnete Punkte
der Eilinien E und E'. Sodann legen wir um % und E' zwei Kappen-
dreiecke, d.h. umschriebene, E bzw. &' im Innern enthaltende Tangenten-
dreiecke  mit entsprechend gleichsinnig parallelen Seiten LM, MN, NL
wnd L'M', M'N', N'L’. Genau wie im vorigen Fall kénnen wir jetzt
die Eiflichen als Kerne erhalten, die fibrig bleiben, wenn man wieder von
den beiden Kappendreiecken eine -~ jetzt unbegrenzte — Folge von paar-
weise perspektivisch gelegenen Restdreiecken k,, &, abschueidet.

Ein bestimmtes Gesetz fiir die Auswahl dieser Folgen ist leicht an-
zugeben: k, k,, k, und‘k,, ky, by kann man so wihlen, daB L, M, N und
L', M', N je eine Ecke ist, je zwei Seiten den von diesen Punkten aus-
gehenden Seiten des Kappendreiecks angehéren, wiahrend die dritte Seite
die auf der Halbierungslinie des betreffenden Winkels 97 NLM usw. des
Kappendreiecks senkrecht stehende Tangente oder Stiitzlinie der Eilinie
ist. Eg bleiben dann zwei Sechsecke als Kerne, und diese sind ganz ent-
sprechend weiter zu behandeln.

Dann hat man genad wie frither die Kappenpyramide zu konstruieren,
durch ihre Spitze S eine Horizontalebene zu legen und sie mit den Ver-
bindungslinien entsprechender Ecken entsprechender zugeordneter Rest-
dreiecke zum Schnitt zv bringen. Der Inhalt des Horizontalschnittes der
Huffliche, dessen Ebene § enthilt, ist dann, genau wie dben

0—k—ki—...—k —...50,
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und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle %, sich auf Punkte redu-

zieren. DaB diese Punkte dann alle in den einen Punkt S hineinfallen,
. - . - . ’ 14 -

wird wieder schrittweise gezeigt, indem man mit -k, %;, &, k;, k; ks beginnt.

Es gilt also der Satz:

Verldngert man die gerodlinigen Erzeugenden eines durch zwei Ei-
linten in parallelen Ebenen bestimmien konvexen Hufmantels, so befinden
sich unter denm Horizoninlschnitten auch Flichen mit negativem Inhalt,
wenn die Eilinien mnicht perspektivisch sind, also der Hufmantel kein
Kegelstumpf ist.

Um von -hier aus zum Beweis des oben ausgesprochenen Satzes zu
gelangen, brauchen wir nur Z und E' in bestimmter Weise zu wahlen.
Wir errichten iiber F die ,Boschungsfliche und zwar insbesondere die
Hiillfliche der Ebenen, die mit den inneren Normalen von E den Winkel

—E einschlieBen. 'Die senkrechten Projektionen der Horizontalschnitte der

Béschungsfliche auf die Ebene von E sind dann einfach die Parallelkurven
zu E, und die (positive oder negative) Hohe des Horizontalschnittes iiber
der Ebene ven K ist der (negative oder positive) Abstand der Parallel-
Kurve: die oberen Horizontalschnitte ergeben innere, die unteren iuBere
Parallelkurven in der Projektion.

Fiir B’ nehmen wir jetzt irgendeinen unteren Horizontalschnitt, er-
halten ‘also dann als ,Huffliche* in diesem Fall einfach wieder die
Bischungsflache.

Konstruiert man wieder eine Kappenpyramide, 80 sind ihre drei Seiten-
flichen unter dem Winkel 2 y gegen die Horizontalebene geneigt, und die

Projektion des in der durch die Spitze S gehenden Horizontalebene ge-
legenen Schnittes der Béschungsfliche hat negafiven Inhalt. Sie ist eine
tnnere Parallelkurve, und ihr Abstand von der Eilinje ist gleich der Héhe
von § fiiber der Ebene von E. Der FuBpunkt der Hohe aber hat von
allen drei Seiten LM, MN, NL des Kappendreiecks denselben Abstand
(B), ist also gleich dem Radius o* des Inkreises von LM N.

Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen, iiber dessen Aus-
sagen wir uns nun-nochmals Rechenschaft geben wollen:

Umschreibt man einer Eilinie ein Ta,ngentendreleek LM N {Kappen-
dreieck), so hat die innere Parallelkurve B im Abstand o* {gleich dem
Radius des Inkreises von LM N) nur dann keinen negativen Inhalt, wenn
E und E* nicht perspektivisch liegen. In diesem besondern Fall aber
reduziert sich B auf einen Punkt, also ist B dann ein Kreis.

20*
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Oder also: Es ist immer
L'—4aF >0,

das Gleichheitszeichen tritt nur fiir den Fall des Kreises ein.

So sind wir, Schritt fiir Schritt geometrisch verfahrend, zum Ziel ge-
langt mit freier Verwendung des ,,Kappendreiecks* und der bei Frobenius
nicht in dieger Weise fiir Eilinien konstruierten ,,Restdreiecke. Wir glauben
damit eine Pflicht des Dankes zu erfilllen, gegeniiber. und zu Ehren von
Frobenius?®).

%) An Stelle dieses rein anschaulichen Beweises kann man, wie mir Herr Blaschke
mitteilt, auch einen allen bisherigen gegeniiber vereinfachten analytischen treten lassen
durch geeignete Verwendung der von ihm und dann nochmals von Frobenius ge-
gebenen Darstellung des Vierecksinhalts als Differenz des Quadrats zweier line
Ausdriicke (D. Math. V. 28 (1914), 8. 210—284.)

{Eingegangen am 17. Januar 1919.)



