
Das Frobeniussehe Kappendreieck und (lie isoperl- 
metrische Eigenschaft des Kreises. 

Von 

Heinrioh Liebmam~ in Mfinehon. 

,flede gro~e geometrisehe Wahrheit ist im Grunde einfach und daher 
ieicht zu beweisen; werm viele dies noch nicht sind, so stehen sie noeh 
nichb in ihrem naturgem;JBen Zusammenhang." Diese Bemerkung gale 
auch bis in die jiingste Zeit flit die isoperimetrisehe Haupteigensehaft des 
Kreises, daJ~ er unter allen Kurven mit gegebenem Umfang (L) den grSJ~ten 
Inhalt (F) besitzt. F roben iu s ,  so diiffen wir sagen, hat das Ziel er- 
reicht in seiner Arbeit ,Uber den gemischten Fli~eheninhalt zweier Ovale" 
(Bexl. Berichte 28 (1915), S. ;387--40~,), abet er hat es doch wieder ver- 
s c h l ~  dutch eine einsehrankende Bemezkung, wonach eine gewisse qua- 
clr~tisohe Form in zwei Veranderliehen bei Ex~apolation auSerhalb ihres 
ursp~iinglichen Ddfiaitionsbereiches ,,nicht mehr dieselbe geometrisehe Be- 
deutung hat". Ohne hier auf den Sina dieses irrefiihrenden Vorbehaltes 
einzugehen, wollen wit nut vozab bemerken, dab sich 'bei entsprechender 
Fassung gerade aus dem frei zu verwendenden Grundgedanken yon 
F roben ius  heraus ein Beweis flit die isoperimetrische Haupteigenschaft 
des Kreises entwickeln laJ~, der bis ins einzelne hinein die volle An- 
schau!ichkeit bewahrt, 'ohne die bindende Kra/t der Schli~sse einzubi~flen. 

Dieses ebeu zu zeigen, ist unser Ziel. 
Die Eigen~chait des Kreises, unter allen Ei!inien ~ yon andern, nieht 

konvexen Kurven, kann man bekanntlich absehen -- mit gegebenem Urn- 
fang (L) den ~ grSJ~ten Flacheninhalt (F) zu besitzen~), liegt bekanntlich 
in der Ungleichheit 

in d e r n u r  ~ r  den Kreis das GleichhMtszeichen besteht. 

1) Geschichte ~und Sys~ematik dieser Frage finder ma~n naheztt vollst~ndig bei 
W. Blaschke, Kreis {rod Kugel 7 Leipzig 1916. 
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Es ist auch bekannt, da~ die dutch ,,Dilatation" aus einer Eilinie 
hervorgehenden Parallelku_rven, die man erh~ilt, wean man attf allen Nor- 
malen die Sire'eke t abtr~gt, nach Umfang und Inhalt clurch 

2t , 

gegebe~ sind~). Dabei ist t positiv im Sinne der Sul~eren, nega~iv im 
Sinne der inneren Normale gerechnet, und hiasichtlich des Vorzeichens 
yon j0'(t)gilt die Regel: Man lasse P die Eilinie im positicen Sinne 
durchlaufen uncl den' zugeordneten Punkt P ( t )  die Parallelkurve. Is~ t 
positiv, dana durchl~uft P (t) die ($ul~ere) Parallelkurve so, dab der Inhalg 
zur Linkea bleibt, ~lso durchweg positiv; bei inneren Parallelkurven 
(negaVivem t) abet l~ann es vorkommen, dag die Bahn yon P ( t ) s i e h  
fibersehneidet und die einzelnen Fl$chenstiicke teits positiv, tells aegativ 
umlaufen werden; P(. t )  gibt dana die algebraische Summe. 

Die For reel zeigt, dal~ _F(t) bei geeignetex Wahl von t negativ ge- 
maeht werden l~ann dann and nur dana, wenn eben 

L ~ - -  4 ~ P  > O. 

Unser Ziel .ist demnach erreieht, wem~ wit erwiesen hab~n, daft der 
Kreis die ,einzige Eililfie ist, zu der es keine Parallellmrve~ mi~ negativem 
Inhalt gibt. 

Fiir die Ellipse mi~ den Halbachsen a and b kaan man unmittelbar 
sehen, dab die dutch t ~ - - . a ,  t ~ -  b gegebenea beiden Paralle,l~urven 
nega~iven tahal~ haben;' sie bestehen eben ledigfich arts Teilen, (tie yon 
P (t) negativ umIaufen werdea. 

Zur Bean~wor~ung der Frage flit allgemeine Eilinien ha~ F r o b e n i u s  
durch seine Einfiihrung des ,,Kappendreiecks" den Weg gebahn~,, s~a~t des 
Wegweisers abet eine Waraungstafd errich~et. 

Wir werden, ~en Grundlinien seiner Be~rach~ung foIgend, als Azltworg 
den Satz finden: 

Zieht man  zu einer Ei l in ie  die (innere) ParaUellrurve, indem man 

au] allen Normalen die S~recl~e 

t~=- - -  o* 

~) Es is~ a~so 

(L (t))~'-  ~.~Jr(t) = (L + ~t~) "~- 4= ( ~ +  tL  + t ~ )  ~- L ~ -- 4~ ~" 

el.he Irtvariante (Yv2esrali~varia~te) bei der Gruppo de~ Dilatationea. Eine wei~e~ 
gehende Untersuchung fiber .Integralinvarianten und isoperimet.risvhe Probleme ~ er- 
schien in den BericbJzon tier K. B~yer. Akaclemie 1918, S. 489-5~)$. 
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abtrO41t, wobei 6" der Radius des Inkreises irgendeines Kappendreiecks, 
das hei[3t eines die Kurve umschlie[3enden Tangentendreiecks ist, so i~t 

2 ( - 6*) <= o. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur liar den Kreis. 

De~ weitere Gedankengang mag zuerst flit konvexe ~iereake, dana 
allgemein flit konvexe n-Ecke dutch Betrachtung yon Prismatoide~l 
(Obelisken), dann flit Eilinien dutch Betrachtung gewisser Hiillfliichen yon 
Ebenen, die wir ,,Hufe" nennen wollen, durctNefiihrt werden. Nimrat 
man flit clie Hiillfliichen dann speziell ,,BSschungsfli~ehen", so kommt man 
zu dem ausgesprochenen Satz. 

Wir beginnen also mi~ den/ viersei~igen Prism~oid (Fig. 1 ), das yon 
zwei Vierecken, ngmlich der im Sinne der Buchstabenfolge positiv um- 
laufenen Deck t l~e  A B C D  und der Grundlli~che A'B 'CtD ' mit ent- 
spreehend gleichsirmig parallelen Seiten, .augerdem vier Paralleltrapezen 

�9 begrenzt ist. Wit nehmen an, daB'BA und CD einander in E, B 'A '  
und G'D' einander in E '  schneiden. (Wenn Grand- and Deekfliiche 
Paralielogramme sein sollten, l~raUch~ man keinen Grenziibergang ahszu- 
fiikren, kann vielmehr die BetrachCung auf den allgemeineren Fall des 
Fiinfecks Zuriickfiihren, indem man zur Ergi~nzung noch ein Paar para]leler 
Stiit~zge~aden dutch zwei zugeordne~e Ecken einfiihrt.) Auf diese Weise 
~tl~eh~m ~ beiden positiv umlaufenen ,,Kappendreiecke" E B C  und 
FJB'G', ,~md die Vierecke exsohei~en al~ Differenzen dieser Kappendrei- 
eek~ rout dez ,Restdreiecke" E l D und E 'A '  D'. 

Die bei~en, Kappe~dreiecke ~imd Horizontalschni~te der ,,Kappen- 
pyramide" B'C 'E 'S ,  in deren Spitze die Ve r l~e rungen '  der Strecken 
B':B, O'C, E 'E  einander sctmeiden. Dutch S legen wit jetzt eine Hori- 
zontalebene und betrachten ikren Schni~t mit den verliingerten Pzismatoid- 
kanten. Die Schnittpunkte sind 

A*, 'D*, B * ~ C * = S  

und den Sctmitt mit N 'E  ist 

E* _=_ S. 

Fiir den Inhalt des Quersehnit~s erhiilt, man also 

A B*B*G* ~ A E*A*D* = 0 -- A SA*D*  < O. 

(Man beachte, dag der Umlauf SA*D* stets loos~gv ist!) 
Hieraus folgt, zun~chsg fiir uns,er viersei~iges Prismatoid, dag ~ieh 

unter seinen Quersclmi~ten auch solche mi~t negativem Int~lt  befmden, 
wenn nicht auch A* und D* in S liegea, d. h. wenn es kein Pyramiden- 
stump~ isf. 
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Diese Uberlegung gilt a!lgemein fiir Prismatoide. Es sei A~, Ae , . . . ,  A~ 
ein konvexes, im Sinn der Buchstabenfolge positiv umlaufenes Polygon 

! in einer Horizontalebene. Es sei A~, A,~, . .  ., A~.' ein zwei~es konvexes 
Polygon, dessen ~ei%en den,entspreehenden" des ersten gleichsinnig parallel 
sind. Wit stellen wieder durch Verbindung entsprechender Ecken ein 
Prismatoid her, dessen Kanten wir verl~ngern. 

Wit behaupten: 
Das verl~ngerte 2rismatoid hat unter seinen Horizontalsch~itten auch 

solche mit negativem Inhalt, wenn die Kanten A~, A~ nicht sSzatlich dutch 
einen und denselben Punkt S hindurchgehen. 

8, 

t Z 

Fig. 1. 
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Der ,archimedisehe Punkt"  des Beweises ist wieder diese Spitzo einer 
Kappenpyramide. ~an  verl~ngere drei Paare entsprechender, gleiehsinnig 
paralleAer Kanten yon Grund- un6 Deckfis um zun~chst zwei ,,Kappen- 
dreiecke" L ' M ' N  und L M N  zu erhal~en; die S~recken L'L ,  M 'M,  N ' N  
~ind wieder bis zum Sehnittpunkt S zu verl~ngera Die Polygone erseheinen 
wieder als ,,Kerne", die iibrig bleiben, wenn man yon den Kappend~eiecken 
(vgi Fig. 2) ,,Restdreiecke" kl, k,., ...,, bzw. 4 ,  k'~., . . .  mi~ entsprechend 
paxallelen Selden absohneidet. Die l~igur deutet die Legung der S c h n i ~  
an. V e r l ~ e r t  man die Verhi~dungsstre~ken a]le~ entspreehenden Eeken 
auch der ResSdreiecke und damig der Polygone his zur Horizontalebeno 
dutch "die Spitze S der Kappenpyramide, so r Dreiecke k~ , /~* , . . . , /~  
vow denen kei~es einen negativen Inhalt hat. Der Inhalt des Hor~ontal ~- 
sehnit~s des verl~ngerten Pfismatoides, de~eu Ebene S enthiil~ ist daun 

M~th~at~che  ~ c I ~ r f ~ t .  IV. ~ 0  

Fig. 2. 
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o-k  k* 
und das Gleichhei~szeichen gilt nur, wenn alle k,* den Inhatt Null haben, 
also sich auf Punkte reduzieren. /c*, k* and /~.~ sind abet dann und nut 

! ! 

dann auf Punkte reduziert, wenn die Paare~/~l/~l, k,, k '  . 2, /~/~a ihr Per- 
spektivitiitszentrum in S haben, tIieran schliel]t sich dann der niichst- 
innere Dreieckskranz, hier die InclLzesfolge 4--9,  usw., man sieht, dab 
ebem diese Dreiecke k* . . .  k* auch nur dann den Inhalt Null haben, wenn 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken dutch S gehen. Setzt man 
dieses Verfahren fort, das  im Wort sich viol sohwerfiilliger macht als fiir 
den Btick, so erkennt man, dal3 jener Quersohnitt des verliingerten Prisma- 
toides nur dann den Inhalt Null hat, Wenn alle A,.A/. durch S laufen, das 
Prismatoid also ein Pyramidenstumpf ist. 

Vom Prismatoid ist nur ein Schri~t -- einer der v~enigen Grenz- 
~uf" iibergii, nge, die keine .neuen Methoden erfordern -- zum ,,._ . 

Es seien in zwei Horizontalebenen die Eilinien E and N' gegeben, 
deren Peripherien wir mit den Pfeilen positiven Umlaufs versehen. Die 
Gesamtheit der Tangentialebenen, welcome E und E '  gleichsinnig beriihren, 
umhiillen dann die ,,tIufflgche". Jede solohe gemeinsame Tangential- odor 
Stiigzebene zerlegt den Raum in zwei Teile, deren einer E und N' enthglt. 
Die' geradlinigen Erzeugenden der ttUffliiohe verbinden ,,zugeordnete Punkte" 
der Eilinien E und E'. Sodann Iegeu wir am E mad E' zwei Kappen- 
drMecke, ct. h. "umse~riebene, E bzw. E '  im Innern enthaltende Tangenten- 
~ e  mit entsprecJaend gleiohsiunig paratlelen Seiten LM, MN, NL  
mad L 'M ' ,  .~M'_h '~, 2v"L'. Genau wie im vorigen Fall kSnnen wit jetz~ 
die Eifli~chen als Kerae erhalten, die iibrig bleiben, wean man wieder yon 
den beiden Kappenclreiecken eine -- jetz~ unbegrenzte ~ Folge "/on paar- 
weise perspektivisoh ge!egeneu Restdreieeken k,,,/~,', abschneidet. 

Ein bestimmtes Oesete fiir die Auswahl dieser Folgen ist lei&t an- 
t t / 

rageben: /et, k,., k.a und"kl, ]~, ].c:~ kann man so wfi,hlen, dal~ L, M, N trod 
L', M', I '  je eine Ecke ist,, je zwei Seiten den yon diesen Punkten aus- 
gehenden Selden des Kappendreiecks angehSren, wghreud die dtitte Sei~e 
die auf dot Halbienmgslinie des betreffeuden Winkels ~ IVjSM usw. des 
Kapper~dreiecks senkrecht sgehende Tangente odor Stiitzlinie der Eilinie 
ist. Es btMben dann zwei Sechsecke als Kerne, uncl diese sind ganz en~- 
sprechend weiter zu behandeln. 

Dann ha~ man genatt wie friiher die Kappenpyramide zu konstraieren, 
dutch ihre Spi~ze S ~ e  Horizont~lebeue zu lege.u und sic mit den Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken entspreohender zuge0rdne~er Re~t- 
dreiecke ram Schni~t zu bringen. D~r Inhalt des HorizonNlschniNes der 
Huffl~che, dessen Ebene S en~h~lt, ist darm, gen~u wie 6beu 

$ $ $ 

0 -- k~ - - / ~  -- . . .  -- ]~, -- . . .  <2 0, 
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und das Gleichheitszeichen gilt nur, wena alle ks* sich auf Punkte redu- 
zieren. Da$ diese Pankte dann alle in den einen Punkt S hineiniallen, 

�9 ! ! 

wird wieder schrittweise gezeigt, indem man mit -k~ kl, ks ke, k;~ ks beginnt. 

Es gilt also der Satz: 

Vertd'~gert man die geradlinige~ Erzeugenden eines dutch zwei Ei, 
li~ien in paralleIen Ebenen bestimmte~ konvexen Hu/qna~ntebr so be/inden 
sich unter den Horizonialschnitten auch Fldcheu mit negativem Inhalt, 
wenn die Eilinien nicht perspektivisch sind, also ~er Hufmantd kein 
Kegelstumpf ist. 

Um von ~-hier aus zum Beweis des oben ausgesprochenen Satzes a t  
gelangen, brauchen wit ~aur E und E '  in bestimmter Weise zu w~len.  
Wir errichten fiber E die ,,BSschungsfl~ehe" und zwar insbesondere die 
Hfillfl~che der Ebeneu, die mit don inneren Normalen yon E den Winke[ 
. - r  

einsehliel~en. 'Die senkrechten Projektionen de r Horizontalsehni~te der 

BSschtmgsfl~,ehe auf die Ebene yon E siud dann einfaeh die ParalIelkurven 
zu E,  und die (positive odor negative)H6he des Horizon~alschnittes fiber 
der Ebene yea E is~ der (negative odor positive) Abstand tier Parallel- 
k~urve: die oberon Horizontals, chnitte ergeben innere, die 'unteren s 
ParMlelknrven in der Projektiou. 

Fiir E '  nehmen wir jetz4 irgendeinen unteren Horizontal~ctmitt, er- 
hal~en 'also dram Ms ,,ttuffl~he '~ in diesem Fall einfaeh wieder die 
BSsc'hungsfl~he. 

Konstruiex~ man wieder eine :Kappenpyraznide, so sind ihre drei Sei~en- 

fls under dem Winkel ~ gegen die ttorizontalebene geneigt, and die 

Projektion des in der dureh die Spitze S gehenden I=[orizontalebene ge- 
-legenen Schnittes der BSschungsfls hat negativen Inhalt. Sie is~ eine 
innere Parallelkurve, und ihr Abstand yon der Eilinie ist gleich der HShe 
yon S iiber der Ebene yon E. Der Fus der HShe abet hat yon 
allen drei Seiten L M ,  M N ,  N L  des Kaippendreieoks denselben Abs~and 
(h), ist also gleioh dem Radius ~* des Inkreises yon L M N .  

Dami~ ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen, fiber dessen Aus- 
sagen wir tins nun nochmals Reehensohaft geben wollen: 

Umsehreibt mail einer EiIinie eiu Tangentendreieak L M N  (Kappen- 
dreieek), so ha,t die innere Parallelkurve E* im Abstand e* (gieieh &era 
Radius des Inkreises yon L M N )  nut dann keiaen negati*en tnh~,lt, wenn 

and E* nieh~ perspektivisch liegen. In diesem besondezn FMt abet 
reduziert sioh E* auf einen Pant~, also ist E dana ein Kreis. 

20 * 
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Oder also: Es ist immer  

L ' - ' - -  4~F__~ 0, 

das Gleichheitszeichen t r i t t  nut  flit den Fall des Kreises ein. 
So si~d wir, Schritt ~ Schritt  geometrisch verfa3arend, zum Ziel ge- 

langt mit  freier Verwendung des , ,Kappendreiecks" und der bei F r o b e n i u s  
nicht in dieser Weise fiir Eilinien konstruierten ,,Restdreiecke". Wir glauben 
dami t  eine Pfiicht des Dankes zu erfiillen, gegeniiber und zu Ehren yon 
Frobenius3). 

s) An Stelle dieses rein anschaulichen Beweises kann man, wie mir Herr Blaschke 
mitteilt, aueh einen allen bisherigen gegeaiiber vereinfaehten analytischen treten lassen 
durch geeignete Verwendung der yon ihm und dann noehmals yon Froben ius  ge- 
gebenen Darstellung des Vierecksinhalts als Differenz des Quadrats zweier line 
Ausdriiek~e (D. Math. V. 28 (1914), S. 210-234.) 

(EingegaJagen am 17. Januar 1919.) 


