Ricerche geometriche intorno al problema
dei tre corpi.

(Di E. J. Winczynskr, a Chicago.)

INTRODUZIONE.

Durante Pultimo secolo la geometria ha fatto grandi progressi, ma questi
progressi hanno avuto poca influenza sulla meccanica. In questa Memoria
voglio mostrare come si possano applicare certe idee della geometria mo-
derna ad un problema speciale ma importante della meccanica: il problema
dei tre corpi.

Le questioni che sorgono intorno a questo problema dal punto di vista
geometrico sono numerosissime, e poche sono quelle che io ho potuto risol-
vere; ma i risultati ottenuti hanno un interesse speciale per noi in questa
oceasione perché silegano strettamente alle notissime ricerche del Lacraves.

Supponiamo che il baricentro del sistema del tre corpi sia in riposo. Si
presentano naturalmente tre generi di enti per lo studio geometrico: le curve
descritte da ognuno dei tre corpi, le superficie rigate descritte dalle rette
che congiungono due dei tre corpi, ed il cono, inviluppo del piano dei tre
corpi.

Dalla considerazione di questi tre generi di enti geometrici sorgono subito
alcuni problemi fondamentali. Quali sono le variabili dalle quali dipendono
le proprietd pill essenziali di queste curve, di quesite superficie rigate e di
questo cono? Se ad un dato momento le tre velocity stanno nel piano stesso
dei tre corpi, le orbite saranno evidentemente curve piane e le rigate del
problema coincideranno col piano comune delle tre orbite. Si possono tro-
vare altri casi nei quali uno almeno dei tre corpi abbia come orbita una
curva piana ? Si possono trovare altri casi nei quali una delle rigate del pro-
blema diventa sviluppabile o si riduce ad un cono? Noi mostreremo che
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quest’ultimo caso pud presentarsi soltanto se due lati del triangolo dei tre
corpi restano costantemente eguali. Supponiamo invece che la curva, descritta
da uno dei tre corpi, sia linea asintotica sopra una delle rigate del problema.
Troveremo che, anche in questo caso, due lati del triangolo devono rimanere
costantemente eguali. Si presenta dunque il problema dell’esistenza o della
noun-esistenza di soluzioni speciali del problema dei tre corpi nelle quali il
triangolo resta sempre isoscele. Volendo generalizzare le note soluzioni del
Laaraxvee (*) nelle quali il triangolo dei tre corpi resta sempre equilatero, si
viene allo stesso problema. Il grande matematico, pero, ha esaurito le pos-
sibilitd in questa direzione; dimostreremo il teorema seguente:

Se due lati del triangolo formalo dei tre corpi restano sempre eguali, e
se le masse dei due corpi che stanno alla base di questo triangolo isoscele non
sono eguali, il terzo lato del triangolo dev’essere eguale agli aliri due, cosicche
il caso si ricuce a quello del Lagraxar., Se, invece, le due sopradeile masse
sono eguali, si possono trovare due classi nuove di soluzioni isosceli del pro-
blema, come ha mostrato il FPRANSEN gid nel 1895 (*¥).

Per dimostrare questo teorema io ho dovuto seguire una via lunga e
difficile. Sono dunque molto grato al mio chiarissimo collega, il signore
W. D. Mac Mivuay per il cortese permesso di riprodurre qui nel § 4, invece
della mia, la sua dimostrazione pil perspicua e semplice.

§ L. Le equazioni differenziali del problema dei tre corpi.

Siano (w,, @y, ), (Y, Y2s Ys)y (81, 2., 2;) le coovdinate cartesiane dei tre
corpi P,, P,, P, all’epoca & Siano f la costante d’attrazione, wm,, m,, m, 1
prodotti delle tre masse per f, e A,., A.,. 4,, le tre mutue distanze, cosicche
sard

3 3 3
Azﬂ = ¥ (&/k — zk)ev A= X (57 - mk)zv Aiy— pa (wk ?/L)
k=1 b=} E==l

(*) Lagranae, OQeuvres, t. VI, pp. 229-331.
(*%) Fransiv A, B., Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akademiens Forhandlingar, vol. 52 (1895),
pp- 783-805. Stockholm.
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Allora le equazioni del problema dei tre corpi saranno le seguenti:

r ?/k —— Xy 2, — Xy \\
X", = m, - in,
AL, A%
" Lp— Y | & — Yk :
Y= My T e, (k=1,92 3) = (H
xy y=
, X, — % Y, — &
2 /k =, L3 e n, J’_‘ ____fi 5 [‘
AL AL, ;
dove
” a* w, X
. B }W— » eCL.

Di queste equazioni si conoscoito dieci integrali. Sei di questi sono equi-
valenti alle equazioni

= M, By =+, Yy, = B, 2,

* M, i, e,

= Qg T Uyt b (k: 15 Q: 3)

che regolano il movimento del baricentro del sistema. Tre altri, gli integrali
delle aree, prendono la forma

Sm, (0, 0y — 2, 2,) = A, S, (0, ', —x, a'y) = B, @
S, (o, 2, — e, ') = C.
L’ultimo, il principio delle forze vive, di 'equazione
b2 p K
Ym, (% +xt+ a3 —2U0=2h, (3)
ove

. a, m ., n,m
1 —= v s ._%_ PRESRRES + oy, (!{,)

Ayz Az.z' A.ry

Ora supponiamo che il baricentro del sistema sia in riposo (nell’origine).
Avremo

FAY]
€3
1N

23.320,

1
e quindl

W 3y, 0, 4 1, 2, == 0, k=1, 9, 3). ()
Dalla (), se m,=-0, si pud trarre z, come funzione di x, e y,. La so-

stituzione di questo valore di z, nelle (1) da

"

wk—"‘:“wrr‘—@yk,

-

k=1, 2, 3) (6)

yk-—"‘:‘{%+3yk,
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ove le quantitd

0 T 1 1
- <w-~31- -—1-7»-—“) ) b =m, (ﬁ — > |

N M, 8w | 0
i 10 ‘e, om,—m,)

Y= in, ('a —"A—-;”)’ 8= —( s *) \
- xy Yz T xy T uz

sono indipendenti dall’indice & e soddisfano alle relazioni

e, my, (@ — 8) — m, (m, -+ m.) £~ m, (m, +m,) y =0,

M M

: 6 B P 5 = — 7 b
Me=m,+m,+m,, ;
onde
R & ol S S o -
A, T M AL T M 9)
1 —m, e, Am) e (m,A-m)y —m, (
Ah, e, M - m, M

Si possono dedurre facilmente due altri sistemi d’equazioni della forma
delle (6) per le coppie di funzioni (y,, 2.) e (2., «.). Basta per cid fare una
permutazione circolare delle lettere «, y, 2.

§ 2. La rigata R, descritta dal lato P, P, del triangolo.

Si pud studiare la rigata R,,, descritta dalla retta congiungente P, e P,,
dal punto di vista della geometria proiettiva, mediante un sistema di equa-
zioni differenziali della forma

& A pa+pey g x+q.y=0,

” , ' (10)
Y P @ Doy G %+ Gy =0,

soddisfatto dalle coordinate omogenee dei due punti P, e P, (*). Gome coor-

(*y WrLczynskl B. J., Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. Leip-
zig, 1906, Chapter V, §§ 1-2.
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dinate omogenee di P, scegliamo le sue coordinate cartesiane x,, x,, x; e
z,=1. In modo analogo, siano y,, y., ¥; € y,=1 le coordinate omogenee
di P,. Perché quattro coppie di funzioni (w,, #.) possano soddisfare ad un
sistema di equazioni della forma delle (10), occorre e basta che sia

Pu '+ D @/,k—}— Qi1 % Qoo Yy = — m”k,
k=1,9, 3, 4
Do & —+ Do @'k-}—qm Ly = Gop Yo = — Y%

dalle quali equazioni possiamo trarre le espressioni dei coefficienti p,, e ¢,
come funzioni delle x,, y, e delle loro derivate.

Ponendo
a, b, ¢ d
Do, b e =] Z " Z :
a, b, ¢, d,
si trova
Dp,=—D@", ¥, %, %)y, Dpo=—D(@%, "%, %, i),
Dpe=—DW", ¥us @, %)y Dpo=—D(@%, 4%, %\ ¥,
Dq,=—D@, o, s, ), Dgn=—D@", ¥, %, "),
D@y =—D @2, s 4%, %)y D@u=—D@%, ¥s, %, ¥"),
ove
D =D&y, 4, @, 1) (11)

Poiché, nel nostro caso, abbiamo x, =y, = 1, troviamo
oy, w—y
D= wI‘zy y’z, XLy — s ’
wis s "‘J’z y Ly Ys
0 piu semplicemente
D=|w,~y, @, .|
se designiamo col simbolo |a,, b,, ¢,| il determinante di terzo ordine
a, b, ¢
@, by ¢

a, b, c,
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Ponendo
twicam’kr y,k'zsv ’?/Mm,kvy”“l:‘c) % (167)
%wm Ys s 90'7‘-):"‘; imm Yo l’/'b§:67
si ha
D—c—7 (13)

Derivando le espressioni (12) si trova, mediante le (6),

d=—3un+pb, w=-—c¢, %

, ; 14
U= ya—axb, 0=—10 (14)

Per i coefficienti p,, e ¢, del sistema (10), il quale determina le proprieta
proiettive della rigata R, , si trovano i valori seguenti

J— “__+_,’J e 2—' (i\)li
Yam :*“i—‘_-/y_)— » Py == (_.Ws_,z___/___ s
—(y+90)0 (v - 3) 1 }
PO L R e L (1)
£—5 g —(
d5+ C \s.l_._b\:
Q=G = — 5_5‘_’ (l,_,l:——q,ﬂ,e:_.f_ﬁs_zﬁ,

ove naturalmente D o ¢ — 7% dev’essere diverso da zero.
Se invece D =0, le due equazioni (10) si riducono ad una sola equa-
zione di primo ordine, cioe

—0a 4y e (—x+y) =0, (16)

La rigata R,, sare, in questo caso, sviluppabile (¥). Questo fatto si pud facil-
mente dimostrare cosi. Se «,,..., ®, souo le coordinate omogenee di un
punto P, della curva C,, Ao, + pn o, (B=1, 2, 3, 4) sono le coordinate omo-
genee di un punto della tangente della C, al punto P,. In modo analogo
vy, -+ ¢y sono le coordinate di un punto della tangente della G, a P,. Seil
luogo delle congiungenti dei punti corrispoundenti P, e P, & sviluppabile, queste
due tangenti si segheranno per ogni valore di #. Si polrd dunque scegliere

%, v, v, o in tal modo che i punti 2w, +p.a’, e vy, -+ y, coincidano, cioe che

Ao, Fea, =00y, + Y k=1,2 3, 4

(¥) Wirczynski E. J., L. c., p. 131,
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ove o & un fattore di proporzionalita. Devono dunque «,, y,, 2, ¥, soddi-
sfare a qualtro equazioni di questa forma; deve dunque essere nullo il de-
terminante D. Reciprocamente se D & eguale a zero, esistono quattro equa-
zioni di questa forma, e la superficie R,, sard sviluppabile.

Evidentemente il determinante D non pud essere nullo identicamente
per tutte le soluzioni del problema dei tre corpi, poiche le condizioni iniziali
si possono scegliere in modo che D abbia un valore qualunque. Si tratta ora
di trovare le eventuali soluzioni speciali per le quali D sia identicamente
eguale a zero.

Supponiamo D =0, cosicché R,, sia sviluppabile. Questa sviluppabile si
riduce ad un cono se

e(n—10)=0

e in nessun’altro caso (*). Questa condizione si spezza in due; ciod avremo
0 e=0 0o n=486. Nel primo caso avremo

e ={_{=0,
giaccheé D = 0. Osserviamo che
m m m
A_—_oc()“w@'"—l\[[m O e e e J
T e T, AL,

non & mai eguale a zero per valori reali delle coordinate e valori positivi
delle masse. Percid segue dalle (14) che, in questo caso, avremo

e={==n=0=0,

Queste condizioni esigono Pesistenza di due terne di funzioni l,, m,, n,
e l,, m,, n,, tali che sia

La, =m0y, Ly=m,x,+ n,y,, (=1, 2, 3)

dove le tre funzioni della stessa terna non possono essere eguali a zero. Se
dunque I, = n, = 0 avremo m, <=0, e per conseguenza x, = 0. Secondo le (6)
avremo 0y, =10 o8 =0. Nel primo caso la (5) ¢i da 2z, =0, purcheé non sia
m, = 0. In questo caso due almeno dei tre corpi sono permanentemente rag-
gruppati in un punto. Il movimento si effettua in un piano fisso (anche se
m,=0), ed il problema si riduce a quello dei due corpi. Se invece g == 0,

(*) Wirczynskr E. J., 1. e., p. 131, equaz. (16).
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le distanze di P, e P, all’origine sono eguali; ma, secondo le (5) anche me,
e i, saranno eguali, e ci troviamo in quel caso particolare delle tre masse
collineari del LagranaE, nel quale due delle tre masse sono eguali. II mo-
vimento, anche in questo caso, si effettua in un piano fisso. La discussione
del caso I, =m, =10, n,==0, naturalmente, non dd niente di nuovo.
Supponiamo ora
I, =0, m,==0, n, ==0
Si puo scrivere
Yp=00,, Yr,=o0x,+ox, o==0

Derivando- 'ultima equazione, e sostituendo per le derivate di secondo
ordine i loro valori dati dalle (6), si trova

(Y—ao—o0") o, + 0 —Lo)y, =20,

Se o & costante, l'origine O ed i punti P, e P, sarauno collineari; inolire le
distanze O P, ed O P, manterranno un rapporto invariabile. Secondo le (5),
il punto P, stard anch’esso sulla linea P, P, e saranno costanti i rapporti
delle tre mutue distanze. Si tratta dunque della nota soluzione del LAGRANGE,
nella quale tre particelle collineari si muovono in uno stesso piano fisso.

Se, invece, » non & costante, dividiamo 1 due membri dell’ultima equa-
zione per o, c¢id che ¢i da un risultato della forma

oy =0wm, (h=1, 2, 3).

Saranno dunque costanti i rapporti @, : 2, :@,. In questo caso i tre corpi si
muovono sopra una retta fissa.

Abbiamo trovato incidentalmente il risultato seguente: Se i ire corpi re-
stano sempre allineatli, o stanno sopra una retla fissa, o sono costanti i rap-
porti delle loro mulue distanze.

La discussione del caso 1, =0 non d& niente di nuovo. Supponiamo
dunque 1, ==0, I, =j=0, cid che ci permette di serivere

B = Xy bR Y, Y= Wy X 0 Y, k=1, 2, 3),
onde
'y =, X ny Y w w, +y, (k=1, 2, 3).

Se n,==0 troveremo un’equazione della forma

x4 P, + Qu, =0, (k=1, 2, 3).
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Quindi ci sard una relazione lineare ed omogenea con coefficienti costanti fra
X, Xy, B, ci0 che vuol dire che 'orbita di P, deve stare in un piano che
passa per il baricentro del sistema. Possiamo scegliere il sistema delle coor-
dinate in modo che @, = 0 sia I'equazione di questo plano. Dalle equazioni

@y == M, T, 1, Yy

si pud dedurre che sard anche ¢, = 0. Se m, == 0, segue dalle (5) che z,=0.
In questo caso dunque almeno due dei tre corpi si muovono in un piano
fisso, e la rigata R, si riduce a questo piano.
Se n, =0, si ha
®, ==, 2,
P, descrive una retta fissa passante per il baricentro del sistema: la si pud
scegliere come asse delle coordinate, cosicche 2, =a,=0, e

Ye=1 ¥z, Y's=MaYs.

Sara dunque costante il rapporto ¥, : ,; ¢io vuol dire che I'orbita di P, stard
in un piano che contiene anche l'orbita (rettilinea) di P,. La rigata R,, si
riduce ad un piano anche in questo caso.

In tutti i casi, dunque, quando si ha

la rigata E,, siriduce o ad un piano o ad una retta.

Il secondo caso nel quale la rigata E,, potrebbe ridursi ad un cono
e pil interessante. Esso & caratterizzato dalle condizioni

(=¢, O=n. (17)

Derivando la seconda equazione, secondo le (14), si ottiene la prima; ma
la differenziazione della prima da la relazione nuova

(oc+{$)'a:(y—{~3)ﬂ.

Se fosse 7 = 0, saremmo ricondotti al caso dianzi trattato e ={ =1=16 =0.
Supponiamo dunque che 2 non sia eguale a zero; ed avremo

%Py 49
Secondo le (8), I'unica soluzione reale di quest’equazione & la seguente
Azx = Ayz;

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 2
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il triangolo, ciog, dev’essere isoscele. Il cono al quale si riduce la rigata E,,
ha ecome vertice il punto

—wk—{—?jl (k: 17 Qa 37 4‘)‘ (*)

Poiché =, = y,=1, questo punto si trova all'infinito; il cono si riduce ad un
cilindro.

Abbiamo cosi dimostrato il teorema seguente: La rigato R., descritta
dalla linew congiungente due dei tre corpi, P, e P,, & sviluppabile se

D=¢—{=0

e soltanto in questo caso. Questa sviluppabile non puo vidursi ad un cono
senzee diventare un cilindro. In questo caso sara

e {=0, n—0=0;

due lati del triangolo dei tre corpi divenleranno eguali, e la base di questo
triangolo isoscele descriverd la superficie cilindrica alla quale si riduce la vi-
gate R,,. Pinalmente se

E:C:'ﬂ:e:o

le rigata B,, si riduce ad un piano o ad wna linea.

E inutile aggiungere che lesistenza delle varie classi di soluzioni men-
zionate in questo teorema non & stata stabilita in nessun modo, se non nei casi
evidenti quando i tre corpi si muovouo in uno stesso piano fisso. Parleremo
non di meno di soluzioni sviluppadili, cilindriche, isosceli, ece., senza volere
con cid pregiudicare la questione della loro esistenza,

Torniamo dunque al caso generale delle soluzioni sviluppabili, e cer-
chiamo di approfondire un po’ di pit la questione della loro esistenza. Si ha

D =c—1, \
D = (a+E)0—(y+ ), / (18)
D=+ 8) e — (e H B (¥ ()0,
D" =2(y+8)e—2( 4 £) {—pn-t2h, J
ove
A= =B - (- B) a4 (v - 0) By ; (19)
po=y" A8 (- )y - (7 9) A,

(*) Wiezynskt B, J., Loe., p. 131, equaz. (15).
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Per una soluzione sviluppabile, non piana, dev’essere
D=Dl :D”:D”’:O,

senza che s, {, n, 9 siano tutte nulle. Dev’essere eguale a zero, dunque, il
determinante di queste quattro equazioni, ciod
2 —y = B) [ 5 ) (y 5 8) — (2 B) (7 3] — |
-mM+B—Y—®KW+VH%+&~@+¢HW+Y%+\ (20)
F(xHB—y—)(zd—E]=0.

L’equazione (20) dev'essere soddisfatia da tutte le soluzioni sviluppabili, non
piane. Si vede che quesl’equazione contiene le derivate di primo e secondo
ordine di 4, e di A.,, ma che le derivate di A,, non c’entrano. Si pudé dunque
risolverla rispetto a A, , se

“tp—y—8==0,

cioe, se i due lati A,, e A, del triangolo non sono eguall

Postuliamo lesistenza di oo" soluzioni del problema dei tre corpi sod-
disfacenti alla (20). Non occorre che per tutte queste soluzioni D, D', ecc.,
siano nulli; ma poiche la (20) & equivalente allannullarsi del determinante
delle quattro equazioni (I18), vi dev’essere una relazione lineare ed omogenea
fra D, D', D", D". Questa relazione & la seguente

(4G4 =@+ +MND" =Dy +8)—p(x+B]D" +
+D ) —p ()] D —
—[2( ) ) ( - 8) — (2 FB) (Y +3) | —
— (@B Ay +0) —uv (e +B)}]D=0. /

"

(1)

Il coefticieute di D” non puo annullarsi, come si pud vedere dalla (20), se
1 due lati A,, e 4,. del triangolo non sono eguali.

Consideriamo dunque una soluzione sviluppabile, ma non isoscele, del
problema. Possiamo, mediante la (21), caleolare tutte le derivate di ordine
superiore di D sotto la forma

])(L.):AkD—i—Bk DI”%" Ok DU, (k::))’ 4" 5"")'

Sia {==0 un punto regolare della nostra soluzione, tale che pert =20, 3.,
sia diverso da A,,, e che per i valori di ¢ non troppo grandi «, e y, siano
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sviluppabili in serie di potenze di . Scegliamo le condizioni iniziali in modo
che D, IV, D" si annullino per t=0. Avranno il valore zero per =0 tutte
le derivate D di ordine superiore. Sard dunque D identicamente eguale
a zero.

Dunque: se ammettiomo Uesistenza di oo™ soluzioni del problema dei fre
corpi soddisfacenti olla relazione (20), esisteranno almeno oo™ soluzioni svi-
luppabili non isosceli, cioé non cilindriche.

Nella formulazione di questo teorema abbiamo detto almeno cc™°, perche
non possiamo essere assolutamente certi che le tre condizioni D= D" == D" =0
per =0 siano indipendenti fra loro e da allre relazioni che possano essere
implicate dalla (20).

Nel caso di una soluzione isoscele si ha

% 4 B == =+ 87
ed alla (21) si deve sostituire la seguente
(2 4-0) D" — (X4 ) D — (2 + ) D=0, (22)

dove il coefficiente di D" non s’annulla mai. Un ragionamento strettamente
analogo a quello ora svolto c¢i insegna che il problema dei tre corpi ammiet-
terd almeno oo” 7 soluzioni cilindricle, se amanetle > soluzioni isosceli.

§ 3 Equazioni differenziali delle orbite.

Cerchiamno lequazione differenziale di quarto ordine
2+ dp, " +6p,x” +hp, - pae=0 (23)

della quale x,, ®,, , e x, =1 costituiscano un sistema fondamentale di so-
luzioni. Evidentemente p, sard eguale a zero, e per gli altri coefficienti avremo
un sistema di tre equazioni

4‘1’1 a;l//k+6p2 m”k “F!‘fl)s Q'//'Il‘::Mm/(':% (k: 17 Qa 3 >
onde
4-' P,’I?1 = [ mg:)a w”la m’k I ’ 6 sz = } xmlw ﬂ’};:), Ly E D

L

£ _ i £ R OGN . H #t #
dPp,=— ", o' x|, F = [, ", 2.
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Dalle (6) si ha
X =@y + L Y, wmk———m'mk+p'?/k+“$'k+@@'k-
Sostituendo questi valori in P, si trova

PZ\“'wk+i"'yk+°¢90'k'+ﬁy'k, “%*F?A%n w,kl=
:x'@lwka Yis w'kl—F—“ﬁ"yk, DLy w,k‘—}‘““p’y’m Ly m’k!‘**{:'ﬁ

y’k, Y, m,kl
(¢} .
P=(2'f—af)n—+p(act+ B0 (24)

Lo stesso metodo basta per trovare le equazioni seguenti:

LPp, ==[af —a"f 4+ (ad —Ey)n—2¢ (xe— 80,

6Pp, =[2'F —L (2" + 2"+ Ly)] e+ [2(F) —L (B +alb L)L+
B ("2 By — & (B A2 B B )],

bPp,=2(al’ —o'f) (2e-+BL)+
+ R (af —a'B)—a{af —a"B+L(xd—By) 0+
+ 2P (2 — ') — Plap’— " B+L(«3—By)N0.

In modo analogo si trova I'equazione differenziale dell’orbita di P,

Yy +hq, ¥ +6¢y +4qy =0, (26)
ove
LQq=[yd" —y" 3 —y(«d — B0 +2y (ye+30),
6Qg =[—20)+v " +ay+3y)le+ [ 278+ v (F"+By + )L+
F=y @ F By )+ 2y 876,
4Qq =2y —vy8) (ye+30) + 27
2V =) =y =S —y (28— E Y] n +
FRYGI—y 33y 8 — '~y (xd— LY,
Q=("3—v8)0—y(ye+ 3. /
L/orbita di P, & una curva piana se P=20 e soltanto in questo caso.
La (2%) dimostra che P=0 se § =0, cioé se A,, = A_,. Quindi: se due lati

zy
del triangolo restano sempre eguali, Vorbita del corpo che & nel vertice del
triangolo isoscele & wna curve piana. Sipossono adoperare le (6) per dimo-
strare lo stesso teorema, e anche di pil: il piano di questa orbita passa per

il baricentro del sistemaq.
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Consideriamo il caso in cui P, descriva una curva piana senza che il trian-

golo sia isoscele. Avremo
P=0, (0.

Giacche P deve annullarsi per ogni valore di f, anche P’ dev’esser eguale
a zero, onde
P—(+'B—af)n+f(xst Bl

\ Y= (98)
P'=rz"@-w"—<xb~—m>m-n+%’<as+b< —o.

Queste relazioni si possono soddisfare ponendo
=+ BL=0;

ma allora per §==0 si trovano le condizionl

e={=n1=0=0,

che corrispondono al easo evidente, e gia trattato, -che tutte le masse non
infinitesimali del sistema si muovano nello stesso piano fisso. Lasciando da
parte questo caso evidente, segue dalle (28)

2 (ol ) — B[ f—a B’ — (2D —By) ] = 0. (29)

Se questa condizione & soddisfatta per ogni valore di ¢, P sard una soluzione
dell’equazione
QY P—pP =0,
donde
P=Cp

ove (' & costante. Se, dunque, P s’annulla per {==0, si annullerd identica-
mente. Se Uequazione (29) si puo soddisfare con o™ soluzioni del problema
dei tre corpi, esisteranno 20" soluzioni nelle guali il punto P, descrive uno
CUFVE PIOGRQ.

E molto interessante di osservare che le due condizioni (20) e 29) sono
essenzialmente identiche. Infatti, se cerchiamo le condizioni perche la ri-
gata R, diventi sviluppabile, troveremo fra esse una relazione che pud ot-
tenersi dalla (20) permutando le lettere @, y, 2. Cosi si trova precisamente
la (29). Lasciando da parte i casi evidenti, le due questioni:

1) se Uorbita di P, pud essere una curva piana,
Iy se la rigata R,. puo diventar sviluppabile,
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conducono allo stesso problema analitico, cioé: trovare le eventuali soluzioni
del problema dei tre corpi per le quali le mutue distanze soddisfano la rela-
zione (29).

Nel caso P =0, le (25) non valgono pitt. Poiche, in questo caso, orbita
di P, sard una curva piana, «,,..., , devono soddisfare ad un’equazione
differenziale di terzo ordine

' 3w B, 4w, =0,

Naturalmente =, sard eguale a zero, perché quest’equazione deve ammettere
la soluzione costante x,=1. Per trovare gli altri coefficienti si hanno le
condizionli

"+ 3w+ 3w o, w2 =0, (=1, 92, 3),
donde
. ] x’,, &y, wk!

Sy (L2 Ly T

1 £
!sm ks mk‘? wkl

Dalle (6) si ha

773 ’ ’) l' "
o =awx, o, By, 4 By, Yo = 5 (&', — ax),

¢

e quindi, se £=|=0,

?
" p

7

p)wk+!ﬂy;.

” ’
mk+w;+(a- —ay

Si avrd dunque

la",, o, xk!:{jna ", @), o, | =0 n 4B,
= P=10.

4

| 2", @y | =0 (xn+£0), |, @, ¥,

¥

zione differenziale, caratleristica delle proprietly proiettive di questa curva, sard

Se Vorbita di P, & una curva piana, e se a e b sono diversi da zero, I'equa-

M B’ ‘nl 13 & .’1 + @ e L
@ —(M-B——{-fﬁ)w 2B g, (30)

Nel caso £ =0, »=[=0 si deve sostituire alla (30) la seguente

’

@ — ‘;‘? @ — oo = 0. (31)
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Se p=1u=0, la (31) & valida ancora; ma vale anche I'equazione
’r

o — % e —0 (32)

4

ottenuta dalle (10) e (15). In questo caso l'orbita di P, diventa rettilinea.
Finalmente nel caso £ =|=0, 2 == 0 si ritrovano le condizioni e ={ =un1=0=10
che corrispondono a tre masse muoventisi nello stesso piano fisso.

Se la rigata R, non & sviluppabile, sard

e-—{(=]=0,
e la rigata sard caratterizzata dalle equazioni (10) 1 cui coefficienti si calco-

lano per mezzo delle (15). Domandiamoci se Vorbita di P, puo essere linea
asintotica sulla rigata R,,. Percheé lo sia, occorre e basta che la condizione

pPn=0(%
sia soddisfatta. Poiché « -8 non pud annullarsi dev'essere n =0 e quindi
deve annullarsi anche . Secondo le (14) dev’essere di pil

‘-)’:07 .C:—OLQ, 9=E:O:

giacche da 6 =0 seguirebbe { ==-—6"=0, cid che & contrario all’ipotesi che

D non gia eguale a zero.
Se Porbita di P, ¢ curve asinlotica sopra la rigata B, ¢ due lati del trian-

golo dei tre corpi che & incontrano in P, devono essere eguali. 1’ equazione
differenziale dell’orbita di P, diventa
C//
x — Z’;‘ x' = (),
Lorbita di P, sara dunque rettilinea.

(*) Wriczynskr E. J., L e, p. 142
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§ 4. Dimostrazione della non-esistenza, nel caso generale,

di soluzioni isesceli diverse da quelle equilaterali del LacraNGE.

Dalla discussione precedente risulta chiaramente che la questione del-
Pesistenza o della non-esistenza di soluzioni isoseelt & di importanza fonda-
mentale dal punto di vista geometrico. Nell'introduzione abbilamo gia formulato
la risposta, essenzialmente negativa, a questa domanda. Alla mia dimostra-
zione di questo mio teorema sostituisco quella molto pit semplice e breve

del signor Mac MiLrnaw.

Cominciamo colla forma delle equazionidifferenziali dovuta a LagraNGE(¥).
Scegliamo dunque un sistema 7 di tre assi ortogonali fissi, e prendendo
ognuno dei tre corpi come origine, determiniamo tre sistemi di coordinate,

i cui assi siano paralleli a quelli corrispondenti di 7. Saranno
X,==#,—y, le coordinate di m, nel sistema di m,,

Y=o, —z » » » M, > » » o,

Zy =Y — X, > » »  m » » »

¥ x*

Avremo dunque, invece delle (1), le equazioni seguenti:

X , Z,
(o 2 =,
3 \Syz 2o

AL,

]

zm y'

”

Y’

I

, Y. Z,
- zz;; T,

Y
Y, X,
Al ! ( AL

Z”,;kl\léi —41@2( . —{—
ay Ayz

0,

|

ove evidentemente
X,+ Y, +2Z,=0, (h=1,2, 3),

e dove scriveremo per maggiore semplicita

rzw“:Aiz:}:‘Yg’ ’]’}3:-_—A§x:2}_7£, W‘E:Aiy:Zi_

0, (k=1, 2 3),

g -

(39

Supponiamo ora che il triangolo sia isoscele, e che sia m, il corpo posto al

(*) LAGRANGE, Osuvres, t. VI.

Annali di Matewnatica, Serie III, Tomo XXI.
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vertice di questo triangolo, cosicché r, = r,. Sard anche vanlaggioso di avere
m, e m, riferiti ad uno stesso sistema di coordinate avente i, per origine.
Per fare questo cambiamento nelle nosire equazioni basta cambiare il segno
di Y,. Risulta il sistema nuovo

A

|

(a) X', - [i—‘a{jl— (m, -+ m,) q] X, =0,

) Yt SV tmgXo=0, (k=1,2 3) (35)
(¢) Z7" - i—‘g Z,—m,q X, =0, !
ove
1 1 -
%:;:3‘ M—‘TT i X?«“ };(_FZ]G::O, (k: 1, %, 8). (36)

Sieno £,, Z,, &, e x,, x,, @, rispettivamente le coordinate del punto medio
e del baricentro della base, cosicché

PR = wmZ+m Y,
i @( Yk ‘%‘ Zs«); Xy == "W ’ (,Z;, - 1? = 3)) (37)
e quindi
(@) &%+ f‘—f &t -é—»(my —m,) q X, =0,
" @)
(b) %”k—}—iy x, =0, (k= 1,2, 3).

1

Le (35 a) e (38 b) ammettono gli integrali delle aree

‘Yi'X’j_‘XjX/i:ak, wi—w’j_igj a?i:bw (k:l, 2, 3)7
onde
Ya, X, =0, wa’gh:o

Il movimento di m, si effettua dunque in un piano p passante per m, e fisso
rispetto a m,; il baricentro della base si muove in un piano p’ passante per
m, e fisso rispetto a m,.

Si pud scegliere il terzo asse delle coordinate in tal modo che «, e a,

si annullino, cosicche sara
X,=0.
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Per primo asse delle coordinate scegliamo una retta parallela all’intersezione
di p e p’. Fatto c¢io, b si annullerd, e designando con I Tangolo dei due
piani p e p’, si potrd scrivere

b,=0, b,=—Csenl, b,=Ccosl,
¢ quindi

7

X Xy — w0, = Csenl, x o —x,a,=Ccosl, = =ux,tanl, (39)
’
Xxxz“‘ QX’1:OI9

dove abbiamo scritto C, invece di a,.
Poiché X, ==0, la base del triangolo resta sempre parallela al piano dei
primi due assi. Dalle (36) e (37) si ricava

3223253:903-

La condizione 7 =17}, la quale si puo scrivere

L. E(Y%#Zi):()’
si riduce dunque a

(YI ‘i'Zx) (Yx - Zl) +(Yz +Z2) (Yz _Zz):o

o, secondo le (36) e (37),
E X, +6,X,=0, (40)

Derivando la (40) si vede la possibilitd di definire una quantitd nuova », tale
che sia
925’1X1+5/2 Xez"“(zx X’x"]f‘”gz X’z)- (4‘1>

Combinando queste equazioni colla (40) si trovano le seguenti

- i " .
X[Pz‘_gz(XlX’Q"“YQX’x):401 Sa, XzP:C'lil,
e ey o

;29::_X1(2122_g2§1)7

(42)

onde
z P » -
X% [PZ — O, (;1 & — 3% ’:’1)] =0,

Se X, =0, secondo la (40) dev’essere anche Z, =0, poiche la soluzione
X, =X,=X,=0 & evidentemente di nessuna importanza,

Avremo dunque
Xl xigzo’ X? =§:0’ (4‘3)
e, secondo la (38),
(e, — ) g = 0.
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Dunque, o le due masse m, e m, sono eguali, o il triangolo & equilatero.
Lasciando da parte questi casi, dev’essere

PQ == Ol (51 az - Ez 5’1)- (44‘)

Derivando la (41) e sostituendo alle derivate di secondo ordine i loro
valori dalle (35) e (39), si trovano le equazioni

’

1
fl >y o I3 2
? :‘:13-x‘f‘gexz"g(?’Lg,—?;lz)qT,

] .0, = (5’1 X'+ E;z X’Z)?
onde

3. - tald ] ’ R 1 2 1 a -
— (2 X' 48 X)) =9 = e (m, — m)r’q= 9 (m, +m,)priq (45)

ove
w,— M,
ff, T e
) (m, —+ m,)

Se le masse m, e m, sono eguall, avremo
Ell X’1 -+ E,fz X'z =0.

Derivando questa relazione, e soslituendo alle derivate di secondo ordine i
loro valori dalle (35) e (38), si trova, secondo la (41),

(m,+m.)pq=0.

Lasciando da parte le note soluzioni equilalerali del Laeranek, o deve an-
nullarsi. Secondo le (42) dev’essere o 0, =0 o &, =&, =0, Poiché nel nostro
caso m, =m,, se &, =15, =0 segue, secondo la (39), che C deve annullarsi.
Si presentano dunque due classi di soluzioni nel caso m, = m, corrispondenti
rispettivamente alle due condizioni 0, =0 e €= 0. Se ¢, = 0 la base del trian-
golo isoscele resta sempre parallela ad una linea fissa (soluzione cilindrica).
Nel caso C =0, (,==0, il punto medio della base si muove sul terzo asse e
la base rimane sempre parallela al piano degli altri due. Se ¢ = ¢, =0 i due
casi si combinano in modo evidente. Per qualche valore di ¢ si deve avere
0 (*). Il caso caratterizzato dalle (43) & compreso in questa discussione,

=

(*) Questi casi sono stati discussi dal Fransix nel suo lavoro citato nell’introduzione ed
anche pii recentemente dal Bucmaxaw nella sua tesi presentata all’Universita di Chicago e
non ancora pubblicata.
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poicheé da quelle equazioni seguono

e=0, 0, =0,

le quali soddisfano alla (44).

Ora sia m, ==m,. Se escludiamo il caso che il triangolo sia equilatero,

la (45) dimostra che p non pud essere costante. Secondo le (42) e (35), C,

sard dunque diverso da zero. Scegliamo P'unitd del tempo in modo che sia
s . .1
C, =1, e l'unitd delle masse in modo che sia 5 (m, -+ m.) = 1. Allora dalle

42) e 44) si trovano le equazioni

q £ _— , .
== = — o °2=§1£2—““£2t . (46)

Dalle definizioni delle quantitd x,, &, e X, si ricava
w, =4 +p X, (=129, (&7)
e la sostituzione di queste espressioni nella (39) da
£ =58 +p (G X, —5LX X, — X, F )+ (X, X, — X, X')=Ccos I. (48)
Dalla (46) si trovano
X8 =X 8 =— X, X, 8, — X, 6, =X3¢, 5,8, — 5,8, =",

e quindi
ot — i = CcosI— p’ (49)

Sostituendo il valore di ¢’ dalla (45) si trova

o° —pirig=Ccos I—p? (50)

una relazione integrale fra le coordinate.
Si possono introdurre coordinate polari mediante la sostituzione

X, =rcos 8, @ =scoso,
X,=rsin 8, X, = s sin o,
Secondo la (46) si avrd

E,=psing, & =—pcos, (52)
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e le equazioni differenziali (35 a) e (38) sono rispettivamente equivalenti a

) 1 ‘/)n’ 2 - v e
r '—F+'(T?+?§)V—Oy 0 =1, (53)
€
2 2 @ ¥ s
L ¢ CC;S I+ _ims:(), §' o' = Ccos I; (54)

s 7

dove, secondo la (47),

2

7'?-‘——“Ef—*—E§+£§—l—(~%»r);=£i+a—7§-—]~:;§42y. (@, X, + @y X,) +p? rz+_i_yz_
Si pud scrivere
r?=1¢§" (1 4 sin’ o tan® I) 4 (—14: — y‘g) r’
giacché dalle {40) e (47) si pud ricavare
w0, X, wy X, = p v

Quest’ultima relazione si pud anche secrivere cosi:

scos (b —o)y=ypr (65)
Si avra dunque
R — (%) :% —p? - ptsec’ (1 +sen*wtan® 1) =
1 (56)
= —+p? (tan® Y -+ sec® b sen’ o tan® I),
dove
$=0—o. (67)

La figura rappresenta
la proiezione del triangolo
sul piano dei due primi
assi. p e s sono le distanze
dal vertice m, alla proie-
zione C del punto medio
ed alla proiezione G del
baricentro della base. Gli
angoli Am,G e ABC

A saranno rispettivamente
eguali a o e 8, cosicche
m, G B sard eguale a ¢.




Wilczynski: Ricerche geometriche intorno al problema dei tre

corpi. 23

Sard
CG=uyr,
e quindi

P tany, S =
b7 tany, bt sec ¢,

la quale ultima relazione coincide colla (56).
Ormai si puo scrivere

P
== =y tan y.
r o tan ¢

L1 A1
- U

r‘q=r(1——%)-

La sostituzione di questi valori nella (50) da

Poiche
sl avrd

Ceos 1 .q) B
‘ R

§==ur secy.

(58)

(59)

(60)

(61)

Abbiamo dunque trovato una soluzione per r e s come funzioni di ¢
e o, cioe come funzioni di ¢ e w. Ma 6 e w non sono indipendenti. Infatti

dalle (63) e (b4) si trova

do r*  Ceosl
m‘—OcosI?_ " cos’ ¢
onde
ay Ccosl
—d—;:i-—- Ug—eoswﬁz.

P
Questa equazione ha la soluzione costante

fl-‘z

00s" § = Ceos T

(62)

che corrisponde alle soluzioni equilaterali di Lacravce, come vedremo piu
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tardi. Per la discussione degli altri casi poniamo

Oeosl_y o (63)

Sara
tan ¢ = a tan « (5 — 0,) (64)

Uintegrale di (62), dove « pud essere o reale o puramente immaginario, ma
non eguale a zero, e dove la costante d’integrazione 6, dev’ essere reale in
ogni caso perche i valori reali di 6 e di ¢ si possano corrispondere,

Giacche
0="F0— '1[’7

si avrd
sen » sec P = sen f — cos § tan ¢ = sen § — « cos § tan « (§ — 6,),

e quindi

R'= 1 —4-p?le?tan® « (8 — B,) - (sen § — « cos § tan « (6 — 6,))" tan® I],

7‘:“288020((6 ~90)E£~—i,

L

(6%)

cosicehe tutte le coordinate sono date come funzioni di 6.
In tutto quest’argomento non abbiamo utilizzato la prima equazione

delle (53). Ponendo uz%, ed introducendo § come variabile indipendente

invece di ¢, questa equazione diventa

d*u oy, e,
IR 2

Dalla (65) si trae
we=t = Lot 00y (1—-1). (66
= =g cos e (D=0 {1 57 )

L’eliminazione di R® fra le ultime due equazioni da l'equazione lineare per wu,

d?{;i‘z 4[4, 0 sec® « (B — 8,)] =2 4.

(67)

Per dimostrare la non esistenza delle soluzioni isosceli, basta far vedere che
la (66) non pud soddisfare alla (67).
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Le singolaritd dei coefficienti di (67) sono i valori
ezeo+(%+1)§% e oo,

fra i quali 'ultimo & una singolarita essenziale, mentre gli altri sono poli.
Di pit,, questi punti sono singolarita dello stesso genere per R® e zeri per u.
Daltra parte gli zeri di R* sono poli di w. Se esistono zeri di B* nella parte
finita del piano 6, la (66) non puo soddisfare alla (67) poiche la (67) & li-
neare e ha questi punti come punti regolari. Basta dunque dimostrare che
B* ha degli zeri finiti.

Supponiamo prima che « sia reale, e mettiamo in evidenza le parti reale
ed immaginaria di 6, mediante la sostituzione

f=wu-+1iwv, izf;—l.

Si ha
€os (# 44 v) = cos u cosh v — i sen u senh v,
tan 4 -4 tanh v
tan (u +iv) = -
(w-tiv) I —itanwtanh v’
e quindi
. . tan u 44
lim tan (w4 4iv) = ——+ =1,
=00 1 —itanwu

. cos (u 41
lim (u £ - )
v=c0 COSh v (COS U — i sen u)

Evidentemente, dunque, si pud scegliere v abbastanza grande perché la
differenza fra R® e la funzione

f= % —+ v’ [— 2" — (1 —«)* tan® I (cos u — 4 sen u)® cosh® v]

diventi minore che 3, essendo il valore assoluto di § piccolo a piacere. Ma,
se tan I=[=0, « ==1, si pud, per ogni valore di , scegliere v in modo che
il valore assoluto di questa funzione f superi qualungue numero finito. Gli
zert di R® non possono, dunque, essere all’infinito. Se « & razionale, R* &
una funzione periodica di 6 senza singolaritd essenziale nella parte finita del
piano. Deve dunque avere zeri in ogni striscia di larghezza P parallela al-
lasse immaginario, se designamo con P il suo periodo. Non avendo zeri al-
I'infinito, B* deve dunque aver zeri nella parte finita del piano. Questi zeri
esisteranno ancora se « & irrazionale, poiché R* & funzione continua di 6 e 2.

Annali di Matemmatica, Serie II, Tomo XXI. 4
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Si puo vedere facilmente che esistono zeri anche nel caso eccezionale
tan I =0. Infatti, 'equazione R = 0, che corrisponde a questo caso, si riduce
ad una equazione quadratica nella quale il coefficiente del termine quadra-
tico non si annulia. Diseuteremo pit tardi il caso «® = 1.

Consideriamo adesso il caso in cui « sia puramente immaginario. Ponendo
a=0#14, 'equazione R*=0 diventa

2. S WT[E tanh® B (6 — 6,) 4| tan 0 b tanh B (0 — 6,) |"cos? b tan® I] = O,
onde

(}; ~-u?{ B tanh® B (§ — 8,) -+ tan® I}J tan®0 428 p*tanhB (6 —6,) tan® I'tan 6

+ %+ p?u® sec® Itanh® B (6 —8,) = 0.
Si ha

tanhx -+itany
T+itanhatany

tanh (@ 4 i y) =
e quindi

limtanh (x +iy)=1,

X==00

indipendentemente dal valore di y. Ponendo

6=2k%r+ o

si puo dunque prendere k tanto grande che la quantita tanhf (8 —9,) sia
tanto vicina all'unitd quanto si voglia. L’equazione R* =0 diventerd dunque

Ej -4 u? (B + tan® I)} tan*w 4+ 2L v tan* T tan o +-§T + B ufsec’ I=2% (68)
dove % si pud rendere piccolo a piacere, scegliendo abbastanza grande il
numero intero k. Se » =0 questa equazione (68) si pud certamente soddi-
sfare con due valori di tan o. Da teoremi noti della teoria delle funzioni im-
plicite segue che esistono soluzioni della (68) anche se X & diverso da zero
ma abbastanza piccolo.

Se «* =1, la costante Ccos I si annulla. Se cos I=[=0, ¢ =0, si possono
applicare le equazioni del caso generale senza modificazioni essenziali. Se,
invece, cos I =0, siavrd tan = oo e alcune di quelle equazioni non valgono
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pitt. Si avrd in questo caso o =0 0 w=180° cosicche

r =gec’d B s == Ccos” 8 (1 — i) (69)
R—1 R
e
a*u .
W+{l —+m, sec’ 0lu =24 m,. (70)

L’espressione (65) per R® non vale pili. Il baricentro in questo caso si
muove, rispetto ad ., nel piano del primo e del terzo asse. Porremo dunque

@, =060c089, x,=0, ® =0csene

ci0 che da, secondo le (39),

af g = (. (71)
Si trova
T?__. 0—..£ uuuuu - (Z2 2 7/ _7_lp_g = 2
/’T—"R-“!‘E_}—z(ﬁ_{'"n‘f‘ﬁ "4‘ r2+ gtan@
)
39:%4—5& tan® 6 4 v sec’® 6 tan’ ¢. (72)
Poiche
g8 =1
si avra

dy r* e, O P

ﬂ—-CG—QMG:&,— cos = cos® ¢ cos’ 0,

cid che da
tan v = ¢ 646 1 26— 7
dn{—é? + 0*{"'—‘@‘8@“ b (3)

se cos ¢ ==0; dove 8,, costante d’integrazione, dev’essere reale (¥). Sostituendo

la (73) nella (72) si trova

R 1 1, 1 1,
P A L A T

+~1—g?{92(60—|—6)—1—sen%]2] sect 6
e resta da dimostrare che R* ha degli zeri finiti.

(*) Se cosp =0, deve annullarsi la costante C; caso che discuteremo pitt tardi.
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A questo scopo poniamo
20 =wu-+1iw.

[Jequazione R* =0 diventa

8 2

- ](?uz [20, -+ u ~senwecosh v + i {v+4cosusenhw]’.
6 o

16p7/1 Ty, 16p/dl Loy e
o (g —+ g & ) = e (“‘8' oyt ) =g,

cosicche o e B < «® saranno due numeri positivi.
equazione R* =0 si divide in due, cioé

0= 1 + 017 w4 (1 L /) (cos u cosh v — i sen u senh v)

Sia

0= 2"+ £* cos u cosh v (2 8,-+ u -+ sen ucosh v)°— (v - cos u senh v)*, )
1, » (75)
0=— 5 ¢* sen e senh v+ (26, + w -+ sen u cosh v) (v 4 cos u senh v). \)
Per ogni valore reale di §,, le soluzioni reali, se esistono, delle (75) daranno
uno o pit punti del piano u, ». Se 6, varia, il luogo di questi punti sard
una curva la cul equazione si ottiene eliminando 8,, ¢id che da
T, :
—- [ sen u senh v
o'+ 6% cos u cosh v -~

— (v cosusenhv)'=0. (76
v -+ cos u senh v, v+ ) (76)
Se designamo con u, v le coordinate di un punto della (76), il valore corri-
spondente di 6, si pud caleolare dall’equazione

1— s
o B senwusenhw

20, = — u—senwu cosh v ~ .
=T 3 4 cos wsenh v

(77)

Poiche «* > £*, il primo membro della (76) & positivo per v =0, e se cos u=-|=0,
esso & negativo per v=oo. Per ogni valore di w per il quale cos# non si
annulla, esisterd dunque almeno un valore di v soddisfacente alla (76), e per
mezzo della (77) un valore reale corrispondente di 8,. Se cosu tende verso
zero, un ramo della curva (76) si allontana verso Pinfinito. Poniamo

¥ == v -+ cos u senh v,
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il che permette di scrivere invece della (76) la seguente

y‘mﬁzcothv.y’Jﬁ(%ﬁ*—;—{ﬁvcoth@—a‘")yz——% oLy —

— % B* (senh? v — v*) = 0.

Per 1 valori molto grandi di v predomina l'ultimo termine, cosicché y = v
’ Yy

. L, . .
cos w senh v tende verso = \/5 £’ senhwv, cid che ha per consegnenza che il
d

limite di 246, sia = oco.
Si puo dimostrare adesso che le (75) hanno almeno una soluzione finita
e reale per ogni valore reale di 6,. Giacche 26, ha = oo per limite quando
cosu tende verso zero, scegliendo abbastanza grande il numero » si potra
trovare un intervallo per u, tale che i valori corrispondenti di 6, riempiano
Iintervallo da »n= a (n—+ 1) =; e questo fatto basta per dimostrare il nostro
teorema se il dato valore di 6, sta in questo intervallo. In caso contrario
basta l'addizione di un multiplo adatto di 2= alla quantita # per far vedere
che si pud sempre soddisfare alle (76) e (77) per qualunque dato valore di f,.
Se fosse 8§, = oo, sarebbe tan ¢ = oo, e secondo l'equazione
do C

= —cosfocos’ b,
de é}‘2 T

o dovrebbe essere costante. Giacche si ha

29
G Ei—t.m(}',

C dovrebbe annullarsi. Abbiamo gid fatto la discussione del caso C =0,
cos I == 0. Se, invece, C == cos I =0, si avra, secondola (71) 06==0 0 ¢'=0.
Ma, se m, non & eguale a m_, ¢ non pud essere eguale a zero. Poiché ab-
biamo gia trattato il caso m, = m,, resta soltanto la possibilitd ¢’ = 0. Dunque ¢
dev’ essere costante e I espressione (72) di B* sara applicabile; ma questa
espressione evidentemente ha degli zeri nella parte finita del piano.

Resta a discutere il caso « = 0, finora escluso.

In questo caso avremo

1

tan ¢ == i
i (90 __ 6) 2
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¢i0 che da per R*, r e u le espressioni seguenti

B —,’T+ i {W"%‘(hﬁne——oo—;e) tan lJ, )
| ‘ (78)

{ B ) |
T e e e . —_ 6 e 9 4 — I
r=mg e = R“)

Lequazione differenziale per o diventa

d*u Ai LT _‘ =2
7[_? ; i (90 —-—6):7 T L

fa cut uniea singolarity, 8 =40,, ¢ uno zero di # ¢ un polo per R*. Anche in
questo caso B* ha degli zeri nella parle finita del piano, del che si pud fa-
cilmente convincersi ponendo prima f=u--iv, e poi u="~r= dove k & un
numero tero. l'equazione B =0 diventa

-— uwisenh® vtan® I =2

}"t‘;

ove X =i puo rendere piccolo a piacere, scegliendo abbastanza grande il nu-
mero intero k. Come sopra, si conclude che esistono soluzioni di questequa-
zlone se lan I'=- 0. L'esistenza delle soluzioni nel caso tan 7= 0 & evidente.

Abbiamo ridolto la ricerca delle soluzioni isosceli del problema dei tre
corpt allequazione (62), ed abbiamo trovato una contraddizione in ogni caso
nel quale la funzioné ¢ non sia costante. In questo ultimo caso sara

C cosl

1

4

2

se6” ¢ =
o tan® ¢ = C cos I — u?

e quindi

2

= Ccosl—p’.
Ma per la (50) si ha

PP —uirg=_Cecos I — p’
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€)

cosicehe

pirtq =0,

Il triangolo, dunqgue, dev’essere equilatero,

Se tutte le masse del sistema sono diverse fra loro, le wniche soluzioni
isosceli sono, dunque, le soluzioni equilaterali del Lacnraxan; e non esistono né
soluzioni cilindriche, né soluzioni nelle quali Vorbita di uno dei corpi sia linca
asintotica sopra una delle rigate del problema.

The University of Chicago,
12 Agosto, 1912.




