
Ricerche geometriche intorno 
dei tre corpi. 

al problema 

(Di E. J. WILCZYNSKI, a, Chie(~go.) 

I N T R O D U Z I O N E .  

D u r a n t e  l 'ultimo secolo la geometria  ha fatto grandi progressi,  ma  questi 
progressi  h a n n o  avuto poea influenza sulla meeeanica. In questa Memoria 
voglio mostrare  come si possano applieare eerte idee della geometria mo- 
derna ad un problema speciale ma impor tan te  della meecaniea:  il problema 
dei tre eorpi. 

Le questioni  ehe sorgono intorno a questo problema dal punto  di vista 
geometrico sono numerosissime,  e poche sono quelle the  io ho potuto  risol- 
vere;  ma i risultati ot tenuti  1)aano un interesse speeiale per noi in questa 
occasione perch~ si legano s t re t tamente  atle notissime ricerehe det LAOlaa~'GE. 

Supponiamo ehe il barieentro del sistema dei tre eorpi sia in riposo. Si 
presentano na tura lmente  tre generi di enti per lo studio geometrieo : le curve 
descritte da ognuno dei tre eorpi, le superfieie rigate deseritte dalle rette 
ehe eongiungono due dei tre eorpi, ed il eono, inviluppo del piano dei tre 
eorpi. 

Dalla eonsiderazione di questi tre generi di enti geometriei sorgono subito 
ateuni problemi fondamentali .  Quail sono ]e variabil~ dalle quail d ipendono 
le propriet~ pi'h essenziaii di queste curve, di queste supertieie rigaie e di 
questo eono?  Se ad un dato momento  le tre veloeith s taano nel piano stesso 
dei tre eorpi, ie orbi[e saranno evidentemente  curve piane e t e  rigate del 
problema eoineideranno col piano eomune de]le tre orl)ite. Si possono tro- 
vare altri easi nei quail uno atmeno dei tre eorp[ abbia come orbita una 
eurva piana12 Si possono trovare altri casi nei quali una  delle rigate del pro- 
blema diventa sviluppabile o si riduee ad un eono !2 Noi mostreremo ehe 
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qtlest'ultimo easo pub presentars[ sol[anto se due lati det triangolo dei tre 
eorpi restano eostantemente eguali. Supponiamo inveee ehe la eurva, deseritta 
da uno dei t,'e eorpi, sia linea asintotiea sopra una delle rigate del problema. 
Troveremo ehe, anche in questo easo, due lati del triangolo devono rimanere 
eostantemente eguali. Si 1)reseuta dunque it problema dell'esistenza o delia 
non-esistenza (li soluzioni speeiali del problema dei tre eorpi nelle quali il 
triango[o testa sempre isostele. Volendo generalizzare le note soluzioni del 
La(maa'6~ (*) helle quali il triangolo dei tre eorpi testa sempre equilatero, si 
vient allo stesso problema. [l grau(le matematieo, perb, ha esaurito le pos- 
sibiliih in questa direzione; dimostreren)o it teorema seguente: 

Se due Icdi del triangolo [or mo~to dei tre corl)i restano semi)re egua, li, e 

se le masse dei due eorpi ehe slanno alla base di questo tricvngolo isoseele uon 

sono eguo, li, il terzo lato del triaugolo dev'essere eguate agli altri due, cosicch~ 

il easo si ri~;~tee a quello del LAGI~ANGE. Se, invece, le due sopradette ma'sse 

souo egucdi, si possono troco~re due elassi nuove di soluzioni isosceli del pro- 

btema,, come ha~ mostrato il FRa~S~N gi& nel 1895 (**). 
Per (limostrare questo teorema io ho dovuto seguire una via, lunga e 

diffieile. Sono dunque molto grato a[ mio ehiarissimo eollega, il signore 
W. l). Mac MILLa~ per iI eortese permesso di riprodurre qui nel § 4~, inveee 
della mia, la sua dimostrazione pifi perspieua e sempliee. 

§ [. Le equazioni differenziali del problema dei tre corpi. 

Siano (a~, x~, x~), (y~, y.~, y~), (z,, z=, z~)le coordinate cartesiane dei tre 
corpi P~, P,,  P~ ali'epoca t. S[ano f la eostante d'attrazioae, m,., my, m~ i 
prodotti delle tre masse pet" f, e zX,~, A .... k.,, le t,'e mutue distanze, eositch~ 
sar5 

3 3 3 

z ~-~ k - -  Z k  - z x  :=:::: ZT;  - - -  3 ~ k  x y  X ~ ,  - -  . 
k = l  k = t  k = l  

(*) LAGRANC;E, Oeuvres, t. V], pp. ~e,9-331. 
(*~) F~ANSi:X A. ~3., Ofversigt af Kou91. Vetenskaps Akademieus F6rhamlliugar, vol. 52 0895), 

pp. 783-805. Stockholm. 
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dove 

Allora le equazioni  del p rob lema  dei tre eorpi s a ranno  le seguen t i :  

,, x ~ . -  y~ z ~ -  y~ (k 1, % 3) 
Y ~- ~ ~ ,  - ~ -  ~ , ~  - - - -  , ~ , 

] 

d 2 o~ 
X " ~  - - -  ~:l t 2 ' e e c .  

(1) 

Di queste  equazioni  si e o n o s e m m  dieei integrali.  Sei di quest i  sono equi- 
valent i  alle equaz ion i  

. 'ntr x~ -}- 'nt,, y~ -~ 'nt. zk 
~ - -  = a~o ~ a ~  t, (/~ = 1, 3 ,  3 )  

t he  regolauo il m o v i m e n t o  del bar ieeut ro  del s istema. Tre altri, gli integrali  
delle aree, p r e n d o n o  la fo rma 

x~ x~ x ,,) = A, X 'm. (% a~', x~ x'~) B, 

v , ~  ( x ,  x ' . ,  - -  x ~  a~ ' , )  = C. 
(3) 

o v e  

L'u l t imo,  il pr ineipio delle forze vive, dh l ' equazione  

Z "~,: (x"-, + x'~ +-  x'~) - -  ~2 U - -  ~ h, ( a )  

U . . . .  - =  - =  - '  , ( ~ )  
A v .  &** Aa-v 

Ova s u p p o n i a m o  ehe il bar icent ro  del s i s tema sia in r iposo (nell'ovigine). 
i ~ _ v r e l l l O  

{,  = L 0, 
e quindi  

.m~ x~ + m,, y~ -+- m, z~ - -  0, (k ----- 1, ~, 3). (5) 

' 0, s[ pub trarre  z~ come funzimm di x~ e y~. La so- Dalla (5), se .m~ =~= 
s t i tuzione di ques to  valore di z~. helle (l) d'h 

( k = l ,  3, a) I 
) 
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ore  le quantit 'a 

= '+- _{:= , '  }= '""  , '  

\ -x~ k y J '  . .  *y _',,. . 

(7) 

sono indipendent i  dall ' indice k e soddisfano alle relazioni 

onde 

m.~ m,~ (= - -  a) - -  m,. (m~ + m~) a + m,, (m,, + m,)  ,; = O, 

M M 
~ + , 8 - -  A -~= ' 7 - / - 8 - -  A~. ' 

A~ M ' A ~ M 

1 __ - -  m,, ~ -+- (m~ m,,) ,~ = (m,, + m.) ~, - -  m~ 
.y ,m,~ ~lI m. M 

(s) 

(9) 

Si possono dedur re  faci lmente due altri sistemi d 'equazioni  della forma 
delle (6) per le eoppie di funzioni (y~, z~) e (z~, m~.). Basta per  ei6 fare una  
permutaz ione  eircolare delle let tere x, y, z. 

§ 2. La rigata R~,, descrit ta  dal lato P .  P,, del  tr iangolo .  

Si pub s tudiare  la r igata R~,,, deser i t ta  dalla ret ta congiungente  P .  e p,,, 
dal punto  di vista della geomet r ia  proiettiva, median te  un  s is tema di equa- 

zioni differenziali delta fo rma 

x " - ~ - P " X ' - + - P ~ Y ' + q " x ~ '  q I ~ y = O '  1 
y" -t--p.~, x '-  {-p~ y ' +  q~l x -V q~_ ,y = O, 

(lo) 

soddisfat to dalle coordinate  omogenee  dei due  punt i  Px e P,~ (*). Come eoor- 

(~') WILCZYNSK[ E. J,,  Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. Leip- 
zig, 1906, Chapter V, §§ 1-2. 
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dinate  omogenee  di P~ scegliamo le sue coordinate  car tes iane x , ,  x~,  x~ e 

x~ = 1. In modo analogo, siano y~, y~, y~ e y , =  1 le coordinate  omogenee  
di P~. Perch5 qua t t ro  coppie di funzioni  (x~, y~) possano soddisfare  ad un 
sis tema di equazioni  della forma delle (10), occorre  e bas ta  che sia 

P,I x', + Pl~ Y'~ -~- qll x~ ~ q1~ y~ = - -  x"~, 

/ t, 
( k =  1, 2, 3, 4~) 

dalle quali  equazioni  poss iamo trarre  le espressioni  dei coefficienti P,k e q,k 

come funzioni  delle x~, y~ e delle loro derivate.  

si t rova 

o v e  

D (a~, b~, c~, d ~ ) =  

Ponendo  

Dp,~ = - -  D (x"~, y '~,  x ~ ,  y~), 

D p : ~ - - ~ - - D ( y " ~ ,  y '~ ,  x,~, y~), 

1) q~  - -  1) (x'~ , y',o , ~"~ , y~), 

D q~ = - -  D (x '~,  j ~ ,  y"~,  y~), 

al bl ci 

a~ b~ c3 

a~ b~ c~ 

d l  

d~ 

d 3  

d~ 

D p ~  = - -  D (x'~ , x '~  , x~ , y~), 

D p ~  = - -  D (x '~ ,  y"~,  x ~ ,  y~), 

D q~  = - -  1) (x '~,  y '~ ,  x ~ ,  x"~), 
i t t  

D q~.~ = - -  1 )  ( x '~ ,  y ~,  x ~ ,  y ~), 

D = D (x'~, y'~, x~, y~). 

= y~ = 1, t roviamo 

x ~  - -  yl 

x 2  - -  Y2 

X3  - -  Y3 

Poieh~, nel nost ro  caso, abbiamo x~ 

x'~, y ' , ,  

D = w'~ , y'~ , 

x'~, y'~, 

o pifi sempl icemente  

se designiamo col simbolo i a~., b~, c~ i il de te rminan te  di terzo ordine 

eel bl cl 

a~ b~ c~ 

( l l )  
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P o n e n d o  

si ha  
lx , Ix ., 

D ~ g _  ~" ~ ,  (t3) 

Der ivando  le espress ioni  (12) si trova,  med ian te  le (6), 

¢ = - - , ~  ",~ + , ~  O, " d = - - ~ ,  1 
~ ' =  - / '~- -  ~ 0,  0 ' = - -  L 

Pet" i eoeflieienti  p,~, e q~ 
proiet t ive della r igata  Rx,,, si 

- -  (~ ÷ ~) o 

- - ( , l+a)o  

q " = - - q ' ~ - -  a - - ~  ' 

del s i s tema (10), il quale  de t e rmina  le p ropr ie tg  

q._,, = __ q.,_~ == 

t rovano  i valori  seguent i  

, p,~ - -  / - - ,  
$ - - -  "a  

(15) 

ore  n a t u r a h n e n t e  D o ~ - - ~  dev 'essere  diverso da zero. 
Se inveee D = O, le due  equazioni  (10) s[ r idueono  ad u n a  sola equa- 

zione di p r imo  ordine,  eio~ 

- -Ox"  + - ~ y ' - ~ - ~ ( - - x  + y ) = O .  (16) 

La rigata R~, scar&, in questo caso, svihtppabiIe (~). Ques to  ratio si pub  faeil- 
men te  d imos t r a re  cosi. Se w , , . . . ,  x ,  sono le coord ina te  o m o g e n e e  di un  
p u n t o  P~ della eurva C~, ;~ x~-~- y. x'~, (k ---- l, ~, 3, ~) sono le coord ina te  omo- 
genee  di un  p u n t o  della t angen te  della C~ al 

y~,+ p y'~ sono le coord ina te  di un  pun to  della 
luogo delle eong iungen t i  dei punt i  eo r r i sponden t i  

p u n to  P~. In m o d o  ana logo  
t angen te  della C~ a P:,. S e i l  
P,  e P,, ~ svi luppabi le ,  ques te  

due  tangen t i  si s eghe ranno  per  ogni valore di t. Si potr'h d u n q u e  scegliere 
),, g., ~, ? in tal m o d o  t he  i pun t i  ;~ x~ -t- y. x'~ e ~ y~ -V ? y'~ coincidano,  eio~ ehe 

(*g') WILGZYNSK[ E. J., 1. c., p. 131. 
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ove (o ~ un fa t tore  d[ proporzionalit 'a.  Devono dunque  x~, y~, x'~, y'~ soddi- 
sfare a qua t t ro  equazioni  di ques ta  fo rma;  deve dunque  essere nullo il de- 
te rminaute  D. Ree ip rocamen te  se I) ~ eguale a zero, es i s tono qua t t ro  equa- 
zioni di q u e s t a  forma, e la superficie R~:, sara  svi luppabile.  

Ev iden temen te  il de te rminante  D non pub essere hullo ident icamente  
per tut te  le soluzioni  del pcoblema dei tre corpi, poieh~ le eondizioni  iniziali 
si possono  scegliere in modo ehe D abb ia  un valore qua lunque .  Si t ra t ta  ora 
di t rovare le eventual i  soluzioni  speciali  per  le quali  D sia iden t icamente  
eguale a zero. 

S u p p o n i a m o  D = 0, eosieeh~ R~:, sia sviluppabile.  Questa  svi luppabi le  si 
r iduee ad U/] COl~]O se 

- -  O) = 0 

e in nessun 'a l t ro  caso (~). Ques ta  condizione si spezza in due;  cio~ avremo 
o s = 0 o r, = 0. Nel pr imo caso avremo 

giacch~ D ~-0 .  Osserv iamo che 

= ~ = 0 ,  

[ m .  m,  m~ i 
] 

non ~ mai eguate a zero per  valori reali deile coordinate  e valori  positivi 
delle masse.  Perci6 segue dalle (1~) the,  in ques to  caso, avremo 

Ques te  eondizioni esigouo l 'esis tenza di due terne  di funzioni  l,, m, ,  n, 
e l~, m~, n~, tali t he  sia 

dove le tre funzioni delia s tessa  terna non possono  essere eguali  a zero. Se 

d u u q u e  l, --- ~,~ = 0 avremo m, ={=0, e per  eonseguenza  x ~ =  0. Secondo le (6) 
avremo o yl~ = 0 o } == 0. Nel pr imo caso la (5) ci d'a z~ ~---0, purch~ non sia 
m~ = 0 .  [u ques to  caso due a lmeno dei tre corpi soao  pe rmanen temen te  rag- 
gruppat i  iu un punto,  iI movimento  si effet tua in un  piano fisso (anche se 
~,L ----- 0), etl i! p rob lema si r iduce a quello dei due corpi. Se invece } = 0, 

(-x-) WILCZYNSK[ E. ,]-., 1. c., p. 131, equaz. (16). 



8 W i l c z y n s k i :  Ricerche geometriche intorno al problema dei tre corpi. 

le dis tanze di P~ e P~ al l 'or igine sono eguali ;  ma, secondo  le (5) anche  m~ 
e m~ sa r a nno  eguali,  e ci t rov iamo in quel  caso par t icolare  delle tre masse  
coll ineari  del LAGUANG~, neI quale  due delle tre masse  sono eguali. I1 mo- 
v imento ,  anche  in ques to  caso, si effet tua in u n  p iano  fisso. La d iseuss ione  
del caso l~ = m~ = 0, n~ =I-0, n a m r a h n e n t e ,  non  dh niente  di nuovo.  

S u p p o n i a m o  ora  
l,~---O, m~=t=O, n:=!=O. 

S[ pub  scrivere 

Der ivando- l ' u l t ima  equazione,  e sos t i tuendo  per  le derivate  di secondo 
ordine  i loro valori  daft dalle (6), si t rova 

Se ~ ~ costante,  l 'or igine 0 ed i pun t i  P~ e Py s a r an n o  eol l ineari ;  inol t re  le 
dis taaze OP.~ ed O P,, m a n t e r r a n n o  un  rappor to  iavariabile.  Seeondo  le (5), 
il p u n t o  P~ s tarh  anch 'esso  sulla  l inea P ~ P ,  e sa ranno  costant i  i rappor t i  
delle tre m u t u e  distanze. Si t rat ta  d u n q u e  della nota  soluzione del LAGRANGE, 
nella quale  tre part icelle coll ineari  si m u o v o n o  in uno  stesso p iano tisso. 

Se, invece, co non  ~ eostante ,  d iv id iamo i due membr i  del l 'u l t ima equa- 
zione per  co', eib che ci d~ un  r isul ta to  della forma 

x ' ~ = n x ~  ( h = l , ~ t ,  3). 

S a r anno  d u n q u e  eostant i  i r appor t i  x~ :x~ :x~. In ques to  easo i tre eorpi si 
m u o v o n o  sopra  una  ret ta  tissa. 

Abb iamo  t rovato  ine iden tahnen te  it r i sul ta to  seguen te :  Se i ire corpi re- 

stano sempre allineati, o s tanuo soprc~ u~ta retta fissa, o sono costanti i ra,p- 

port i  delle loro mutue distanze. 
La d iseuss ione  del easo l~ = 0 non  d;t n iente  di nuovo.  S u p p o n i a m o  

d u n q u e  l~ =1=0, l~ =i= O, eib ehe ei pe rmet te  di serivere 

x ~ - - = m , x ~ @ n ~ y ~ ,  y'~.=m~x~.-}~n~y~, ( h : l ,  ~, 3), 

onde 

S e  ~t I 

x"~. = ml x'~ --t- n, y'~ ~ -m ' l  x~ ~ n'~ y~,, (k == 1, ~, 3). 

=I=0 t rove remo  un ' eqaaz ione  della fo rma 

x"~ -+- P x'~ -~ Q x~. = 0, (k = 1, ~,, 3). 
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Quindi ci sar~ una  relazione l ineare ed omogenea  con coeflicienti costanti  fl'a 

x , ,  x~, x3, ci6 che vuol  dire che Forbi ta  di p~ deve s tare  in un piano che 
passa per  il bar icent ro  del sistema. Poss iamo scegliere il s is tema delle coor- 
dinate in m o d o  che x3 = 0 sia l 'equazione di ques to  piano. Datle equazioni  

I 

si pu6 dedur re  che sar~ anche y~ ~--- 0. Se m~ =i= 0, segue dalle (5) che z~ ~ 0. 
In ques to  caso d u n q u e  a lmeno due dei tre corpi  si m u o v o n o  in un piano 
tisso, e la r igata R ~  si r iduce a ques to  piano. 

Se n ~ 0 ,  si ha 

P~ descrive una  retta fissa passan te  per  i! bar icent ro  del s is tema:  la si pu6 

scegliere come asse delle coordinate ,  cosicch~ x2---~ x~ ~ 0, e 

y'~ ~ n~ y~,  y '~ ~ n~.y~. 

Sar~ d u n q u e  costante  il r appor to  y~ : y,;  cib vuol dire che l 'orbita di P,, s tarh 
in un p iano che cont iene anche l'orbit~t (rettilinea) di P~. La rigata R~, si 
r iduce ad un  piano anche in ques to  caso. 

In tut t i  i casi, dunque,  quando  si ha 

la r igata R,~ si r iduee o ad uu piano o ad una  tetra. 

I1 secondo caso nel quale la r igata R~, po t rebbe  ridursi  ad ul¢ cono 
pifl in teressante .  Esso ~ carat ter izzato dalle condizioni 

(17) 

Derivando la seconda  equazioae ,  secondo le (15), si ot t iene ta pr ima;  ma 
la differenziazione della pr ima d& la relazione nuova  

-+- - -  ( r  -+- a) 

Se fosse -~ ~ 0, s a r emmo ricondott i  al caso dianzi t ra t ta to  ~ = ~ - -  -~ = 0 - -  0. 

S u p p o n i a m o  dunque  che -~ non sia eguaie a zero;  ed avremo 

Secondo  le (8), l 'unica soluzione reale di ques t ' equaz ione  ~ ta seguente  

Annali di Matematica, Serie  III ,  Tomo XXI. 
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il triatlgolo, cio~, dev 'essere  isoscele. I1 cono al quale si r iduee la rigata R~ 
ha come vertiee il punto  

- -  x,, ÷ y,  (h = 1, ~, 3, ~). (*) 

Poich~ x,  = y, = 1, ques to  pun to  si t rova  all ' intinito; il cono si r iduee ad un 

cilindro. 
Abb iamo  cosi d imos t ra to  il t eorema seguente :  L a  rigata R~,, descriCta 

daUa linea eol~giungente due dei tre corpi, P~ e P,,, ~ svihtppabile se 

D = ~ - - ~ - - - O  

e solta~tto in  questo caso. Questa svihtppabile non pub r idurs i  ad  un  cono 

senza diveldare u n  cilitldro. I n  questo caso sat'& 

s--~=O, z--O=O; 

due lati del tria4,golo dei tre corpi diveJdera~,no egnali, e la base cli questo 

triangolo isoscele descriverh la s~tperficie eil indrica alla q~tale si riduce la ri- 

gata R~:,. Final.lt~ente se 
~ = Y, =',~ = 0  = 0  

la r igata R<,, si riduce ad ut,  l)iaJw o ad una linea. 

]~ inutile aggiungere the  l 'esistenza delle varie classi di soluzioni men- 

z[onate in ques io  teorema non ~ stata s tabil i ta  in nessun  modo, se non nei easi 
evidenti  quando  i tre eorpi si muovono  in uno stesso piano Iisso. Par le remo 
non di meno  di solttzioJd sviI~tpt)abili, cilindriche, isosceli, eee., senza volere 

con ei6 pregiudieare  la ques t ione  delia loro esistenza. 
Torn iamo d u n q u e  al easo generale delle soluzioni  sviluppabili ,  e eer- 

ehiamo di approfondi re  un po' di pi~t la ques t ione  delia loro esistenza. Si ha 

o v e  

D' = (~ + ~) 0 - -  (y + a)-,~, 

i)" = (~ + a)~ - ( ~ +  ~ ) ~ -  ( - / +  a') .~, + ( ~ ' +  V)o, 

D " =  ~ ( r ' +  a') ~ - -  °2 (~' + V) ~. - -  v. "~ -÷ ~. O, 

I 0 s )  

J 

09) 

(~) Wtl,CZVNSKL E. J., 1. c., p. 131, cqtmz. (/5). 
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Per  una  soluzione sviluppabile, non piana,  dev 'essere  

D~D'-~-D"-~-D"=O, 

senza ehe s, ~., -% 0 siano tutte nulle. Dev 'essere  eguale a zero, dunque ,  il 
de t e rminan te  di queste  quat t ro  equazioni,  cio~ 

( , . ' +  ~' - -  , / - -  a') [ (¢  + ~') (,: + a) - -  (= + ~) (y' + a')] - -  } 

- -  (= + ~ - v - -  a) [(,." + V') ('c + a) - (~ + ~) (~," + a") + ~ (~0) 

+ - v -  a) (,  a -  a,c)] = o. 1 

L'equ~zione (~0) dev'essere soddisfatta da tutte le soluzioni sviluppabili, non 
plane. Si vede che ques t ' equaz ione  cont iene le derivate  di pr imo e secondo 
ordine di a,. e di k~., ma  the  le derivate  di A~,. non c 'entrano.  Si pu6 dunque  

risolverla rispetto a a , se 

eio~, se i due lati A e A ,  del t r iangolo non souo eguali. 
Pos tu l iamo l 'esistenza di c~ ~ soluzioni del problema dei tre eorpi sod- 

disfaeenti  alia (°2-0). Nou oeeorre ehe per tut te  queste soluzioni D, D', eee., 
siano nulii; ma poieh~ la (g0) ~ equivalente  ai l 'annullarsi  del de le rminan te  
delle quat t ro  equazioni (18), vi dev 'essere  umt relazione l ineare ed omogenea  
fl'a D, D', D", D". Ques ta  relazione ~ la seguente  

[(,-' + ~') (r + a) - (~ + ~) ( , / +  ;,)] D" - -  p, (r + a) - -  e- (:~ + ~)] D" + '~ 
i 

+ [>, ( r ' +  a') - 7. (:e + ~')] D ' - -  t 
- [~ (,.' + ~') { (,: + V) (r + a ) -  (,- + ~) ( - / + a ' )  1 -  (el) 

i 
--- (x-~- 13) {~.(Y-~- 8 ) - -y .  ( ~ . @ } ) I ] D  = 0 .  ] 

I1 coefficiente di D" non pub annullarsi ,  come si pub vedere dalla (02-0), se 
i due  lati 5 e ~:,: del tr iangolo non sono eguali. 

Consider iamo dunque  una  soluzione svituppabile, ma non isoseele, del 
problema.  Possiamo, median te  la (~I), eateolare tutte le derivate di ordine 
super iore  di D sotto la forma 

1-) (~) = A~ D q- B~ D' -~- C~ D", (k = 3, ~,, 5 . . . .  ). 

S i a t  = 0  un punto  regolare della nost ra  soluzione, tale che per t = 0, ~x 
sia diverso da &,,, e the  per i valori di t non troppo grandi xx e g~, siano 
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sviluppabil i  in serie di potenze di t. Scegliamo le eondizioni iniziali in modo  
ehe D, I)', D" si annut l ino pet- t - =  O. Aw'anno ii valore zero per  t = 0 tut te  

le der ivate  D di ordine superiore.  Sar'a dunque  D ident ieamente  eguale 
a z e r o ,  

Dunque:  se c~mmettic~mo l'esistenzc~ di ~ "  soh~zioni del problemc~ dei tre 

corpi soddisfacenti cdlc~ ,'elc~zioJ~e (20), esiste~'anno almeno o~ "-a soluzioni avi- 

l~ppabili no~t isoseeli, eio~ non eilindriche. 

Neila formulazione di ques to  teorema abb iamo detto almeJw <x~ ~'-~, perch~ 
non poss iamo essere asso lu tamente  certi the  le tre condizioni D = D' ~--- D" = 0 
pet" t = 0  siano indipendent i  fra loro e da altre relazioni ehe possano  essere 
implicate dalla (~0). 

Nel easo di una soluzione isoscele si ha 

ed alia (~1) s[ deve sost i tuire  la seguente  

dove il coefliciente di D" non s 'annulla  mai. Un rag ionamento  s t re t tamente  

analogo a quello ora svolto ci insegna ehe it i)robIema dei t,'e corpi ammet- 

ter& almeno oc"-"- soluzioni cili~tdriche, se ammette ~z"' soluzioni isosceli. 

§ 3 Equazioni dilterenziali delle orbite. 

Cerchiamo l 'equazione d[fferenziale di quar to  ordine 

x ~) q- 4 p~ x" -~ 6p., x" -~- gl)s x ' -k l )~  x --- 0 (~3) 

deI[a quale  x~, x~, x~ e x~ = 1 cost i tu iscano un s is tema fondamenta le  di so- 
htzioni. Evidenten~ente p~ sar/'t eguale a zero, e pet" gli altri eoeffieienti avremo 
uu s is tema di tre equazioni  

~p ,  x"~ + 6 p~ x"~ + ~/.>~ x',.~ = - -  x~ ), (k - -  1, ~, ~.~), 

ortde 
t /  J t / /  x ,x i, x21, 

i i t *  ** *el ~ , x >i, 2 2 =  ix x2,  
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Dalle (6) si ila 

Sos t i tuendo  quest i  valori  in P,  si t rova  

O 

P = (~.' ~ - -  ~ V) ~ + ~ (~ ~ + ~ ~). (~ )  

Lo stesso me todo  basra per  t rovare  le equazioni  segueut i :  

6 P p ~  = [~ ~ ' ~ ' - -  ~ (~" -~- ~ -~- ~ y)] ~ -t- [2 (~')~ - -  ~ (~" -]- :~ ~ -~ ~ ~)] ~ ~- 

+ f~' (~."+ ,.~ + P v) - ~" (V + ~ P + P ~)]~, (o25) 
~ P p ~ = ~ ( ~ ' - -  ~'~) ( ~ + p : . ) +  

+ [~- ~'(~ ~ ' --~" P ) -  ~ {~ P"--  ~"~ + P  (~ ~ - ~ v)I]-~+ 
+ [o2 p' (~ p ' -  ~,.' ~ ) -  ~ 1 ~ p " -  ~" p + p (~ ~ - -  p v) 1] o. 

In m o d o  ana logo  si t rova l ' equazione  differenziale del l 'orbi ta  di P,~ 

y(~) -~- ~ q~ y(~) ~- 6 q~ y" -+~ 4~ q~ y' = O, (~6) 
o v e  

Z ~ Q q , - - = - [ y S " - - y " 8 - - y ( ~ 8  -- ~-{)] 0 -~- ~2-(' (¥ s +- 3 ~), 

6 Qq~ = [ - -u  (v ' ) '÷  v (v"÷ ~ v -+- ~ v)]~ ÷ [-- u v '~ '÷  v (~"÷Pv ÷ ~:)l ~ ÷ 

+ [ -  v' (~" + ~ v + ~ : ) +  ~' ( v " +  ~ v + ~';)] o, 

L'orbi ta  di P~ ~ una  curva  p iana  se P ~ 0  e sol tanto  in ques to  caso. 
La (2~0 dimostva che P =  0 se $ ~-0,  cio~ se 5~:,--~ A . Quindi :  se due lali 

del triangolo restano sempre eguali, l 'orbita del eorpo the ~ n e l  vertice del 

triangolo isoscele ~ unc~ curva pia~na. Si pos sono  adope ra re  le (6) per  dimo- 
strare lo s tesso t eo rema ,  e anche  di pifi: il piotno di questa orbita passob per  
il bc~rieentro del sistema. 
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Cons ide r i amo il easo in eui P~ deser iva una  eurva  p iana  senza  ehe it trian- 
golo sia isoseele. Aw'emo 

f = o ,  ~=1=o. 

Giaeeh6 P deve annul la rs i  per  ogni  valore di t, anehe  P" dev 'esser  eguale 
a zero, onde  

P ' = [ ~ " ~ - -  ~ - -  (~ a - - ~  9 ~]~ + ~ Y(~ ~+,~ ~) = 0. (~_8) 

Queste  relazioni si possono  soddisfare  p o n e n d o  

m'~. aIlora per  ~ ~=[-0 si t rovano  le condizioni  

~ = ~  =-a  = 0 - - 0 ,  

ehe co r r i spondono  al caso evidente,  e gift t t ' a t t a to , - the  tu t te  le masse  non 
in/ ini tesimali  del s i s tema si n m o v a n o  nello stesso p iano  tisso. Lasc iando da 
par te  ques to  caso evidente,  segue dalle (~8) 

Se ques ta  condiz ione 6 soddisfa t ta  per  ogni  valore di t, P sarh u n a  soluzione 
del l ' equazione 

2 ~ ' P - -  } P ' = :  O, 
d onde  

P =  C~ ~ 

ove C 6 costante.  Se, dunque ,  P s ' annul la  per  t - - O ,  si annul le rh  identica- 
mente .  Se l;equazione (~9) si p~b soddisf¢~re co~ c,c" so luz io , i  del problemc~ 

dei tre corpi, esisteranno a~ ''-~ 8ohtzio~ti t~etle quali  il pu~do P~ descrit,e ~7~a 

ct~rvcb p iana .  
1~ motto h l teressante  d[ osservare  che le due condizioni  (~0) e ~.)) sono 

essenz iahnente  identiche.  Infatti ,  se cerch iamo le condizioni  perch6 la rb 
gata R,~ divent i  svi luppabile ,  t roveremo fra esse una  relazione che pub ot- 
tenersi  da.lta (~0) p e r m u t a n d o  le lettere x,, y, z. Cosi si t rova p rec i samente  
la (~29). Lasciando dc~ par& i cc~si evide,  ti, le due questio~i: 

I) se l'orbita di p~ pub essere ~tlta curva piana,  
I[) se la rigata R>, pt~b dive~dar svihtppobile, 
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conclttcono otllo stesso problemzt otrtalilico, cio~: trovctre le eventuali soluzioni 

del problemct dei tre corpg per  le quotl~ le mutue  distctnze soddis fano lot rela- 
zione (~29). 

Nel caso P ~ 0, le (25) non  valgono pifi. Poich~, in questo caso, l 'orbita 
di P~ sarh una  curva piana, x , , . . . ,  x~ devono soddisfare ad un 'equazione  
differenziale di terzo ordine 

x"  + 3 ~, x" +. 3 r.~ x'-+-=~ x --~ O. 

Natura lmente  ~:~ sarh eguale a zero, perch~ ques t ' equazioue  deve anamettere 
la soluzione costante x , - ~  1. Per  t rovare gli altri coefficienti si hanno  le 
cot~dizioni 

donde 

Daile (6) si ha 

3 ~  t ~  ~ ;  ~ g ~ '  X~ 

ty prJ 

y 

I X l ~ l c ,  o Itp 

rl ** 

1 

e quindi,  se ~ =[= 0, 

Si avv~ dunque  

i X r ~  ~ pr/ y z t 

~! X ~tr r r  , tr/ Ix , 

Se l'orbita di P~ ~ unot curvet pianot, e se "~ e ~ sono diversi dot zero~ l'equa- 

zione differenziotle, cotrottteristicot delle proprietor proiettive di questot curv% sotrdt 

x" - -  ( ~' - ~ % - ~  "~' ) x" ~'~ -[- ~ 0 ~'-~- 0. "r, (30) 

Nel caso ~ ~ 0, -~ ::l= 0 si deve sosti tuire alia (30) la seguente 

a¢ ° 

X "  - -  - - -  05" - -  ac Q¢' ~ -  0 .  (31) 
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Se ~-=.:, = 0, la (31) 6 val ida aneora ;  ma vale anehe l 'equazione 

x"---,(x = 0  

ot tenuta  dalle (10) e (15). In ques to  easo l 'orbi ta  di Px diventa rettilinea. 
P inatmente  nel easo ~ =[= 0, a == 0 si r i tvovano le eondizioni  ~ = ~ -= ~ = 0 = 0 
ehe eor r i spondono a tre masse  muovent i s i  nello stesso piano fisso. 

Se ta rigata R ~  non 6 sviluppabile,  sar~ 

e la rigata sat"& earat ter izzata  dalle equazioni  (10) i eui eoeffieienti si ealeo- 
lano per  mezzo delle (15). Domandiamoei  se l 'orbi ta  di P~ pub essere l inea 

asintot iea sutla, r igata R~.  Perch6 lo sia, oeeorre e bas ta  e h e l a  eondizione 

= o (*)  

sia soddisfat ta .  Poieh6 ~ - ?  ~ non pub annul lars i  dev'essere-~ = 0 e quindi  
deve annul lars i  anehe ~. Seeondo le (1~) dev 'essere  di pitt 

0<=0, 

giaceh6 da 0 = 0 segui rebbe  ~ = -  0 ' =  0, cib che 6 eontrar io  all' ipotesi  che 

D non sia eguale a zero. 
Se t'orbita di t~  6 curva asi~dotica sol)ra la rigata R~,., i due lati del trian- 

golo dei tre corpi che s'incontrano in P~ devono essere eguali. L 'equaz ione  

differenziale del l 'orbi ta  di P~ diventa  

L'orbitc~ di P, sar~ dunque rettilinect. 

(~) WILCZYNSKI E. J., 1. e., p. ] .~ .  
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§ & Dimostrazione della non-esistenza, nel easo generale, 
di soluzioni isosceli diverse da quelle equilaterali del LaGRANGE. 

Dalla diseussione preeedente risulta ehiaramente e h e l a  questione del- 
l 'esistenza o della non-esistenza di soluzioni isoseeli ~ di importanza fonda- 
mentale dal punto di vista geometrieo. Nell'introduzione abbiamo gi& formulato 
la risposta, essenzialmente negativa, a questa domanda. Alia mia dimostra- 
zione di questo mio teorema sostituiseo quella molto pih sempliee e breve 
del signor MAc ~-~/[ILLAN. 

Comineiamo eolla forma delle equazioni differenziali dovuta a LAGI=IANGE (~). 
Seeg]iamo dunque un sistema T di tre assi ortogonali tissi, e prendendo 
ognuno dei tre eorpi come origine, determiniamo tre sistemi di coordinate, 
i eui assi siano paralleli a quelli eorrispondenti di T. Saranno 

X~-=z~--y~  le coordinate di m. nel sistema di m,,, 1 

a ~  ~ Ya, - -  06~ >> >> * m .  >> >> >> m ~ .  1 

Avremo dunque, invece delle (l), le equazioni seguenti: 

Y % -5- M ~ -- m~ \~;,~ Ab ) +~jx-..÷ = o, 

,, _ + Z 

ore evidentemente 
x ~ + Y ~ ÷ z ~ = 0 ,  ( / ~ = l , % a ) ,  

e dove seriveremo per maggiore semplieit~ 

Supponiamo ora ehe il triangolo sia isoseele, e ehe sia m~ 

(k = ~, ~, 3), 

(3~) 

il eorpo posto al 

(~) LAGaANGE, Oeuvres, t. VI .  

Annali di Matematica, Ser ie  III ,  T o m o  XXI.  
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vertice di questo triangolo, cosicch~ r, = r=. Sartt anche vantaggioso di avere 
~,,~ e m. riferiti ad uno  stesso s is tema di coord ina te  avente  m.  per  origine. 
Per  fare questo cambiamento  nelle nost re  equazioni basta  cambiare  il segno 
di Y~. Risul ta  il s is tema nuovo 

o v e  

[2 ] (a) X"~, -d- @ (my -~-- m,) q X,o =--- O, 

(b) Y ' 2 - k T ~ ( ) ~ . + m , , q X ~ = O ,  ( h =  1, ~, 3), 

(c) z"~ -~--~[ z~ - -  m~ q X~, = O, ! 
r ~  " / 

(35) 

1 1 
, X ~ . - - Y a . + Z ~ = O ,  ( k = l ,  ~, 3). (36) 

= r 3 r~ 

Sieno .1 "~ , .2;, ~ e x, ,  x , ,  x~ r ispet t ivamente  le coordinate  del punto  medio 

e del bar ieentro della base, cosiceh~ 

e quindi  

2 (Y~ Z~.), x ~ - -  - , (k - -  l ,  ~, 3), (37) 

~,, M .  1 
(a) ~, ~ -t- r~ ~ + y(m,~  - -  m~) q X~, - -  O, 

M -  
(b) 7"; + :7  x~ - -  0, ( k =  1, ~, 3). 

" 1 1  

(3s) 

Le (35 a) e (38 b) ammet tono  gli integrali  delle aree 

onde 

;,- , r _ _  T X / i  t t X,  X ~ X~ -= a~., x~ x s - -  x~ x ~ = bT~, (k = l ,  ~, :~), 

I1 movimento  di m~ si effettua dunque  in un  piano p passante  per m,, e fisso 
rispetto a m, A i l  bar icentro  della base si muove in un piano p '  passante  per 

m~ e fisso rispetto a rex. 
Si pub seegliere il terzo asse delle coordinate  in tal modo the  a.t e c~, 

si annull ino,  cosieeh~, sark 
X~ ~ 0. 
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Per  p r imo  asse detle coord ina te  seegl iamo u n a  re t ta  parat lela  al l ' intersezione 
di p e 19'. Fat to  el6, b si annullergb e de s ignando  con I l 'angoto dei due 
p iani  p e p', si potrgt scrivere 

e quindi  

~%::X s -- 

b , = O ,  b= = = - - C s e n I ,  b ~ = C e o s I ,  

f xs x', = C sen I, x, m',, - -  x~ x'~ = C cos [, x~ = x~ t a n / ,  (39) 
• ¢ 

X ,  X ~. - -  X~ X ~ = C, , 

dove abb iamo  seri t to C, invece di a~. 
Poieh6 Xa =: 0, la base del t r iangolo  resta s empre  paral lela  al p iano  dei 

pr imi  due assi. Dalle (36) e (37) si r ieava 

La eondiz ione  r~ = r~, la quale  si pu6  serivere 

X (Y~ - -  z~)  = o,  
si r iduee d u n q u e  a 

(Yl @ Z I )  (Y1 - -  ZI) @(Yfl @-Z2) (Y2 - -Z2)  = 0 

o, secondo  le (36) e (37), 
~ X  : , X , + ; ,  ~ = 0 .  (40) 

Der ivando la (40) si vede la possibi l i tg di defini te  urla quantit 'a  nuova  5 tale 
ehe sia 

e = , ,  x ,  + ;~. x., --  (~, x , ,  ÷ ~ x'=). (41) 

C o m b i n a n d o  ques te  equazioni  eolla (~0) si t rovano  le seguent i  

x , ( ~ ;  , ~ ,  
onde  

X~ ~ [ /  (¢ ;' " ) ] = 0 .  

I (~ )  

Se X: = 0, secondo  la (40) dev 'essere  anche  {~- -0 ,  poiche la soluzione 
X, = X ,  = X ~  .... 0 6 e v i d e n t e m e n t e  di n e s s u n a  impor tanza .  

Avremo d u n q u e  
X , = ~ , = 0 ,  X,=[=O, (43) 

e, seeondo la (:38), 
( %  - -  m . )  q = 0 .  
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Dunque ,  o le d u e  masse  m~ e m~ sono  eguali ,  o i l  t r i ango to  ~ equi la te ro .  

L a s c i a n d o  da  par te  ques t i  casi,  dev 'essere  

p° = C, (~, ~'~ - -  ~.~ i',). (a'~) 

Der ivando  la (4d) e s o s t i t u e n d o  alle der iva te  di s eeondo  ord ine  i loro 

valoci  dalle (35) e (39), si t r o v a n o  le equaz ion i  

X' -L ~' X'2 I (m~, - -  m~) q r 2, 

/ = --- (~'~ x'~ + ~ x '~),  
onde  

.. - - 1  (m v -  m~)r ~ I (m,j~-mz) r" 

e v e  

IJ" = $(m~ + ~n:,) " 

Se le masse  m,  e m~ sono eguali ,  a v r e mo  

~ , x g  ÷ ~ ' ~ x ' ~  0. 

Deriva~ldo ques t a  re lazione,  e s o s t i t u e n d o  atle der[vate  di s econdo  o rd ine  i 

loro valor i  dalle (35) e (38), si t rova ,  secondo  la (&l), 

(,.~,, g-  .~) p q ~ O. 

L a s e i a n d o  da  par te  le no te  so luz ioni  equi la tera l i  del LAGRANGE, p deve an- 

nul lars i .  Secondo  le (~2) dev 'essere  o C~ ~ 0 o ~ = ~.~ = 0. Poiehg nel  n o s t r o  
caso m~ : m~, se ~.~ = ~ = 0 segue,  s econdo  la (39), che C deve amaullars i .  

Si p r e s e n t a a o  d u a q u e  due  elassi (li so luz ioni  nel  caso m~ = m~ c o r r i s p o n d e n t i  

r i spe t t i vamen te  alle due  eondiz ion i  C, = 0 e C = 0. Se C~ ~ 0 la base  del  t r ian- 

golo isoscele resta  s empre  paral [e la  ad  u n a  l inea t issa (soluzione cil indrica).  

Nel caso C ~ 0, C, =i= 0, il p u n t o  medio  della base  si m u o v e  sul  terzo asse  e 

]a base  r imane  sempre  para l le la  al p iano  degli al tr i  due. Se C = C~ = 0 i due  

casi si e o m b i n a n o  in m o d o  evidente .  Pe r  qua lche  va lore  di t si deve avere  
r =  0 (*). I[ caso ca ra t t e r i zza to  dalle (4~3) 6 c o mp r e s o  in q u e s t a  d i scuss ione ,  

(*) Questi casi sono stati discussi dal FRANSI:XN nel SUO lavoro citato nell'introduzione ed 
anche pitt recentemente da[ BUCHANAN nella sua tesi preseatata all'Universit& di Chicago e 
non ancora pubblicata. 
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poieh6 da quelle equazioni  seguono 

0 = 0, C1 =--- 0, 

le quali soddisfano alia (45). 
Ora sia m,~=~l= too. Se eseludiamo il easo ehe it t r iangolo sia equilatero,  

la (45) d imost ra  ehe ~ non pub essere eostante.  Seeondo le (4~) e (35), G 
s a r h - d u n q u e  diverso da zero. Seegliamo l'unitb~ del tempo in modo ehe sia 

1 (,rG -t- m~) = ! Allora dalle G = 1, e l'unit~:t delle masse in modo ehe sia ~- 

(4°2) e 4~) si t rovano le equazioni 

~' ~ ;' ;' (~6) P=Z~ x , '  ? = ~ '  - - ~ "  

Dalle definizioni delle quantit/~ x~, ~ e X~ si r ieava 

x~ = ..~; + ~,. X~, (h : 1, ~), (47) 

e la sosti tuzione di queste espressioni  nella (39) db~ 

-x~.~O+~. (x, x o - x ~ x d = c e o s I .  (4~) 

Dalla (46) si t rovano 

e quindi 
_ _  r 2 , ~ / 2  ?'~ ~. ~ = C e o s I - -  (49) 

Sost i tuendo il valore di ~' dalla (45) si trov.a 

p~ - -  ~.~" r ~ q • C cos I ~  Vd, (50) 

una  relazione integrale fra le coordinate.  

Si possono in t rodurre  coordinate  polari median te  la sost i tuzione 

X1 = r ¢os O, ~1 ~ 8 ¢0S ¢% 

X~ = r sin 0, x~ = s sin ~. 

Seeondo la (46) si avr'~ 

~, = p sin 0, ~ = - -  p cos 0, 

(50 

(o_) 
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e le e q u a z i o n i  differenzial i  (35a)  e (38) s o n o  r i s p e t t i v a m e n t e  equ iva l en t i  a 

l .*) o' r " - -  r~-[-~r.~ - t - r ~ / r = 0 ,  r 2 - -  I, (53) 

e 

s" C ~ cos  ~ I +  2 + m 
s ~ - - T -  s =- O, s ~ o; = C cos  I ;  (5~) 

r~ 

dove ,  s e e o n d o  la (~7), 

r~ = ,~,~ -V ~ -I- ~.~ -t- -2-r = xl + x~ -+ x] - -  2 u. (x-~ X~ -t- @ X~) + g." r ~ -I- -~  

Si p u b  ser ivere  

r~ = s~ (1-~- sin" o) tan~ I)  + (1 -  - -  ~.2) r ~ 

g iaech5 d,~l]e ($0) e (~7) si p u b  r i eava re  

x~ X, -I- x~ X~ ---- y. rL 

d o v e  

Q u e s t ' u l t i m a  re laz ione  si p u b  anche  ser ivere  eos i :  

Si avr/t  d u n q u e  

R~ = ~ -  4. 

s cos  (0 - -  ~) = ~. r. 

03 2 - -  - -  - -  ,~? + V,? see  -° + (1 + sen  ~ t an  I)  

1 
0~ t- ~? ( tan  s ~ -5 see  ~ ,5 sen  ~ ~ tan  ~ I),  

= 0  - - ' O ) .  

(55) 

(56) 

(57) 

z t 

tJ 

Fig. t .  

La  f igura  r a p p r e s e n t a  
la p r o i e z i o n e  del  t r iangolo  
sul  p i ano  dei due  pr imi  
assi. p e s sono  le d i s tanze  

da l  ver t iee  m~ alla proie-  
z ione C del  p u n t o  med io  
ed alla p ro iez ione  G del  
b a r i e e n t r o  del la  base .  Gli 
angol i  A m ~ G  e A B C  
s a r a n n o  r i s p e t t i v a m e n t e  
egua l i  a ~ e 0, eos iech~ 

m~ G B sar~ egua le  a +. 
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Sarh 

e quindi  
C G-=,u.r, 

P - -  tan '}, s - -  see +, (58) 
/zr  b,.r 

la quale u l t ima relazione coincide eolla (56). 
Ormai  si pu6 scrivere 

si avr~ 

Poich~ 

",1 ~3 - -  ~,. t an  +. (59) 
? =  X~ r 

q -  r ~ a -  r 3 l -  r l  

La sosti tuzione di questi  valori nella (50) d~t 

r ~  
C c o s l  ) R ~ 

~,.~ + s e e ~ +  R ~ - I  ( 6 0 )  

s = ,* r see +. (61) 

Abbiamo dunque  t rovato una  soluzione per  r e s come funzioni di ,} 
e % eio~ come funzioni  di 0 e ~. Ma 0 e m non sono indipendent i ,  hffat t i  
dalle (53) e (5~) si t rova 

onde 

do) dO -~ Cc°s  I t ° s "  - -  C c o s I  = + 
/ 

d ~ C cos I 
d 0 - - 1  a~ cos ~+. (62) 

Questa  equazione ha la soluzione eos tante  

cos'  + - -  C cos I 

che corr isponde alle soluzioni equilateral i  di LAGRANGE, corrle vedremo pitt 
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ta rd i .  P e r  la  d i s cus s ione  degl i  a l t r i  casi  p o n i a m o  

C cos I 
Ij. 2 

Sa rh  

t an  + = a t a n  ~ (0 - -  00) 

(63) 

(64~) 

l ' i n t eg ra l e  di (62), dove  z pu b  e s se re  o r ea l e  o p u r a m e n t e  i m m a g i n a r i o ,  ma  

n o n  egua le  a zero ,  e dove  la c o s t a n t e  d ' i n t e g r a z i o n e  00 d e v ' e s s e r e  rea le  in 

ogni  caso  pe rch~  i va lo r i  rea l i  di 0 e di + si p o s s a n o  e o r r i s p o n d e r e .  

Giacchb  
o, = 0 - - + ,  

si a vr'a 

set ,  o) see ~ = sell  0 - -  cos  0 tall  ~ = sen  0 - -  :¢ cos  0 t a n  ~ (0 - -  0o), 

e q u i n d i  

R ~ =  TI  + e-~ [~¢~ t an  ~ :¢ (0 - -  0o) ~ -  (sen 0 - -  ~. cos 0 t an  :¢ (0 - -  0o)) ~ t a n  ~ I ]  , 

R ~ 
r = ~ sec ~ ~ (0 - -  0o) R ~ _  1 ' 

(65) 

cos icchb t u t t e  le c o o r d i n a t e  s o n o  da te  c o m e  fu n z i o n i  di 0. 

In t u t t o  q u e s t ' a r g o m e n t o  n o n  a b b i a m o  u t i l i zza to  la p r i m a  e q u a z i o n e  

1 
del le  (53). P o n e n d o  u = - - ,  ed i n t r o d u c e n d o  0 c o m e  wtr iabi le  i n d i p e n d e n t e  

r 

i nvece  di t, q u e s t a  e q u a z i o n e  diventa,  

Da[la  (65) si t r a e  

dO. ~ + u ~ 2 q  R~ 

( ') 1 1 (0 - -  0o) I - -  . ( 6 6 )  ' ~  -- ~- COS ~o: 

L ' e l i m i n a z i o n e  di R ~ fra  le u l t i me  d u e  e q u a z i o n i  d'a l ' e q u a z i o n e  l i nea re  p e r  u, 

d ~ u ~ ~ (0 0o)] u 2 q -  m x  ( 6 7 )  d 0  ~ - - t - [ l - t -m~  s e c - ~  - -  =- . 

P e r  d i m o s t r a r e  ht n o n  e s i s t enza  del ie  so luz ion i  isosceli ,  bas ra  far  v e d e r e  che  

la (66) n o n  p u b  sodd i s f a r e  al la  (67). 
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Le s ingola r i th  dei eoefficienti  di (67) sono  i valori  

~7 
O = O o + ( ~ u + l ) ~  e ~ ,  

fra  i qual i  l ' u R i m o  ~ u n a  s ingolar i t / t  essenziale ,  m e n t r e  gli altr i  sono poli. 

Di pih, ques t i  pun t i  sono singolari t& dello s tesso genere  per  R -~ e zeri per  u. 

D 'a l t r a  par te  gli zeri  di R" sono poll  di u. Se es i s tono zeri di R ~ nel la  par te  

f ini ta  del p i ano  0, la (66) n o n  pub soddisi 'are al ia (67) poich~ la (67) ~ li- 

nea re  e h a  quest i  pun t i  come pun t i  regolar i .  Bas t a  d u n q u e  d imos t r a r e  ehe 

R "~ ha  degli  zeri finiti. 

S u p p o n i a m o  p r i m a  the  :¢ sia reale,  e m e t t i a m o  in ev idenza  le par t i  reale  

ed i m m a g i n a r i a  di 0, m e d i a n t e  la sos t i t uz ione  

si ha 

e qu ind i  

O = u q - i v ,  i = ~ - - ] .  

cos (u q-  i v) = cos u cosh  v - -  i sen u s enh  v, 

t an  u -q- i t a n h  v 
t an  (u q -  i v) = 1 - -  i t an  u t a n h  v ' 

t an  u ~-  i _ i, 
lira t a n ( u q - i v ) =  ] i t a n u  
q)~OO 

cos (u @ i v) 
~,=~lim cosh  v [cos u - -  i sen u) - -  1. 

E v i d e n t e m e n t e ,  d u n q u e ,  si pub  seegl iere v a b b a s t a n z a  g rande  pereh~ Ix 
d i f ferenza  fra R = e la funz ione  

f = T q _  . 1  ~-~ [--  ~'~ - -  (1 -- ~.)~ t an  ~ I (cos u - -  i sen u) ~ cosh °" v] 

d ivent i  m ino re  t h e  8, e s sendo  il valore a s so lu to  di /} piccolo a piacere.  Ma, 

se t a n / = [ ~ 0 ,  ~- i=  1, si pub,  per  ogni  va lore  di u, scegl iere v in m o d o  the  

il va lore  a s so lu to  di ques t a  funz ione  f super i  q u a l u n g u e  n u m e r o  tinito. Oli 

zeri di R ~ n o n  possono,  d u n q u e ,  essere  a l i ' in t in i to .  Se ~ ~ raz ionale ,  R 2 

u n a  funz ione  per iod iea  di 0 senza  s ingolar i t / t  csse~)ziale nel la  par te  f ini ta  del 

piano.  Deve d u n q u e  avere  zeri in ogni  s t r isc ia  di l a rghezza  P para l le la  al- 

l 'asse  immag ina r io ,  se d e s i g n a m o  con P il suo per iodo.  Non a v e n d o  zeri al- 

l ' infinRo, R-' deve d u n q u e  aver  zeri nel la  pa r te  fiuila del piano.  Quest i  zeri 
e s i s t e r anno  aneo ra  se ~ ~ i r raz iona le ,  poiehg R" ~ funz ione  c o n t i n u a  di 0 e ,.. 

Anuali  di Matemalica, Serie In, Tomo XXI. 
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Si pub vedere faeihnente  the  esistono zeri anehe nel easo eeeezionale 
tan  I =  0. Infatti, l 'equazione R ~ = 0, ehe eorrispond.e a questo easo, si r iduee 
ad una  equazione quadra t iea  nella quale it eoeffleiente del t e rmine  quadra-  
tieo non  si annulla.  Diseuteremo pitt tardi  il easo c , 2 = / .  

Consider iamo adesso il easo in eui ~ sia pu ramen te  immaginario.  Ponendo  

~ = ~ i ,  l 'equazione R ~ - = 0  diventa  

/ 
-~- -4- 9 [ ~  t anh  ~ ~ (0 - 00) -l-I tan  0 4- f~ t anh  ~ (0 - -  0o) }~eos ~ 0 [an ~ I ]  = 0, 

onde 

[-1---!.. u.~ { ~ tanh~ ~ (O--Oo) + tan~ I}] tan~O +O~ v.~tanh~ (O--Oo) tan~ I tan O + 

1 (O--Oo) o. + ~ - +  ,. see ~ I t anh  ~ ,~ ---- 

Si ha 
tanh  x-4- i tan y , 

t a n h ( ~ + i y ) =  l + i t a n h x t a n y  

e quindi 

lim t anh  (x -4- i y) = l ,  
X---~OO 

i nd ipenden temen te  dal valore di y. Ponendo  

si pub dunque  prendere  k tanto grande ehe la quantitt~ t anh  } ( 0 -  00) sia 
tanto vieina all 'unitg quanto  si voglia. L 'equazione R ~ -----0 diventerg dunque  

4- 7 ? (~2 -t- tan  ~ I )  t an  ~ o~ -~- 2 ~ 7? tan  ~ I tan  o~ -+- -~ + ~ ,u. ~ see "~ I = ?, (68) 

dove ), si pub rendere  piccolo a piacere, scegliendo abbas tanza  grande il 
numero  intero k. Se ), ~ - 0  ques ta  equazione  (68) si pub ee r tamente  soddi- 
sfare con due valori di tan o~. Da teoremi  noti della teoria delle funzioni im- 
plieite segue the  esistono soluzioni della (68) anehe se ;~ 5 diverso da zero 

ma abbas tanza  piccolo. 
Se ~ 2 =  1, la eostante Ceos  I si annulla.  Se cos I=1=0, C =  0, si possono 

applieare le equazioni  del easo generale  senza modifieazioni essenziali. Se, 
inveee, cos I ~ 0, si avrh tan I = ~c e a leune di quelle equazioni  non valgono 
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pifi. Si avr~ in q u e s t o  easo  o~--~ 0 o o)-= 180 °, eos ieehb  

r = see  ~ 0 ~ j ~ ,  u = cos  ~ 0 1 - -  

e 

(69) 

d ~ u 
d 0 ~ + [1 -V m~ see ~ O] u = 2 -I- m~. (70) 

L ' e s p r e s s i o n e  (65) pet" R ~ non  vale  pi~L It b a r i c e n t r o  in q u e s t o  caso  si 
m u o v e ,  r i spe t to  ad  m~, nel p iano  del  p r imo  e del  terzo asse.  P o r r e m o  d u n q u e  

x ~ z c o s ~ ,  x . , = 0 ,  x 3 = o ' s e n  

eib ehe d~, s e e o n d o  Ie (39), 

c. (71) 
Si t rova  

_ _ -  I , p ~  S ~ 

O 

R ~  = 1 o T + 7-" {an~ 0 - ?  ~.~ see  ~ 0 t an  ~ ¢?. (7~) 

Poieh~ 

si avr~t 
d "~ r ~ - - '  = C r~ C 
d 0 --~ ~ C ~ -  c o s  2 ,~, --~ ~.~-- eos'~ 9 eos~ O, 

cib t h e  d'h 

t a n ? = ~  O + O o + o ~ - s e n ~ O  , (73) 

se cos  ? =[= O; dove  0o, co s t an t e  d ' in tegraz ione ,  d e v ' e s s e r e  reale  (*). S o s t i t u e n d o  
la  (73) ne[ la  (7~) si t r o v a  

+ ~ V - =  + ( 8  

+ l 2(Oo+O)+sen Ol see 

e r e s t a  da  d i m o s t r a r e  t h e  R ~ ha  degli  zeri tiniti. 

(*) Se cos ~, = 0 ,  deve annu l l a r s i  la eostante  C; caso che discuteremo pih tardi.  
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A ques to  seopo p o n i a m o  

~ O = u  4- iv .  

IA~quazlone R ~ - - 0  d iven ta  

Sia 

eosh  v - -  i sect u senh  v) 

C ~ 
-t- 16yyJ [2 O0 -~- u q-  sen u eosh v + i { v -4- cos u s enh  v 1]=. 

16,.~(i  1 ) ~ 16,,-,. ~(' l 1 ) 
-c \ - S - - g / "  

eosiceh~ ~" e ~ ~" s a r a n n o  due  n u m e r i  pos[tivi. 

L ' e q u a z i o n e  R ~ = 0  si divide in due,  eio~ 

0 --= ~-~+ ~' cos u eosh  v -k- (2 ~oq- u -~ sen u eosh  v) ~ -  (v -t- cos u s e n h  v)', 1 
( 1 (75) 

[~2 sen u s euh  v -}- (~20o 4- u q-  sen ~t eosh  v) (v q-  cos u s e n h  v). 1 0 - -  2 

Per  og~'ti valore reale  di 00, le soluzioni  reali, se es is tono,  delle (75) d a r a n n o  

u n o  o pi(~ pun t i  del  p iano u, v. Se Oo varia ,  il ]uogo di ques t i  pun t i  sa rh  

tllla ctlrva la eui equaz ione  si o t t iene  e l im inando  00, eib ehe d/t 

-~ s e n u s e n h  

~?q- ~2 cos u eosh  v -b  \ 7 ~ . ~ t  s enh  - -  iv q-  cos u s enh  v)' = 0. (76) 

Se d e s i g n a m o  con u, v le coo rd ina t e  di un  p u n t o  del la  (76), il va lore  eorri- 
Z" s p o n d e n t e  di 00 si pub ealeolare  d a l l e q u a ~ m n e  

l _ ~  sen u s e n b  v 
2 

2 0o = - -  u - -  sen it eosh v ~-  v / -  cos u s enh  v (77) 

Poi(:h~ a~" > I~ ~, it p r imo m e m b r o  della (76) 6 posi t ivo per  v := 0, e se cos u=l=0 , 

esso ~ nega t ivo  per  v = ~ .  Per  ~ " o¢m valore  d[ u per  il qua le  e o s u  n o n  si 

annu l l a ,  esister 'a d u n q u e  a h n e n o  un  valore  di v sodd i s faeen te  alia. (76), e per  

mezzo detl-:t (77) un va lore  reale  eo r r i sponden t e  di 0o. Se cos u r eade  verso  
zero, u u  r amo  del la  euvva (76} si a t l o n h m a  verso l ' infinito.  P o n i a m o  

y ~- v .~- Cos ~t senh  v, 
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il ehe permet te  di serivere inveee della (76) la seguente  

1 ~ ) 1 
y ~ - - ~ e o t h v . y ~  + ~ - i - ! : ~ v e o t h v - - ~  ~ y ~ - - ~  v .y - - -  

1 ~ (senh~ v - -  v ~) - -  0. 
4, 

Per  i valori  molto grandi  di v p redomina  l 'ult imo termine,  eosieeh~ y ~--v + 

cos u senh v tende  verso +_ I ~ sen hv, ei6 ehe ha  per  eonsegnenza  ehe il 

timite di ~ 0o sia ___ oc.  
Si pub d imost rare  adesso  ehe le ( 7 5 ) h a n n o  a lmeno una  soluzione tinita 

e reale per  ogni vatore  reale di %. Giaeehg 2 0o ha  _-_+-~ per  limite q u a n d o  
cos u tende verso zero, s(:egliendo a b b a s t a n z a  grande  il numero  n, si potr/t 

t rovare  un intervallo per  u, tale ehe i valori  eorr i spondent i  di 0o r iempiano 
l ' intervallo da ~ a ( n +  1) r:; e quest, o fatto basra  per  d imostrare  il nost ro  

t eo rema  s e i l  dato valore di 0o sta in ques to  intervallo. In easo eontrar io  
basra  l 'addizione di un nmltiplo adat to  di 2 r~ alia quantitY, u per  far vedere  

ehe si pub sempre  soddisfare  alle (76) e (77) per qua lunque  dato valore di ~;. 
Se fosse 00 = - o c ,  s a rebbe  tan ? ~ oc, e seeondo l 'equazione 

d ~  C 
d 0 - -  ~r e°s2 ? e°s~ O, 

? dovrebbe  essere eostante.  Giaeeh~ si ha 

z,., d '~ 

C dovrebbe  annullarsi .  Abb iamo gi~ fatto la d iseuss ione del easo C----0, 
cos 1 @= 0. Se, inveee, C ~- cos I = 0, si avr'a, seeondo  la (71) o ~ ......... 0 o ?' = 0. 
Ma, se m,, non ~ eguale a m~, z non pu6 essere eguale a zero. Poiehg ab- 
b i amo  gi'a t ra t ta to  il easo m,, ~ m,,  t e s ta  sol tanto  la possibil i t~ ~' == 0. Dunque  
d e v ' e s s e r e  eos tante  e l ' e sp ress ione  (7~2) di R '~ sar'a applieabi le;  ma ques ta  
espress ione  ev identemente  ha  degii zeri nella par te  finita del piano. 

Res ta  a diseutere  il easo ~ == 0, finora eseluso.  
In ques to  easo avremo 

1 
tan + - -  (0o--  0) '  
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ci6 {'he d5 t)er R ~, r e u le espress ion i  seguen t i  

' { i '  R-' = -,j + :,,-~ Oo - -  o)-' 

/ R:' 
r - -  

( 0 , , -  O) ~ R :~ - -  l ' 

• {'os 0 U 
? (,or, O 0 ° ' 2 - 0 ) t a n '  tJ ,  

u. = (0o - -  0)~ (1 --- ; 0 .  

(7s) 

I /equazio))e  (liffere)Izia, le per  u (liv(:nta 

(t',,, 1- m,. 
¢/ 0 ~ 4 - [ t  i (0o-2-0) ~ . n - - - ' 2 +  .,m.. 

la ('ui tmi('a sh)gola.ritS, 0 = 00, b , too zero (li u c u t ) p o t o  per  R:. Anehe  in 
qttes[o caso R'  ha (t~,gli zeri uel[a parl.e tinita del piauo,  de[ cite si pu6 fa- 

c i lmente  comi )wevs i  p o n e n d o  pr ima 0 ==u-@ i v, e poi u = £ ; : ,  dove  k 6 un  
n u m e r o  illtero. 12(:(lUaZi()lm R ~ - ~ 0  (liventa 

! 
-~-- - -  ?." senh  2 v tan  e I ~ ?, 

ovO ), si ptt6 r(ql(Iol'e piccolo a phtcere, scegl [endo a b b a s t a n z a  g rande  i[ mi- 
mer() intero k. Come sopra ,  ~[ conc lude  the  es [s touo  soluzion[  di q u e s t ' e q u a -  
z[oue se (au [ = - 0 .  I / e s i s t enza  delle 8olttz[oni he] caso  t a n / = 0  6 evidente .  

Abt) iamo ri(Iotto la Hcm'ca delle so luz ioni  isosceli  del p r o b l e m a  dei t re  

corpi a l l ' equazione (6~), ed al)!)iamo trovako 1.ltl~t , :ont raddiz ione  in ogni caso  
~lt'l quale  [a ftttlzion6 ~ llOll Silt costante ,  in q u e s t o  u l t imo caso sarg  

e (luind/ 

l~,ta pep la (50) si ha  

C c o s  I 
y- 

2 p. tan ~ ~ - -  C cos I - -  ,~F, 

p~ --~, C c o s  I - -  F. 2. 

p~" - -  IJ~ ~ r ~ q = C cos I - -  u.'-', 
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cosicchg 
~1, 2 r 4 (~ : -  (~ 

[1 triangolo, dunque ,  dev'essere equilatero.  
Se tutte le mctsse del si.stema sono diverse fra, loro, le uldche soluzioni 

isosceli soJTo, dunque, le .soluzioni equihdercdi del LA(maNG~,:; e ~to~, esistono ~ 

soluzion~i cilindriche, ni~ soluzio~d helle qucdi l'orbita, di uno dei cort?i s ia li~tect 

asintotica, SOl)ra una  deIle riga, te deI problema. 

The University of Chicago, 
l~ A~osto 1912. 


