
~ e r  eine Riemannsche Formel aus der Theorie der 
Dirichletschen Reihen. 

Von 

Hans Hamburger in Berlin. 

Man verdankt R i e m a n n  1) eine Formel, die die Koeffizientensummen 
Dir ich le t scher  Reihen darch bestimmte Integrale darstellt. In den 
folgenden Ausfiihrungen sell ein neuer Beweis der Riemannsehen Formei 
angegeben werden, der einfaeher als die bisher bekannten Beweise erseheint, 
und gleichzeitig die Giiltigkeitsbedingungen der Riemannschen Formel 
wesenthch verallgemeinert, indem diese auf eine Klasse yon Funktionen 
angewendet wird, die die Dir ich le tschen Reihen nut als sp~ziellen Fall 
enth~il~. 

w 
I .  Es sei �9 ~ ~ < ~ < Q < . . . .  c~ eine unendliehe Folge posir 

monoton waehsender Zahlen, ,%, ai, a~ , . . ,  eine Folge beliebiger reeller 
oder komplexer Koeffizien~en. s ----- ~ -~- i t  bezeiehne die komplexe. Vet- 
~nderliche. 

Dann nenn~ man 

eine Di r ich le t sehe  Reihe. 

0o 

"~ = 0 

Setzt man voraus, dal3 die Reihe (1) flit einen beliebigen Punkt 
,o-~-% ~ i t  o konvergiert, so besitzt sie bekanntlioh eine Konvergenz- 
halbebene a > ~; el. h. die Reihe konvergiert flit je~en Punkt mit reellem 
Teil > a und divergiert flit jeden Pankt mit reellem Tell < ~. Hierbei 
kann auch der Fall eintre~en, da~ a ~ - -  ~ wird; es ist abar jeden:falls 

~) B. l~i'emann~ Uber die Anzahl der.Primzahlen under einex gegebene~ GreBe, 
Ges. Werke, herausgegeben yon H. Weber, II. Aufl., Leipzig ~892, S, 145-153. VgL 
insbesondere S. 148--150. 
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2 H. Hamburger. 

immer a ~ Oo~'). Uber Konvergenz ode~ Divergenz der Reihe auf der 
Geraden o = a 1/iB$ sich im allgemeinen Falle nichts aussagen. Im fol- 
genden sell zun~chs$ immer a ~ 0 vorausgesetzt wet den. Doch werdeu 
wit uns yon dieser Einschr~/nkung am Ende des w 2 befreien. 

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche der Konvergenzhalb- 
ebene, welcher keinen Funkt der Geraden a = a enth~lt, konvergiert die 
Dir iohletsche Reihe gleichm~/Big in bezug auf s und stellt dort folglich 
nach einem bekannten Satze yon Weie r s t r aB  eine analytische Funktion 
f(s) aar. 

Im allgemeinen "l~alle besitzt die Di r ich le t sehe  Reihe au/~er 
der Halbebene bedingter Konvergenz noch eine solehe absoluCer Kon- 
vergenz o ~  ft. Es i s t  offenbar immer fl :> a, und zwar sind auch die 
Greazf~lle mSglich, n~/mlich der ]?all a ~ f l ,  d.h. da/~ die Di r ich le t sche  
Reihe en~wedex absolut konvergiert odor iiberhaupt n_icht, und der Fall 
fl ~ + co, we die Dir iohle tsche Reihe in keinem Punkte absoht kon- 
vergiert, obwohl sie eine Halbebene bedLugter Konvergenz hat. 

2. Um zur Riemannsc~en Formel zu kommen, fiihren wir eine 
unstetige, aus den Koeffizientensummen der Dir iohle tschen Reihe ge- 
bildete, treppentSrmige Fanktion A ( x )  era, die wit, wenn A,,, die Summe 
der m ~- 1 ersten Koe/fizienten 

n = O  

bedeutet, in folgender Weise definieren: 

Es sei 

(3) o<z< o,  o>0 
A ( x ) = A ~  flit 2 ~ < x . < 2 ; , + 1 .  

An den Stellen ~L~ erleidet also die ~'unktion eiaen Sprung; sie mSge dor~ 
den Weft annehmen, der in der Ylitte des Sprunges gelegen ist, d.h. 

A,~- I + A,, ~ A ~  _ I j r  a,~ (4) A (~o) = ~ - , A (2~) = 2 -2~. 

Dann lautet die Riem~nnsche  l~ormel: 

a+io~ 

( f ( ~ )  _.,,. (5) A ( x ) = l i m  ~ , )  ..... 5 ,e a s .  

a--iO~ 

~) VgLz.B. beziiglich dieser und de~ folgende~ SRtze iiher Dir.ichletsohe Re~en: 
E~ Landau ,  Handbueh der Lehre~von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig 190~, 
zwe~ Bgnde, -- im folgcnden kurz mit Landau ,  Handbuch, zitiert. Die allgem~ncn 
Siitze fiber die Konvergenz Diriehletscher Reihen' finder man im Bd. II, S. 7~6ff~ 



Uber eine Riemannsche Formel. 

R i e m a n n  beweist diese Formel ffir das rl0ezielle Beispiel der F!lr~lrtion 

x-~ , ,. 1 x-~ 9, _~_...o 

we die Summon zechter Hand fiber s~m~/~eh, e P r O V e n  ~ e ~ t r ~  
sin& Di~e  Refl~e ~ t  ~in der Hall~ebene ~a :> 1 absotut konverge~t; ~ e  
Formel (5) konvergiert bier gleiehfalls fiir ~ :> 1. 

Der Riemannsche  Bowels beruht darauf, dab das Integral (5) anf 
ein Fouriersches Doppelinteg~al zuriicks t wird. Die genauea Be- 
dingungen, unter denen (5) konvergiert, hat R i e m a n n  nicht n~iher ge- 
priift; waren docb, wie Herr L a n d a u  in seinem Buche erw~hnt3), da- 
reals hinreichende Bedingungeu, unter denen das Fouriersche Integral- 
theorem gilt, noch nicht bekannt. Bedingungen/~ die den Riemannschen 
Fall umfassen, wurden erst sp~ter dutch Herrn 5o rdan  im Jah~e 1883 
in seinem Gours d'analyse ~) aufgestellt. Immerhin is~ unter Zuhi!fenahme 
dieser Jordanschen Erg~inzung, wie Herr L a n d a u  bemerl~t, der Riem.ann- 
sche Beweis flit den Fall einer absolut konvergenten Dir ichle tschen Reihe, 
den R i e m a n n  im Auge hat, vollkommen schliissig. 

Die Riemannsche  Formel (5) ist noch mehrfaeh auf anderen Wegen 
bewiesen worden, zun~ichst fiir "denselben Bereich wie yon Riemann ,  
d. h. flit ~ :> ~ yon Herrn PhragmdnS),  dann yon Herrn H a d a m a r d  
unter etwas erweiterten Voraussetzungen~). 

Etwa gleichzeitig erschmn eine Arbeit yon Herrn PortenT). ~ In ihr 
wird die Koavergenz ~ des Integrals (5) flit al_lgemeine Dir ichle tsche 
Reihen, wo~ern diese nut e~e Halbeber~e b ~ e r  Konvergenz ~ > a 
besitzen, fdr o > a bewiesen. Dies ist ~as allgemeinste unter den bisher ~ 
bekannten Resultaten. 

Der Perronsche  Beweis, der, wie auch die Beweise de r  Herren 
P h r a g m d n  und H a d a m a r d ,  im Gegensatze zu dem Riemannsehen Ge- 
dankengang sich auf den Cauchyschen Integralsatz stiitzt, ist aber noeh 
etwas kompliziert. Er benutzt wesentlich de~ schon an sich nieht einfaeh 

s) Landau,  Handbuch, Bd. II, S. 906. 
4) C. Jordan ,  Cours d'ana|yse, P~ri~'1894, zw~Jte Aufl., Bd. I~ S. 233---935. 
a) E. Phr~.gm ~n~ Uber die Berechnung der eir~elnen G~ieder der Riem~nnschen 

Primzahlformel. Ofversigt af Knogl. Vetenskaps-Akad~ F~rha~d]/ngar, Bd. 48 (1891 
bis 1892), S. 721--744. 

e) J. H a d a m a r d ,  Sur ]es s~ries de Dirichlet, Rend. del circ. Mat. di Palermo, 
Bd. 25 (1908), S. 326--330. 

7) 0 . P e r r o n ,  Zur Theorle tier Dirichlets0hen Relhen, Crellr Journal, Bd. 13~ 
(1908), S. 95--14~; vgl. insbesondere S. 114--125. Vgl. auch Landau,  Handbuch, 
Bd. 41, S. 828=-832. 1" 
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zu beweisenden HilfssatzS), dab der Quotient f_(s~) sieh mit ~ waehsendem t 
s 

fiir o ::> a + ~ gleichms in bezug auf a der 0 ns 

3. Um zu unserem alIgemeineren Satz zu gelangen, nehmen wit 
zun~ehst mit Hil~e der in (2), (3) und (4) definierten Funlrtiou A(~)  
eine einfaehe Umformung der D ir i chl e t schen Reihe vor, wit setzen n~imlich: 

so 

(6) f(s):~-:s f A ( u ) e - ' ~ d u  
U 

�9 ~'n d- 1 so 

~ = 0  k~ ~=0 

und man sieht unschwer, da~ die Summe rechter HaRd aus der 
Dir iehle tsohen Reihe dhreh sogenann0e partielle (Abelsche) Summation 
hervorgegangen ist, die ja bei den Schliissen in der Theorle de~: 
Dir i  eh 1 et schen Reihen iiberhaupt eine wichtige Rolle spielt. 

Nun gilt aber naeh einer bekann~en, leicht zu beweisenden Formel 
aus clef Theorie der Dir ichle tschen Reihe, wenn a ~ 0 ist, die Ab- 
sch~0zung 9) 

~iir jedes noch so kleine positive e, we C eine Konstante bedeutet, die nut 
yon ~ abh~n.gt. Folglich ist die Integraldarstelhng (6) ffir f(s)  wegen 

z / IA( )i 
0 

mindestens fiir ~ > a-~ 8 absolut ]~onvergent. Bezeichnet man demnaeh 
mi~ ? die kbszisse absoluter Konvergenz des Integrals (6), so ist jeden- 
~alls 7 ~ a, wenn a :> 0 ist. 

Der Fall ? ~ a kann auch ein~reten. Im w 3 wird ein Beispiel einer 
Funktion angegeben, deren In0egraldarstellung (6) eine absolute Kon- 
vergenzhalbebene besitz@, ws die zugehSrige Di r i ch l  etsche Reihe 
nirgends konvergiert. 

Wit behaupten nunmehr  die Konvergeuz des Integrals (5) ffir a > ?, 
wobei die GrS~e ? selbst aueh negativ sein dad. 

4. Bisher wurcle A (u) als Treppe~unktion angenommen; jetzt sell diese 
Funktion dutch eLue belieb~ge reelle~ Funl~ion IV(u) e~etzt werclen, yon 
der nut vorausgesetzt wird, d~J~ sie in jedem endlichen Intervall yon be- 
sehrs Sehwan]mng ist1~ 

s) Perron I. c. ~) Vgl. much Landau, Handbuch, Bd. If, S. 822--828. 
9) Vgl. Landau, Ha~'dbuoh, Bd. II, 8, 782--784~ 

~) Man fiberzeugt sioh leicht, .d~ flit den Fa~l der Dfrichletschen Reihe die 
Treppenfunktion A (~) in jeclem endliohen Interv~ll yon besehr~inkter Sohw~ung ist. 
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Ist V (~) an der Stelle ~- x unst.~ig, so ~e,rde in leieht verst~ind- 
lieher hbkii~zmag 
(7) v(~) = v(~+ o) § v(~-.o) 

2 

ges,etzt. Ist lira V(.u) yon 0 verseMeden, so sei under V(O) alex Wet 
�9 t~ +0 

(7') v ( o ) =  ~ 
u=%0 2 

vers~&IldiBn 

Wir betraehten nunmehr eine Funktion yon de~ Form 

(8) f(s)=s f V(u)e-'"du, 
0 

wo das Integral reehter Hand flit a :> 7 absolut konvergieren mSge. 
Dann behaupten wit, es ist flit a :> 7 

(~) V (~) = tim 

Im w 2 wollen wir flit dis R iemannsche  Formel in tier allgemeinere a 
Gestalt (9) einen Beweis angeben, der sieh im wesentlictlen dadurch ein ! 
faeher als die Perronsche  Sehlul~weise gestaltet, dal~ unser GeclaxLkeng~ 
die Benu~zung des obenerw~hnten Perronschen Hilfssatzes ver~eidet. 

Als besonders bemerkenswert diirfen wit vielleicht hervorheben, dal~ 
unser Beweis gerade den arspri inglichen-Riemannsehen Gedankengang 
wieder benutzt. 

Iategrale yon ,der Form (8) haben in.~der ~Iathematik eine wichtige 
Rolle gesp~elt. Bei der l~iille der Literatur beschr~nlren wit uns 4arau~, 
auf eine Arbeit des H ~ r n  P i n c h e r l e  ~I) hinzuweisen, well sieh in dieter 
Arbeit ausfiihrliehe Bedingungen angegeben finden, unter denen bei all- 
gemeinem V(u) dis Integrald~rsteDung (9)konvergiert.  Herr P i n c h e r l e  
beweist n~mlich folgenden Satz: 

Ist f ( 8 ) e i n e  fiir o ~ ~ analytische und mit Ausnahme des uaendlieh 
femen Punktes regulate Funktion, 1Rf~t sich ferner f(s) au~ die Form 
bringen 

f(8) = Co + c~ ( ~ )  

wo v~ sine beliebige Zahl :> 0, C 0 eine Konstante und O~(s) eme ~ r  a :> 
besohr~nkte Funktion bedeutet, so ]~onve~giert das Integral (9) absolut 
uncl gleiehm~iBig in x flit a ~ 8 und stelIt eine ~ 0 ~_ 8 <: oo s t ~ e  
Funktion V (x) dar; ferner l ~ t  sich f ( s ) f i i r  a > 8 dutch alas Integral 
(8) daxstellen. 

~z) S. ' P i n o h e r l e ,  Sur les fonctions dbterminan~es, Am~teu de ]'Eoole Normale 
Bd. 22 (1805), S. 1-68 vgl, irmbesonde~ S~ B1--86, 
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Man sieh~, da~ der yon Herrn P i n c h e r l e  betrachtete Fall wesent- 
]ieh enger als der yon uns behandelte ist, da sich ja dort wegen der gleich- 
m~igen Konvergenz des Integrals (9) V(x) als stetige Funktion yon x 
ergibt, also der flit uns wiehtigste !~all der Dir ich le tschen Reihen 
A (x) war eine unstetige Fu_nktion -- ausgeschlossea ist. 

w 
5. S a tz: Es sei V(u) eine im In tervaI10 ~_~ u ~ ~ de/inierte reelle Funk- 

tion yon u~), die in ]edem e~dliche~.Intervall yon besehrdnkter Schwan- 
kung sein mSge. An Unstetigkeit~stellen sei V(u) dutch die Mittel- 
bildungen (7) und (7') des w 1 definiert. 

Es sei ~r das I~t~gral 

(8) f ( s ) = s  f V(u)e-*~'du 
o 

liar o > 7 aSsoiut konvergent, dann ist 

(9) 
t~r o > z. 

Beweis .  ~ a n  se tze  

R 

8 0 2~ 

wobei R eine positive Zahl > x @ 1 bedeuten mSge, und be~rachte die 
beiden Integrale 

a+~o~ R 1 (lol zl/~)= ~ ofod8 [ v ~)  e'"-* ~ ,  

a+i~o 

(11) I . ~ ( ~ ) = ~  f asf  v(~)e'~*-"d,~; 
a - i ~  R 

dann I~B~ sich die behaup~ete Beziehung (9) in der Form schreiben 

(12) V (x) =- lim [I~ (co) @ I ,  (co)]. 

Nun ist aber die in (12) enthaltene Behauptung bewiesen, wenn 
gezeig~ wird, da6: 

t,) Is~ V(u) eine k0mplexe Funkti0n, etwa gleich ~5 (u )+  ~ ~ ( u ) ,  und sind 
~5 (u) und ~ ( u )  beide einzel~ in jedem end!ichen Intervall  yon beschr~nkter Sohwan. 
kung, so l ~ t  sich die Formel (9) beweisen, indem man die Funktionen 

f~ (s)-- s f ~(~) e-~ und f, (s)-_ s ~(u) e - '~d~  
o o 

beide ge~on,dert be~rach~ .  
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Uber eine Riemannsche Formel. 

I. flit jedes noeh so grol]e endliche R ~ x-~  1 

limI~ (co) = V(x) 

II. zu jeder vorgegebenen bel:iebig kleinen Za~  s sich eine ZaE 
R :> x -~-1 yon der Bescha~enheit besr l~ t ,  dab unabl~Sztgig vo~ m 

wird. 
Wit beweisen zun~ehst den zweiten Pun~t. Da flit a ~ 7 �9 e, It I ~ m 

das Integral ~V (u) e ~r du gleichm~l]ig 'in s konvergiert, so kann man 

die Integrationsfolgen in (11) vertauschen und erh~lt, indem man die 
Integration nach s zuerst ausfiihrt, 

1 r e (a-t-ia)) (x--'a) e(a--ir ~x--u) 
f - -  d U .  

Man erkennt unsehwer, dal3 wegen u -  x > 1 

.R 

wird, also unabh~ngig yon co abgeseh~tzt ist. Wegen der vorausgesetzten 
absoluten Konvergenz kann man ietzt R so w~hlen, da~ I~(r 
h~ngig yon o~ beliebig klein gemaeht werden kann. Damit ist II. bewiesen. 

6. Im Falle, dal~ V(u)  gleich einer Trepperdunktion A (u).ist, also im 
l~alle Dirichletsct~er Reihen, beweist man I. am ei~daohsten, indem man 

das Integral f als Summe sehreibt. Es ergibt sich naeh einfachen Urn- 
0 

formungen 
R 

. f a = Z 
o ~n~R 

Diese endliehe Dir iehletsehe Reihe l ~ t  sieh gliedweise integrieren; werm 
man die Summe rechter Hand in (10) einse~zt, so erhiilt man 

(13) Ii(~o) 

Naeh einer bekannten Formel ~) ist aber 

o+i~, ~, [ 1 ffir y > O ,  
lim ~--~ 
,o=~ o_~, s 0 flit y , ~ O ,  

~*) Vgl. etwa L a n d a u ,  Handbuch, Bd. I, S. 342-,~45. 
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und wander m a n  diese Formeln atif die einzelnen Glieder der endliohon 
Summa (13) an, so ergibt sich 

Ist die Funktion V (u) yon allgemeinerer Gestalt, so l~l]t sieh in. fol- 
gender Weise schtiel]en. Indem man in (10) die Integrai;ion naeh s zuerst 
ausfiihrt, wird 

.~ e(a+io~l($-u) e(a-t,r 
I i ( o , )  ..... '~w.~ 

.R 
. ,  ~ 1 7 6  

Dies ist abet nichts anderes als des aus dot Theorie der Fourie~reihen 
bekannte Di r ieh le t sche  Integral 1.) und da naeh Voraussetzung V(u) fiir 
0 <: u _< R yon beschriMkter Sehwankung, ferner 0 ~ x <: R ist, so wird 

lira I,  (~o) == V (x). 

Damit ist unser allgemeiner Satz vollstiindig bewiesen. 

7. Fiir Di r i eh le t sche  Reihen konvergiert die Riemannsche  Formal ( 5 ), 
wenn a < 0 ist, nut flit z > 0. Denn die AbscN4tzung 

I A (~)t < c 6 ~ 

aus der die absolute Konvergenz des Integrals (6) 

f'(s) s J A ( u ) e - ' ~ d u  

fiir o > a iolgt, gilt nut im Falle a 2>00. 

Sell der Grenzwert (5) aueh, wean a < 0 ist, m d e r  ganzen Haib- 
ebene a > a  existieren, so 'mug man die Formal (5)passend ab&ndern. 
Zu diesem Zweeke gehe man yon der leieht zu beweisenden Beziehung 

I f ( 0 j  - A (u) l < c d " + ' '  

aus, die aueh fiir den Fall a < 0 gilt, und folgere aus ihr, dalt die In~-  
graldarstellung 

(1~) f ( , )  = f (o )  + ~ f(a (~) - f ( o ) ) ~ - ' ~ d ~ ,  
0 ' 

mindestens I~ a 2> a absolut konvergiert. Ist also a > ), die Halbebene 
absolater Konvergenz der Integraldaxstellung (14), so ist gewil~ ~, <: a. 

x~) Vgl. egwa Jordan,  Gours d'Analyse, 2. Aufl., Bd. II, S. 238. 
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Wendet man auf (14) den eben bewiesenen Satz an, so ergibt sich 

1 a+i~ 
(15) A(:~)-- f (O)=lim,-~i , , f  f(Q~f(~ 

fiir o > ?;. der ~re~wer t  (15) e ~ t i e r t  also ers~ rech~ f ~  a ::> a, wobei 
nunmehr iiber r GrSJ~e a keinerlei einschriinkende Vorsnssetzung ge- 
macht ist. 

w 

8. Zum Schlu~ soll ein Beispiel einer Funktion angegeben warden, 

ftir die das Integral s j~'A(u)e-aUdu eine absolute Konvergenzhalbebene 
o 

hat, ol~ue dab die zUgehSrige Dir ichle tsche  Reihe fiir irgendeinen Wert 
yon s konvergiert. 

Dieses Beispiel erscheirlt theoretisch dadurch yon Interesse, dab 
es die Existenz einer ]~'unktion f(s) beweist, fiir die die Riemannsche  
Integraldarstellung der Koeifizientensummen gilt, ohne dab die mit Hilfe 
dieser Koeffizic~nten gebildete Dir ichle tsehe  Reihe iiberhaupt in irgend- 
einem Punkte konvergiert; .bisher finden sich in der Literatur nut Beispiele 
yon Funktionen f ( s )~) ,  die sich durch fiir ~ > a konvergente D i r i c h l e t  L 
sche Reihen darstellen lassen, w~ihrend das mit Hilfe dieser Funktionen 
gebildete Integral (5) auch noeh fiir o < a konvergiert. 

Es sei 
t~, = log%, i~,+~logv,-F-e -(~~ (n = 0, 1, 2, .. .). 

Hierbei bedeuten die v~ ganze, positive Zahlen, die sul~essive so bestimmt 

sind, cla~ 
log ~+~  ~ L~§  > i~.+~ ~- logv~ + e -0~ 

wird. 
Es sei ferner 

A ( ~ ) = 0  fiir 0 < ~ < ) t  0' 

A (~) ..... azn = e (l~ fiir 
Dann ist 

(16) f(s)==s f A(u)e - ' u d u =  
o 

(17) 

oo l~n-i-i 
Z s a ~ n  f ~-#" d"/~ 

~'1,= 0 

wobei ss~§ ..... as~ gese~zt ~. 

.......... Pe;ron, I. S. 126-13 . 
bis 837. 

Vgl. auch Landau~ Handbuch, Bd. iI,  S. 834 
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Man erkennt leicht, dab (16)  mindes~ens fiir a >  1 absolut kon- 
vergier~; dean es is~ 

Diese Reihe ist ab~r mindestens f ~  a > 1 absolut konvergent. 

Andererseits kann abet die Dir ichletsche Reihe (17) fitr keinen 
noch so gzo~ea Wert yon a konvergieren, denn es ist 

]a~ e-z~s I = e C1~ - ~1og,, = elOg~(log,- ~), 
also 

f l = e ~  

flit jedes noch so grdBe a. 

(Eingegangen am 22. Dezember 1918.) 


