Uber eine Riemannsche Formel aus der Theorie der
Dirichletschen Reihen.

Von

Hans Hamburger in Berlin.

Man verdankt Riemann?) eine Formel, die die Koeffizientensummen
Dirichletscher Reihen durch bestimmte Integrale darstells. In den
folgenden Ausfithrungen soll ein neuer Beweis der Riemannschen Formel
angegeben werden, der einfacher als die bisher bekannten Beweise erscheint,
und gleichzeitig die Giiltigkeitsbedingungen der Riemannschen Formel
wesentlich verallgemeinert, indem diese auf eine Klasse von Funktionen
angewendet wird, die die Dirichletschen Reihen nur als speziellen Fall .
enthalt.

§ L
1. Bs sei 0 LAy A <4y <...—00 eine unendliche Folge positiver
monoton wachsender Zahlen, .a,, @, @,, ... eine Folge beliebiger reeller
oder komplexer Koeffizienten. s= o0 - 4if bezeichne die komplexe. Ver-
anderliche.

Dann nennt man

(1) o) =2 a e
eine Dirichletsche Reihe. e

Setzt man voraus, daB die Reihe (1) fiir einen’ beliebigen Punkt
8y == 0y -+ 1%, konvergiert, so besitzt sie bekanntlich eine Konvergenz-
halbebene ¢ > ¢; d. h. die Reihe konvergiert fiir jeden Punkt mit reellem .
Teil > « und divergiert fiir jeden Punkt mit reellem Teil < «. Hierbei
kann auch der Fall eintreten, daB ¢ == — oo wird; es ist aber jedenfalls

1) B. Riemann, Uber die Anzahl der-Primzahlen unter einer gegebenen GroGe,
Ges. Werke, herausgegeben von H. Weber, IL Aufl, Leipzig 1892, §,145—158. Vgl.
insbesondere 8.148—150.
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immer ¢ < 0,%. Uber Konvergenz oder Divergenz der Reihe auf der
Geraden o= ¢ liBt sich im allgemeinen Falle nichts aussagen. Im fol-
genden soll zunichst immer ¢ > 0 vorausgesetzt werden. Doch werden
wir uns von dieser Einschrénkung am Ende des § 2 befreien.

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche der Konvergenzhalb-
ebene, welcher keinen Funkt der Geraden o = « enthilt, konvergiert die
Dirichletsche Reihe gleichmiBig in bezug auf s und stellt dort folglich
nach einem bekannten Satze von WeierstraB eine analytische Funktion
f(s) dar.

Im allgemeinen Falle besitzt die Dirichletsche Reihe auBer
der Halbebene bedingter Konvergenz noch eine solche absoluter Kon-
vergenz o> f. KEs ist offenbar immer f> e, und zwar sind auch die
Grenzfille moglich, nimlich der Fall ¢ =4, d. h. daB die Dirichletsche
Reihe entweder absolut konvergiert oder tiberhaupt nicht, und der Fall
f =400, wo die Dirichletsche Reihe in keinem Punkte absolut kon-
vergiert, obwohl sie eine Halbebene bedingter Konvergenz hat.

2. Um zur Riemannschen Formel zu kommen, fithren wir eine
unstetige, aus den Koeffizientensummen der Dirichletschen Reihe ge-
bildete, treppentérmige Funktion A4 (z) ein, die wir, wenn 4, die Summe
der m -+ 1 ersten Koeffizienten

(2) A,=)a,
n=0

bedeutet, in folgender Weise definieren:
Es sel

(3) A(z)==0 fir 0Lx <4y, wenn i,>0
A(x)=A4, fir i,<2<h,,,

An den Stellen 1, erleidet also die Funktion einen Sprung; sie moge dort
den Wert annehmen, der in der Mitte des Sprunges gelegen ist, d. h.

Ay An
() AG)=F, AG)=tegflelg o
Dann lautet die Riemannsche Formel:

otim
(5) 4 ()= lim ;L. f 1) e s

*) Vgl.z.B. beziiglich dieser und der folgenden Sitze iiber Dirichletsche Reihen:
BE. Landau, Handbuch der Lebre.von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909,
zwel Binde, — im folgenden kurz mit Landau, Handbuch, zitiert. Die allgemeinen
Sitze iiber die Konvergenz Diriochletscher Reihen findet man im Bd. II, 8. 726 ff.
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Riemann beweist diese Formel fiir das rpezielle Beispiel der Funktion
T 1
f(8)=1log{(s) =_Z’p“+-2~220‘9‘+-~ "
» »

wo die Summien rechter Hand #iber sfimtliche Primzahlen zu erstrecken
sind. Diese Reihe ist in der Halbebene o >1 absolut konvergent; die
Formel (5) konvergiert hier gleichfalls fiir o > 1.

Der Riemannsche Beweis beruht darauf, daB das Integral (5) aunf
ein Fouriersches Doppelintegral zuriickgefiiL.rt wird. Die genauen Be-
dingungen, unter demen (5) konvergiert, hat Riemann nicht ndher ge-
priift; waren doch, wie Herr Landau in seinem Buche erwihnt?®), da-
mals hinreichende Bedingungen, unter denen das Fouriersche Integral-
theorem gilt, noch nicht bekannt. Bedingungen,  die den Riemannschen
Fall umfassen, wurden erst spiter durch Herrn Jordan im Jahre 1883
in seinem Cours d’analyse*) aufgestellt. Immerhin ist unter Zuhilfenahme
dieser Jordanschen Erginzung, wie Herr Landau bemerkt, der Riemann-
sche Beweis fiir den Fall einer absolut konvergenten Dirichletschen Reihe,
den Riemann im Auge hat, vollkommen schliissig.

Die Riemannsche Formel (5) ist noch mehrfach auf anderen Wegen
bewiesen worden, zunichst fiir *denselben Bereich wie von Riemasann,
d. b. fir ¢>p von Herrn Phragmén®), dann von Herrn Hadamard
unter etwas erweiterten Voraussetzungen®).

Etwa gleichzeitig erschien eine Arbeit von Herrn Perron?). In ihr
wird die Konvergenz des Integrals (5) fiir allgemeine Dirichletsche
Reihen, wofern diese nur eine Halbebeme bedingter Konvergenz o > «
besitzen, fiir o > « bewiesen. Dies ist das allgemeinste unter den bisher’
bekannten Resultaten.

Der Perronsche Beweis, der, wie auch die Beweise der, Herren
Phragmén und Hadamard, im Gegensatze zu dem Riemannschen Ge-
dankengang sich auf den Cauchyschen Integralsatz stiitzt, ist aber noch
etwas kompliziert. Er benutzt wesentlich den schon an sich nicht einfach

% Landau, Handbuch, Bd. II, 8. 906.

4) C. Jordan, Cours d’analyse, Paris'1894, zweite Aufl, Bd. I, 8. 233-235.

% E.Phragmén, Uber die Berechnung der einzeluen Glieder der Riemannschen
Primzahlformel. Ofversigt af Knogl. Vetenskaps-Akad. Forhandlingar, Bd. 48 (1891
bis 1892), 8. 721-744.

%) J. Hadamard, Sur les séries de Dirichlet, Rend. del circ. Mat. di Palermo,
Bd. 25 (1908), S. 326—-330.

") 0.Perron, Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Crelles Journal, Bd. 134
(1908), S.95—143; vgl insbesondere S.114—125. Vgl. such Landau, Handbuch,
Bd. 41, S. 828—832.

1*
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zu beweisenden Hilfssatz®), daB der Quotient [—(5-’2 sich mit wachsendem ¢

fiir 0 > a -+ ¢ gleichmiBig in bezug auf ¢ der 0 ndhert.

3. Um zu unserem allgemeineren Satz zu gelangen, nehmen wir
sundchst mit Hilfe der in (2), (3) und (4) definierten Funktion 4 ()
eine einfache Umformung der Dirichletschen Reihe vor, wir setzen namlich:

(6) f(s)=s[ A(u)e-2»du
0
b ~}'n+1 ©
stA” f e~ sudy mZAn(e”‘"-’ e g Pnta®),
n=10 ;‘n n=0

und man sieht unschwer, dall die Summe rechter Hand aus der
Dirichletschen Reihe durch sogenannte partielle (Abelsche) Summation
hervorgegangen ist, die ja bei den Schliissen in der Theorie der
Dirichletschen Reihen iiberhaupt -eine wichtige Rolle spielt.

Nun gilt aber nach einer bekannten, leicht zu beweisenden Formel
aus der Theorie der Dirichletschen Reihe, wenn « >0 ist, die Ab-
schétzung®)

A (u)| S Celeton
fiir jedes noch so kleine positive ¢, wo C eine Konstante bedeutet, die nur
von ¢ abhéngt. Folglich ist die Integraldarstellung (6) fiir f(s) wegen

f!A('Lb)I je—aulduéc’cfe(a-i-s—a)udu

mindestens fiir ¢ > @ -+ ¢ absolut konvergent. Bezeichnet man demnach
mit y die Abszisse absoluter Konvergenz des Integrals (6), so ist jeden-
falls y <@, wenn a >0 ist.

Der Fall y < & kann auch eintreten. Im § 8 wird ein Beispiel einer:
Funktion angegeben, deren Integraldarstellung (6) eine absolute Kon-
vergenzhalbebene besitzt, wihrend die zugehérige Dirichletsche Reihe
nirgends konvergiert.

Wir behaupten nunmehr- die Konvergenz des Integrals (5) fiir o > y,
wobei die GroBe y selbst auch negativ sein darf.

4. Bisher wurde 4 (%) als Treppenfunktion angenommen; jetzt soll diese
Funktion durch eine beliebige reelle. Funktion V (u) ersetzt werden, vou
der nur vorausgesetzt wird, daf sie in jedem endlichen Intervall von be-
schrankter Schwankung ist0).

& Perron L ¢.”) Vgl. auch Landau, Handbuch, Bd. II, 8. 822-823.

9 Vgl. Landau, Handbuch, Bd. IL, 8. 782-784.

0y Man iiberzeugt sich leicht, .daB fiir den Fall der Dirichletschen Reihe die
Treppenfunktion 4 (u) in jedem endlichen Intervall von beschrinkter Schwanking ist.
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Ist ¥V (u) an der Stelle w =z unstetig, so werde in leicht verstiind-
licher Abkiirzung
) V(x)ﬁv<m+0)+7(w~0)

gesetzt. Ist lim ¥ (u) von O verschieden, so ser unter ¥ (0) der Wert
we= 0

@) V(0)=lim 7
verstanden. e

Wir betrachten nunmehr eine Funktion von der Form
(8) f(s)=s] V(u)e +du,
9

wo das Integral rechter Hand fiir ¢ > y absolut konvergieren moge.
Dann behaupten wir, es ist fiir 6 >y

oW
(Y V( ) o];l_ﬂ?lﬂ;; Lif_%__) e ds.

Im § 2 wollen wir fiir die Riemannsche Formel in der allgememeren
Gestalt (9) einen Beweis angeben, der sich im wesentlichen dadurch ein-
facher als die Perronsche SchluBweise gestaltet, daB unser Gedankengang
die Benutzung des obenerwihnten Perronschen Hilfssatzes vermeidet.

Als besonders bemerkenswert diirfen wir vielleicht hervorheben, daf
unser Beweis gerade den urspriinglichenr Riemannschen Gedankengang
wieder benutat.

Integrale von der Form (8) haben in.der Mathematik eine wichtige
Rolle gespielt. Bei der Fiille der Literatur beschriinken wir uns darauf,
auf eine Arbeit des Herrn Pincherle') hinzuweisen, weil sich in dieser
Arbeit ausfithrliche Bedingungen angegeben finden, unter demen bei all-
gemeinem V (u) die Integraldarstellung (9) konvergiert. Herr Pincherle
beweist némlich folgenden Satz:

Ist f(s) eine fiir o > ¢ analytische und mit Ausnahme des unendlich
fernen Punktes regulire Funktion, liBt sich ferner f(s) auf die Form
bringen ,

: flo) =0, + B4

wo © eine beliebige Zahl > 0, C, eine Konstante und O, {#) eine fiit 0 = &
beschriinkte Funktion bedeutet, so konvergiert das Integral (9) absolut
und ‘gleichmiBig in z fiix o> & und stellt eine fiir 0 < & < oo stetige
Funktion V (x) dar; ferner 1aBt sich f(s) fiir ¢ >~ ¢ durch das Integral
(8) darstellen.

[P ——

“) S ‘Pincherle, Sur les fonctions déterminantes, Aummales de J'#cole Normale
Bd. 22 (1905), S. 1-68 vgl. insbesondere S. 31—386.
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Man sieht, da der von Herrn Pincherle betrachtete Fall wesent-
lich enger als der von uns behandelte ist, da sich ja dort wegen der gleich-
mifligen Konvergenz des Integrals (9) V() als stetige Funktion von z
ergibt, also der fiir uns wichtigste Fall der Dirichletschen Reihen —
A (x) war eine unstetige Funktion — ausgeschlossen ist.

§2.

b. Satz: Bssei V(u)eine tmIntervall 0 < u < oo definierte reelle Funk-
tion von u'?), die in jedem endlichen.Inlervall von beschrinkter Schwan-
kung sein moge. An Unsletigheitsstellen ses V(u) durch die Mittel-
bildungen (7) und (7') des § 1 definiert.

Es sei ferner das Integral

(8) fls)=s[V(u)e "™“du
0
fiir o>y absolut konvergent, dann ist
o+im
) : 1 E2
(9) V(z)=lim m_fmf—i—“’le ds

fir o> y.
Beweis. Man setze

() _f ?
f—fl = Gf V(u)e *“du +1'zf V(u)e "™ du,

wobei B eine positive Zahl >z -+ 1 bedeuten midge, und betrachte die
beiden Integrale

1 o+t R Gt
(10) Il(w)=ma_j;mdaus(u)e @9 qu,
oriw o
1 8 (z—
(11) I,(w)zma_j;mdsﬁflf(u)e @ Ju;

dann 148t sich die behauptete Beziehung (9) in der Form schreiben
(12) V(%) = lim 1, () + I, (o)].

Nun ist aber die in (12) enthaltene Behauptung bewiesen, wenn
gezeigt wird, daB:

%) Ist V'(u) eine komplexe Funktion, etwa gleich @ (u) 4+ i ¥ (%), und sind
@ (u) und ¥ (u) beide einzeln in jedem end'ichen Intervall von beschrinkter Schwan-
kung, so a8t sich die Formel (9) beweisen, indem man die Funktionen
o™ - -
f)=s [ B(u)e™ " du und fy(s)=s [ T e " du
) é

beide gesondert betrachtet.



Uber eine Riemannsche Formel. 7
L fiir jedes noch so grofe endliche R > z - 1
imZ, (w) = V()
igt, o
II. zu ﬁjed‘er vorgegebenen beliebig kleinen Zahl & sich eine Zah!
R > x4+ 1 von der Beschaffenheit bestimmen 148t, daB unabhdngig von w

I(w)Ze
" Lw)se

Wir beweisen zunichst den zweiten Punkt. Dafiiro >yt ¢,|t]| <o
das Integral _TV(u) e % du gleichmiBig'in s konvergiert, so kann man
R
die Integrationsfolgen in (11) vertauschen und erhdlt, indem man die
Integration nach s zuerst ausfiihrt,
glotio)(@—u) _ olo—iw)iz—u)

Iﬁ(w)=é—wﬂlﬂjV(u) = du.

xr—u

Man erkennt unschwer, da8 wegen w — x> 1
L) <5 [ 17 ()] du

wird, also unabhingig von « abgeschitzt ist. Wegen der vorausgesetzten
absoluten Konvergenz kann man jetzt B so wahlen, da8 I,(w) unab-
hingig von o beliebig klein gemacht werden kann. Damit ist II. bewiesen.

6. Im Falle, daB V () gleich einer Treppenfunltion A4 (u) ist, also im
Falle Dirichletscher Reihen, beweist man I. am einfachsten, indem man

R
das Integral [ als Summe schreibt. Es ergibt sich nach einfachen Un-
0

formungen

sz(u)e “du= D a,e” " —A(R)e ™™
A, <R

Diese endliche Dirichletsche Reihe 148t sich gliedweise integrieren; wenn
man die Summe rechter Hand in (10) einsetzt, so erhilt man

otiw (@—2,) ¢ 1o (z—-R)s
ety A R

1 7
(18) I, (w)= 373 2/ @y f
l»<R G a~im

Nach einer bekannten Formel®) ist aber

) i 0,
1_ 1 ""H“’erls :;lL ﬁlﬁ yi 0
m oy [ Srds= 3 fry=0,
T 0 fiir y<0,

1) Vgl. etwa Landau, Handbuch, Bd. I, S. 342345,
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und wendet ‘man diese Formeln auf die einzelnen Glieder der endlichen
Summe (18) an, so ergibt sich
lim I, (w) =4 (=).
0= 00
Ist die Funktion V (%) von allgemeinerer Gestalt, so liBt sich in fol-
gender Weise schliefen. Indem man in (10) die Integration nach ¢ zuerst
ausfithrt, wird

e(a-l-tw)(m u)_“e(a«wu)(z u)

Ii(0) == 5 J V(u)=mm v du
1 4 a(x.-u)si.uw(zmu)
;JV{% ‘~*---w~:a-—~—~d’w.

Dies ist aber nichts anderes als das aus der Theorie der Fourierreihen
bekannte Dirichletsche Integral’*) und da nach Voraussetzung V() fiir
0 <% < R von beschrinkter Schwankung, ferner 0 < x < R ist, so wird

lim I} (w) = V ().

Damit ist unser allgemeiner Satz vollstéindig bewiesen.
7, Fiir Dirichletsche Reihen konvergiert die Riemannsche Formel (5 ),
wenn ¢ < 0 ist, nur fiir o > 0. Denn die Abschitzung
|4 (u)] L 0“7

aus der die absolute Konvergenz des Integrals (6)
F(a)=2s8 [ A(u)e *“du
0

fir 6 > a folgt, gilt nur im Falle a > 0.

Soll der Grenzwert (5) auch, wenn « << 0 ist, in der ganzen Halb-
ebene ¢ > & existieren, so' muB man die Formel (5) passend abindern.
Zu diesem Zwecke gehe man von der leicht zu beweisenden Beziehung

|£(0)— A ()| SO

aus, die auch fiir den Fall @ < 0 gilt, und folgere aus ihr, dafl die Inte-
graldarstellung

(14) F(8)=F(0)+s f (4 (w) = F(0))e™ " du

mindestens fiir ¢ > « absolut konvergiert. Ist also o>y die Halbebene
absoluter Konvergenz der Integraldarstellung (14), so ist gewil y < a.

14 Vgl. ebtwa Jordan, Cours d’Analyse, 2. Aufl, Bd. II, 8. 233.
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Wendet man auf (14) den eben bewiesenen Satz an, so ergibt sich
(18) A(w)— f(O)th f f(s) ~1(0) o g,

fiir ¢ > y; der Grenzwert (15) emsmert also erst recht fiir ¢ > «, wobei
nunmehr iiber die GroBe ¢ keinerlei eingchrinkende Voraussetzang ge-
macht ist.

§ 3.

8. Zum SchluB soll ein Beispiel einer Funktion angegeben ‘werden,
fir die das Integral s _] A(u)e *"du eine absolute Konvergenzhalbebene

hat, ohne daB die zugehonge Dirichletsche Reihe fiir irgendeinen Wert
von s konvergiert.

Dieses Beispiel erscheint theoretisch dadurch von Interesse, daf
es die Existenz einer Funktion f(s) beweist, fiir die die Riemannsche
Integraldarstellung der Koeffizientensummen gilt, ohne daf die mit Hilfe
dieser Koeffizienten gebildete Dirichletsche Reihe iiberhaupt in irgend-
einem Punkte konvergiert; ‘bisher finden sich in der Literatur nur Beispiele
von Funktionen f(s)*), die sich durch fiir 6 > « konvergente Dirichlet-
sche Reihen darstellen Iassen, wihrend das mit Hilfe dieser Funktionen
gebildete Integral (5) auch noch fiir o < & konvergiert.

Es sei

don=logw,, lani1==logy,+e" (log=,)? n=0,1,2,...).
Hierbei bedeuten die », ganze, positive Zahlen, die sukzessive so bestimmt
sind, dal

wird.
Es sei ferner
A(u) :::O f\il' 0§u<10, ]uzﬂ_l <“<127L’

A ('ll/) = Qg gy = e(mg"")’ fiir }»gn < U < lg,H.i.

10g Vi1 = dants > dznis = logy, + o f08,)?

Pann ist
sy
(16) 7(s) =8 [ A(w)e  du= Ysa, J e
0 #=0
mZ(az"e'lﬁn’_a@ne‘lzn+1‘)

n=0

(17) NZaﬂe”ln“’
n=0

wobel @spiq == ~- Qan gesetzt ist.
) 1) Perron, L ¢.”) 8. 126—181. Vgl auch Landau, Handbuch, Bd.II, S.834
bis 837.



10 H. Hamburger. Uber eine Riemannsche Formel.

Man erkennt leicht, daB (16) mindestens fiir ¢ > 1 absolut kon-
vergiert; denn es ist

[f(s)| = 2 | @2n | (Aontr — A2n)e™ 742
n=0

-]
< 8] D) o108t g = o8 7a)? o elows,
n=0

31
=|3]2;;‘~

n=0 "n
Diese Reihe ist aber mindestens fiir ¢ > 1 absolut konvergent.

Andererseits kann aber die Dirichletsche Reihe (17) fiir keinen
noch so groBen Wert von o konvergieren, denn es ist

l Qzp e — a8 l — e(logw’")n - ologw, — elogvn(logvn - a),
also

limlafz,,,e““8 [ = o0
n=w

fiir jedes noch so grofle o.

(Eingegangen am 22. Dezember 1918.)



