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Das  G e s e t z  d e r  k l e i n e n  Z a h l e n  yon  Dr .  L.  v. B o r t k e w i t s c h .  
B. G.  Teubner~  Le ipz ig  1898.  

Bet den Untersuchungen, betreffend die lJbereinstimmuag zwischen den 
Beobachtungen an statisfischen Massenerscheinungen, welche sich mit  der Zeit 
veri~ndera , und den Beobachtungea an Zufallsspielen hat sich die bemerkens- 
werte Thatsache ergeben~ dass Erscheinungen yon gro/~er j~hr]icher Grundzaht 
(Versuehszahl) ein viel grSl~eres Anschmiegen an die Eigenschaften des reinen 
Zufallsspieles mit unabhi i~ngigenEinzelversuchen (Ziehungen, Wiirfen etc.) 
aufweisen, wean die ji~hrliche Ereigniszahl - -  die Anzahl der gfinstigen Fiille - -  
klein, als wean sie gro5 ist. Bortkewitsch fiihrt zum Belege im zweiten 
Capitel seiner hbhandlung vier beziigliche Beispiele an, und zwar: die Selbst- 
morde yon Kindern unter zehn Jahren in Preul~en, getrennt nach Geschlech- 
tern, w~ihrend der Jahre 1869 bis 1893, deren j~hrliche Ereigniszahl bet Knaben 
zwischen 0 und 4~ bet Mi~dehen zwischen 0 und 5 schwankt; die weiblichen 
Selbstmorde in acht deutschen Staaten (Sehaumburg-Lippe, Waldeck, Liibeck, 
Reu{~ ~. L., Lippe; Schwarzburg- Rudolstadt, Mecklenburg- Strelitz, Schwarz- 
burg-Sondershausen) w~hrend der Jahre 1881 bis 1893, deren hSehste Ereignis- 
zahlen sich in diesem Zeitraume auf respective 3, 5~ 4, 6~ 6, 8, 10 und 10 FMle 
belaufen; die tStliehen Unf~lle bet elf Berufsgenossensehaften (den Berufs- 
genossenschaften Nr. 13, 1~, 12~ 20~ 23, 27~ 29, 40, 4J~ 42 und 55 gemini] den 
PUblicationen des Reichsversicherungsamtes) wi~hrend der Jahre 1875 bis 1894: 
mit der Maximalzahl yon 14 tStlichen Unf~llen (in der  Berufsgenossenschaft 
Nr. 13) im Jahre; endlieh die dureh Schlag eines Pferdes ira preui~isehen 
Heere GetSteten, gesondert nach Armeecorps, w~hrend der Jahre 1875 bis 1894 
mit Schwankungen his zu 3 Ereigniszahlen im Jahre: 

In allen den aufgez~hlten Fiillen wird nachgewiesen, dass die beobachtete 
Zahl yon Jahren gleicher Ereigniszahlen mit der theoretischen Anzahl yon 
Jahren ffir diese Ereigniszahlen iibereinstimmt; ferner, dass der Quotient aug 
dem mittleren (quadratischen) Fehler der Ereigniszahlen und der Wurzel aus 
der mittleren Ereigniszahl yon der Einheit wenig verschieden ist. Bet diesem 
Nachweise mussten analytische Ausdriicke zur Verwendung gelangen, welche 
beim Zufallsspiel mit unabh~ngigen Einzelversuchen~ kleinen Ereigniszahlen m 
(kleinen Wahrscheinlichkeitenp) and  grol~en Grundzahlen n giltig bleiben. 
Ein solcher ist der schon yon Poisson abgeleitete Wert fiir die Wahrschein- 
lichkeit w x yon x Ereigniszahlen und fiir m als den wahrscheinlichstenl Wert 
dieser Ereigniszahlen. 

w x ~  1 . 2 . 3 . . . x "  

Bortkewitsch hat im ersten Capitel seiner Abhandlung mehrere Eigen- 
schaften dieser Wahrscheinliehkeit, unter  aadern die entwickelt~ dass sie ffir 
nicht zu kleine (etwa fiber 1000 gelegene Grundzahlen) brauchbare Resultate 
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liefert; ferner in Anlage 3 eine Tabelle dieses Ausdruckes bet Variation yon 
x und m reproduciert. 

Um endlich zu zeigen, dass die Uebereinstimmung zwischen den be- 
obach~eten und aus der Theorie unabhiingiger Grundzahlen abgeleiteten Resul- 
taten eine nothwendige Folge jener kleinen Ereigniszahlen ist, vergleieht 
Bortkewitsch im dritten Capitel der Abhandlung die in Rede stehenden statisti- 
schen Ereignisse mit einem Zufallsspiel, in welchem in ~ Serien yon Ver- 
suchen mit je n Einzelversuchen die Wahrscheinlichkeit yon Serie zu Serie 
sieh andert. 

In einem so definierten Spiele ist das Verhiiltnis des mittleren (quadra- 
tisehen) Fehlers der Wahrscheinlichkeiten p~, /o2, P 3 , " ' , P ~  zu dem fiir nor- 
male Dispersion aus dem l~Iittelwerte (indirect) ableitbaren mittleren (quadra- 
tischen) Fehler dieser Wahrscheinliehkeiten 

! / 1  + falls po--  u.d 1 ist; ~1~0 

und das u des mittleren (quadratischen) Fehlers der Ereigniszahlen 
ml,  m~, ms . . . ,  m,  zu dem mittleren (qnadratischen) Fehler, falls dieser bet nor- 
maler Dispersion aus dem Mittelwerte berechnet worden wi~re: 

1 m~ 1 falls mo l + m o X  ~ me ' 

Der letztere Ansdrnck gilt auch nnabhgngig davon, dass die Grundzahl 
in jeder Yersuchsserie die gleiche ist. 

Die beiden eben angesehriebenen Ausdriieke bewegen sieh .in der That 
bet gleicher Anderung der Wahrscheinliehkeflen desto mehr gegen 1, je kleiner 
n--1  bezw. zn o is t ;  well ferner in der Wahrseheinlichkeitsrechnung naeh- 
gewiesen wird, dass zufgllige Erscheinungen (mit einer Zustandsver~nderung) 
bet einem der Einheit gleich kommenden Verhi~ltnis jener mittleren quadrati- 
~chen Fehler yon normaler Dispersion sind, so ist der Satz yon Bortkewitseh 
seheinbar erwiesen. Bortkewitseh gibt ihm den Namen des Gesetzes der 
kleinen Zahlen. 

Die Rechnnngsresultate yon Bortkewitsch stehen im Einklang mit ander- 
weitig bekannten Ergebnissen. Nicht ganz unwidersprochen kann die Dentung 
derselben bleiben, insbesondere die Behauptung, dass die kleinen Ereignis- 
zahlen die U r s a c h e  ffir die normale Dispersion in jenen Erscheinnngen seien. 
Ursaehe ist augenscheinlich ihre wechselweise UnabhBngigkeit. 

Aus einem vollsti~ndigen Schema zufBlliger Ereignisse (Cournot, Grund- 
lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnnng S. 75 79) ist zu folgern, dass die hyper- 
normale and subnormale Dispersion stets dutch die Abh~ngigkeit der Einzel- 
versuche hervorgerufen wird. Die Beispiele yon Bortkewitsch sind si~mmtlich 
so gewiihlt, dass die Unabh~ingigkeit der Einzelereignisse yon vornherein zu ver- 
muthen steht. Einleuchtend diirfte auch seth, dass im allgemeinen bet statisti- 
schen Erscheinungen kleiner ji~hrlicher Ereigniszahlen die Unabh~ingigkeit 
dieser hiiufiger beobachtet wird, als bet statistischen Erscheinungen gro~er 
Ereigniszahlen: bet ihnen wird das die Unabhiingigkeit oft stSrende Moment der 
Gleiehzeitigkeit nahezu eliminiert. Dass endlich Erscheinungen grofler Ereignis- 
zahlen normale Dispersion aufweisen kSnnen, ist umgekehrt bet den Unter- 
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suchungen fiber das Geschlechtsverh~ltnis der Geborenen, sowie an anderen 
Beispielen (4, Capitel der Theorie der Statistik yon Westergaard) oft genug 
dargelegt worden. Nach der Theorie mfissen die beiden obigen Verh~ltnis- 
zahlen bei jedem beliebigen n respective m o nahe der Einheit liegen, falls jede 
der Abweichungen der p respective m gegen don Mittelwert geni~gend klein~ 
das heist kleiner, als etwa 

/ Po ~---~ resp. l/re. ist. 

P~ficksichtlich der Bedeatung dieses Verh~ltnisses ffir die Theorie der 
Stabilit~t statistischer Reihen w~re noeh das Folgende zuerw~hnen. Lexis 
hat das obige Verh~ltnis als Mafistab fiir die etwaige Anderung statistischer 
Reihen mit der Zeit vorgeschlagen. Derselbe wird zumindest ffir Erscheinun- 
gen kleiner Ereigniszablen unbrauchbar~ weil er bei jeder beliebigen _~nderung 
derselben -- die Unabh~ngigkeit ia der Zeit vorausgesetzt-  einen Weft nahe 
an 1 erh~lt. Seine Unbrauchbarkeit ffir den Fall, als einer ver~nderlichen 
statistischen Erscheinung eine kleine Grundzahl zukommt~ hat Lexis selbst 
hervorgehoben (W. Lexis ,Uber die Theorie der Stabilit~t der statistisehen 
Reihen ~ in den Jahrb[ichern flit NationalSkonomie und Statistik 1876). 

Die Ergebnisse yon Bortkewitsch charakteri~ieren zahlenm~ig eine ganze 
Classe yon statistischen Erscheinungen, sind aber aueh im allgemeinen fflr den 
gegenw~rtigen Stand der Forsehung in der Theorie der Statistik yon Be- 
deutung. Sie beweisen abermals, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit 
grofiem Nutzen in der Statistik Verwendung finden kann, wenn es gelingt, 
bei Untersuchungen yon statistisehen Erscheinungea die Voraussetzungen ffir 
die Giltigkeit der S~tze in tier Wahrscheinliehkeitsrechnung zu erfiillen. 

Der etwas weitgehenden Sehlussbemerkung der Abhandlung : ,,dass jedes 
ausgereehnete neue Beispiel die wissenschaftliche ~eberzeugung erh~rten helfe, 
dass allen bev51kerungs- und moralstatistischen Zahlen mathematische Wahr- 
schelnlichkeiten oder Functionen solcher zugrunde liegen", muss der oft citierte 
Ausspruch yon Lexis gegenfiber gestellt werden: ,formell freilich kann man 
ieden Einzelwert einer symptomatischen Reihe als IN~herungswert einer ab- 
stracten WahrseheinlichkeitsgrS~e betrachten; aber, da man weiter annehmen 
muss, dass sieh die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeit selbst yon :[ahr zu 
Jahr oder yon irgend einer Zeitstrecke zur andern in einer uns unbekannten 
Weise ~ndert~ so ist mit soleher Einffihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes 
wenig gewennen. ~ 

In der That kann aueh im vorliegenden Fall trotz der ()bereinstimmung 
mit den Eigenschafterl eines Zufallsspieles mit unabh~ngigen Einzelversuehen 
yon vorausgehenden Beobachtangen auf das Eintreffen in der Zukunft auch 
nieht ann~hernd geschlossen werdem Dr. Blaschke. 

Theore t ica l  ) Iechanics .  A. E. H. L o v e .  Cambridge ,  uni -  
vers i ty  press [897~ 375 p. 

Auf jeder Seite des vorliegenden Buches zeigt sich uns der Yerfasser 
als ein ausgezeichneter Lehrer, dessen Forderungen nieht auf Vieiwisserei~ 
sondern auf gr~mdliehe Beherrschuag der wichtigsten Partien der Mechanik 
ausgehen. Wit mfissen gestehen, dass ffir die deutschen Verh~ltnisse das Bach 
zum Gebrauch an den Hochschulea eiu zu beschr~,nktes Gebiet behandelt. 


