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Das Gesetz der kleinen Zahlen von Dr. L. v. Bortkewitsch.
B. G. Teubner, Leipzig 1898.

Bei den Untersuchungen, betreffend die Ubereinstimmung zwischen den
Beobachtungen an statistischen Massenerscheinungen, welche sich mit der Zeit
verindern, und den Beobachtungen an Zufallsspielen hat sich die bemerkens-
werte Thatsache ergeben, dass Erscheinungen von grofier jahrlicher Grundzahl
(Versuchszahl) ein viel grofieres Anschmiegen an die Eigenschaften des reinen
Zufallsspieles mit unabhangigen Einzelversuchen (Zichungen, Wiirfen -etc.)
aufweisen, wenn die jahrliche Ereigniszahl — die Anzahl der giinstigen Fille —
klein, als wenn sie grof ist. Bortkewitsch fiihrt zum Belege im zweiten
Capitel seiner Abhandlung vier beziigliche Beispiele an, und zwar: die Selbst-
morde von Kindern unter zehn Jahren in PreuBen, getrennt nach Geschlech-
tern, wihrend der Jahre 1869 bis 1893, deren jihrliche Ereigniszahl bei Knaben
zwischen O und 4, bei Madchen zwischen O und 5 schwankt; die weiblichen
Selbstmorde in acht deutschen Staaten (Schammburg-Lippe, Waldeck, Liibeck,
Reud 4. L., Lippe, Schwarzburg-Rudolstadt, Mecklenburg-Strelitz, Schwarz- -
burg-Sondershausen) wihrend der Jahre 1881 bis 1853, deren hochste Ereignis-
zahlen sich in diesem Zeitraume auf respective 3, b, 4, 6, 6, 8, 10 und 10 Falle
belaufen; die tdtlichen Unfille bei elf Berufsgenossenschaften (den Berufs-
genossenschaften Nr. 13, 14, 12, 20, 23, 27, 29, 40, 41, 42 und 55 gem#B den
Publicationen des Reichsversicherungsamtes) wihrend der Jahre 1875 bis 1894
mit der Maximalzahl von 14 tétlichen Unfillen (in der Berufsgenossenschaft
Nr. 13) im Jahre; endlich die durch Schlag eines Pferdes im preufischen
Heere Getoteten, gesondert nach Armeecorps, wihrend der Jahre 1875 bis 1894 -
mit Schwankungen bis zu 3 Ereigniszahlen im Jahre.

In allen den aufgezsihlten Fillen wird nachgewiesen, dass die beobachtete
Zahl von Jahren gleicher Ereigniszahlen mit der theoretischen Anzahl von
Jahren fiir diese Ereigniszahlen iibereinstimmt; ferner, dass der Quotient aus
dem mittleren (quadratischen) Fehler der Ereigniszahlen und der Wurzel aus
der mittleren Ereigniszahl von der Einheit wenig verschieden ist. Bei diesem
Nachweise mussten analytische Ausdriicke zur Verwendung gelangen, welche
beim Zufallsspiel mit unabhingigen Einzelversuchen, kleinen Ereigniszahlen m
(kleinen Wahrscheinlichkeiten p) und groflen Grundzahlen » giltig bleiben.
Ein solcher ist der schon von Poisson abgeleitete Wert fiir die Wahrschein-
lichkeit w,, von « Ereigniszahlen und fitr 7 als den wahrscheinlichsten Wert
dieser Ereigniszahlen.
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Bortkewitsch hat im ersten Capitel seiner Abhandlung mehrere Eigen-
schaften dieser Wahrscheinlichkeit, unter andern die entwickelt, dass sie fiir
nicht zu kleine (etwa itber 1000 gelegene Grundzahlen) brauchbare Resultate
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liefert; ferner in Anlage 3 eine Tabelle dieses Ausdruckes bei Variation von
« und m reproduciert.

Um endlich zu zeigen, dass die Uebereinstimmung zwischen den be-
obachteten und aus der Theorie unabhiingiger Grundzahlen abgeleiteten Resul-
taten eine nothwendige Folge jener kleinen Ereigniszahlen ist, vergleicht
Bortkewitseh im dritten Capitel der Abhandlung die in Rede stehenden statisti-
schen Ereignisse mit einem Zufallsspiel, in welchem in ¢ Serien von Ver-
suchen mit je » Einzelversuchen die Wahrscheinlichkeit von Serie zu Serie
sich andert.

In einem so definierten Spiele ist das Verhiltnis des mittleren (quadra-
tischen) Fehlers der Wahrscheinlichkeiten p,, py, 2;,-.-,#, z0 dem fiir nor-
male Dispersion aus dem Mittelwerte (indirect) ableitbaren mittleren (quadra-
tischen) Fehler dieser Wahrscheinlichkeiten

n—1 ¢ (pi— po)? __Ir] _ fof e
l/l—{— Tide 246 , falls p, == p und ¢, =1 —p, ist;
und - das Verhiltnis des mittleren (quadratischen) Fehlers der Ereigniszahlen
My, Mg, My ..., m, z0 dem mittleren (quadratischen) Fehler, falls dieser bei nor-
maler Dispersion aus dem Mittelwerte berechnet worden wire:
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Der letztere Ausdruck gilt auch unabhingig davon, dass die Grundzahl

in jeder Versuchsserie die gleiche ist. i
: Die beiden eben angeschriebenen Ausdriicke bewegen sich in der That
bei gleicher Anderung der Wahrscheinlichkeiten desto mehr gegen 1, je kleiner
n—1 bezw. my ist; weil ferner in der Wahrscheinlichkeitsrechnung nach-
gewiesen wird, dass zufillige Erscheinungen (mit einer Zustandsverinderung)
bei einem der Einheit gleich kommenden Verhiltnis. jener mittleren guadrati-
schen Fehler von normaler Dispersion sind, so ist der Satz von Bortkewitsch
scheinbar erwiesen. Bortkewitsch gibt ihm den Namen des Gesetzes der
kleinen Zahlen.

Die Rechnungsresultate von Bortkewitsch stehen im Einklang mit ander-
weitig bekannten Ergebnissen. Nicht ganz unwidersprochen kann die Deutung
derselben bleiben, insbesondere die Behauptung, dass die kleinen Ereignis-
zahlen die Ursache fiir die normale Dispersion in jenen Erscheinungen seien.
Ursache ist augenscheinlich ihre wechselweise Unabhingigkeit. '

Aus einem vollstindigen Schema zufilliger Ereignisse (Cournot, Grund-
lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung 8. 75—79) ist zu folgern, dass die hyper-
normale und subnormale Dispersion stets durch die Abhingigkeit der Einzel-
versuche hervorgerufen wird. Die Beispiele von Bortkewitsch sind saimmtlich
so gewihlt, dass die Unabhingigkeit der Einzelereignisse von vornherein zu ver-
muthen steht. Einleuchtend diirfte auch sein, dass im allgemeinen bei statisti-
schen Erscheinungen kleiner jahrlicher Ereigniszahlen die Unabhingigkeit
dieser hiufiger beobachtet wird, als bei statistischen Erscheinungen grofier
Ereigniszahlen: bei ihnen wird das die Unabhiingigkeit oft stérende Moment der
Gleichzeitigkeit nahezu eliminiert. Dass endlich Erscheinungen grofier Ereignis-
zahlen normale Dispersion aufweisen konnen, ist umgekehrt bei den Unter-
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suchungen fiber das Geschlechtsverhaltnis der Geborenen, sowie an anderen
Beispielen (4. Capitel der Theorie der Statistik von Westergaard) oft genug
dargelegt worden. Nach der Theorie miissen die beiden obigen Verhiltnis-
zahlen bei jedem beliebigen  respective m, nahe der Einheit liegen, falls jede
der Abweichungen der p respective m gegen den Mittelwert geniigend klein,
das heift kleiner, als etwa

o e i
l/"— i Tesp- Vm, ist.

Riicksichtlich der Bedeutung dieses Verhiltnisses fiir die Theorie der
Stabilitit -statistischer Reihen wire noch das Folgende zuerwihnen. Lexis
hat das obige Verhiiltnis als MaGstab fiir die etwaige Anderung statistischer
Reihen mit der Zeit vorgeschlagen. Derselbe wird zumindest fiir Erscheinun-
gen kleiner Ereigniszahlen unbrauchbar, weil er bei jeder beliebigen Anderung
derselben — die Unabhéngigkeit in der Zeit vorausgesetzt — einen Wert nahe
an 1 erhdlt. Seine Unbrauchbarkeit fiir den Fall, als einer verdnderlichen
statistischen Erscheinung eine kleine Grundzahl zukommt, hat Lexis selbst
hervorgehoben (W. Lexis ,Uber die Theorie der Stabilitit der statistischen
Reihen® in den Jahrbiichern fiir Nationalokonomie und Statistik 1876).

Die Ergebnisse von Bortkewitsch charakterisieren zahlenmiifig eine ganze
Classe von statistischen Erscheinungen, sind aber auch im allgemeinen fiir den
gegenwiirtigen Stand der Forschung in der Theorie der Statistik von Be-
deutung. Sie beweisen abermals, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit
grofem Nutzen in der Statistik Verwendung finden kann, wenn es gelingt,
bei Untersuchungen von statistischen Erscheinungen die Voraussetzungen fiir
die Giltigkeit der Sitze in der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erfiillen.

Der etwas weitgehenden Schlusshemerkung der Abhandlung: ,dass jedes
ausgerechnete neue Beispiel die wissenschaftliche Ueberzeugung erhirten helfe,
dass allen bevolkerungs- und moralstatistischen Zahlen mathematische Wahr-
scheinlichkeiten oder Funectionen solcher zugrunde liegen“, muss der oft citierte
Ausspruch von Lexis gegeniiber gestellt werden: ,formell freilich kann man
jeden Einzelwert einer symptomatischen Reihe als Naherungswert einer ab-
stracten Wahrscheinlichkeitsgrife betrachten; aber, da man weiter annehmen
muss, dass sich die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeit selbst von Jahr zu
Jahr oder von irgend einer Zeitstrecke zur andern in einer uns unbekannten
Weise #andert, so ist mit solcher Einfithrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
wenig gewonnen.©

In der That kann auch im vorliegenden Fall trotz der Ubereinstimmung
mit den Eigenschaften eines Zufallsspieles mit unabhingigen Einzelversuchen
von vorausgehenden Beobachtungen auf das Fintreffen in der Zukunft auch
nicht anndhernd geschlossen werden. ) Dr. Blaschke.

Theoretical Mechanics. A. E. H. Love. Cambridge, uni-
versity press 1897, 375 p.

Auf jeder Seite des vorliegenden Buches zeigt sich uns der Verfasser
als ein ausgezeichneter Lehrer, dessen Forderungen nicht auf Vielwisserei,
sondern auf grtindliche Beherrschung der wichtigsten Partien der Mechanik
ausgehen. Wir miissen gestehen, dass fiir die deutschen Verhiltnisse das Buch
zum Gebrauch an den Hochschulen ein zu hbeschrianktes Gebiet behandelf.



