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biquadratischen yon D i r i c h l e t  gegeben wurde. In der zwei~en werden die 
Gruppen der Ordnungen 2, 2g, 6 und 8 nebst den zugehbrigen Isomorphismen- 
gruppen als Gruppen bingrer Substitutionen nntersucht. Im Vorbeigehen 
werden nichtzykliehe Gruppen als sozusagen spseudozyklische" Gruppen mit 
Verwendung der Ga 1 o i s s c h e n Imagingren als Exponenten dargestellt. 

Dr. Schrutka. 

F. B e n n e k e .  E ine  konforme Abbi ldung  als zweidimensionale 
Logari thmentafel  zur Rechnung  mit komp]exen Zahlen. (Festschrift 
des kOniglichen Viktor ia -Gymnasiums zur 300j~hr igen  Jube]feier des 
kbnigl ichen Joachimsthalschen Gymnas iums  in Berlin.) Po tsdam 1907. 

Anf 9 Blgttern yon 313.220 mm 2 Grbl~e ist die konforme Abb]ldung 
tier Funktion Z - - X - ~  Y i -  log z ~ log (x-~ y i) ffir alle Werte welche den 

Ungleichungen 2 ~ X  < 3, 0 < Y < ~  log e - -  0"882188 genagen, dargestellt. Die 

Y 
x- und y-Kurven haben daher die Gleiehungen C - - X - - l o g  co log~ nnd C-- 

Y 
X-~log sind 1-oge; man erkennt leicht, daft die Kurven jeder Schar unter- 

einander kongruent und gleieh orientiert und die beiden Scharen zu einander 
symmetrisch sind. Das entsprechende Stffck der z-Ebene hat die Form eines 

mit den Grenzen 100 ~ x ~-1- y2 ~ 1000 o ~ arctan y ~ ~-. Viertelkreisringes 

Genfigt die Zah] z diesen Bedingungen nicht so ist sie dureh elne geeignet 
bestimmte Zahl zo ~ z 10p iq zu ersetzen und man erhalt log z - -  log zo -~- p -~ 
0'882188 i q. Der umgekehr~e u ist bei tier Aufsuchung des Numerus 
einzuhalten. Die Parallelen za den Achsen X ~  const Y--const .  sind durch 
die marten Linien eines quadra~isch geteilten Papiers (wie Millimel~erpapier nur 
mi~ der Seitenlange 0"91 ram), die x~ und y-Kurven dureh tiefschwarzs Li~lien 
dargestell~, welche im Gebie~ 2 ~ I X ~  2"45 fffr jede ganze Zahl nnd ffir jedes 
Vielfaehe yon i, im fibrigen Gebiet ffir jeden ffinf~en dieser Werte ausgezogen. 
Auf einer zehnten Tafel ist der Plan der Abbildung im Mafistab 1:3 zur 
Ubersieht wiederhol~ Die ~ypographische Ausffihrung lfi~t zu w~nschen ~brig. 

Dr. Schr'ut/~a. 

Die E n t w i c k l u n g  der  Lehre  yon den P u n k t m a n n i g f a l t i g k e i t e n .  
Von S e h o e n f l i e s .  2. T e l l  (Bar. der Deutschen ~[athematiker-  
Vereinigung)~ X - ~ - 3 3 1  S. (Leipzig~ B. G. Teubner~ 1908). 

Das ers~e Kapitel enth~ilt neu aufgefundene BedJngungen, welehe es za 
entscheiden gesmtten, wann zwei Mengen die gleiehe Maehtigkeit haben oder 
welche yon ihnen die gr51]ere hat; eine Reihe dieser Satze bezieht sieh spezieI1 
auf die Absehatzung der Machtigkeit yon Zahlklassen. Als Maehtlgkeit, atler 
abzahlbaren, aller perfekten, aller abgeschlossenen Teilmengen eines Rat~ms 
yon endlicher Dimensionenzahl sowie als die aller geordneten abz~ih]baren 
Mengen wird die des Kontinuums fes~gestellt; das gleiehe gesehieht ffir die 
M~ichtigkeit einiger Klassen yon Funkdonen und geod~tisehen Linien gewisser 
Flfichen. Der Verf. sueht gewisse Paradoxien des Mengenbegriffs zu entkr~en.  
~Die Einw~nde sind naeh der Ansieht des Ref. nieht ganz stichh~ltig.) 

Das zweite Kapitel berichte~ fiber Untersuehungen soleher geordneter 
~'[engen, die keinem ihrer resp. Abschnitte ~hnlieh sind; tier Veff. analysiert 
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ihre Beziehung zu Veroneses transfiniten Zahlen  und zu denjenigen Klassen 
monoton wachsender Funktionen, deren jede die Eigenschaft h a t ,  daJ~ die 
Unendlichkeitsordnungen ihrer Funktionen verschieden und vergleichbar sind 
und da~ sie in keiner umfassenderen K!asse derselben Art enthal~en ist. 

Im dri'cten Kapitel werden neue Beweise ffir die Zerlegbarkeit einer beli~- 
bigen abgesehlossenen Punktmenge in eine abzi~h]bare und eine perfekte mitget;eflt 
eowie fiir den Satz, dal3 die Zen~ren eines Systems yon Kugeln, wenn sie eine 
abgesehlossene Menge bilden, im ]nnern yon Kugeln endlieher Anzahl, die dem 
System angehSren, enthalten sind. Der Verf. zitiert eine neuerdings erfolgte 
Definition des Abstandes zw~ier Punkte mit abzhhlbar unendlich vielen Koordi: 
�9 ~aten, die es gestattet, die gewShnliehen Sii'cze fiber Punktmengen auf den 
Fall eines Raumes yon unendlich vielen Dimensionen zu iiber~ragen. Ferner 
werden die Haup~resultate der neuen Inhaltsbestimmung yon Punktmengen~ 
die jeder abzi~hlbaren Menge mel]barer Mengen und jeder komplementi~ren 
Menge ether mel~baren Menge ebenfalls einen Inhalt zuordnet, entwickelt. 

Da~ vierte Kapife] handel~ yon den gestaltliehen Grundbegriffen. AuI 
O rund des Axioms, dal] jedes Dreieck ein ,,inheres" Gebiet eindeutig besfimme, 
wird derselbe Satz ffir einfaehe Polygone aufgestellt; es wird untersaeht, wie 
Polygone~ die einander durchdringen, die Ebene zerlegen und wie Polygone, 
doren jedes die anderen ausschlie~t, darch gesonderte Streekenzfige zu einem 
System vereinigt werden kSnnen. Die  Sii.tze fiber die Teilung der Ebene 
bleiben aufrecht~ wenn jedes Polygon abzi~hlbar-unendlieh viele Strecken mit 
einer einzigen tthufungsstelle enthM~. Naeh der Definition yon ,Abstand~ 
mad ,,Fli~chenzahl" Wird zu einer beliebigen, in einem endliehen Kreis gelegenen 
Menge eine approximierende Polygonalfigur konstruiert und darauf die Defini- 
tion der Zusammenhangszah] eines ,,Gebier gegriindet (darunter eine Punkt- 
menge verstanden, die zu jedem ihrer Punkte aueh die Funkte ether um ihn 
besehriebenen Kreisfliiche enthMt and zu je zweien ihrer Pankte auch' die 
Punkte ether aus Strecken in endlieher Zahl bestehenden Verbindung derselben 
enthiil0: approximiert man hi, milch die Menge der Begrenzungspunkte des 
Gebietes G durch eine polygonale Figur, so kommt dem System der Gebiete, 
welche yon dem in G en~haltenen Teile der polygonalen Figur begrenzt werden, 
eine gewisse Zusammenhangszah] zu. die bet versti~rkter Annii.herung variiert; 
die obere Grenze dieser Zusammenhangszahlen wird als Zusammenhangszahl 
ven G bezeichner Daraus folgt: dal~ einfacb zusammenhi~ngende Gebiefe yon 
innen dureh einfache Polygone approximiert werden kSnnen. Die geschlossene 
Liinie wird auf fo]gende Art definiert: Die Punkte der Ebene sollen in 
drei Klassen: A, J ,and T, zeffalIen: 1. je zwei Funkte yon A.gehSren ether 
zusammenhangenden Teilmenge yon A an (d; h. einer solchen ubgeschlossenen 
Teitmenge, die sic~ nicht in zwei abgesehlossene Teile zerlegen li~I]t); das 
entsprechende gilt fiir J; T sell 2. abgesehlossen, 3. in einem endlichen Kreis 
enthalten, 4. mit der Gesamtheir der gemeinsamen Grenzpunkte yon d und A 
identisch sein; dann heist T eine gesehlossene Kurve. ~) Man kann beweisen: 
]. Um jeden Pankt yon A gib~ es eine aus lauter Punkten yon A hestehende 

~) Die in w 10, Satz XI. gemachte Voraussetzung, dal~ :T zusammen- 
h~ngend set, dfirfte nieht n~Jtig seth, dagegen mul~ ~nan bier und bet Satz XI[ 
und XV hinzufiigen, dab T in einem endlichen Kreise ]iegt. 
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Kreisfl~che (entspreehend ffir J), 2. T, ist peffek~, 3. zusammenh~ngend und 
enh~.lt 4: yon keiner Kreisfl~che alle Punkte. Wenn man die Voraassetzungen 
1, 2, 3 and die SchluBfolgerung 1 als erffillt annimmt, so folgt, dag die 
Menge T eine gesehlossene Kurve enthglt, die J and A trennt. Daraus ergibt 
sich welter, daBin der Grenzmenge T eines einfach zusammenhgngenden, in 
einem endliehen Kreis enthaltenen Gebietes sieh alle Punkte einer gesehlossenen 
Kurve befinden miissen und dab die Menge T das Gebiet vo]lstgndig bestimmt 
Geht man yon den in den Voraussetzungen 2 und 3 and in den Folgerungen 
3 and g enthaltenen Eigensehaften der Menge T a u s ,  so folgt, dab die 
~;tbrigen Punkte der gbene in ,Gebieten" endlicher oder abz~hlbar nnendlicher 
Mannigfaltigkeit vereinigt sind. Diese Sgtze werden aaf den gaum fibertragen. 
- - E s  folgen die Resultate neuerer Untersuchungen fiber die Gestalt der 
Punktmengen , in welchen Reihen analytiseher Funktionen gleichmaBig konver= 
gieren kSnnen, und fiber die Wertmengen, die solehe Funkionen bei Stellen 
ihrer natiirliehen Grenzen annehmen. 

Die I~anptresultute des ffinften Kapitels bezlehen sieh auf die Eigen= 
sehaften derjenigen Mengen, deren Punkte sich den Punkten einer gegebenen 
Menge umkehrbar eindeutig and stetig zuordnen lassen: Jedem Grenzpunkte 
der gegebenen entsprieht ein Grenzpunkt der zugeordneten Menge; ist die 
gegebene Menge abgeschlossen~ perfekt, zusammenhgngend, so hat die zugeord- 
nete die entspreehende Eigensehaft; ist die gegebene Menge eine gesehlossene 
Knrve oder eine solche saint ihrer begrenz~en Flgehe, so gilt far die zageord- 
nete das gleiche (far den Full, da~ die gegebene Menge aus den Punkten eines 
Kreisumfunges besteht, werden mehrere Beweise dieser Tutsaehe gegeben). 
Der gerf. nennt s01che geschlossene Kurven ,einfueh ~, deren Punkte yon innen 
and auBen ,erreiehbar" sind, d. h. sich mit einem beliebigen inneren oder 
guBeren Punkte dureh einen Streckenzug verbinden lasses, der ganz im Innern, 
resp. Augern ver]gaft and dessen Ecken, in h6ehstens abzghlbarer Menge, sich 
nut  bei dem Kurvenpunkte h~ufen k5nnen. (Ira folgenden Kupitel wird 
bewiesen, daB die Erreichbarkeit yon aul]en die yon innen nach sieh zieht 
and umgekehrt; femur, dub jede abgeschlossene, in einem endlichen Kreise 
gelegene Punktmenge, die keinen zusammenhgngenden Bestand~eil enth~lt, 
mindestens einer einfuchen, gesehlossenen Kurve angehSrt.) Jede einfueIm 
gesehlossene Kurve geht bei nmkehrbar eindeatiger, stetiger Abbildung in eine 
ebensolche fiber and lhBt sich ihrerseits dutch eine solehe Abbildung aus einem 
Kreise gewinnen. Einfaehzusammenh~ngende Gebiete gehen in ebensolehe fiber; 
wird die Grenze mit abgebildet and ist jeder ihrer Pankte yon dem Gebiet 
aus erreichbar, so gilt dusselbe ffir das Bild. Bildet die gegebene Meng e den 
Umfang eines Kreises (vgl. Kap. 6, III), so kann man eine umkehrbar ein- 
deaiige, stetige Zuordnung angeben, welche unter Aufreehterhaltung der 
Korrespondenz der Grenzen auch das Innere des Kreises auf das Innere der 
entspreehenden Karve abbildet. Die Zusammenhungszahl eines Gebietes bleibt 
stets erhalten, Der Verfi dehnt diese Sgtze summarisch auf den:Raum aus. 
Die Dimension bleibt in dem Sinne erhalten~ dab der vollen Umgebung eines 
Panktes des Raumes yon m Dimensionen bei umkehrbar eindeutiger and steti- 
ger Abbildung nieht die volle Umgebung eines Punktes in einem guam ~on 
mehr als m Dimensionen entspreehen kann. 

Dieser Sutz ist bekanntlieh nicht richtig, wenn die Zuordnung stetig: 
and eindeutig ist, ohne nmkehrbar eindeutig zu sein. Aber aach bei diesen 
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Transformationen (5. u. 6. Kap.) gilt: Einem Grenzpunkt entsprieht wieder 
ein Grenzpunkt. ether abgesehlossenen oder zasammenhltngenden Menge eine 
resp, gleichartige (ether perfekien im allgemeinen night); jeder abgeschlossene 
Teil der zugeordne~en NIenge entsprieht einem passend zu bestimmenden 
abgesehlossenen Teile der gegebenen Menge. /st diese speziell eine Streeke~ so 
lassen sieh ihr alle die and  n~r die zusammenhi~ngenden Gebietsgrenzen stetig 
:zuordne:n, deren Punk~e aus jedem Teile des Gebietes (den sic begrenzen helfen) 
erreichbar sind. Jedes ste~ige Bilcl ether Strecke (.stetige Kurve") ]iegt in 
einem endlichen Kreis, ist perfekt and  zusammenhi~ngend; es kann eine Fl$che 
sein, and zwar gilt der aus ether um~angreiehen Untersuehung erhaltene Satz: 
Daftir, dal~ ein ebenes, in einem endlichen Kreis enthaltenes Kontinuum C 
stetiges und eindeutiges Bild ether Streeke set, ist es notwendig und hinreichend , 
da]~ aus jedem Gebie~ G, welches keinen Punkt  yon C enthi~lt, jeder gemein- 
same Grenzpunkt yon G and C erreichbar set, and  dal] die Anzahl jener 
Gebiete G, in weleher der NIaximalabstand zweier Punkte fiber einer beliebig 
gegebenen Grenze liegt, endlieh set. " ES folgt eine Untersuehung fiber ,die 
:Besehaffenheit mehrfacher Punkte der stetigen Kurven; es gibt solche, deren 
si~mtliche Punkte yon der Ordnang der M~chtigkeit des Kontinuums vielfach sind. 

Das seehste Kapitel enth~lt noeh ein Referat fiber neaere Un~ersuchungen 
der L~inge yon Kurven und des Inhaltes krummer Fl~ichen some der 
:Frage, wann die Differenz der Inhalte zweier Polygone, die eine geschlossene 
:Kurve yon innen and  augen approximieren, under jede Grenze gebracht 
werden kann. 

Im siebenten Kapitel wird fiber einige Arbeiten berichtet, welche die 
Analogie zwischen Mengen yon Punkten und Nengen yon Funktionen oder 
Karven in Evidenz setzen. Versteht man ffir eine Menge yon Funkfionen 
(z. B. einer reellen Variablen) unter einem Grenzelement eine gleichm~flig 
erreiehte Grenzfunktion, so gilt der Satz: Daffir, da~ jede unendliche Teil- 
menge einer Funkfionenmenge ein Grenzelement habe, ist es notwendig und 
hinreichend, dal] die Funktionen s~mmtllch zwisehen endliehen Grenzen liegen 
]and gleichmN]ig s~etig sind (d. h. : konvergiert die Punktfolge x~ . . . x~ . . . 
gegen den Punkt  x, so konvergieren fiir alle Funktionen der Menge die 
l~unkfionswerte f(x~) gleichmii~ig gegen f(x), sobald n ~ co wird). Um die 
l?unktmengens~fze auf Mengen yon Bahnkurven anwenden zu kSnnen, sind 
Festsefzungen getroffen worden, wann zwei analyfisch definierfe Bahnkurven 
.'ds zusammenfallend angesehen werden so]len und wie der Abstand verschie- 
dener Bahnkurven zu verstehen isf. Man ist zu Systemen yon Funkfionen 
lind Kurven gelangt, die den Charakfer yon Punktmengen fragen, indem man 
yon den allgemeinsten MannigfMtigkeiten ausging, in denen Grenzelemente 
definiert sind, und sukzessive der Gesamtheif, der die befrachteten Mengen 
angeh6ren sollten, immer weitere Merkmale des Kontinuums der Punkfe beilegte. 

Das achte Kapitel enthi~lt Korrekturen zum ersten Teile des Berichfes 
and Notizen fiber Arbeiten, die in der neuesten Zeit Anwendung der Mengen- 
lehre auf die Funktionen reeller Veri~nderlicher gebracht haben. F. 

A r i t h m e t i k  u n d  A l g e b r a  z u m  S e l b s t u n t e r r i e h t .  V o n  C r a n t z. 
2 Tei le  ( , A u s  N a t u r  u n d  Geis teswel t"  Nr .  120 u. 205),  126 @ 127 S ,  
Leipzig~ B. G. Teubner~  1906 u. 1908. 


