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SUR UN FROBLI~ME D'ABEL. 

Par M. Maroe l  Riesz (Gy6r). 

( E x t r a i t  de  d e u x  l e t t r e s  ~t M. G. M I T T A G - L E F F L ~ ) .  

Adunanza del to luglio i9io.  

I. 

Je me h~te de vous communiquer que le texte fran~ais d'un passage de votre 
conf&ence de Rome, sur lequel je me suis permis une l~g~re remarque, peut &re main~ 

tenu presqu'enti~rement. Le texte qui se trouve dans votre lettre et qui correspond ~i 
l'original su~dois comporte une restriction qui n'est pas n&essaire: c'est la condition 
de Ln, scmxz. En effet je viens de d&x~ontrer le thSor~me suivant (en parlant toujours, 
pour fixer les id;~es, de la m&hode de votre troisi~me Note): 

D~signons par ~ et ~ . ' (~  ~.) deux quantit~s positives. Si la branche fonctionnelle 
FAI~)(x) s'approche inddfiniment d'une valeur ddtermin&, quand x, de l'inte'rieur de la 
figure V lal ddcrite autour de la demi-droite entre l'origine et un sommet, tend vers ce 

sommet, l'expression c o --~ s Gt,(xlo~' ) reste convergente si l'on y introduit l'a~xe du 
12.=t 

sommet et elle exprime par consdquent la valeur de la branche fonctionnelle en ce point. 
Le th6or~me que je viens d'6noncer, suppose essentiellement ~' ,~ ~. Dans le cas 

~'---~ ~ je peux donner des exemples qui le mettent en d6faut. 
Pour d6montrer cet ~nonc6 je vais d'abord &ablir le th~or~me qui suit. 
Soit f ( z )  une fonction de la variable complexe, continue dans le domaine D 

et sur son contour, qui soit rdguli~re dans le domaine D exceptd au point Z - -  i. Dans 
ces conditions, le ddveloppement taylorien de la fonction autour du point Z - -  o 

a n 

ao+a  + . . .  + + . . .  

est convergent pour ~----- ~. De plus, il converge nniformdment sin" la circonfdrence 1~1---- I. 
D~signons par 1 ~ une courbe fermC:e, renfermant le point ~ = o, compos& d'un 

arc de cercle de centre ~ - - o ,  de rayon r (t  ~ r ~ R ) ,  et des deux demi-droites 

O) a r g  = + 
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On a 
i .s /(O r d 

a o + a , + " ' + a o = L ~ / _ _  ~ ~: , - -  ~L ~ ~, 

F' dtsignant 'une courbe quelconque renfermant le point ~ ~ o et inttrieure /t la 
courbe F. En tenant compte de la continuit6 de f(K) au point ~ - -  I on conclut 

I ( f ( ;~)  ( ~  ) 
(2 )  a o + a , +  . . .  + s  - -  - - I  d;(. 

Nous pouvons supposeu sans restreindre la gtntralitb, 

f ( I )  --" o. 

Pour d6montrer notre th tor tme,  il nous suffira de montrer que l'inttgrale (2) tend 
I 

vers z6ro avec - - .  
n 

D6signons les points d'intersecfion du cercle de rayon r et des demi-droites ( I )  

par ~i et ~ .  I~tant donn6e une quantit6 positive ~, aussi petite qu'elle soit, nous pou- 
vons choisir le rayon r ~ I, assez rapproch~ de I pourqu'on ait 

(3) I f (O]  ( *  

pour les points de notre domaine D satisfaisant A l 'intgalitt 

Ayant fix6 r, on peut choisir v assez grand pour qu'on ait, pour toute valeur de n ~ v, 

sur l'arc de rayon r 

j~7~ f ( ; 0  ~ + i d z  
(4) x - -  ~ < d,  

~' &ant donn6 d'avance. 
n d~signant maintenant un nombre d&ermin~ ) v, soit ~o le point du segment 

(I ,  ~,) tel que 
I I ~ - I  - - - - .  n 

O) 

On a 

...-~ 

f~o Pj~ I 
f ( z )  

al~l cos~d~o I~l 

cos~ n " ]~,1" ( c o s ~  
De m~me, 

(6) 

D'ailleurs l'int6grale 

i - -  Z ;(;;~d ;(! ~ cos 

fr o J (O d~, 
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prise sur I" dans le sens positif, est plus petite que 2 ~ ,  car elle est ~gale ~ l'intbgrale 

prise sur l'arc de cercle int&ieur au domaine D, de centre Z = I, passant par les 

points ~ et Zvo et sur cet arc 

(7) 

Les in~galit& (3), (4), (5), (6) et (7) montrent, qu'aussi petite que soit la quantit/: 
positive "t,, on peut choisir n assez grand pour qu'on air 

ifoO f(K) I 

7'  Or ~" t 1 lnt~brale &ant prise sur 1" dans le sens positif. Passons maintenant ,'i 1 mtcgrale recti- 
ligne prise sur le segment ( i ,  Zo) 

I 

--= f(~)(( ,; . ,  + + ( dzl < (n + 1)a [ d Z [ < n + l  . . . . . . .  . - . ~ 2  ~,. 
n 

De mdme 

f ~ ~  f(Tv) ( I ) I - -  ~( ~ z' - I d7 v ~ 27,; 

donc enfin nous avons &abli que la quantit6 

i f 

1 
tend vers z6ro avec - - .  

n 
[Le mdme raisonnement montre que la convergence de la s6rie 

, . .  ~ t  

ao-~ a z-- ~ --~ a + . . .  
est uniforme sur le cercle de rayon I]. 

Cela pos6, le th6or~me que j%nonce au commencement de ma lettre sur la conver- 
gence de vos sbries de polyn6mes se d6montre facilement grhce h la forme que vous 

avez donn6e au reste de ces s&ies. Cette fonne montre tr~s nettement qu'~t tout 
th6or~me concernant la convergence ou la divergence des s6ries enti~res, correspond un 
th~or~me concernant la convergence ou la divergence de vos s&ies de polyn6mes. 

Pour fake la d6monstration, supposons que le sommet en question soit le point 

x----- I. Effectuons la transformation conforme du plan de la variable u, sur le plan de la 
variable x~ par la fonction g~n6ratrice 

x = f ( u l ~ '  ) 

de votre troisi~me Note. La figure V/~''/ correspond au cercle de centre o et de rayon I 

du plan des u. Comme la fonction F A  t~l(x) est r6guli~re A l'int&ieur et sur le contour 

de la figure g6n&atrice V/~, except6 au point x - - - i ,  la fonction O ( u ) = f [ f ( u ] ~ ' ) ]  
est r~guli~re dans tout le cercle 

lu l l1  
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except~ aux points u = ~ et u = - -  I. [Ce dernier point est singulier parce que u---- - -  I 

est un point singulier de la fonction f(u[-~')] .  Cependant, la fonction *(Ir est finie et 

continue dans tout le cercle et sur tout son contour, y compris les points u =___+ I. De 

plus, la fonction F A I ~ ) ( x )  est suppos& r6guli&e aussi ~ l'int6rieur de la figure g~n&a- 

trice Y ~1, off 7 ~  ~.', et elle est continue aussi lorsque le point x tend vers x =  I en 

restant A l'int6rieur de cette figure�9 La fonction r  est donc certainement r~guli~re 

dans un voisinage de u - -  i d61imit~ par des demi-droites formant avec l'axe r~el les 

ang les -~-~  { o ~ z ~ - ~ - ) .  De plus, elle est continue lorsque la variable u tend 
d ~ 

dans ce voisinage vers u - - I .  Donc, enfin, on pourra tracer une courbe ferm& fl com- 

lbos~e des segments de droite ci-dessus et d'uue courbe ouverte touchant ext~rieurement 

le cercle de centre o et de rayon I au point u = - - I ,  n'ayant que ce point commun 

avec le cercle et dans laquelle ~ ( u )  ait les propri&6s suivantes: 

Elle est finie et continue dans tout l'int~rieur de la courbe et y est r~guli~re, 

except6 aux points u = + I. La forme du reste de votre s&ie de polyn6mes sera donc 

fil l(U)-- Ill(I) ( I I) 
du. 

2 ~ i  d~ I - -  U �9 u ~-+' 

Une tr~s l~g~re modification du raisonnement que nous avons fair pour la courbe F, 
I 

prouve que cette int~grale tend aussi vers z~ro avec - - .  
n 

On voit, dans quel cas tr~s g~n6ral le probl~me d'ABEL est r~soluble par votre 

m&hode. 
Je remarque encore que la condition de continuit~ peut &re remplac~e par des 

conditions beaucoup plus g~n~rales, comme je l'ai indiqu~ dans ma Note:  Sur  les sdries 

de DIRICHLET et les sdries entikres "). 

Paris, 24 Mai I9IO. 
MARCEL RIESZ. 

II. 

�9 ~ ~ ~ . . . . .  ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . .  ~ ~ ~ ~ . . . . . .  ~ ~ ~ ~ 

Je vous suis tr~s reconnaissant de m'avoir observ~ qu'un passage de ma lettre 

(uniformit~ de la convergence) vous paraissait obscur. J'avais raison de dire que dans 

les conditions indiqu&s la convergence est uniforme, mais j'avais bien tort de ne pas en 
donner la d~monstration d&aill&. Mon excuse est que dans cette publication c'est l'ap- 
plication que j'avais principalement en rue. Comme le raisonnement (que je m'imaginais 

x) Comptes rendus hebdomadaires des st~ances de l'Acad~mie des Sciences (Paris), t. CXLIX 
(2 e semestre x9o9), pp. 9o9-912. 
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beaucoup plus simple, ne l'ayant jamais mis sur papier) me sembte assez d61icat, jo me 

permets de vous le donner dans cette lettre. Dans un prochain travail je vais rSunir 

mes deux raisonnements. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . .  

J'ajoute qu'il n'&ait pas inutile de remarquer que je parlais de la re&bode de votre 
troisi6me Note. I1 est tout h fait essentiel que les deux arcs de la figure g6n&atrice 

ferment au point I un angle (~r:) qui diminue avec ~:. Ce n'est pas le cas pour les 
m6thodes bas~es sur l'int~grale de LAPLACE-ABZL d6pendant d'un param&re ~. Et en 

effet je peux construire une fonction continue dans tout le domaine I Z l / ~  r+guli~re 

en tout point, except6 le point Z - - ~ ,  dent le d&eloppement taylorien n'est sommable 

au point z, = ~ par aucune des m&hodes de LAPLACE-ABEt, aussi petit que soit le pa- 
ram6tre =. 

En reprenant les notations de ma derni~re lettre, on a 

~ x  
(i) f ( x ) - ( a o + a , x +  + a x " ) -  f 

x d6signant un point quelconque de la circonf6rence 

different de x = I. Nous allons d6montrer que cette int6grale tend uniform6ment vers 
I 

z6ro avec - - .  I1 suffit 6videmment d'effectuer ia d6monstration pour les points situ6s 
n 

sur la demi-circonf~rence sup~rieure. 
Nous d~signons les droites 

a r g ( z - -  I ) = + z  

par d et ~ Nous supposons de nouveau 

(2) t(I) = o. 
Nous fixons de nouveau le point Z, sur la droite d, de maniere que l'on ait 

(3) [f(<)l ~ ~ 

pour les points de notre domaine satisfaisant ~ l'in6galit6 

(4) 1 ~ - - I  1 ~  I~, - - I  1. 

Apr~s avoir fix6 le point L e t  par cons6quent le rayon r, nous d&erminons le nombre 
'n de faqon ~, satisfaire aux trois conditions suivantes: 

I ,4) - - < r - -  i. 
n 

B) f (z) .~ ~,, 

Z d6signant un point quelconque de l'arc de rayon r, et x un point quelconque de la 
circonf6rence de rayon I. 
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C) D~signons en outre par x le point de la circonf6rence ]x I =  x qui est ~t la 

distance ~ de la demi-droite d et imposons enfin ~ n la condition suivante: 
n 

: L {:,- I x . - -  i l +  n __ 

I 
Dans cette condition tout cercle d~crit avec le rayon - -  autour d'un point quelconque 

n 

de l'arc ( x ,  I) est int~rieur au cercle qui est d~crit autour de x - -  I e t  qui passe 

par Z .  Donc on a, en vertu de (3), 

(5) I f ( O r  / * 

dans tous ces divers cercles. (flvidemment, nous ne consid+rons que la partie de ces 

cercles qui est int+rieure au domaine r).  
Les conditions A), B) et C) ~tant remplies pour un certain hombre v, le sont 

pour tout nombre 

n dtant choisi de cette mani~re, envisageons l'int+grale / ( x ) ,  x d~signant un 

point quelconque (--~ x) de la demi-circonf+rence sup+rieure. Pour les points x situ+s sur 

l'arc ( - -  :, x,,) on a 

' : f:' f ( z )  [ x ~"+% _ i f' f ( z )  [ x ~"+'a.-- I f:' f ( z )  i x ]"+'a.} 

~n(~I I f(l I ) 
_ _ _ r . ' + 2  [d:l-t-  . 

de ma lettre la somme de ces int+grales est ~ - -  Or, d'apr6s le raisonnement 

on a, pour tous ces points 

(6) 

2 
�9 Done 

n c o s  

X, 
2 8  ~, 

I 
~. tendant vers z~ro avec - -  

n 

Passons maintenant aux points x situ~s sur l'arc ( x ,  x) (except~ les extr~mit~s 
: 

de cet arc). Tra~ons autour d'un point quelconque de cet arc un cercle de rayon - -  
n 

qui va couper le contour F e n  deux points ~. et ;'4.. Ces points seront situ's ~) sur 

le segment O ,  ~i,), ou bien le point "~. sera situ~ sur ce segment, tandis que ;'~. sera 

situ~ sur le segment (I ,  ~,). (Dans le premier cas c'est le point sup~rieur que nous 

d~signons par 6.). On a, en tout cas, 

Z i "" f ( O  d :  -3 t- f~"  f ( O  d 
- -  . Z - - x  12~* d : ~  : - x  ' 

a) En  ver tu  de A) aucun des cercles ne coupe l 'arc de r ayon  r. 
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ce dernier chemin d'int~gration se composant d'un ou de deux segments de droites, et 
le premier, de l'arc de cerde de rayon r et des segments de droites. La premiere int6 
grale est, d'apr~s le raisonnement que nous venons de fake, 

2 ~  

r~' q-  cosy ' 

donc il ne nous reste qu'A ~valuer la seconde int~grale. On a de nouveau 

I x \  .+, 

I f ~ " f O 0  x '"+'  I 2_~/f~i" k--Z~_~x - I z  d z + ~  x fO0 dz 
---~ 2~v i j~ .  Z ~ X  

- -  - -  I :~" T(Z~) d~ 12"/~iI f ' " f ( ; ) [ ( -~)n+" '+(-- '~)+I ]d;(+ -2~iJ~ z-x  Z 

La longueur du chemin d'int~gration de ~, A ~' est 

< •  
/'l 

Par consequent, la premiere int~grale est 

<2, n + i < 2 , .  
7~ n 

D'ailleurs, on a 

s f (z )  dK 
, ~ - - x  --  f ( x ) - - - -  

en d6signant par C l'arc de cercle de rayon I _  d&rit autour du point x, joignant les 
n 

points ~ et ~' et situ6 A l'int6rieur du domaine F. Or on a, d'apr~s (3), 

If(x)l < 
et d'apr~s (5) 

If(z) ] < ,  
le long de l'arc C. I I en  r&ulte 

f dz & f Jdzl I f(K) ( .~ ', 
z -x  2~g~lz--xl 

donc enfin 

Paris, I2 Juin I9IO. 

MARCEL RIESZ. 

R ~ d .  C i r c .  M a t e r a .  Palerrao~ t. XXX (2 ~ sere, x9xo ). - -S t ampa to  il 26 agoato [9to. 44 


