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SUR UN PROBLEME D’ABEL.

Par M. Marcel Riesz (Gyor).

(Extrait de deux lettres 4 M. G. MITTAG-LEFFLER).

Adunanza del 10 luglio 1910,

.................................................

Je me hite de vous communiquer que le texte frangais d’un passage de votre
conférence de Rome, sur lequel je me suis permis une légére remarque, peut étre main-
tenu presqu’entierement. Le texte qui se trouve dans votre lettre et qui correspond A
Poriginal suédois comporte une restriction qui n’est pas nécessaire: c’est la condition
de Lipscurrz. En effet je viens de démontrer le théoréme suivant (en parlant toujours,
pour fixer les idées, de la méthode de votre troisieme Note):

Désignons par » et 2'(< «) deux quantités positives. Si la branche fonctionnelle
FA® (x) s'approche indéfiniment d’une valewr déterminée, quand x, de Pintérienr de la
figure V'@ décrite autour de la demi-droite entre Uorigine et un sommet, tend vers ce
sommet, Uexpression ¢, -+ 2 Gp(x|<x') reste convergente si on y introduit Taffixe du
sommet et elle exprime parp_conse’quent la valeur de la branche fonctionnelle en ce point.

Le théoréme que je viens d’énoncer, suppose essentiellement «’ < . Dans le cas
2’ = « je peux donner des exemples qui le mettent en défaut.

Pour démontrer cet énoncé je vais d’abord établir le théoréme qui suit.

Soit f(3) une fonction de la variable complexe, continue dans le domaine D

Izl L R R>1),
sLarg(z —1) L2 — 3 (o<?.s<-:—),

et sur son contour, qui soit réguliére dans le domaine D excepté au point = 1. Dans
ces conditions, le développement taylorien de la fonction autour du point 7 = o

4+azx+ - +al 4
est convergent pour ==1. De plus, il converge uniformément sur la circonférence |7|=1.
Désignons par I' une courbe fermée, renfermant le point 7 = o, composte d’un
arc de cercle de centre 1 = o, de rayon r (1 <{r <{R), et des deux demi-droites

(1) agx— 1) =t =
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a,+a + - +a, J& ,,Iﬂdl,

2 T l Il I — e
I'" désignant une courbe quelconque renfermant le point z = o et intérieure 4 la
courbe T. En tenant compte de la continuit¢ de f(%) au point 7 = 1 on conclut

(2) a,+a,+ - +a, f(({ ((H, — I)d(.

u'l P‘[_'\

Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité,

f() =o.
Pour démontrer notre théoréme, il nous suffira de montrer que Pintégrale (2) tend
vers zéro avec %

Désignons les points d’intersection du cercle de rayon 7 et des demi-droites (1
g p y »

par 7, et z,. Etant donnée une quantité positive ¢, aussi petite qu'elle soit, nous pou-
vons choisir le rayon r >> 1, assez rapproché de 1 pourqu’on ait

(3) fRI<e
pour les points de notre domaine D satisfaisant 4 I'inégalité
Ix—1 Lz — 1}
Ayant fixé r, on peut choisir v assez grand pour qu’on ait, pour toute valeur de 7> v,

sur I'arc de rayon r

G fR)
Az <,
(4) ( iy

¢’ étant donné d’avance.
n désignant maintenant un nombre déterminé > v, soit z, le point du segment

(1, z,) tel que

I
|%—1|=7-
On a
"f(z) I f
ld £ n+ld
— z<" P 14l

1 |dzl,
) -ef‘vﬁﬂu|u<mw/},mdm

1 I
=ais 7 (o ~oF) <aw

U f(z) I d(‘< ¢

i { Z_’I+l cos 3 N
o

[0

%0

De méme,

(6)

D’ailleurs 'intégrale
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prise sur T dans le sens positif, est plus petite que 2x¢, car elle est égale 4 l'intégrale
prise sur l'arc de cercle intérieur au domaine D, de centre z = 1, passant par les

points z €t z, €t sur cet arc

(7) /'f%id( < 8‘/'{?%?(1 < 2me.

Les inégalités (3), (4), (5), (6) et (7) montrent, qu’aussi petite que soit la quantit¢
positive ', on peut choisir # assez grand pour qu’on ait

j “’f(()(ﬂl I)d,’{
Jio TN

intégrale étant prise sur I' dans le sens positif. Passons maintenant 4 l'intégrale recti-

ligne prise sur le segment (1, 2.)

© fix) (qﬁ“ I)dﬂ

W, I—XZ
= [1®( ,,“+ a0 (i < E e <

De méme

?"_fl@w(_l_ —1)ax
\ I - Z‘ Z_’H-Fl

donc enfin nous avons établi que la quantité

la, + -+ +a|= ‘#? F;I(_—Z){((nlﬂ — I)d(l

I
tend vers zéro avec —.
n

[Le méme raisonnement montre que la convergence de la série

b+ azt o tad o
est uniforme sur le cercle de rayon 1]

Cela pos¢, le théoréme que j’énonce au commencement de ma lettre sur la conver-
gence de vos stries de polyndmes se démontre facilement grice 4 la forme que vous
avez donnée au reste de ces séries. Cette forme montre trés nettement qu’i tout
théoréme concernant la convergence ou la divergence des séries entiéres, correspond un
théoréme concernant la convergence ou la divergence de vos séries de polyndmes.

Pour faire la démonstration, supposons que le sommet en question soit le point
x=1. Effectuons la transformation conforme du plan de la variable u, sur le plan de la
variable x, par la fonction génératrice

x = f(u|")
..y !
de votre troisitme Note. La figure /*” correspond au cercle de centre o et de rayon I
du plan des #. Comme la fonction F A“ (x) est réguliére & Iintérieur et sur le contour
de la figure génératrice 7', excepté au point x =1, la fonction @ (u)=F[f(u|2")]
est réguliére dans tout le cercle

|ul L1
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excepté aux points # =1 et #= — 1. [Ce dernier point est singulier parce que u— —1
est un point singulier de la fonction f(u|«")]. Cependant, la fonction ®(x) est finie et
continue dans tout le cercle et sur tout son contour, y compris les points == 1. De

plus, la fonction F A™ (x) est supposée réguliére aussi & intérieur de la figure généra-
trice V™, ot 2>>«', et elle est continue aussi lorsque le point x tend vers x=1 en
restant 4 l'intérieur de cette figure. La fonction @ (%) est donc certainement réguliére
dans un voisinage de # — 1 délimité par des demi-droites formant avec I'axe réel les

angles + (o< s %) De plus, elle est continue lorsque la variable » tend

dans ce voisinage vers ¥ =1. Donc, enfin, on pourra tracer une courbe fermée @ com-
posée des segments de droite ci-dessus et d’une courbe ouverte touchant extérieurement
le cercle de centre o et de rayon 1 au point »=-—1, n’ayant que ce point commun
avec le cercle et dans laquelle ® (%) ait les propriétés suivantes:

Elle est finie et continue dans tout lintérieur de la courbe et y est réguliére,
excepté aux points # = -+ 1. La forme du reste de votre série de polyndmes sera donc

L [rO=tO
271 Jg I—u  \u

Une trés légére modification du raisonnement que nous avons fait pour la courbe T,

. . I
prouve que cette intégrale tend aussi vers zéro avec o

On voit, dans quel cas trés général le probleme d’ABEL est résoluble par votre
méthode. '

Je remarque encore que la condition de continuité peut étre remplacée par des
conditions beaucoup plus générales, comme je I'ai indiqué dans ma Note: Sur les séries
de DIRICHLET et les séries emtitres *).

Paris, 24 Mai 1910.
Marcer Riesz

.................................................

Je vous suis trés reconnaissant de m’avoir observé qu’'un passage de ma lettre
(uniformité de la convergence) vous paraissait obscur. J'avais raison de dire que dans
les conditions indiquées la convergence est uniforme, mais javais bien tort de ne pas en
donner la démonstration détaillée. Mon excuse est que dans cette publication c’est P'ap-
plication que j’avais principalement en vue. Comme le raisonnement (que je m’imaginais

) Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des Sciences (Paris), t. CXLIX
(2° semestre 1909), pp. 909-912.
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beaucoup plus simple, ne ayant jamais mis sur papier) me semble assez délicat, jc me
permets de vous le donner dans cette lettre. Dans un prochain travail je vais réunir
mes deux raisonnements.

Jajoute qu’il n’était pas inutile de remarquer que je parlais de la méthode de votre
troisitme Note. Il est tout 4 fait essentiel que les deux arcs de la figure génératrice
forment au point 1 un angle (=) qui diminue avec ». Ce n’est pas le cas pour les
méthodes bastes sur Iintégrale de LapLace-ABer dépendant d’un paramétre «. Et en
effet je peux construire une fonction continue dans tout le domaine || 1 réguliére
en tout point, excepté le point =1, dont le développement taylorien n’est sommable
au point 7 = 1 par aucune des méthodes de [.apLACE-ABEL, aussi petit que soit le pa-
rametre a.

En reprenant les notations de ma derniére lettre, on a

x HT
uy 1 ) (-{) —_— .
) f@ =@ tart o) =] QT di=10),
x désignant un point quelconque de la circonférence
x| =1,
différent de x = 1. Nous allons démontrer que cette intégrale tend uniformément vers

zéro avec —:T Il suffit évidemment d’effectuer la démonstration pour les points situés
sur la demi-circonférence supérieure.
Nous désignons les droites
ag(x — ==L
par d et d. Nous supposons de nouveau
(2) ra=o.
Nous fixons de nouveau le point g sur la droite d, de maniére que l'on ait

(3) fRLe

1

pour les points de notre domaine satisfaisant 4 I'inégalité

ey x—1lL iz — 1l
Aprés avoir fixé le point z, et par conséquent le rayon r, nous déterminons le nombre
n de fagon 4 satisfaire aux trois conditions suivantes:

4) —:1— <r—1
2 Z(5) <

z désignant un point quelconque de P'arc de rayon r, et x un point quelconque de la
circonférence de rayon 1.
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C) Désignons en outre par x, le point de la circonférence x| =1 qui est 4 la

distance — de la demi-droite d et imposons enfin & # la condition suivante:
n

‘xn_1|+%élzl—ll'

o . 1 , .
Dans cette condition tout cercle décrit avec le rayon ~, Autour d’un point quelconque

de Parc (x . 1) est intérieur au cercle qui est décrit autour de x = 1 et qui passe
n? p
par z,. Donc on a, en vertu de (3),

(s) |flLe

dans tous ces divers cercles. (Evidemment, nous ne considérons que la partie de ces
cercles qui est intérieure au domaine I).

Les conditions 4), B) et C) étant remplies pour un certain nombre v, le sont
pour tout nombre

NV

n étant choisi de cette maniére, envisageons lintégrale I (x), x désignant un
point quelconque (54 1) de la demi-circonférence supérieure. Pour les points x situcs sur
Parc (— 1, x,) on a

[In(x)|=!5;—i./j’£%(—;—) +2m f(zzc( z ) +2m ) f(() ( k4 ) d(‘

en( (M 1 O
cre 20—zl [ —wmldzl)-
=’ Zﬁ(f(-,lzl”*‘l « f 2! zl)

\ . . 2
Or, d’apres le raisonnement de ma lettre la somme de ces intégrales est <ﬁ—c-b—s-. Donc
S5

on a, pour tous ces points X,

(6) L) < oo 18"

cos ¥
1
n, tendant vers zéro avec — .
n
Passons maintenant aux points x situés sur Parc (x,, 1) (excepté les extrémités
. . I
de cet arc). Tragons autour d’un point quelconque de cet arc un cercle de rayon -

!

qui va couper le contour ' en deux points 3, et .
le segment (1, 7,), ou bien le point %, sera situé sur ce segment, tandis que &, sera

Ces points seront situés ?) sur

situé sur le segment (1, z,). (Dans le premier cas c’est le point supérieur que nous
désignons par £). On a, en tout cas,

L@l =l [ IO (1) ag L O (2)
O (Y e o [ () e,

— 271 E” Z_ —_ X
%) En vertu de A4) aucun des cercles ne coupe l'arc de rayon 7.
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ce dernier chemin d’intégration se composant d’un ou de deux segments de droites, et
le premier, de I'arc de cercle de rayon r et des segments de droites. La premitre inte-
grale est, d’aprés le raisonnement que nous venons de faire,

2¢
coss’

<re 4

donc il ne nous reste qud évaluer la seconde intégrale. On a de nouveau

()
2 [P o ()]s

La longueur du chemin d’intégration de £, 4 & est

<t

n

n+1

=;%zf:f<<>(7)x dig E:'f(z)dz

2me,Jy {—X l

sz f&) 4 »

Par conséquent, la premiére intégrale est

iifl+. I <25

i
D’ailleurs, on a

f J®) dzl__’f(x) sz &) d(ié“‘( )|+ sz J@_ dzl

en désignant par C lParc de cercle de rayon 7 décrit autour du point x, joignant les

271

points £ et £ et situé 2 Dintérieur du domaine . Or on a, d’aprés (3),

1f()] <e
f@<e

et d’aprés (5)

le long de Parc C. 1l en résulte

Ry

27 Jog — x

|4z
cli—x]

L

27Tt — X
g X

<s

e

donc enfin

Paris, 12 Juin 1970.

MarceEL RiEesz.

Rend. Girc. Matem. Palermo, t. XXX (2° sem. 1910). — Stampato il 26 agosto 1g10. 4“4



