Ueber die algebraischen Formen, deren Hesse’sche Deter-
minante identisch verschwindet.

Von
P. Gorpax und M. NérHER.

Die Bedeutung des identischen Verschwindens der Hesse'schey
Determinante einer algebraischen Form ist von Hesse, zunichst im
42, Bande, dann im 56. Bande des Crelle’schen Journals, dahin ausge-
sprocheu worden: dass die Beziehungen, welche zwischen den partiellen
Differentialquotienten, den Polaren, der Form herrschen missen, linears
seien, oder, was dasselbe ist, dass sich die homogene Form von 7 Va-
riabeln durch lineare Transformation auf eine solche von weniger als
» Variabeln zuriickfiihren lasse. Aber auch der zweite Beweis, welcher
ein System linearer Gleichungen in unvollstindiger Weise auflost, ist
seit lange als unzulissig erkannt worden®).

Trotz der sehr verschiedenartigen Methoden, welche sich zur Be-
handlung des Problems darbieten, hat bisher die Frage nach der Rich-
tigkeit des Hesse’schen Satzes nicht enischieden werden kinnen, Nur
fir die den biniren und den guadratischen Formen, bei welchen der
Satz selbstverstindlich richtig ist, niichststehenden beiden Falle, den
der terniiren cubischen und den der gualerndren cubischen Formen, st
durch H. Pasch anf dem Wege von Determinantenrelationen e¢in Be-
weis des Saizes erbracht worden®). Und ferner hat der eine von

*, Wic dem einen von uns (N.) vor langerer Zeit von H. Chrictoffel mit-
getheilt wurde, sind die Mangel des Beweises gleich nach Erscheinen des zwei-
ten Hesse’schen Aufsatzes bemetkt worden, und wurde von H. Weierstrass
¢in Zweifel an der Richtigheit des Satzes gefussert. Von denm unten folgenden
Resultaten hat H. Christoffel die eindeutige Umkehrbarkeit der Formfiu (If”
des § 2. bei jener Gelegenheit angegeben. Die falschen Beweise sind i?bnfgens in
die meisten Lehrbicher Gbergegangen, so in Bricschi’s Determinanti, in Sal-
mon-Fiedler's Algebra der linearen Transformationen, ete,

*+) §. Crelle-Borch. 80, p. 169.
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uns, durch Betrachtung des Verhaltens der Determinante einer redy.
cibeln Form in Bezug auf deren Factoren und der zwischen den Po
laren bestehenden Relation, die ferndrven Formen iiberbaupt erledigt®,
Endlich ist hier zu bemerken, dass friher auch H. Sylvester den
Fall vop linearen Relationen zwischen den Polaren behandelt hat®)
indem er dieselben in die entsprechenden Coefficientenvelationen anf
gelost hat; wobei er indess nieht auf die Bedeutung der in der Hegse'
schen Determinante enthalienen Coefficientenaggregate eingeht.

Bei der Wichtigkeit, welche die Hesse’sche Covariante einer Form
fiir diese hat, haben wir die Untersuchung wieder aufgenommen, in-
dem wir die Frage nach denjenigen Formen gestellt haben, deren
Determinante identisch verschwindet. Dabei hat sich nun der Hesse'
sche Satz als im Allgemeinen wmmrichfig erwiesen, vielmehr ist unser
Resultat:

Der Hesse'sche Satz gilt, wic selbstverstindlich fir die bindren,
s0 auch fiir alle terndren und gquaterniren Formen, dagegen wicht mehy
far die Formen von mehr als vier Variobeln und von hiherer als der
sweiten Ordnung. Fiir diese hihern Fille lassen sich ganze Classen
von Formen aufstellen, deven Hesse'sche Determinante identisch ver-
schwindet, ohne dass zwischen ihren Polaren lineave Relationen stoll
finden.

Der Weg, auf welchem wir die Untersuchung®*#) fithren werdes,
ist zonichst die Betrachtung einer linearen partiellen Differentialgler
chung, welcher die Form f und deren Polaren Geniige leisten. Die
Coefficienten dieser Gleichung sind nicht divect gegeben, sondern selbst
wieder Functionen, die dureh ein System partieller Differentialgler
chungen definirt werden. Bine der wesentlichen Aufgaben war, ans
der &ahl der Losungen dieses Systems diejenigen auszuschexden welche
ganze Functionen der Variabeln sind. Und dies geschieht hier, wene
auch nicht fir den aligemeinsten Fall, durch Betrachtung einer an
sich intevessanten Art von rationalen Trausformationen der Varia:
beln, zu welchen die Functionen unseres Systems Veranlassung geben,
niimlich solcher, bei welchen die Transformationsdeterminante
eine Reihe ihrer Unterdeterminanten identisch verschwinden. Insbesoi
dere werden auf diesem Wege in § 8. die quiniiren Formen vollstindig
erledigt.

*) Gordan ,Ueber einen Satz von Hesse®, Sitzungsber. der phys.-wed
Soc. Erlangen, v. 13. Dee. 1875,

**} Philos. Magazine, Ser. IV, vol. 5 (1833).

T+ Ein Ausug aus derselben ist schon in den Sitzungsber. der phys.- -med.
Soc. Erlangen, v. 10. Jan. 1876, mitgetheilt worden.
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§ 1L
Problemstellung. Definition der Functionen 2.

Die ganze algebraische homogene Form der r Vayiabeln
Lyy Tyy v 00 Ly
welche - wir der Untersuchung zu Grunde legen, bezeichuen wir mit
(1 [ (@, %5 -0+ 2r)e
Von dieser Form setzen wir vorans, dass die Determinante ihrer zwei-
ten partiellen Differentialquotienten
) o= Zi‘_fnﬁw oo frr
und die Unterdeterminanten derselben bis zu irgend einer bestimmten
Ordoung hin identisch, fiir alle Werthsysteme der 2, verschwinden.
Da die Determinante A, gleichzeitiz Functionaldetermuinante der
ersten partiellen Differentialquotienten
f; 17 ﬁz: e fr
von f ist, so sagt das Verschwinden von A, aus, dass zwischen diesen
Griossen f, wenigstens eine, fir alle Werthsysteme der z identische
Relation besteht. Dieselbe muss algebraisch und homogen sein, da sie
durch Elimination aus homogenen algebraischen Gleichungen erhalten
werden kann. Eine solche irreducible Relation von moglichst niedriger
Dimension in den f, sei bezeichnet mit

3) alfifo- f)=0,
und wir setzen )
) -g«;{— == 7.

Sei ferner g der grosste gemeinsame Factor aller x,. [ann setzen
wir weiter

(3 @, = g = oht(2),

wo nun die § ganze Functionen k¥ (z) der x ohne gemeinschaftlichen
Factor sind.

Man kann hier bemerken, dass, im Falle die ersten Unterdeter-
minanten A,; von A, nicht Null sind, diese sich wie die Quadrate and
Producte von # Grossen verbalten, die mit den eben definirten Grossen
79 ibereipstimmen. Wenn die A% Coustanten gleich werden, so hat
man den Satz Ilesse’s. Wir haben daher nur die Moglichkeit des
andern Falles, dass die k¢ Functionen der x werden, zu untersuchen.

§ 2.
Differentialgleichungen der A, Definition der Functionen ©.

Wir werden nun eine Classe von Fonetipnen, die in unserert }_’row
bleme eine wichtige Rolle spielen, durch eine lineare partielle Diffe-
rentialgleichung definiren.
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Unter der im Folgenden durchgingig festgehaltenen Bezeichnang

e Pz
5d2j

> v =F,
7

betrachten wir die Differentialgleichung
(6) & = 0.

Die derselben gentigenden homogenen ganzen Functionen der ¢
nennen wir Functionen @.

Wir werdeu gunichst eine Reihe von Lésungen und Eigeuschaften,
dann ein vollstindiges System von Lisungen dieser Gleichung auf-
stellen. Da sich (3) in die Form
3 fr==0 oder f; =0
setzen lisst, so folgt, dass f selbst eine der Functionen ¢ ist.

Feruer ergiebt sich durch Differentiation von (3) die wiederam in
allen z identische Gleichung
0 0= Zmfi, = of,: (fir jedes y);

d. h. auch alle Polaren f, von f sind Functionen ®. Dieselben wir-
den sogar, im Falle nur eime Relation zwischen den f, existirte, ein
vollstindiges System von Losungen der Gleichung (6) bilden. Weitere
Lisungen sind die Functionen =, als Functionen der f,:
i = Q.

Jetze konnen wir aber die Functionen ® noch anders auffassen:

Die Functionen ©(x), gebildet fiir die Argumente z + AE, sind un:
abhéingig von A:
(8) ® @@+ 15) = O(a).
Denn wman bat, wenn @ von der Ordnung »,

i - 1"
P{z+15) =& 4 1% g o o - m(bg-
Setzt man aber in ®p=0 den identisch verschwindenden Ausdruck
®. an Stelle von @, so ergiebt sich wegen z;: = 0:

Gup =0, oder $r =0, (wo P = 5 22 E;Ek)

ik 00,09
und ebenso, indem man P, ete. einsefzt:

D=0, -+ Gp=0.

Der Batz gilt iibrigens fiir, jede, auch nicht ganze Losung von (6)-

Diese Auffassang fihrt sodann noch zu eimer zweiten wichtiges
Eigenschaft der Functionen ®:
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Ist cine solche ganze Function ® das Product zweier ganzen Func-
tionen
b == (p(:b) ‘ 1]!(.’6),
so sind auch die Factoren selbst Functionen ®, alsa Lisungen von (6)%).
Denn offenbar miissen, wig ® (x4 2§) selbst, auch @ (x4 1) und
y(x+44E) von 1 unabhingig sein, und man hat auch:

¢5’to’ 'P;:so, e ?ﬁ:—‘=0, w.ze=0; ree.

»

Aus diesem Satze ergeben sich nun weitere Ldsungen von (6).
Nach (B) sind auch die 1%(z), als Factoren der z;, Lisungen, oder

{9 hg) = 0,

und man hat

(9) & =1 (a) = WV (x4 2E),
woraus insbesondere

{9 LY () = 0.

Endlich bilden wir noch dic Functionen ®:
& — niE;,
die sich durch Einsetzep in (6) als Losungen ergeben Aus diesen
letztern Losungen kdnnen wir auch ein vollstdndiges System solcher
zusammensetzen. Denn sei, wie wir annehmen wollen, £, nicht iden-
tisch = 0, so betrachten wir das System von Ldsungen:

&

N =4 ;;"‘H

. = L, - &

(10) 12 2 £
£t

U= eyt —g s

Jede Function ® wird eine homogene ganze rationale Funcltion der
Grissen My, My ©+ Hr-1-
Denn bildet man: indem man noch
¢
O =75,==Lp ~— ~— &
q-" gr r
seizt, die Function & fir die Argumente 7:
D (g5 oy + * Gt %)
%) Ea ist fiir manche Anwendungen beachtenswerth, dass dieser Salz fiir alle

ganzen Ldsaongen irgend eiper Linearen partjelien Differentialgleichung gilt, deren
Coefficienten nur selbst Losungen der Gleichung sind.
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J &

so fallen aus der Entwicklung alle Potenzen von -~ heraus, und
man hat; ’

(11) P (g, gy v+ v By Z) = O (g, Ny - - - Yoy, O).

Und ebenso driickt sich jede Losung durch die % allein aus. Die 7
bilden also ein vollstindiges System von einander unabhiingiger Ls-
sungen. Und die Gleichung (6) hat daher die Eigenschaft, genan so
integrirt zu werden, als ob deren Coefficienten constant wiiren, nim-
lich durch das System (10). Als Bedingung hiefiir sind nur die Glej-
chungen (9) aufgetreten. Im Folgenden haben wir aber nur von den
Losungen @ Gebrauch zu machen.

Wir wollen noch einer Eigenschaft des Systems (10) Erwihnung
thon. Die Gleichungen derselben lassen sich auch rational umkehren.
Denn da auch die Functionen , oder A (2) ganze Functionen der 7
sind, so erhilt man aus (10) auch

rs

19 () .
Z=n+ 7;(‘,-7%%’“3’7*) (f=1,2,-.-r—1),
also auch die x, @,, - - - 2, rational ausgedriickt in den neuen Va-
riabeln 0, 5y, « - - By, z,.

In (9) haben wir Gleichungen fiir die unbekannten Functionen A®
allein erhalten. Wir haben uns zunichst zu der Discussion dieser
Gleichungen zu wenden, um dann aus jhren Losungen mittelst der
Gleichungen (3" und (7) zugehérige Functionen f zu finden.

§ 3.
Transformationsproblem der A®,

Das System der Gleichungen (9)
B =0
hat genau die Form, wie es schon bei Jacobi*) auftritt und kann
leicht allgemein integrirt werden. Wir bediirfen indessen in den fol-
genden Entwicklungen dieser allgemeinen Integration nicht. Es mége
daber nur kurz angedeutet werden, dass die Integration dadurch ge-
schieht, dass man newe Functionen der 4% und z, aus welchen man,
indem man sie Constanten gleich setzt, die %) zu berechnen hat, als
abhirgige Variable, die h? aber ausser den z als unabbingige Va-
riable einfiibrt. Fir die neueingefiibrten Functionen erhilt man dann
nur wieder die Gleichung {6), deren Losungen in (10) gegeben sind,
und man findet hieraus als allgemeinste Losungen des Systems (9):
B () = 90 (g, 35, - - - 1),
wo die $© irgend welche Functionen der % sein konnen.

*} Crelle J. 11, p. 321.
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Aus diesen Gleichungen, welche zur Bestimmung der Functionen
A hinreichen, ergeben sich aber dieselben im Allgemeinen nicht als
ganze rationale Functionen der z. In dem letztern Falle miissen jeden-
falls die 9 ganze Functionen der y sein; und die Gleichungen (9
zeigen weiter, dass, sollen die %% keinen Factor gemein haben, we-
nigstens zwei Relationen zwischen den Functionen 79 allein bestehen
miissen, nimlich eben die Gleichungen (9”).

Um aber die ganzen Functionen 1 itberhaupt auszuscheiden, we-
nigstens fiir einen besonders wichtigen Fall, stellen wir Betrachtungeu
an, die in ein anderes Gebiet, in das der Tranmsformationen gehoren
und an die Gleichungen (9') ankniipfen.

Diese Gleichungen
@) b = 19(2) = 10 (o 18),
in welchen wir von jetzt an die A9 immer als ganze rationale Func-
tionen auffassen, liefern Beziehungen zwischen dem Werthgebict der x
und dem der & Das Werthgebiet der £ umfasst alle miglichen Werth-
combipationen der » — 1 Verhdltnisse der » Grossen z und hat da-
her r—-1 Dimensionen; das der Verhdltnisse deyr £ ist dagegen ein
beschrinktes, da nach (9”) wenigstens zwel Gleichungen zwischen
den £ bestehen; es mige g Dimensionen hahen, wo afso g hichstens
=7r —3 ist. Wir bemerken noch, dass dieses Gebiet der § ein irre-
ducibles ist.

Zu jedem Werthsystem der z gehtrt nach (9) im Allgemeinen,
d. h. wenn fiir dieses # nicht alle A?(x) verschwinden, eindeutig ein
Werthsystem der Verhilinisse der £. Zu diesem gehoren aber umge-
kehrt unendlich viele Werthsysteme der Verhiltnisse der z, und zwar,
wenn z irgend eines der zu §  gehorenden Werthsysteme ist, insbe-
sondere alle von der Form

T+ A,
fiir irgend ein 4. Wir werden im Folgenden der Kiirze halber die
Gesammtheit solcher zusammengehdrigen Werthsysteme z-- 4% als
Reihe (k) bezeichnen. .

Hieraus. folgt zunfchst, dass sich das ganze Werthgebiet der z
in oo™ Reihen (z§), der Form z 4 A, zerlegt. Und da die Verbilt-
nisse der r Grossen x nur von dep g Parametern des - Gebietes ab-
hingen, so miissen zu irgend einem §’ im Allgemeinen co™#~> solcher
Reihen (z'£") zugehoren. Die Gesammtheit dieser zu §' gehdrenden
Reihen (x'E") bezeichnen wir als das Gebilde 9¢. Es bat r—p—1
Dimensionen.

Bei diesem Entsprechen treten aber auch unter den z Ausnahme-

elemente anf. Es sind digjenigen Werthsysteme z, w_eiche :flle Func-
tionen A0(z) gleichzeitig zu O machen, und welche wir als die Funda-
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mentalwerihsysteme y bezeichnen wollen, von denen hichstens oor-3
existiren kinnen:

M (y) = 0; fir jedes ¢.
Zu denselben gehoren auch die Werthsysteme § selbst, wegen

h(E) =0,
diese bilden einen Theil der y (oder sie konnen auch, insbesondere
fir w =7r-—3, alle y bilden). Einem solchen y kann cin & oder
konnen unendlich viele der £ entsprechen; diese findet man, indem man
die Ausdriicke

b= 1Oy +sy)
nach aufsteigenden Potenzen von ¢ ordnet und dann & gegen O con-
vergiren lisst, wihrend man den Verhiiltnissen der y alle moglichen
Werthe giebt. Auch hier bleibt der Satz gelten, dass, wenn auf diese
Weise zusammengehorige Werthsysteme y und £ gefunden sind, zu
demselben £ auch die ganze Werthreihe (yE) oder y - A£ gehtrt; denn
der Satz gilt fiir die Werthreihe (y4-ey) -} 4&.
Esg kbnnen auch noch umgekehrt, wie unter den z, so auch unter

den £ Ausnahmeelemente auftreten. Wihrend die Gleichungen

ExhO (1) — ER®(2) = 0
bei willkiirlich gegebenen §, welche nur dem &-Gebiete angehbren
miissen, filr die Verhiltnisse der « oom—#-1 Auflésungen, das @i)-
Gebilde, zulassen, kann sich fiir specielle Werthsysteme £’ die Zahl
der Auflosungen erhbhen. Indessen kann es, wenn man von denjeni-
gen £ absieht, deren zugehorige z in hoherer Dimension nur in das
Fundamentalgebiet der y fallen, hochstens co#—2 solcher geben, bei
denen dieses eintritt, da bei co#—1! solcher speciellen £ die zugehdri-
gen @¥)-Gebilde schon das ganze z- Gebiet erfiillen wiirden.

§ 4.
Verhalten der 2,

Nach Gleichung (8) setzen sich auch die Werthsysteme, flir welche
irgend eine der Functionen ® verschwindet, nur aus Werthreihen (2£),
namlich aus oo™—% solcher, zusammen. M1t einer von den ibrigen

oo"—2 Werthreihen (&), die iberhaupt existiren, hat ®(z) = 0 kein
Werthsystem gemein, ausser dem betreffenden £, wegen
(5 = 0.

Wie sich die Werthsysteme, fiir welches irgend eines der A% ver-

schwindet, z. B.

h= Zo;h® (2y =0
ist, zusammensetzen, konnen wir noch genauer verfolgen. Dieselben
bestehen aus zwei Theilen, a) aus simmtlichen Fundanfentalwerthsyste-
men z, fir die 2 unabhiingig von den «;, also simmtliche %@ (x) ver-
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schwinden; und b) aus den von «; abhingigen Werthsystemen . Fiir
diese letztern muss zugleich werden
g’ = Y, g# - 0)

d. b, man erhilt nur co#~1 der Werthsysteme £ und die zugehSrigen 2.
Da auch umgekebrt nur die Bedingung " == 0 vorliegt, so erhilt man
auch alle z dieser g~ Gebilde. Daher setzen sich die Werthsysteme b)
zusammen aus océ—! der gid-Gebilde; und L =0 bestelé auch nur
aus diesen, da die unter a) genanntep nur zur Dimension »—3 aaf-
steigen, also keinen selbstindigen Factor von % bilden kbunen und
schon unter den in b) bezeichneten enthalten sein miissen.

Wir mdgen noch bemerken, duss man die in a) bezeichneten
Fundamentalwerthsysteme y dadurch erhalten kann, dass man die Glei-
chungen aller Gebilde g®, fiir deren § micht Zw§ == 0 Ist, verbindet
mit der Gleichung

e (xy==0.

Man sieht dabei, dass in jedem Gebilde @@ oo~ # -2 der Werthsysteme
4 liegen, welche sich auf oo'~#—3 Reihen (yI) vertheilen; oder zu
jedem £ gehbren im Allgemeinen oc’~#~#% Fundamentalreihen (y£);
im Ganzen oo”~9 solcher Reiben, die indess zusammen pur ein Gebiet
von 73 Dimensionen fillen diirfen, da die Z® keinen Factor gemein
haben sollen; und in der That habgn wir gesehen, dass schop op#—!
der &-Werthsysteme das ganze Fundamentalgebiet y liefern. In be-
sondern Fillen oder fiiy specielle der £ kann sich sogar die Anzahl
der zugehtrigen Fundamentalreihen (yE) noch erhbhen.

Wihrend die Functionen % sich por aus dep simmtlichen Werth-
systemen von oc#—1 der ¢ -Gebilde zusammensetzen, entstehen die
Functionen ® im Allgemeinen dadurch, dass nach irgend einem Ge-
setze aus sammtlichen oo# @W)-Gebilden je oc—#—% Werthreiben (z§)
herausgenommen werden, —

Die Annahme, dass die £ nur ein Werthgebiet vou g Dimensionen
(uZr—3) bilden sollen, kinnen wir auch analytisch ausdriicken.
Hiernach diirfen die r Funciionen A4 (z) nur von g 4~ 1 Combinatio-
nen der Variabeln z,, %, - - - %, die wir mit

An A’u Tt A#—H

bezeichnen wollen, homogen abhiingen. Nimmt man also die (p-+1)-
reihigen Determinanten aus dem unvollstindigen Systeme

& 2 {ry
S SRt
W @ ...
B b, k.
- » - - . - . - - - r
A A 4

wt ut et
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wo
) 0}
@y _ ak
by = ox;
k 4
gesetzt ist und 4y, @y, + + - duqy irgend eine Combination von g4 1

verschiedenen Zahlen aus 1, 2, ... v bedeutet, so verhalten sich die-
selben wie die entsprechenden Determinanten aus dem unvollstindigen
Systeme:

RO R
b [t ) !
; W, 7‘42 . 7‘4,‘ i
» . - - [;
) ) AP i
C A1 g Apt1

4
In diesem Systeme sind die »® als Functionen von
4, Ay, - Ay
aufgefasst und es ist in diesem Sinne
onid
B4,
geselzt. Da nun der Proportionalititsfactor die Determinante der 4,
nach den entsprechenden z; ist,*und da dieselbe, wenn die A; vor
nicht weniger als u 4 1 Combinationen der x abhingen sollen, bei
allgemeiner Annahme der Combination ¢, 4,, - - - 4,41 nicht ver
schwinden kann, so konnen dann auch jene Determinanten der &
nach den x; nicht alle verschwinden, und sie werden von der beson-
dern Combination 4,, i, - - - 4,1, ganz unabhingig. Dagegen werden
die (u+2)-veihigen Delerminanten, die aus dem obigen Systeme da-
durch entstehen, dass man eine weitere Horizontalreihe
A S S A
a2 pbe u3
binzufligt, simmtlich verschwinden.

=
AL‘

§ 5.

Das %-Problem bei einfach unendlichem Werthgebiete der A9.

Fiir den Fall, dass das Werthgebiet der £ ein einfackh uneudlichf_ﬁ
ist, konnen wir die simmilichen Functiouen 29 (z), welche den Glel-
chungen () geniigen, wirklich angeben. Sei also p= L

In diesem Valle besteht ein @@-Gebilde aus r —2 Dimensionen
und kann daher durch eine Gleichung zwischen den Variabeln # dar
gestellt werden, die- wir ebenfalls bezeichnen mit:

od = 0.
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Ferner konnen hier die Werthsysteme, fiic welche eines der A9 ver
schwindet, nimlich

o b () ==
ist, nur aus denen einer endlichen Zahl von g®-Gebilden bestehen,
oder man muss eine Identitdt haben:

(12) Dah(z) = ) . &
wo die £, £”, - - - diejenigen Werthsysteme & sind, fiir welche
Zab=0

ist. Die Functionen @®, als Factoren einer Function LY, gekbren
also hier auch zu den in § 2, definirten Functionen @.
Hieraus folgt zunichst, dass

gr' =0

ist fiir alle diejenigen Werthsysteme z, welche zu dem beliebigen con-
stanten Werthsysteme £, gehéren, d. h. also fir alle digjenigen Werth-
systeme z, welche @4 zu O machen; es muass also eine Identitdt

existiren:
(13) gi'= oo™

wo ¢ eine ganze Function der z oder auch O sein kann. Dabei sind
£’ und £° zwel willkihrlich gegebene Werthsysteme aps dem §-Gebiet,
Nun ist aber

&)
v =0,

bei constantem & fiir alle Werthe von z. Denn da die Werthsysteme,
fiir welche @1 ==0 wird, nur aus Werthreihen (#§") der Form £ 4§’
bestehen, so kaun die Gleichung

¢ (6 +18) = ¢ (@) + 497 4 1 - - = 0,
wenn man x beliebig annimmt, nur die Wurzel 1 == oo haben, woraus

folgt, dass die Coefficienten von 4, von 4% ete. identisch verschwinden

miissen.
Daher folgt weiter, indem man von q{;’ die Polare nach £, nimmt,

dass anch
q;"r’ =0, fir alle z;
und leichung (13) liefert jetzt:
B =0 ir alle #.
(e®™) c , fir alle

Aus dieser Gleichung schliesst man nun, genau wie in (8) des § 2.,

das ,
: 0(zHAE) - gD (a-+AE) = 0ln) - O(2)
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ist, fiir jedes z, dass also entweder ¢ == 0 ist, d. h.
(14) gy =0,

oder dass @ = 0 ist, was, da & und &, beliehige Grossen des &-
Gebiets waren, wiederum auf Gleichung (14) fiihrt.

In unserem Falle besteht also ein Gebilde @® nicht nur aus
Werthreithen (z£), sondern auch aus solchen (2£’), wo &’ irgend ein
Woerthsystem des £-Gebiets vorstellt.

Nach Gleichung (12) hat man nun auch fiir irgend eine der Func-
tionen A9 (x):

B =0,

bei constantem £’ und beliebigem z.

Seien’
ED, £ ... -0
irgend welche linear von einander unabhiingige constante Werthsysteme
des E-Gebiets, in der Zahl, dass sich alle § linear und homogen aus
diesen 7 —s zusammensetzen lassen; also:
0]
ks(k) = 0.
Dann hat man auch fiir irgend ein y von der Form

y = aigﬂ) + ”ng) + . ..l— ar‘_’g("—s)
die Identitit

' =0,
woraus
KO (a4 Ay) = 1 ()
und
ho () =0.

Daher muss zuniichst s> 1 sein, da sonst die h®(z) ein Gebiet von
oo'—% Werthsystemen, also einen Factor gemein haben wiirden.

Zu diesen y, welche hier die Fundamentalwerthsysteme des z-
Gebiets bilden, gehoren auch alle § selbst. Da dieselben also linear
und homogen von » — s Parametern abhingen, so miissen zwischen
denselben s (S 2) lincare Relationen existiren, welche wan durch El
mination der r—s Parameter findet, etwa

KO(z) =0, h®(z) =0, - - ho(z) =0,

Unser Gleichungssystem k('()k) = 0 geht dann in folgendes iiber:

5 089 . .

/ b5, E;"’--O von j=5-41Dbigj=r,
k=1,2,...r—s).

Dies sind, bei gegebenem 4, r — s Gleichungen, homogen in den

r — § Grossen
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an?
oz
Die Determinante der Coefficienten

{1} @ {re—3)
Z+ §s+1 S "7 Er
verschwindet nicht, da die Werthsysteme E9, ... =9 linear von

einander unabhingig sein sollen. Daher folgt:
I . >
Go=0, (=s4l 542,00,

d. k. die Grissen

BT (@), B2 (@), oo W)
sind Functionen von %,, z,, -+ %, allein.

Umgekehrt konnen aber, wenn die Functionen MY, 2®, ... j@
identisch O sind, die Functionen A6+Y, . .« b gang willlékrlicke ganze
homogene Functionen von z,, #,, - - - &, sein, und man wird immer
ein System von Lisungen der Gleichungen (97 haben.

Dawit dann noch ausserdem, wie es in diesem § angenommen
war, das Werthgebiet der £ ein einfach unendliches wird, miissen fir
s < 4;—, zu den von selbst bestehenden »—2s identischen Relationen
zwischen den 7 — s Funetionen A¢+D, ... /7, noch s — 2 beliebige
weitere Relationen hinzugenommen werden. Fiir s==2 insbesondere
hat man also ohne weitere Belationen schon den Fall des einfach un-
endlichen Werthgebiets der &.

Fir s> ~;— , in welchem Falle keine Relationen von selbst bestehen,

hat man, wenn die £ eine Dimension bilden sollen, noch #—s - 2 be-
liebige Relationen zwischen den A¢+D, ... k% anzunehmen.

§ 6.
Das f-Problem fiir den Fall, dass mehrere der /¢ verschwinden.

Indem wir jetzt zur Aunfsuchung von Functionen [ ihergehen,
deren Determinante A, identisch verschwindet, werdep wir dieses Pro-
blem in dem Umfange erledigen, als es die im Vorhergeheuden gefun-
denen Losungen des %-Problems der Gleichungen (9) gestatten.

Wir haben fir die Function f die Gleichungen

fe=0, fig==0.

Differentiirt man die erstere Gleichung nach den Variabeln z, so er-
giebt sich mit Hilfe des zweiten Systems Gleichungen:

a5) IO+ L =0, (k=1,2,--7)
wo o __ e
) b = o
jst.
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Dieses System linearer partieller Differentialgleichungen fiir die
Funetion f geniigt, mit Hinzunakme der Bedingung, dass f eine ganze
Funetion sein soll, zur Definition einer Function f, deren Déterminante
A, identiseh verschwindet. Depn indem man die Gleichungen des
Systems der Rethe nach mit den Variabeln z,, - - - z, multiplicirt und
dieselben addirt, ergeben sich wieder umgekehrt die geniigenden Glei-

chungen
fe=0, [fiz=0.

Die Gleichungen (15) zeigen, dass nicht alle mdglichen ganzen
Losungen des in (9) gestellten h-Problems zu zugehdrigen Functio-
nen f fihren; dass vielmehr, da die Gleichungen (15) mit einander
vertriglich sein miissen, eine Reihe weiterer Bedingungsgleichungen
fir die Functionen 2®(x) auftveten. Wir beschriinken uns nun bei
dieser Untersuchung auf die im vorigen § gefundenen Lisungen h®,
die zugleich alle fiir g = 1 mbglichen Losungen umfassen.

Hiernach setzen wir voraus, dass

6 [ & =H@=0, E=18@) =0, .- {1 =0,
(16) Eepr=hbt0(x,, 2,, - - - 2,), ce b == (2, £, e T
sind, wo die ¢+, ... k" ganze homogene Functionen gleicher Ord-
nung der Variabeln z,, z,, - - - 2, sind.

Die Relation f;=10, welche zwischen den Polaren von f besteht,
wird dann eine solche zwischen fi41, fiys, « -+ [ allein:

& (fit1s forzy -~ )= 0.

da sonst §, =0, § =0, .-+ £ =0 Relationen von niedrigerer Di-
mension in den f;, als =, bildeten, die nach der Annahme iiber = nicht
existiren.

Fir s ==r — 1 folgt hier

=0,
eine lineare Relation zwischen den Polaren. Ebenso folgt fiir s =17 —2
eine Relation zwischen f,_, und £, allein, die, als bindre, ebenfalls
linear sein muss. In diesen beiden Fillen (wie fir s — 1) gili also
der von Hesse gegebene Satz. Sei also
2<s<r —2.
Das System der Gleichungen (15) wird hier

D W™+ LK™ -+ A0 =0, G=1,2,9

ein System von s linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen
fir die eine abbingige Variable / und die # — s unabhiingigen Varis-
beln

Tet1y Zstzy ~* Try
in welches die Variaheln

Lyy Loy ~ 7 X
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nur wie Constanten eingehen, also ein System mit constanten Coeffi-
cienten kf;’. In diesem System (17) miissep nua noch die 1@ so be-
stimmt werden, dass sich die Gleichungen (17) als lineare mit einander
vertragen, was wenigstens fiir » — s <C s zn Bedingungen fiir die At
fithrt.
Wir nehmen jetzt wieder an, dass das Werthgebiet der § ein u-
fach unendliches ist.
Sei nun erstens s < -+
Die £ wiirden dann, ohne weitere Bedingungen fiir die Functio-
nen A9(x), ein Gebiet von s — 1 Dimensionen bilden. Damit sich
dasselbe auf w Dimensionen reducire, miissen zu den obigen Bestim-
mungen fiir die %9 (in (16)) noeh 5 — g — 1 beliebige Bezichungen
zwischen dem A¢+D, . .. B hinzutreten. Diese Functionen h®(x)
hingen dann homogen von nur g - 1 Combinationen der Grissen
Xy, By, « - - %, ab, die wir wieder mit
Ay v or Auy
bezeichnen wollen. A Ao mH
Bs folgt dann, dass in dem System (17) 5 — p — 1 der Gleichungen
von den iibrigen g -~ [ linear abhiingig sind (nimlich durch lineare
Relationen verbunden, die unabbjingig sind von den Variabeln 4.,
Zepry - &,). Denn es verschwinden, wie schon am Knde des § 3.
bemerkt ist, simmtliche (g-j-2)-reihige Determinanten, welche man
aus den Coefficienten 1Y von irgend g + 2 der Gleichungen des Systems
(17) bilden kaun, wihrend die aus irgend p -+ 1 der Gleichungen ge-
bildeten (g - 1)-rethigen Determinanten Grbssen proportional sind,
welche von der Wahl dieser g 4 1 Gleichungen unabhingig sind.
Sei zweitens 55 g— .
Die £ aus den Gleichungen (16) sind dann zunfichst an Zahl oo~ -1
Das System (17) liefert also danu entweder:
fix1=0, fige=0, - [ =0,
d. b. man bat den von Hesse gegebenen Sata, oder es missen noch
wenigstens alle r — s-reihigen Determinanten aus den Coefficienten
des Systems (17) verschwinden, d, h. die 4 dirfen nur von hichstens
#— s — 1 Combinationen der Grissen z,, Z,, - -+ %, homogen ab-
hingen, und von den Gleichungen (17) bleiben nur r—8 — 1 von
einander unabhingig. Sollen sodann die § nur ein Gebiet von u Dimen-
sionen bilden, so miissen weiterhin r — s —p — 2 Relationen zwischen
den 5®(z) beliebig angenommen werden kbnnen, also muss scin
p<r—s—2.
Alsdann héingen die Functionen 19 (z) wieder von g1 Combinationen
4y Ay v Apss

Mathematische Annalen. X. 3
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der Grossen 2, %,, -+ %, homogen ab; und es sind nur g 4 1 der
Gleichungen des Systems (17) Iinear von einander unabhingig.

Die u+ 1 linear von einander unabhingigen Gleichungen des
Systems (17) bilden nun (fiir s < % oder > %), da die Coefficienten

des Systems wie Constanten eingehen, ein vollstindiges System linearer
partieller Differentialgleichungen. Um dasselbe zu integriren, brauchi
man nur

r—s—u—1
von einander unabhingige Losungen fiir f zu kennen, aus denen sich
danp durch Zusammensetzung mit den Ldsungen

Tyy Tog ~ = Za
die allgemeinste Losung fiir f ergiebt. Jene Losungen sind aber direct

anzugeben.
Seien mit
2
irgend welche Functionen der Grossen
Zyy Tyy =00 X

oder Constanten bezeichnet, und sei

\ .
| Lag1 Ly4.2 cee Xy ;
H i
L e+ G+ 2 {r
;kA‘ }"u, hA :
(31} (342 {r) 14
15 5 N i
. . . . . . » v - . . . . . . ;
Q = , h|‘+1) h(-'+2) PO h(f) Ly
B ut1 pt1 !
-Pl,l Px,e P).,r-—:
;Pz‘,l P; . e Py i
! . e !
i
. -Pr—.r-—pvz,l Pf—-a—p-—?,? o -Pr-q—-p—s, r—s !

in welchem Ausdruck fiir # — s — g ~— 2 = O keine Reihen 2, saf-
treten sollen und wo wieder die A als Functionen der A, aufgefasst
sind und
94, = T

gesetzt ist.

Diese Grosse @ ist nun eine Losung des Systems (17).

Seien also weiter

Ql: Q’u Tt Q'-I*F—-l

¥ — 8 — p — 1 verschiedene Grossen, die aus ¢ dadurch hervorgehen
sollen, dass man fir die P, verschiedene Functions- oder
systeme annimmt. Die allgemeinste Lisung des Systems (17) ist dans
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(18) F=0(Q @ v+ - Crosmpmty Zyy Ty, -7 F)

wo ¢ eine belichige Function der angegebenen Argumente darstellt.
Wihlt man insbesondere die P; ;. als Constanten, oder als solche

Functionen von z,, - - - %,, dass die in den Q; auftretenden Determi-

nanten der P; ; keinen Factor gemein haben, so miissen, damit f eine

ganze Fanction der Variabeln wird, auch die ¢; und die Function ¢ als

ganze Functionen genommen werden.

§7.
Ternire und quaternire Formen. Specielle Fille.

Wir behandeln im Folgenden noch eipige specielle Fille, als An-
wendung des Vorhergehenden.

a) Die lerniren Kormen f lassen sich schon durch die Gleichung
(9”) des § 2. direct erledigen. Denn wenn die Grissen

E‘- e p® (x)

hier noch Functionen der Variabeln x wiren, so wiirde ihr Gebiet nur
ein einfach unendliches sein kdnnen, und nach (8”) wiirden die Fune-
tionen A% (z) einen Factor gemejn haben miissen, gegen die Annahme
in § 1. Daher ist die Relation (3) zwischen den Polaren f; eine lincare
mit constanten Coefficienten, was der von Hesse ausgesprochene Sats
ist. Verschwinden insbesondere auch alle ersten Unterdeterminanten
von &, so existiren zwei lineare Relationen (3), und f wird die Potenz
einer linearen Form,

b) Die quaterniren Formen [ sind durch die Entwicklungen der
§§ 2-—05. ebenfalls vollstindig erledigt. Sollen hier niimlich die §
Fanctionen der Variabeln x sein, so kann ihr Werthgebiel nur ein
einfach voendliches sein. Denn wire dasselbe ein zweifach unendliches,
so wiirden wegen

gy =10
die Functionen %@ einen Factor gemein haben milssen, was gegen die
Anpahme des § 1. ist.

Aber fir diesen Fall, dass die £ eine Dimension bilden, liefert
§ 5. alle Losungen f. Man hat dann in (16) r=4, also s=r —2==2
zn seizen und erhli gine Relation zwischen f; und f; allein, die, wie
schon dort erwahnt, als bindre linear sein muss. Auch fiir die guater-
niiren Formen gilt also der Satz Hesse'’s immer.

Da unser Beweisgang auck bei dem Verschwinden von Unterdeter®
minanten der Hesse’schen Determinante A, von f unverindert be-
stehen bleibt, s0 kdnnen wir weiter schliessen, dass eine, zwei oder drei
von einander unabbingige lineare Relationen zwischen den Polaren von
f existiven werden, je nachdem nur A, oder auch simmtliche ersie,
oder endlich auch simmiliche zweite Unterdeterminanten von A, iden-

36’
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tisch verschwinden; dass sich also unter diesen verschiedenen Bedin-
gungen die Form [ durch lineare Transformation auf eine solche von
beztigl. 3, 2 oder 1 Variabeln reduciren ldsst.

¢) Wir erwithnen noch der einfacheren Form, in welche man die
Lésungen (18) in einem speciellen Falle, insbesondere fiir s=7r-—p +2,
s < ~;- setzen kann.
Seien die Grissen
-Pl, P?; tee Pr—-—x
beliebige ganze homogene Kunctionen gleicher Ordnung von
xl; xz, [ xs’

Q = Zs41 Pl ‘+‘ xs+2P2 + T + mrPr—s-
Eive allen Bedingungen geniigende Funetion f ist dann
f=9@ z, 72 - &),
wo @ eine beliebige ganze Function von @, 21, @2, - - - 2, ist, nur der
Art, dass dieselbe homogen wird in den Variabeln

und sei

Ty Xgy ¢ Xy
Denn zwischen den Polaren

fot1y fotzy oo fry
o9 ‘9 p.... 09
?Q* P1 3 d Q .P2 y BQ P
iibereinstimmen, werden, da r — s > s ist, » — 25 von allen Varjabeln
unabhiingige identische Relationen stattfinden, die im Allgemeinen nicht
linear sein werden.
Dieser Fall erschtpft insbesondere alle quindren Formen, bei denen

das ‘Werthgebiet der £ ein einfach unendliches sein soll, indem man
r=>50, § =2 setzt.

die beziiglich mit

§ 8.
Quiniire Formen,

In § 7. ¢} baben wir alle quiniiren Formen f angegeben, welche
auf ein einfach unendliches Werthgebiet der & fithren. Fiir die quinéren
Formen wiire nur noch der Iall eines zweifach unendlichen Werthge-
biets der £ mbglich. Wir erledigen nun diesen Fall, indem wir nach-
weisen werden, dass keine Formen f solcher Art existiren. Dabei werden
indess noch einige, in dem Vorhergehenden nicht enthaltene Betrach-
tungen nothwendig.

Sei in § 3.:

r==5, w=2,
Das zu irgend einem § des zweifach unendlichen §-Gebhiets gehdrige



Formen mit verschwindender Hesse scher Determinante, 565

@) Gebilde hat hier zwei Dimensionen und besteht aus einfach nu-
endlich vielen Werthreithen (2'E). Jedes dieser ¢t-Gebilde enthiilt
(nach § 4.) im Allgemeinen eine endliche Zahl von Werthreihen (y&7),
welche alle Fundamentalwerthsysteme des z-Gebietes umfassen. Und
da diese Werthsysteme y auch nur ein Gebiet von 2 Dimensionen bilden
konnen, so wird hier das irreducible §-Gebiet jedenfalls ein endlicher
Theil des y- Gebiets und Lesteht also ebenfulls nur, wie jenes, gus Werth-
reihen der Form (EE"). Es giebt wenigstens einfach unendlich viele
solcher Werthreihen, die wir mit («e’), (B8, (77, -+ bezeichnen wollen.
Man sieht sogar, dass die zu allgemeinen Werthsystemen «, &, «” -
der bel. Werthreibe (w«’) gehorigen Fundamentalreihen

(“y), (“'?/’)r (anﬁl") M
kein von dem E-Gebiet verschiedenes y-Gebiet bilden kdnnen; denn
dasselbe wiirde fiir unendlich viele andere Werthreihen

BB, ¥y -
ebenso gelten und das entstehende y-Gebiet wiirde mit dem irreducibelp
£-Gebiet alle zweifach unendlich vielen Werthsysteme desselben. gemein
haben,

Wir werden nun zunjchst nachweisen, dass zwischen den Func-
tionen ¥, == Li?(z) entweder wenigstens cine lineare Belation besteht,
oder dass der Satz Hesse's giit.

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gesammtheit der ¢i-Gebilde,
welche zu irgend einer Werthreihe des §-Gebiets, etwa zu

(¢,
gehoren. Diese liefern zusammengenommen ein Gebilde, das durch
eine Gleichung dargestellt werden.kann:

A==0,
wo A eine Function ® ist (siche § 4.). Wenn Xa,& =0 eine Glej-
chung ist, welche durch alle Werthsysteme der Rethe (a«’) befriedigt
wird, so ist A ein Factor von X,k (x).

Das Gebiet A = 0 muss also simmtliche Werthsysteme des §-
Gebiets enthalten. Wenn nun ein von (&) verschiedenes Werth-
system B desselben zum @@-Gebilde gehdrt, so ist anch die ganze
Werthreihe (¢p) unter den Fundamentalwerthen y enthalten. Es er-
geben sich hier nur zwel mdgliche Falle:

3} entweder hat man von jedem Werthsystem «, &, @ -+ aus
ausser der Werthreihe (¢«’) noch wenigstens je eine weitere Werth-

reihe, bez , e
(«B), (@B), (@855
welche simmilich dem £-Gebiet angehfren miissen, oder
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b) man hat von wenigstens cinems Werth « der Werthreihe (aa’)
aus einfach unendlich viele Werthreihen

(@f), («B)), (@By), - -,
welche dem £-Gebiet angehbren.
Wir haben diese beiden Fille besonders zu behandeln.

Fall a)

Im Falle a) haben simmiliche Werthsystem® £, da ja die Werth-
reihe (¢«) irgend eine des £-Gebiets war, die Eigenschaft, dass von
ihm wenigstens zwei Werthreihen (££") und (££”) ausgehen.

Nehmen wir die allgemein gewihlte Reihe («wa’) heraus. Die
sammtlichen iibrigen Reihen

BB ¥, ---
haben entweder alle je ein Werthsystem mit (« o) gemein, oder nicht.

Im ersten Falle wird cine Werthreihe (p3) ebensowoll ein Werth-

system mit der Reihe (84), als mit der (aa’), gemein haben, sie ist

daher von der Form )
(e440) + o (B+up),

und da auch g’ schon linear von «, o/, # abhiingt, so sind ssmmtliche
Woerthsystome des §-Gebiets in der Korm

@ 1d + of
enthalten.
Wenn zweitens (aa’) und (88") kein Werthsystem gemein haben,
s0 bilde man alle zu den verschiedenen «, «, ", - - - von (xa’) ge-

horigen Reihen
(«7); (&'¥); ("9")

des E-Gebiets. Diese miissen zusammen anch die Reihe (8§) ent-
halten; es muss also unendlich viele derselben geben, welche je einen
Werth dieser (#§')-Reihe enthalten, und da diese zusammen schon ein
irreducibles zweifach unendliches Gebilde darstellen, so ergiebt sich so
schon das ganze E-Gebiet. Irgend-ein Werth p” dieses Gebiets ist
folglich in der Form )

&'+ ¢f"

d. h
(e+2c) + e(B+up)

enthsalten.

Hieraus folgt aber, da die £ linear und homogen von hochstens
vier Parametern abhiéingen, dass im Falle a) zwischen den Functionen
£ = ki (x) wenigstens eine lineare Relation besteht. Wir wollen nun
nachweisen, dass fur solche Functionen 44, welche zu unserm f-Pro-

blem gehjren, diese eine Relation noch eine zweite lineare mit sich
fitbrt.
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Sei die hier gefundene lineare Relation bezeichnet mit
"9 (z) = 0.
Wir entwickeln dann f nach Potenzen von z:
f=dlA+2T'B,

wo A eine homogene Function der Variabeln 2,, 73, %, #, allein ist.
Nun hat man zwischen f, f3, f;, f; eine identische Relation
M{fy - 5)=0,
von der wir, wenn der Hesse'sche Satz nicht giltig sein soll, an-
nekmen miissen, dass sie nich? lincar ist.
Als identische Relation gilt dieselbe auch fiir die Glieder niedrig-
ster Ordnung in z,, also, wenn man -g—::— = A; setet;

i (A-'u Aa: Au Aa) = O;
d. h. A ist eine quaternire Form mit verschwindender Hesse’scher
Determinante. Aber jede Relation, welche in diesem Falle zwischen
den Polaren von A hesteht, muss wach § 7. b) auf linearg zaridck-
fihrbar sein. Da nun TT(4,,--4,) =0 an sich keine solche und
der Ausdruck T auch nicht reducibel ist, so muss:es nothwendig
wenigstens ziwei lineare Relationen zwischen den 4; geben, mit deren
Hiulfe TT identisch erfiillt wird, Daher ist 4 eniweder eine &indre
Form oder die Pofenz eines linearen Ausdrucks in v, z;, %, ;, und
besteht in beiden Fillen nur aus linearen Factoren,
Der Ausdruck
~fu~ = A4 + (SxB
j 8
ist, als Factor von f, eine Function @ (§ 2.), man hat also;

AE +§BEH =0,

Ay =0,
Es verschwindet daher einer der linearen Factoren von A(E), was
eine weitere in den Grossen &,, &, &, & Ulneare Relation liefert.
Wir wollen dieselbe mit &, — { bezeichnen.
Sei also jetzt

und wegen &, = O:

Wo@) =0, I()=0,
Das System (15) des § 6. liefert dapn die 5 Gleichungen:
RO+ O+ (0 =0, (k=1,2,---5),
aus welchen entweder
f3=""0’ 'fl—'=0, f;z(},
also der Hesse'sche Satz, folgt, oder das Verschwinden simmtlicher
dreireihiger Determinanten aus den Differentialquotienten der 19, k¥,
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B, Dieses letztere sagh aus, dass zwischen den Funciionen %® noch
cine weitere, von allen Variabeln unabhingige identische Relation
existirt, dass also das Werthgebiet der § kein zweifack unendliches
sein kann,

Damit ist der Fall a) als nicht existirend erwiesen.

Fall b)
Das £-Gebiet enthilt hier die einfach unendlich vielen Werth-

reiben

(«f); («By), («fo); -+,
welche alle dasselbe Werthsystem « enthalten, und besteht als irredu-
cibles auch nur aus denselben.

Sei
, F=dutp.
Die Gleichung _
fi=Af,+f,=0
gilt, weun £ gegeben ist, fiir die oo Werthsysteme = des zu § ge-

hirigen ¢®-Gebildes. Fir dieselben gilt dann auch die durch Diffe-
rentiation mach 2 daraus entstehende Gleichung

da . d d
Foatthsar+ o fea th=0

und da auch fiir dieselben Werthsysteme

f.-g =0
ist, so bat wan anch fiir alle x des @ -Gebildes identisch:

fo=0.
Nun war hier 8, also auch §, irgend ein Werthsystem des - Gebiets.
Daher ist die Gleichung

fo=0,
in welcher « constant ist, identisch fiir alle Werthsysteme x iiberhaupt,
was aber der Hesse'sche Satz ist.

Erlangen, im Mai 1876,



