
Ueber die algebraischen For, men, deren Hesse'sche Deter- 
minan~ identisch verschwindet. 

Von 

P. GORDAN and M. N6Tn~a. 

Die Bedeutnng des identizchen Verschwindens der Hesse '~chen 
Determinante einer algeb~aischen Form ist yon Hesse ,  zun~chst im 
42. Bande, dann im ~6. Bande des Crelle'schen Journals, dahin ausge- 
sproehett women: dass die Beziehungen, welche zwisehe~a den partiellen 
Differentialqaotieaten, den Potaren, der Form herrschen miissen~ Zlnear~" 
seien, oder, was dasselbe ist, dass aich die homogene Form yon r Va. 
riabeln dutch lineare Transformation auf eine solehe ~oa wenig~r als 
r Variabeln zurfiekffihren lasse. s  auch der zwei~ Beweis, weleher 
eia System linearer Gleichungen in unvolls~ndiger Weise auflSs~, is~ 
seit lange als unzul'~ssig erkannt women*). 

Trotz der sehr verachiedenartigen Methoden, wetche sieh zur Be- 
handlang des Problems darbieten, hat bisher die Frage nach der Rich- 
tigkeit des t t  esse'schen Satzes nicht entschieden werdea kSnnen. Nut 
ffir die den bin~ren und den qaadrafischen Formen, bei welchen der 
Satz selbstverst~ndlieh richtig ist, n'Xchststehenden he,den F~lle, den 
der ter~iiren cubischen und der~ der (l~gtterniiren oubisct~en Formen~ is~ 
dutch H. P a s c h  auf dem Wege yon Determinantenrelationen ein Be- 
weis des Satu.es erbraeht worden**). Und ferner hat der eine yon 

*) Wie dem ellen yon un8 (~.) vor 17,ngerer Zeit yon H. Christoffe| mit- 
getheilt wurde, sind die M~ngel des BeweL~e~ gleich n~ch Er~hemen de~ zwei- 
ten Hesse'schen AufsaY~ze8 hemerkt women, ~ d  wurde yon H, Weierstra~s 
ein Zweifel an der Richtigke~t des Satze8 ge~iassert. V~n den unten folgenden 
P~ultaten hat H. Chriatoffel die eindeutige Umkehrbatkeit der Formelu (I0} 
dea w 2. bei jener Gelegenheit a~gegeben. Die fall:hen Bewei~e ait~l fibrige~ in 
die meisten Lehrbficher fibergegamgen, so in Brioachi'a Determimmti, in Sai- 
mon-Fiedler 's  Algebra tier line~ren Tra~sforma~ionen, etc. 

**) 8. Crelle-Borch. 80, 1~. 169. 
35* 



548 

uns, durch Betrachtung des Verhaltens der Determinaate einer rega. 
cibeln Form in Bezug auf deren Factoren und der zwisehen den Pa. 
laren hestehenden Relation, die tern~iren Formen iiberbaupt erledigt*). 
Eadlich ist hier zu bemerken, dass friiher auch H. Sylvester den 
Fall yon ]inearen Relationen zwischea den Polaren behandelt hat**), 
indem er dieselben in die entsprechenden Coefticientenrelationen auf. 
gelSst hat; wobei er indess nicht auf die Bedeutung der in der Hesse'- 
schen Delerminante enthaltenen Coefficientenaggregate eingeht. 

Bet der Wichtigkei~ welche die Hesse'sche Govariante ether Form 
ffir diese hat e haben wir die Untersuchung wieder aufgenommen, ia- 
dem wit die Frage nach denjenigen Formen gestellt haben, deren 
Determinante identiseh verschwindet. Dabei hat sich nun der Hesse" 
sche Satz als im Allgemeinen u~rict~ig er~viesen~ vielmehr ist asset 
Resultat: 

~)er ttesse'sche Satz gilt, wie selhstverstb~ndlich fiir die bin~e~ 
so auch fiir alle terntiren und ~uatern~ren l~rmen, etagegen nicht #~ler 
fiir die .~'Oxme~ vo~ m&r ats v~r Variabeln and yon t~herer a~s dar 
zweiten Ordnung. _~itr diese hShern 1e~ille lasse~ ~ich ganze Clas~ 
yon Formen aufstel~en ~ deren t:t ess e " sehe 1)ete~rminante identiseh v~'- 
sehwindet, ohne dass zugschea ihren t~olaren lb~a,re t~elationen sta~ 
f~nden. 

Der Weg, auf welchem wit die Untersuchung***) f'tihren werde~b 
ist zuniichst die Betrachtung einer ]inearen partiellen Diiferentialgtei- 
chang, welcher die Form f und deren Polaren Genfige leisten. Die 
Coefficienten dieser GIeichung sind nicht direct gegeben, sondern selbst 
wieder Functionen, die durch ein System partieller Differentialglel- 
chungen definirt werden. Eine der wesenflichen Aufgaben war, am 
der Zahl der LSsungen dieses Systems diejenigen auszuscheiden, welche 
gauze Fanctionen der Variabeln sin& Und dies geschieht bier, wean 
aach nlcht ffir den allgemeinsten Fall, dutch Betraehtung einer as 
sich interessanten Art yon rationaZen Transformatione~ der Varia- 
beln, zu welchen die Functionen unseres Systems u geber 
n~ntich solcher~ bei welchen die Transformationsdeterminante mui 
eine Reihe ihrer Unterdeterminanten/3ent~seh verschwinden. Insbesow 
dere werden auf diesem Wege in w 8. die quinY~ren Formen voltsffmctig 
erledigt. 

~) Gordan ~,Ueber einen Satz yon Hesse ~, ~itzungsber. der phyL-mea, 
Soe. Erlsngen, v. 13. Dec. 1B75. 

~*) Philos. M~o-~zine~ Set. IV, vol. 5 (1$55). 

~) Ein Auszug au~ ds~elben ist schon in den Sitzungsber. d~r phys.-me~ 
Sc~. Eda~gen~ v, I0. Jan. 1576, mitgetheilt worden, 



Formen mit verschwindender Hes~e'~cher Dcterminante. 549  

w  

Problemstellung. Definition der Funotionen h~"). 

Die gauze algebraisehe homogene Form der r Variabeln 
Xl) X~) ~ ~ �9 Xr) 

welche.wir der Untersuchung zu Grande legea) bezeiclmen wir mit 

Cl) f ( x  1, xr . . .  x~). 

Von dleser Form setzen wir voraas, dasa die Deberminante ihrer zwei- 
tell partiellen Differentialquotienten 

(2) ,% = x •  5,f,..~ �9 �9 �9 b .  
und die Unterdeterminanten derselben bis zu irgend einer bestimmtea 
0rdnung hin ideatisch, ffir alle Wcrthsysteme der x ,  versehwiaden. 

Da die Determinante A/ gleiehzeitig Funetioaaldeterminante der 
ersten partiellen Differentialquotienten 

f , ,  fi., . . .  f ,  
yon f ist ,  so sag* das Ve~-schwinden yon A I aus~ dass zwisehen diesen 
Gr5ssen f, wenigstens e~ne, f~ir alle Wer~sys~eme der x idel~tische 
Relation besteht~ Dieselbe muss algebraisch mid homogen zein, da sie 
dutch Elimination aus homogenen algebraischen Gleiehungen erhalten 
werden kann. Eine solehe irreducible Relation yon mSglichst niedriger 
Dimension in den f, sei bezeiehnet mit 

(3) ,~ ( 5 ,  s  ' �9 f~) = O,  

und wir setzea 

(4) -~?- = ~ , .  

Sei ferner p der grSsste gemeinsame Factor aller ~t,. Dana setzen 
wir welter 
(5) :~ , -~  r eh(')(x)~ 

we nun die ~, gauze Functionen h('~(x) der x ohne gemei~schaftlichen 
Factor sin& 

Man kann bier bemerken> dazs, im Falle die er~ten Unterdeter- 
minanten A,~ yon A/ nicht .Nult sind, diese sich wie die Quadrate and 
Producte yon r GrSssen verhalten~ die mit den eben definirben Gr'6ssen 
h") iibereinstimmen. ~Venn die /t te~ C~nstanten gleich werden, so hat 
man den Satz I t esse ' s .  Wit haben daher nur die MSgtichkeit de~ 
andera Falles, class die h(' Ftmetionea der x werden, zu untersuehen. 

w  

Differentialgleiehangen der h% D~fmition tier Functionen r 

Wir werden nun eine Classe yon Fanetionen~ die in tmserem Pro- 
bteme eine wiehtige Rolle spielen, dutch eine linea.,'e partielle Diffe- 
rentialgleichung definiren. 
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Under der im Folgenden durchgKngig s Bezeiehnang 

z ~F~ ~ _ ~,j 

betrachten wir die DifferentiMgleiehung 

(6) r == O. 

Die derselbml geniigenden homogene~ #anze~,~ ~ n c t i o ~ n  d e r ,  
nennen wir Fundio~'n q~. 

Wir werdea zungehs~ eine Reihe yon LSsungen trod Eigeasehafte~ 
dann ein vollst~adiges System yon LSsungea dieser Gleiehung auf- 
stellen. Da sich (3) in die Form 

(3') f~ ~- 0 oder/~ ~ 0 

setzen 1.~sst~ so fo l~ ,  dass f selbst eine der Fuactionen r ist. 
Ferner er~ebt sich dareh Differentiation yon (3) die wiederum in 

allen x ideatische Gleiehung 

(7) 0--~ 22~,-/'~__~ ~f~,~ (f~ir jedes y); 

d. h. auch atle l~olarer f# yon f sind Fuaetionen r Dieselben w~- 
den sogar, im Falle nur ei~ze Relation zwischen den ~ exisfirte, eia 
wllst~indiges System yon LSsuagen tier Gldchung (6) bilden. Wd~ere 
LSsungea sind die Functionen ~-, als Functionen der fu: 

Je~z~ kSnnen wit aber die Funetionen ~ noch anders ~uffasseu: 
Die Functio~,e~ ~(x),  gebildet t'iir die Argumen~e z + Z~, ~ ,d  sn" 

abhtingig vo~ a: 
(8) r ( x +  Z~) = ~(x). 

Dean man hat, wean ~ yon der 0rdaung v, 

z~ _ z _ _ _ e , .  r  t . ~ . 3 . . . .  , 

Setzt man abet in r ~---0 de= identiseh versehwindenden Ausdcaek 
Ca aa Stelle yon O~ so ergiebt sieh wegen ui~ ~ 0: 

e ,~  ~-- 0, oder % = 0, (wo ~Pr == 

und ebeaso, iadem man r e~c. einsetzt: 

% = o ,  . . .  c g = o .  

Der Satz g~lt librigens ffir jede, auch nieht ganze LSsmag yon (6). 
l)ies~ Auffassung ffihrt sodann noeh zu einer z~eitea wiehtigen 

~igen'~cla~ft der Funetionen ~: 
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Ist ei~w so~cl~e ga~ze Fanction 4) das Pr~.uct zwvivr gauzes, JFu~r 

~o ~'b~d auch d~ ~actoren selbst ~m, ctionvn O~ als~ /A~-u.~ujo, vo~, (6)*). 
Dean offenbax mfisse~, wie O(x-~-2~) selbst, auch ~ (x -~2~)uad  

~(x~-X~) yon X unabh~n~g sein, trod man hat auch: 

~--- -o ,  ~ : ~ o , . . . ;  r  ~ , = 0 ,  . . . .  

Aus diesem Satze ergeben sich nun weitere LSsungen wm (6). 
Nach (5) sind auch die h(')(x), als Factoren der ~i, LSsungen, oder 

h~) ~ 0, 

und man  hat 
(~') 

wor~us i~sbesoadere 

(9") 
~Endlich bilden wir noch dio Funct,ionelt ~): 

x ~  - -  x , ~ ,  

die ~ich durch Eil~setze~ in (6) als LSsmlgen ergeben Aus diesen 
letztera LS~uugen k~nnen wir auch ein .vollstii~Ziges System solcher 
zusammen~etzen. Dean sei, wie wir annehmen wollen, ~,. nicht iden- 
fisch ~--0, so betrachten wit da~ System yon LSstmgen: 

x 

Jede I?u~wtio~ �9 wird e i~  ko~wgene ga~.'e rati~mle F'une.tiou der 

Dean bi]det man: indem man aoch 

setzt, die Function 4) fRr die Ar~,mmente ri: 
r  ~ ,  �9 . .  ~/~_~, */,), 

*) E~ ist fi~r manche Anwendungen beschtenswertl~ ~ dieter ~z f~Ir ~3r 
g~uzen L~ungcn i~gend eiuer ki~z~reU p~iellen Di~crenti~IgleiclzuDg giR, 
Coef~cienten nut s~Ibst I~m~gau der Gleiebu~g ~u& 
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so fallen aus der Entwicklung age Potenzen yon - ~  heraus, und 
man hat: 
(11) 4) (x l~x2 , . . . x~_ l~x , )_~(~(~ l ,  ~ . . .~ ,_1~0) .  
Und ebenso driiekt sich jede LSsung dureh die ~ al|ein aus. Die 
bilden also ein volls~ndiges System yon einander unabhiingiger Lii. 
sungen. Und die Gteichung (6) hat daher die Eigenschaft, genau so 
integrirt za werden~ als ob deren Coeffieienten constant w~en, n'~a- 
lieh dutch das System (10). Als Bedingung hieffir sind nut die Glei- 
chungen (9) aufgetreten. Im Folgenden haben wit abet nut yon den 
LSstmgen ~ Gebrauch zu machen. 

Wir wollen noch einer Eigeaschaft des Systems (10) Erw'~hnung 
thun. Die Gleichungen derselben ]assen sich aueh rational umkehren. 
Denn da auch die Functionen ~i oder h~~ ganze Functionen der 
~ind, do erh~It man aus (I0) auch 

x~ ~ ~, + h~'~(--~2x, (i =~ 1, 2 , -  �9 �9 r . - -  1), 
h ~r) (~) ' 

also auch die xl, x~, . . .  x, rational ausgedrfiekt in den neuen Va- 
riabeln ~h, q~, " ' "  ~,-~, x~. 

In (9) haben wir Gleichungen ffir die unbekannten Fnnctionen h (~ 
allein erhalten. Wir haben uns zunEchst zu der Discussion dieser 
Gleiebungen zu wenden, um dann aus ihren LSsungen mittelst der 
Gleichungea (3') and (7) zugehSrige Functionen f zu finden. 

w  

Transformationsproblem der h ~i). 

Das System der Gteichungen (9) 

hat genau die Form~ wie es schon bei J a e o b i * )  auftritt uad kana 
leicht allgemein integrirt werden. Wir bedtirfen indessen in den fol- 
genden En~wiektungen dieser allgemeinen Integration nieht. Es mSge 
daher nur kurz angedeutet werden, dass die Integration dadurch ge- 
schieht, dass man neue Funetioneu der ]#o und x~ aus welchen man, 
indem man sie Constanten gleich setzt, die h(i) zu berechnen hat, als 
abMi~uji~e Variable, die h(o aber ausser den x als tmabh~ngige Va- 
riable einfiihrt. Fiir die neueingeffibrten Funetionen erh-21t man dann 
nut wieder die Gleiehung (6), deren LSsungen in (10) gegeben sind~ 
und man findet hieraus ats atlgemeinste LSsungen des Systems (9): 

h(,~ (x) -~  ~ o ( ~ ,  ~ , . . .  ~,_~),  

wo die ~*) irgend welehe Fmactionen der ~ sein kSnnen. 

*) CreUe J. II, p. 3~.t. 
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Au~ diesea Gleichungen, welche zur Bestimmung der Functionen 
h~i~ hinreichen~ ergeben sich aber dieselbea im Allgemeinen nicht als 
ga~ze rationale Functionen der x. In dem letztern Falle miissen jeden- 
falls die ~2( '3 gan,ze Functionen der ~ sein; mud die Gleichtmgen (9") 
zeigen weiSer, dass, sollen die h (~) keinen Factor gemein haben, we- 
nigstens zwei Relationen zwischen den Functionen ho) alleia bestehen 
mfissen, niimlich eben die Gleiehungen (9'). 

Um abet die gan~en Functionea h(o fiberhaupt au~zuscheiden, we- 
nigstens fiir einen besonders wichtigen Fall, stellea wir Betrachtungen 
an, die in ein anderes Gebiet, in das der Trm~sformatiomm gehSren 
und a.u die Gleichaagen (9') ankniipfen. 

Diese Gleiehungen 
0") l i  := h~,~(x) = h(o (x § a ~), 

in welchen wir yon jetzt an die h~') immer als ganze rationale Func- 
tionen auffassen, liefern Beziehungen zwischen dem tVerthgebieg der x 
und dvm tier ~. Das Werthgebiet der x umfasst alle mSgliehea Werth- 
eombi,ationea der r - - 1  Verhiiltaisse der r GrSssen x und hat da- 
her r - - 1  Dimensionen; das der Verh-~!tnisse der ~ ist dagegen eia 
besehr:s da nach (9") wenigstens zwei Gleiehungen zwischea 
den ~ bestehen; es mSge ~ Dimensionea haben~ wo also g hSchstens 
-----r--3 ist. Wit bemerken noch~ dass dieses Gebiet der ~ eia irre- 
ducibles ist. 

Zu jedem Werthsystem der x gehSrt naeh (9') im A!lgemeinen, 
d. h. wenn ffir dieses x nieht alle h~O(x) verschwindea, eindeutig e/#~ 
Werthsystem der Verh~ltnisse der ~. Zu diesem gehSren aber umge- 
kehr~ uuendlich bqvIe Werthsysteme der VerhT_Mtniase der x ,  und zwar~ 
wenn x" irgend eines der zu ~" gehSrenden Werthsysteme ist, iasbe- 
sondere alle yon der Form 

ffir irgend ein ~. Wit werden im Folgenden der Kfirze halber die 
Gesammtheit solcher zusammengehSr~gen Werthsysteme x §  als 
_P, eihe (x~) bezeiehnea. 

Hieraus. folgt zun'~ehst, dass sich das ganze ~Verthgebiet der x 
in oc ~-u Reihen (x~), der Form x -~- ~ ,  zerlegt. Und da die Verh'~lt- 
nisse der r Gr'Sssen x nur yon den ~t parametern des ~-[~ebietes ab- 
hiingen, so mfissen zu irgend einem ~" im Allgemeiaen c~ ~-u-~ soteher 
Reihen (x'~') zugehSren. Die Gesammtheit dieser zu ~' gehSrendea 
Reihen (x'~') bezeichnen wir aIs alas Geb/IMe ~$9. ~ hat r - - ~ - - I  
Dimensionen. 

Bei diesem Entsprechen ~reten aber aueh under den z Ausnahme- 
elemente auf. Es sind diejenigen Werthsysteme x ,  welehe alle Func- 
tionen h(,3(x) gleichzeitig zu 0 maehen, und welche wit als die 2"unda- 
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mentalwerthsysteme y bezeiehnen wollen, yon denen hi~chstens ov r-3 
existiren kSnnen: 

h(O(y) ~ 0; ftir jedes i. 

Zu denselben gehSren auch die Werthsysteme ~ selbst, wegen 

h(0 (6) = 0 ,  
diese bilden einen Theil der y (oder sie kSnnen auch, insbesondere 
fiir ~ ~---r--37 al ley  bilden). Einem solchen y kann e/n ~ odor 
kSnnen unendlich viele der 6 entsprechen; diese finder man, indem man 
die Ausdrtlcke 

nach aufsteigenden Potenzcn yon e ordnet und dann e gegen 0 con- 
vergiren l~isst, w~ihrend man den Verh~ltnissen der y" alle mSgl.iehen 
Werthe giebt. Aueh hier bleibt der Satz gelten~ dass~ wenn auf diese 
Weise zusammengehSrige Werthsysteme y und 6 gefunden slnd, zu 
demselben ~ auch die ganze Werthreihe (y 6) oder y ~ 2 6. gehSrt; denn 
der Satz gilt fiir die Werthreihe (y-~ey') ~- ~6. 

Es k6nnen aueh noch umgekehrt, wie unter den x, so aueh unter 
den 6 Ausnahmeelemente auftreten. W~ihrend die Gleichungen 

bei willklirtich gegebenea ~', welche nur dem ~-Gebiete angehSren 
miissen~ fiir die Verh~ltnisse der x c ~ - t  ' -~ AuflSsungen, das T[~)- 
Gebilde, zulassen, kann sich fiir s1~ecielle Werthsysteme ~' die Zahl 
der AuflSsungen erhShen. Indessen kann es, wenn man yon denjeni- 
gen ~ absieht, deren zugehSrige x in hiiherer Dimension nur in das 
Fundamentalgebiet der y fallen, hSchstelis ov~-~ solcher geben, bet 
denen dieses eintritt~ da bet c~ ' -~ solcher speciellen ~' die zugehSri- 
gen ~(r schon das ganze x-Gebiet erfiillen wtirden. 

w  

Verhalten tier h (i). 
Nach.Gleichung (8) setzen sieh aueh die Werthsysteme, fiir welche 

irgend eine der Functionen (l) verschwindet, nut aus Werthreihen (x6), 
n~imlich aus ov r - s  soleher, zusammen. Mit ether yon den tibrigen 
oo r-2 Werthreihen (x~), die fiberhaupt existiren, hat $ ( x ) ~  0 kein 
Werthsystem gemein, ausser dem betreffenden 6, wegen 

r (~) = 0. 
Wie sich die Wer~hsysteme~ far welches irgend eines der h( ~ ver- 

schwindet, z. B. 

ist, zusammense~zen~ kSnnen wit noch genauer verfolgen. Dieselben 
bestehen aua zwei Theilen~ a) aus s'fixamtlichen Fundanfentalwerthsyste- 
men x, flir die h unabhiingig yon den as, also s~mmtliche h(~}(x) ver- 
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~chwiadenl und b) aus den yon a i abhii~gigen Werthsystemea x. Fiir 
diese letz~ern muss zugleich werden 

f" ~ X a i i ,  = O, 

d. h. man erh~lt nur o~ =- t der Wer~hsysteme ~ and die zugehSrigen x. 
Da arch umgekehrt nu t  die Bedingung ~'-~--0 vorliegt, so erh-7,1t man 

r 6 

auch alle x dieser rp(~3- Gebilde. Daher semen sick die ~ etChsyateme b) 
zasammen aus c ~  -1 der q~(~)-Gebilde; uml h =. 0 bestcld arch na t  
aus diesen, da die unter a) genannten nur zur Dimensi(m r - - 3  aa5 
steigen~ also keinen selbst~ndigea Factor yon h bilden kBnnen and 
schon Rater den in b) be~eichneten enfhaitea sein miissen. 

Wir m5gen noch bemerken, dass mar die ia a) bezeiehneien 
Fundamentalwerthsysteme y dadarch erhalten kaan, dass man die Glei- 
chungen aller Gebilde 9 I-5, f~ir deter g nieht 2:a,~,== 0 i~t, verbindet 
mit der Gleichung 

~ad~(o (x) == O. 

Man sieh~ dabei~ dass in jedem Gebilde ~(;~ o c , - z - *  der Werthsyst2me 
(j~) vertheiten; oder zu y liegen, welche sich auf c~--~-a  Reihen , ~ 

jedem ~ gehSren im Allgemeiaen ~-.r FundamentMreihen (y~); 
im Ganzen r "-a solcher Reihen, die indess zusammen nut ein Gebiet 
yon r ~ 3  Dimensioaen fiillen dilrfen, da"die hi0 keinen Factor gemein 
habea sollen; and in der That hab~u wit gesehen, dass schoa~ or 
der g-Werthsysteme das gauze Fundamentalgebiet y liefern. In be- 
sonderu FRllen oder f ~  specielle der ~ kann sich sogar die Anzahl 
der zugehSrigen Fuadamentalreihea (y~) noeh erhShem 

W~hrend die Functmnen h sich nat aus den s~mmtlichea Werth- 
systemen yon ~c *'-x der 9~r zusammensefzen, ent~tehen die 
Funetionen @ im Allgemeinen dadureh~ dass arch irgead eiaem Ge- 
setze aas s~mmttiehen ~ r je ~ , -+ , - a  Werthreihen (X~) 
herausgenommen werden. 

Die Annahme, class die ~ nur eia Werthgebiet yon ~ Dimensionen 
( ~ r - - 3 )  bilden sotlen, kSnneu wir arch analy~isch ausdrfiekeu. 
Hiernach dfirfen die r Fuaefionen h(~(x) lmr you .~ + 1 Combinatio- 
neude r  Variabelu x~, x~_~ - - "  xr, die wit mit 

A~, A2~, " ' "  A~+~ 

bezeichnen wotlen, homogen abh~ngen. Nimmt maa M~o die ( /~+I) -  
reihigen Determina~tea aus dem unvollst~ndigen Systeme 

h! ~) h .  ~ . . .  h('~ 

�9 . . , o . ~ ~ . . 

h ( .  h ~  . . .  h o~ 
%,-, ~+~ ~-~ 
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W O  

gesetzt ist and i j ,  i~, . . . .  i~+x irgend eine Combination yon 9 q - 1  
verschiedenen Zahlen aus 1, 2~ . . ,  r bedeut~t~ so verhalten sidx die- 
selbe'n wie die eatsprechenden Determinanten aus dem unvollst~adigen 
Systeme: 

h (~ h~ . . .  h ~) A~ -dl 

. ' �9 , 

. . . . . . . . .  . 

h~) h(~) . , .  h(~ .a,, +: t a~+~ .a~,+ 1 

In diezem Systeme sind die h~) als Fuac~ionen yon 

Ai,  A~, - - -  At,+1 

aui'gefasst uad es ist in diesem Sinne 

-a k 

gesetzL Da nun der Proportionalit'2tsfaetor die Determinante der A, 
nach den entsprecheaden x, ist>~and da dieselbe~ wena die A~ yon 
nieht weniger als ~ + 1 Combinationen der x abh~ngen sollen~ bei 
allgemeiaer Aunahme der Combination i~, i ~ . . .  i~,+a nieht ver- 
sehwinden kann~ so kSnnen dana auch jene Determinanten der ]* 
n~eh den xi nieht alle verschwinden, und sie werden yon der beson- 
dern Combination i~ ~ i~, �9 �9  i~,+~ ganz unabh~ingig. Dagegen werde~ 
die (~+2)-,reihige~, Deiermb~anten, die aus dem obigen Sy~eme da- 
durch entstehen, dass man eine weitere Horizontatreihe 

'~+~ ,~+~ ,,u+~ 

hinzuffigt~ ~/m~rd2/ch verschwi~Mo~. 

w  

Das h.Problem bei e ~ h  unendlichem Werthgebiete der h (~ 

Fiir den Fall, dass daz Werthgebiet der ~ ein ei~favh unendliehe~ 
ist, kSnnen wir die s~mmtliehen Ftmctionea h(O(x), welche den 61ei- 
chungen (9") geafigen, wirktich angeben. Sei also 9 ~ 1. 

In diesem Falle besbeht ein ~0~-Gebilde aus r - - 2  Dimens4one~ 
und kann daher dureh eine Gleiehuag zwisehen den Variabela x dar- 
gestetlt werden, die. wit ebenfalls bezeiehnen mit: 

q ~  = 0.  
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J?erner kSnnen hler die Werthsystem% fiir welehe eines der h(*~ vet 
schwindet, n:s 

ist, nur aus denen einer endlichen Zahl yea q~-Gebilden bestehen, 
oder man muss eine Ideatif~t, haben: 

(12) 2 ~ a J ~ o ( x )  ~ q~ '~  �9 ~(r '~ . . . ,  

we die ~', ~", . . .  diejenigen Werthsysteme ~ sind, far welche 

ist. .Die .Functicmen r als Factoren einer Function hi,), gehgren 
also hie" aueh zu den in w 2~ definirto~ Funcgonen r 

Hieraus folgt zuu'~chst, dass 

ist fiir alle diejenigen W'erthsysteme x~ weIehe zu dem be|iebigen con- 
stanten Wertltsysteme ~0 gehSren, d. h. also f~r alle dieje~igen Werth- 
systeme x, welche ep~ zu 0 me,hen; e~  mu~s also eine Identit~t 
existiren: 

(13) q~'~-- 0 r 
q~ 

we 0 eine gauze Function der x oder aueh 0 sein keen. Dabei sind 
~' trod [0 zwei wiUkahrlich gegebene Werthsysteme aas dem ~..Gebiet. 

Nun ist abet 
==~-0, 

bei constaatem ~" ffir a//e Werthe yon x. Dean da die Werthsysteme, 
ffir welche ~r wird, nt~r aus Werthreihen (x~') der Form x..lu2~" 
bes~ehen, so kann die Gleichung 

G 

wenn man x be//eb/g annimmt~ nur die Wurzel 2 ~ ~x~ haben, wor~us 
folgt, dass die Coefficientea yon 2, yon 2 ~ etc. identiseh versehwinden 
mCmsen. 

Daher folgt weiter, indem man yon g,~ die Polare nax~h ~ nimmt, 
dass auch 

und Gleiehtmg (13) liefert jetzt: 

(Ocp~)~_ _~. O, filr alle x .  

Aus dieser Gleiehung schliesst nran nun, genau wie in (8) des w 2 ,  
dass 

q(z+a~'). r  ~ e(z)- r 
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ist, f'tlr jedes x,  dass also en~weder @ ~ 0 ist r d. h. 

( 1 4 )  ~o ' )  ~ o ,  

oder dass q~,~ 0 ist~ was r da ~' und ~o beliebige GrSssen des ~- 

Oebie~ waren r wiederum auf Gleiehung (14) ffihrt. 
In  unserem Falle besteht also ein Gebilde ~(~) nich~ nur aus 

Werthreihen (x~)r sondern aueh aus solehen (x~ ' ) ,  wo ~' irgend ein 
Werthsystem des ~-Gebiets vorstellt. 

Naeh Gleiehung (12) hat man nun aueh ffir irgend eine der Fune- 
tionen h(O(x): 

h~O.~---O, 

bei constantem ~" und beliebigem x. 
Seien" 

~(1) r ~(~J, . . .  ~(~-,1 

irgend welehe linear yon einander unabh~ingige constante Werthsysteme 
des ~-Gebiets r in der Zahl, dass sich nile ~ linear und homogen aus 
diesen r - - s  zusammensetzen lassen i also: 

~(~) _ I  0.  

Dann hat man auch ffir irgend ein y yon der Form 

die Identit~t 
h~i) ~ Or 

woraus 
h(O(x + zy) ~ h('~(x) 

und 
h(o (y) ~ O. 

Daher muss zun~iehst s >  1 sein, da sonst die h(O(x)ein Gebiet yon 
~v ~-s Werthsystemen, also einen Factor gemein haben w[irden. 

Zu diesen y,  welche hier die FundamentalwerthsJ~steme des x- 
Gebiets bilden, gehSren auch alle ~ selbst. Da dieselben also linear 
und homogen yon r -  s Parametern abh~ingen, so miissen zwisehen 
denselben s ( ~  2) lineare tielationen existiren, welche man durch Eli~ 
ruination der r ~  s Parameter finde~ r etwa 

hcL)(x) ~ O, hc~>(x) ~ -  0r  �9 �9 �9 h~')(x) ~ O.  
2,( o Unser Gleichungssystem ,~$@} ~--- 0 geht dann in folgendes tiber: 

9hr176 ~r ~-  0 7 yon j --~ s + 1 bis j -~- r, 

(k ~ -  1 , 2 , .  �9 �9 r - s ) .  

Dies sind~ bei gegebenem i ,  r -  s Gleiehungen r homogen in den 
r - -  s GrSssen 
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~hto 

Die Determinante der Coefllcienten 

verschwindet nicht, da die Wer~hsysteme ~t)  . . .  ~r-,~ linear ~on 
einander unal~ :h~gig sein sollen. Darner folgt: 

~xj  --~ O, ( j ~ s q - i ,  s + 2 ,  . . .  r ) ,  

d. h. die Gr6ssen 

h ~'+~ (x),  J~"+~)(x), . . .  h~)(z) 
s ind  ~ 'und. iznen yon x , ,  x.,., , . .  X, allvin. 

Umgekehrt kSnnen aber, wenn die Functionen ht~), h~ ~), . . .  h~') 
identisch 0 sind, die Fan~tionen h r ~,  �9 �9 �9 h (~) #anz  wilfl;iihrlict~e gauze 
homogene Functionen yon x~, xe ,  . . .  x ,  sein~ und man wird immer 
ein System vo~ LSsungen der Gleichungen (9') haben. 

Damit dann noch ausserdem, wie es in diesem w angenommen 
war, da~ Werthgebiet der ~ ein einfaeh unendliches wird, mfissen ffir 

s 
s < ~-, zu den yon selbst bestehenden r ~ 2 s  identisehen Relationen 

zwischen den r - - s  Funetionea 1#,+1), . . .  h~), noeh s - - 2  heliebige 
weitere Rela~onen hinzugenommen werden. Ffir s == 2 inshesondere 
hat man also ohne weitere ]~elationen schon den Fall de~ einf~ch Un- 
endlichen Werthgebie~s der ~. 

FiIr s ~ r ~2-, in welchem Falle keine [s von selbst bestehen, 
)tat man, wenn die ~ ei$w Dimension bilden sollen~ noch r ~ s  -,'2 be- 
liebige Relationen zwisehen den h(,+~}~ . . .  h~ ~) anzunehmen. 

w  

Das f.Problem flit den Pail, dass mehrere der h o~ ver~hwinden. 
Indem wit jetzt zur Aafsuchung yon Funetio~mn f ~lbergehen, 

deren Determinante A/identiseh verschwindet, werden wir die~es Pro- 
blem in dem Umfange erledigen, als es die im Vorhergehenden gefun- 
denen Lbsungen des h-problems der Gleichungen (if) gest~tten. 

Wit  haben ffir die Function f die Gleiehungen 

f#== o, &~-o. 
Differentiirt man die er~tere Gleichung nach den Vafiabeln x, so er- 
~ebt  sieh mit H~lfe de~ zweiten Systems Qleichunge~a: 

0.~) ~,,,~"'"' - r  " ' '  + . . . . .  + r,~C o, (~; = ~, e , . . .  ,-), 

ist. 
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Dieses System linearer paxtieller Differentialgleichungen fftr die 
Function f geniigt~ mit Hinzunahme der Bedingung, dass f eine 
Function sein soll, zar Definition einer Function f~ deren Ddterminaate 
A/ identisch verschwlndet. Denn indem man die Gleiehungea des 
Systems der Reihe nach mit den Variabeln x l ,  . . .  x ,  multiplidrt uad 
dieselben addirt, ergeben sich wieder umgekehrt die geniigenden Glei- 
chungen 

f~ = 0, /~.~ = 0. 

Die Gleichungen (15) zeigen, dass nicht alle mSglichen gaazea 
LSsungen des in (9") gestellten h-Problems zu zugehSrigen Functio- 
hen f ffihren; class vielmehr, da die Gleiehungen (15) mit einandex 
vertriiglich sein miissen, eine l~ihe weiterer Bedinguagsgleiehungea 
f/ir die Functionen h( ' ) ( x )  auftreten. Wir beschr~nken uns nun bei 
dieser Untersuchung auf die im vorigen w gefundenen LSsungen hl~)~ 
die zugleich alle fiir g ~ 1 mSglichen LSsungen umfassen. 

Hiernach setzen wit voraus~ dass 

(m) 
t ~,+, ---- h('+*~ (x~, x ~ , . .  �9 x . ) ,  b = h(') (x, ,  x , . - -  z,} 

sind~ wo die h(s+l), . - .  h(~) ganze homogene Functionen gleichex Or& 
nung der Variabetn x t , x~, - .  �9 x, sind. 

Die Relation/~ ~-O, welche zwischen den Polaren yon f besteh~, 
wird dana eine solche zwischen f,+1~ f,+2~ . -  �9 fr allein: 

= ( ~ + ~ ,  f , + ~ ,  " ' -  fr) = O. 
da son~ 6, = 0, ~2 ~ 0, . .  - ~, = 0 Relationen yon niedrigerer Di- 
mension in den/ ; ,  als ~r, bildeten, die nach der Annahme abet ~ nieht 
existiren. 

Far s ~ r -  1 folgt hier 
f,___= 0,  

eine lineare Relation zwischen den Polaren. Ebenso folgt far s ~ r ~ 2 
eine Relation zwischen fr-1 trod f~ alleba, die, als b i n t i r e ,  ebenfaRs 
linear sein muss. In diesen beiden F~illen (wie ffir s ~ l) gilt al~ 
der van He s se  gegebeue Satz. Sei also 

2 ~ s < r - - 2 .  
Dan System tier Gleichtmgen (15) wird bier 

(17) r h?+ ') /" ~('+~) _t. f. h (~ - -  O, (k ~ I ,  2 , - - -  s), , , + l  ~ q -  , , + . ~ - - ~  ~ " " " "4- , k - -  

e i n  System von s liaeaxen homogenen partiellen Differentialgleichtmgea 
f~r die eine a})b~ng~ge Variable fund die s" ~ s unabh~en Vari~ 
bela 

X s + x  ~ . X , s + s ~  . �9 �9 Xr ~ 
in welches die Variabeln 
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nur wie Constanten eingehen, aI~o ein System mit r Coeffi- 
eienten ~') In diesem System (17) miissea nun noeh die ]~('~ so be- 
s~immt werden, dass sich die Gleichuugen (17) als lineare mit einander 
vertragen, was wenigstens far r - -  s < s zu Bedi~gungen ffir die h ~'~ 
fiihrt. 

Wir nehmen jetzt wieder an, dass das Werthgebiet der ~ ein ~-  
fach unendllches ist. 

r Sei nun erstens s <: ~ -  

Die g wiirden dann, ohne weitere Bedinguagen fiir die Puaetio- 
hen h(O(x), eia Gebiet yon s - - 1  Dimensionea bilden. Damit s~eh 
dasselbe auf ~ Dimensionen redueire, mtissen zu den obigen Bestim- 
mungen Nr  die h {0 (in (16)) noeh s" ~ 1 beliebige Beziehungen 
zwisehen den" ]ac,+t} . . . hr hinzutre~en. Diese Funetionen ho)(x) 
h'~ngen dann homogen yon nut  f~ + 1 Combinationen der ~rSs~n 
xtt x~  . . -  x, ab~ die wir wieder mit 

Ax ,  A.), . . .  A~+l  
bezeiehnen wollen. 

Es fo l~  dann~ dass ~a dem System (17) ~ - -  ~ - -  1 der Gleiehungen 
yon den iibrigea p + [ linear abh.~ngig ~ind (n~mlieh durch lineare 
P~elatioaen verbunden, die unabh~ngig sind yon den Variabeln x ,+l ,  
x~+~. , . . ,  x~). Dean es verschwinden~ wie sehon am Ende des w 3. 
hemerkt ist, s~mmfliche (~+2)-.reihige Determinanten, welche man 
aus den Coeffieienten 1/~ yon irgend ~ -{-2 der Gleichu~gen des Systems " 'k  

(17) bilden kann, w~-~hrend die aus irgend ~ + 1 der Gteichungea ge- 
hildetea (~-{-1)-reihigen Determinanten GrSssea prol~)rtional sind, 
welehe yon der Wahl dieser ~-~- 1 Gleiehangen unabhi~ngig sin& 

Sei zwe/Cz~ s ~ L .  
2 

Die e aus den Gteiehungen (16) sind dana zun'~chst an gahl ~ x - , -  
~as System (17) liefer~ ulso dann entwezl~: 

f,+~ == 0, f,+~ = O, �9 �9 �9 L = 0, 
d. h. man hat den von H e s s e  gegehcnen Satz~ oder es mfls~n noch 
wenigstens alle r ~ s-reihigen Deierminantea aus den Coes 
des Systems (17) versehwinden, & h. die h~" dilrfen nut yon hSehC~n~ 
r "~  s -  1 Combi~atioaen der GrSssea x~, x~, . . ,  x ,  homogea ab- 

�9 h'~ngen, und yon den Gleichnngen (17) bleiben nut r ~ s  ~ I yon 
einander anabhgngig. Sollen soda, an die g nut ein Gebiet yon ~ Dimen- 
sionen bilden, so miissen weiterhm r -  S -  ~---2 Relation~n zw~hen  
den ]L')(x) beliebig angeaommen werde- kSnnen, also musu seha 

Alsdann h~ngen die F~neti~nen ht*~(x)wieder yon ~-}-1 Cembinationen 
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der Gr5ssen x,, x~, �9 - z, homogen ab i und es sind nut/x -I- 1 der 
Gleichungen des Systems (17) Iinear yon elnander unabh~ngig. 

Die IX ~-1  linear yon eiaander unabh~gigen Gleiehtmgen d e s  

( , ,) Systems (17) bilden nun fOr s <: ~ oder > -~ , da die CoefiicieBtea 

des Systems wie Constanten eingehen, ein v o l l s ~ n d i # e s  SysLem liaearer 
partieller Differentialgleichungen. Um dasselbe zu integriren, hr~eht 
m ~ d l  ] l i l t "  

r - -  s Ix 1 

vo]l ei]lander unabhr~ngige LSsungen for f zu kenne]l, aus denen sieh 
dann durch Zusamme]lsetzung rail den LSsungen 

die allgemeinste LSsung for f erg~ebt. Jene LSstmgen sind abet direct 
anzugeben. 

Seien mit 

irgend welehe Funetionen der GrSssen 

~ 1 ~  a f 2 ~  " " "  X ~  

oder Constaaxten bezeichnet, und sei 

X*.-I-~ ~'~-f..2 " .  �9 X r  

h(,+~) 1~(,+ zl . . .  h(,-) 
A,  A ,  A ,  

~, .~ � 9  h~ ) 

A p .,t- t "A p .-[- I "d ~ ..t- 1 : 

�9 _> . . , _ 

-~ - , ,  - ~ 2 ,  ~ " " " ~2 . . . .  i 
~ ~ . . . . . . . . . . . .  . ! 

i 

"~r---.~-.-i~-~, l P r - - a . - p - - 2 ,  2 �9 �9 �9 -~r - -J - - - -p - -2 ,  r....., ! 

in welchem Ausdruek f'dr r -  s Ix 2 ~ 0 keine Reihen Pi, k ad- 
treten aollen trod wo wieder die h(O al-~ Ftmetionen der A~ aufgefasst 
~i]ld und 

gesetzr ist. 
Diese Gn3eae Q ist nun eine L~sang des Systems (17). 
Seien also welter 

r - -  s ~ Ix ~ 1 verschiedene GrSssen, die aus Q dadureh hervorgehea 
sollea, dam man fur die "/)~,~ versehiedene Functions- oder Weflb" 
systeme annimmL D i e  al lgemeinsle  I,~,s, un  9 des Sy s t ems  (17) /s/ d a ~  
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we r eine be2iebhjv Function der ungegebenen Argumente darstellt. 
W~hlt man insbesondere die Pi. ~: als Constanten, oder sis solehe 

Functionen yon x,,  . - .  x~, dass die in den Q~ ~uftretenden Determi- 
nanfen der 2 ; , ,  keiaen Facb)r gemein haben, so miissen, damit f eine 
.qmtze Function der Variabeln wird, such die Qi und die Function ~0 sis 
gauze Functionen genommen werden. 

w  

~ern~ro und quatera~ro Fomen. Speciello F~ille. 

Wir behandeln im Folgenden noeh ei~igG specielle F~lle~ als An- 
wendung des Vorhergehenden. 

a) Die te~iire~z Formen f l~ssen sigh sehon dutch die Gleichung 
(9") des w 2. direc~ erledigen. Denn wean die GrSssen 

~, : =  hco (x) 

bier noch Functionen der Variabeln x wiiren~ so wfirde ihr Gebiet nur 
ein einfaeh unendliehes sein kSnnen, und naeh (9") w~den die Pane- 
tionen h(;~(x) Ginen Factor geme~ hubert miissen~ gegen die Amtahme 
in w 1. Daher ist die Relation (3) zwisehen des Polaren f,. eine lineare 
mit consfanten Coefficienten, was der yon Hesse aasgesprochene Satz 
ist. Verschwinden insbesondere aueh alle ersten Untezdeterminanten 
yon AI~ so existiren zwei lineare Relationen (3)~ und fwird die Potenz 
einer linearen ~orm, 

b) Die quater~ren Formen f sind dareh die Entwicklungen der 
w167 2 ~ 5 .  ebenfalls volls~ndig erlGdig~. Sollen bier n'Y~rallch die 
Funcfionen der Variabeln x seen, so kann ihr Wer~hgebiet nur ein 
einfach unendliches sein. Denn w~re da~elbe ein zweifach unendliches, 
so w~rden wegen 

1r (~) ~ 0 

die Functionen h~') einen Factor gemein hubert miissen, was gegea dig 
Annahme des w 1. ist. 

Aber far diesen Fall, dass die ~ eine Dimension bildenj liefert 
w 5. a//e LSsungen f. Matt hat dann in (16) r--~4, a~) s ,~- ,r--2~2 
zu setzen mad erlfftlt r Relaf~on zwischen/~ und ~ allein~ die, wie 
schon dolt erw~hnt~ als bingre linear sein muss. Auch fllz die q~r- 
~q2/ren Formen gilt a,'l~o der Satz Hesse's immer. 

Da unsex Beweisgang such bei dem VerschwindGu yon Unterdeter~ 
mEnauten der Hesse'schen Determinante Af yon f unver~mder~ be- 
stehen bleib~ so kSnnen wit welter schliessen t da~s e/~e, r oder d~/  
yon einauder unabhgngige lineare Relationen zwischen den Polaren yon 
f existiren werden~ je naehdem nut A/ oder aueh r~mmtliche erzte, 
oder endlich auch s~mmtliche zweite Unterdetermir~nten yon A/idea- 
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tiseh verschwinden; dass sieh also unter diesen verschiedenen Bedin- 
gunge'o die Form f durch lineare Transformation auf eine solche yon 
bezfigl. 3~ 2 oder 1 Variabeln redueiren li~sst. 

c) Wit "erwiihnen noch der einfacheren Form, in welche man die 
L5sungen (18) in einem speciellen Falle, insbesondere fiir s . ~ r - - ~  ~-2, 

s < ~ setzen kann. 

Selen die Gr5ssen 
P ~ , ~ , . . . 2 ~ _ ~  

beliebige ganze homogene Funetionen gleieher Ordnung yon 

un& sei 

Eine allen Bedingungen geniigende Function f ist dann 

f = ~ (Q, xl, x ~ , . . ,  x3, 
wo cp eine beliebige ganze Function yon Q, x, ,  x~, - . -  x~ ist, nur der 
Art, dass dieselbe homogen wird in den u 

X l ~  X2~ � 9  �9 X r .  

Denn zwischen den Polaren 

f,+l, f~+~, " "  f~, 
die beziiglich mit 

~0 ~ ~ /~. ~-Q .P , ,  ~-~ 2~, . . . ~ -  

tibereinstimmen, werden, da r - -  s > s isi~ r - -  2s yon allen Variabeln 
unabhiingige identische Relationen stattfinden, die im Allgemelnen nicht 
linear sein werden. 

Dieser Fall ersehSpft insbesondere alle quin~iren Formen, bei denen 
das Werthgeblei der ~ ein einfach unendliches sein soll, indem man 
r ~ 5  t s ~ 2  se~zt. 

w 
Quinfire Formen. 

]n w 7. c) haben wit aUe quini~ren Formen f angegeben, welche 
auf ein einfach unendllches Werthgebiet der [ fiihren. Fiir die quinliren 
Formen w~re nur noch der Fall eines zweifach unendlichen Werthge- 
biers der [ mSglich. Wir erledigen nun diesen Fall, indem wir nach- 
weisen werden, dass keine Formen f soleher Art existiren. Dabei werden 
indess noeh einige, in dem Vorhergehenden nicht enthaltene Betrach- 
tungen nothwendig. 

8ei in w 3. : 
r-~-5 ,  g ~ 2 .  

DaB zu irgend einem ~' des zweifach unendlichen ~-Gebiets gehSrige 
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~'~-Gebilde hat }tier zwei Dimensionea und besteht ~us einfaeh un- 
endlieh vielen Wer~hreihen (x'~). Jed~ dieser ~t~-Gebilde enthi~l~ 
(hath w 4.) im Allgeme]nen eine endlielLe Zahl yon Werthreihen (y~), 
welehe a~te b'unda~ment~lwerth~y~teme des x-Gebi~tes umfa~sen. Und 
da diese Werthsysteme y aueh uur ein Gebiet yon 2 Dimensionen bildea 
kSnnen, so wird hier das irreducible ~-6ebiet jedeafalls ein e~utlicher 
Theft des y- Gebiets und besteht also eben[alls nut, wie jeaes, aus Werth- 
reihen dec Form (~'~"~. Es giebt wenigsteas einfaeh unendlieh viele 
soleher Werthreihen, die wir mit ( ,e ') ,  (~fl'), (77'), "'" bezeiehnen woller~. 
Man sieht sogar, dass die zu aZlgemeb~ Wert~hsy~temea e% g'~ K' . - -  
der bet. Werthreihe (~-') gehSrigen Fundamentalreihen 

( ~ ) ,  (,<?/'), ( . " r  �9 

keia yon dem ~-Gebiet versehiede.ues y-Gebiet bildeil kS~nen; dena 
dasselbe wfirde f ~  unendlieh viele andere Werthreihen 

(##'), ( zY) . -  �9 

ebenso gelten and das entstehende y-Gebiet wfirde mi~ dem irredueibela 
~-Gebiet alte zweifaeh uneadlieh vielen Werthsysteme de.~elbext gemein 
haben. 

Wir werden nan zun~iehst naehweisen, dazs zwisehen den Fun& 
tionen ::,--~ h(')(x) entweder we~Jgstens einv lineare Relation besteht, 
oder dass der Satz Hesse 's  gilt. 

Zu dem Zwecke betraehten wir die Gesammtheit dcr q~Z)-Gebilde~ 
welehe zu irgend eiuer ~Verthreihe des ~-Gebiets~ etwa zu 

(~e'), 
gehSren. Diese liefern zu~ammengenommen ein Gebfid% dan dureh 
ei nv Gleiehung dargestellt werden.kann: 

A ~ O, 

wo A eine Function @ ist (s[ehe w 4.). VCenn 2.~a,~ : 0 eine Gle[- 
ehung ist, welehe dureh alle Werthsysteme aer Reihe (aW) befriedigt 
wird, so ist A ein Factor yon 22a~h~o(x). 

Das Gebiet A ~ 0 muss also s~mmtliche Werthsysteme des ~- 
Gebiets enthalten. Wenn nun ein yon ( a d )  versehiedene~ Werth- 
system /~ desselben zum q~-)..Gebilde gehSrt, so ist aueh die ganz~-. 
Werthreihe (aft) unter den Fundamentalwerfl~en y enthnlten. Es er- 
geben sieh bier nut zwei mSgliehe F~lte: 

a) entweder hat maa yon jedem Wert2,system e ,  a', d '  - . -  at~ 
auaser der Werthreihe (aa') naeh wenigst~s je eiae weitere Werth- 
reihe, bez. 

(~#), (='#'), ( r  . . . ,  

welehe s~mmtlieh dent ~-Geblet angeh~ren mfissen, oder 
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b) man hat yon wenigstens cinem Werth a der Werthreihe (an') 
aus einfaeh unendlich viele Werthreihen 

("/;), (~,), (~t~), "', 
welche dem ~-Gebiet angehSren. 

Wir hubert diese beiden Fglle besonders zu behandeln. 

Fall a) 

Im l~alle a) haben siimmtliche Werthsystem~ [~ da ~a die Wer[h- 
reihe (ad) irgend eine des ~-Gebiets war, die Eigenschaft, dass yon 
ihm wenlgstens zwei Werthreihen ( ~ ' )  und ( ~ " )  ausgehen. 

Nehmen wir die allgemein gew~ihlte Reihe ( tza ' )heraus.  Die 
siimmtliehen iibrigen Reihen 

(P/~'), (~7"), �9 �9 �9 
haben enbweder alle je ein Werthsystem mit (an') gemein, oder nicht. 

Im ersten Falle wird eine Werthreihe (77') ebensowohl ein Werth- 
system mig der Reihe (fl/~'), als mit der (an'), gemein haben, sie ist 
daher yea der Form 

( .+z . ' )  + ~(/J+~'), 
und dh aueh /~" schon linear yon a, a'~ /~ abhlingt, so sind s~immtliehe 
Werthsystomo des g-Gebiets in der Form 

" §  
enthalten. 

Wenn zweitens (an') und (#/~') kein Werthsys~em gemein haben, 
so bilde man alle zu den verschiedenen e, d, d', . . .  yon (an') ge- 
hSrigen Reiben 

(.r), (~'r'L (."r") 
des g-Oebiets. Diese miissen zusammen aueh die Reihe (/~fl') ent- 
halten; es muss also unendlieh viele derselben geben, welehe je r 
Werth dieser (flfl')-Reihe enthalten, und da diese zusammea'sehon ein 
irreducibles zweifaeh unendliehes Gebilde darstellen~ so ergiebt sich so 
schon das gauze ~-Geblet.  ]rgend.ein Werth 7" dieses Gebiets ist 
folglieh in der Form 

~"+ q~", 
d .h .  

(a+~.') + o(/~+~F') 
enthalten. 

Hieraus folgt aber, da die ~ linear und homogen yon hSchstens 
vier Parametern abhllngen, dass im Falle a) zwischen den Func~ionea 
~ ~ hr wenigstens e/he ]insure Relation besteht. Wir wollen nun 
nachweisen; class fltr solehe Functionen h(o~ welehe zu unserm f-Pro- 
blem gehSrsn~ diese sine Relation noeh eine zweite lineare mit sich 
fllhrt. 
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Set die lfier gefundene lineare Relation b~zeiehnet mit 
h~ ~) (x) = O. 

Wir entwiekel~ dann f naeh Potenzen yon xt: 

wo A eine homogene ]?matt.ion der Variabeln ah, xa, x~  xs allein ist. 
~-%ffun hat man zwiucheu f2, /3, f4, fs eine identische ReIation 

r r ( s  0, 
yon der wir e wenn der Hesse~sche Satz nicht g~}gig sein soll~ an- 
nehmen mfissen~ dass sie nivht linear ist. 

~kls identische Relation gilt dieselbe auch ffir die Glieder niedrig. 

~a --~ A, setzt; ster Ordnung in x~ also, wena man 

H (A2, A~, At, A~) ~ 0, 

d. h. A ist eine quatern~e Form mit versehwindender Hease'seher 
Determinante. Abet jede Relation, welehe in diesem Falle zwischen 
den Polaren yon A bes~eht, muss nachw 7. b) auf linearr z~r~fek- 
ffihrbar sein. Da nun 13"(A~,.-. A~)-~-0 an sich keme solche und 
der Ausdraek l'I auch nicht redueit~el i~t~ so muss'es nothwendig 
wenigstens zwei liaeare Relatio~en zwischen den A~ gehen, mit derea 
Hiilfe H ideatisch effCillt wird. Daher ist A entweder ehm birdirc 
Form oder die P o ~ z  eines tinearen Ausdrueks in x . ,  xs,  x~, xs,  mad 
besteht ia beiden F~ill~n nut aus li,~earen Factoren~ 

Der Ausdrnek 
f---  ~ A + x l B  

ist, als Factor yon f, eine Function r (w 2.), maa hat also~ 
A(~) + ~, B(g) ---- o, 

u-d wegen ~ = 0: 
A (t) = o .  

Es versehwindet daher ether der linearen Faetoren you A(~) ,  was 
eine weitere in den GrSssen ~ ,  ~ ,  ~,~ ~s lineare ~datio~ liefert. 
Wir woUen dieselbe mit ~ ~ - 0  bezeiehnen. 

Set also je~zt 
ha)(x) = 0, h(~(x) ~ 0, 

Das System (15) des w 6. liefe~V~ daan die 5 Gleichungen: 

f "  (~) - -  " ~(~; ,~ h a) .~  O, (l; = 1,2~ �9 . .  5), 

aus welehen entweder 
fa..~.O, ~f,--~-O, fs==O, 

also der Hesse'sche ~3atz, folgt, oder &as Versehwiaden ~mmflieher 
dreixeihiger Determinanfen ans den Diffesenfialquotienten der h cs}, h~% 
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hr Dieses letz~ere sagt aus, class zwisehen den Fune~onea h(a noeh 
eine weitere~ yon allen Variabeba unabh.2n~ge identisehe Relation 
existirt, dass also das Werthgebiet der [ kein zw~ifach unendliehes 
sein kann. 

Damit ist der FaR a) als nieh~ existirerld erwiesen. 

Fall b) 

Das [-Gebiet ent.hiilt hier die einfach anendlich vielen Werth- 
reihea 

(~t~), (~,),  (~ . ) , ""  ", 
welche alle dasselbe Werthsystem ~ enthalten, and besteht als irredu- 
cibie~ auck nur aus denselbem 

Sei 

Die Gleichung 
6  5+5=o 

gilt, wean ~ gegeben ist, far die oo ~- Wer~hsysteme x des zu ~ ge- 
hSrigea ~vr Far dieselben gilt dana auch die dutch Dig~- 
rentiation nach ~ daraus entstehende Gleichung 

dx, d ~  dx~ j_  

uad da auch fiir dieselbea Werthsysteme 

ist, so hat ma~ aach far aUe x des r identisch: 
A~-0. 

Nun war bier fl, also auch ~, irgend eiu Werthsystem des ~-Gebiets. 
Daher ist die Gleichung 

A = 0 ,  
in welcher et constant ist, identisch ftir age Werthsysteme x iiberhaup~, 
was abet der Hesse'sehe Satz ist. 

E r l a a g e u ,  im Mai 1876. 


