Singulire Systeme linearer Volterrascher
Integralgleichungen.

Von

J. Horn in Darmstadt.

Die Methode, die ich in den beiden Abhandlungen ,,Integration linearer
Differentialgleichungen durch Laplacesche Integrale und Fakultdtenreihen
(Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 309— 329 und 25 (1916), S. 74 —83)
und ,,Verallgemeinerte Laplacesche Integrale als Lésungen linearer und
nichtlinearer Differentialgleichungen‘ (Jahresber. 25 (1916), 8. 301—325)
auf ein System linearer Differentialgleichungen mit Unbestimmtheitsstelle
angewandt habe, 1aBt sich nach geeigneter Umgestaltung auf ein singuléires
System linearer Volterrascher Integralgleichungen iibertragen.

Es seien die Funktionen ¢, (z) (e=1,...,m) aus den Integral-
gleichungen '

[ Yoo @)g,wdv=fi@)  («=1,....m)

0 f=1
zu bestimmen. Die analytischen Funktionen H,z(z, y) (¢, f=1,...,m)
seien an der Stelle # =0, y — 0 regulir und die Determinante
| Hop(®, %)| (¢, f=1, ..., m) verschwinde fiir z =0, ohne identisch zu
verschwinden; die analytischen Funktionen f (#) (¢ =1, ...,m) seien an
der Stelle & = 0 regulir. Durch Differentiation der vorgelegten Integral-
gleichungen erhélt man die Gleichungen

JH ’
Zﬂam Do)+ SEBED o g @) (=1, )

0 f=1
denen wir die Form geben:

z

19, @) + | 3 Kas(3 9)9,(0)dy = 0,(2) (e =1,..., m)
0 A=1 :
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wir verstehen unter k eine der Zahlen 0,1, 2,... und setzen K.s(x, y)
in der Umgebung von =0, y =0, g_(z) in der Umgebung von z =0
regulir voraus. Durch nochmalige Differentiation. ergeben sich unter An-
wendung der Bezeichnung

0K s
— Pap(n) = Kup(@, )+ bep(k+ Dk, —Q, ,(a, y) — 28,
Ru(z) =g, (%)
die Integraldifferentialgleichungen
«p.,( ?) v

(W) st I = S Puy(a) «mmﬁzq o y)«pﬂw)dwzf (2)
0 f=1

(a=1,...,m).

Die Funktionen

P,s(z)= Za‘“ Q.plz, y)= 2’ b i at ye,

Ayu=0

By (x) = 5’ o

sind in der Umgebung von # = 0 bzw. z = 0, y = 0 regulidr. Die Wurzeln
ay, ..., a, der Gleichung (@} — 88.5| =0 (a, 8=1,..., m) werden, so-
weit mchts anderes angegeben ist, voneinander und won Null verschieden
vomusgesetzt Durch eine lineare Transformation von @Prsees @, 86l eI-
reicht, daB al% = a., a®) = 0 (¢ = B) ist.

Aus den homogenen Integralgleichungen

[ S Hop@ vm,wdy=0  (@=1...m)
0 f=

[

gehen die homogenen Integraldifferentialgleichungen

Zpaﬁ z)<pﬁ(x)+f20,,,g(w, )og(y)dy

0 A=t (a=1,...,m)

(A) wk+1

hervor, mit denen wir uns vorzugsweise beschiftigen. Wenn die Funktionen
@, ;(, y) identisch verschwinden, haben wir das System linearer Differential-
gleichungen

n

ZPa,e(x @p(%) (a=1,...,m),

oh+ d%(w)

welches unter der Voraussetzung &k > 0 in den beiden oben angefiihrten
Arbeiten vermittels der Laplaceschen Transformation behandelt ist; es
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hat z =0 als Unbestimmtheitsstelle vom Rang k, wihrend dort z =oo
die singulére Stelle war!).

Im zweiten Teil der Arbeit ,,Laplacesche Integrale als Losungen
von Funktionalgleichungen® (Journ. f Math. 146 (1915), 8. 95—115) ist
die Integralgleichung .

1z, y)pw)dy=f(a)

mit dem in der Umgebung von @ = 0, y = 0 reguliren Kern

H(z,y)= . z*y"

liw=0

unter der Annahme, dafl @,=0, a,,+ay =0, a,,+0, ayy+a,,+a,+0%)
ist, daB f(z) in der Umgebung von z = 0 regulir und f(0)=0, 7' (0)=0
ist, auf die Form

2282@ 4 (1 —az)p(z)= [F (=, y)p(y)dy + G(=)

gebracht worden, wo F(z,y) und G(z) in der Umgebung von x =0,
y =0 bzw. &= regulir sind. Nachdem a. a. O. eine partikulire Lésung
dieser Gleichung als Laplacesches Integral dargestellt worden ist, bleibt
noch die homogene Integralgleichung.

z
JH( 9)o(y)dy=0
oder die daraus hergeleitete Gleichung

od .
22881 (1 az)p(z) = [ F (s, y)o (4)dy
0

durch ein Laplacesches Integral zu l6sen. Wir behandeln hier eine all-

') Den Fall k=0, in welchem x = 0 eine singulire Stelle der Bestimmtheit des
Differentialgleichungssystems ist, habe ich ohne einschrinkende Voraussetzungen iiber
die Wurzeln der Gleichung | —s4, ! =0 unter Benutzung der Elementarteiler der
Determinante | a‘;"f}—sda gl in den Math, Ann. 39 (1891), 8. 391 behandelt.

?) Im ersten Teil der Abhandlung ,Volterrasche Integralgleichungen und
Summengleichungen® (Journ. f. Math. 140 (1911), S. 120—158) ist die obige Integral-
gleichung unter der Annahme ayy =0, a,,+ ay, =0, a,, <=0 vermittels siner Methode
aufeinanderfolgender Naherungen ‘behandelt. Den Fall a,, =0 (1+pu < m),
Omo S Qu—yy1 .-+ qm=+=0, wo m2>1 ist, haben schon Volterra, Holmgrén
und Lalesco betrachtet (vgl. die Zitate im Journ. f. Math. 140 (1911), 8. 120); ihm
entspricht in der Theorie der linearen Differentialgleichungen die von L. Fuchs u. a.
behandelte singulire Stelle der Bestimmtheit. ‘
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gemeinere Aufgabe. Auf die Entwicklung der Laplaceschen Integrale in
konvergente Fakultitenreihen gehen wir hier nicht ein.

Im I. Abschnitt betrachten wir das System homogener Gleichungen
(A) fir den Fall k=1 (§§ 1—4); wir kommen im II. Abschnitt auf die
obenerwihnten Ungersuchungen iiber Systeme linearer Differentialgleichungen
zuriick, ‘die wir in verschiedenen Richtungen abindern (§§ 5—6), um im
III. Abschnitt ihre Ausdchnung auf das System homogener Gleichungen (A)
fiir £ > 1 vornehaen zu konnen (§§ 7—8). Sodann wird im IV. Abschnitt
die noch erforderliche partikulire Losung eines Systems nichthomogener
Gleichungen (A*) fiir beliebiges k> 0 ermittelt (§ 9). Im ¥. Abschnitt
werden Systeme homogener und nichthomogener Gleichungen (A) und (A*)
mit k=0 kurz beriihrt (§ 10).

1. Homogene Gleichungen, % —1.
§ L
Indem wir zundichst den Fall & ==1 behandeln, betrachten wir die
Gleichungen

z
Lo (@) & S
(4,) 2= =D Puy(x)g, (x)+fZQ.,,,(w, ¥)os(y)dy
p=1 0 f=1 (e=1,...,m),
welche durch Rethen von der Form
a o
q)a(x)r_e_?Z 4, x7tn (a=1,...,m),
n=9
wo a eine der voneinander und von 0 verschiedenen Zahlen a., ..., a, ist,

formal beiriedigt werden. Es sei z. B. a =a,. Zur Berechnung der zu-
gehorigen Reihen fiihren wir die Gleichungen (A,) durch die Substitution

(pu(x) '_____-e.—_z— Q“(x)
iiber in
L4398, (x) & o o_a
2t — e = 2 (Pup(@) — 0, 8up) ¢ﬂ(z)+f29u,;(m‘, yle® ¥ Dy(y)dy,
B O p=1

]
1=

@
setzen D, (x) :2 Agnpxr’ # und vergleichen die Koeffizienten von x7+#
n=0

(n=0,1,2, .:-).  Wir stoBen hierbei auf Integrale

a4 6

x
J,,:fyw.ue—;"?dy (n=0.12,...),
0

die konvergent sind, wenn der Integrationsweg den Nullpunkt innerhalb
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der Halbebene 'arg y—arga, l <% verldBt; denn wenn y lings eines
solchen Weges nach O geht, ist
|a]

—~=="lcos{arga; — AT ¥}

v =10.

Durch partielle Integration erhidlt man die Rekursionsformel

lim o5 | —

- r+2

J,= 1 prats r+pt2 J
a, a,

deren wiederholte Anwendung zu der formalen Reihenentwicklung

J. 1 prtotr '__+"i__2_$r+u+3 4 (rtu+?2)(r+p+3) PLE R
# a, al a1
filhrt, die wir an die Stelle des Integrals setzen. Durch Vergleichung der
Koeffizienten von z*, x*+1, zr+2, ... erhilt man die Gleichungen

0=(a:a "—ai)Aao,

"'An() = (au al)Aftl +Zaa(11/;Aﬁ0;

(r+ DA4u=(a. - Aa’ +2“(1)Aﬂ1 +Zam‘4ﬂo + "‘me O)Aﬁm

Da a,, ..., a, von a, verschieden sind, ergibt das erste Gleichungssystem
Aio=0 (a=2,...,m), wihrend 4,, beliebig ist; das zweite System
ergibt

a®

“l_A4,, (a=2,...,m);

(1) ‘
=10, A"lg—a—a
a” %

aus der ersten Gleichung des dritten Systems folgt

() (2) 10,0
Za AM, 11Am+‘abu A,

p=2

berechnet. Man berechnet 4, ,_, aus der ersten Gleichung des (7 + 1 1-ten
Systems, d. h. durch Vergleichung der Koeffizienten von 27+7, A, ;-
(e=2,...,m) aus der n-ten Gleichung des j-ten Systems, also durch
Vergleichung der Koeffizienten von z7+i-1. Wenn man also in den
Gleichungen fiir @,, ..., @, die Funktion @, (a=1,..., m) durch
A~ A, 27+ ., VJ,— A, ;_ @771 ersetat, bleiben in der ersten
dieser Gleichungen nur die Potenzen z7+i+31, x+i+2 . . stehen, in den
iibrigen Gleichungen auflerdem x’+7,

Wir nehmen die ganze positive Zah! ;j so groB an, daBl ¥+ 4 >0 ist,
wo 7 der reelle Teil von r ist, und setzen, wenn j > 0 ist,
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#,(2) = ¢ * (Aun® + Auy @1 b o duyo 27y, (2)
a=1,...,m).

i—-1
Durch die Substitution @, (z) =2 A,p 2" +? 4y (z) gehen die Gleichungen
fir die P,(=) iiber in P=0

d'ﬂ.,(-”) &4 Y
Z(Puﬂ(w) a, aﬂ)wﬂ(x)+f20aﬂ(x, y)ez v wp(y)dy+ga4_gll ,
0 f=1
" 7-1 j-1 ;
2 a,g(a:)-—-a1 ,F)ZAﬂpr+D—2(r+p ’zr+p+1’
£=1 p=0 =0
=I2Q¢ﬂ(m’ y)e‘ ZAﬂry’+pdy 2222’ b(] "’Aﬂ,x’-J,ﬁ,.
¢ p=1 B=1l=0p=0p=0

Vermittels der fiir pu <j—1 gultlgen Formel
J,,:.l_.-zr-i—,u-}"} T+l‘+2z,+”+8+ +( 1)7 cu—a(rtpu+2)...(rt+j— l)$’+’

& al a’ #-1
' j—p—1(r+p+2)...(r+])
+(_1) j n—1 J -
driicken w1rJt+,,(,u+p<y—1) durch gr+e+r+e,  _ gr+i J; . aus.

Dann erscheint 9, als Samme von Gliedern Konst. x’+’+2 (¢=0,1,2,...)
und Konst. 2* J;, ., (#,2=0,1,2,...). (Da die formale Reihen-
entwicklung von J;_; mit zr+#+1 beginnt, werden die Glieder mit z7+2,

., ®"*7 nicht gefindert, wenn man J;_, durch J;, dann J; durch J; ;. usw.
ersetzt.) Oder anders ausgedriickt, 2 besteht aus

2 a_s
fSa(w,y)e“ v dy,
[}
wOo
S, {z, y):ngn!‘)m/.yr+i+y—1
Aipe=9

in der Umgebung von z-=0, y= 0 konvergent ist, und aus einer mit
z7+? multiplizierten Potenzreihé von . Man hat demnach

& 4

Q. + .Q,',' = Rq(2) —i—fSa(a:, y)e* vdy
°
unter Einfilhrung der in der Umgebung von z = 0 konvergenten Reihe

W
3 i1 (g
Ri(e)= S arivs, o =0;

A=0
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die Glieder mit z7, 7+, ..., 2" +/-1 und fiir ¢ =1 das Glied mit z7+7
fallen auf Grund der Berechnung von 7, A.g, ..., 4, ;- fort. Es gelten
also die Gleichungen

) d a(x) 4 @«
QBN z? e —>—’(Paﬁ T} — a, 6aﬁ)w,g(x)+f29 ﬂ(x y)es f'wﬂ(y)dy
p=1 0 g=1
4 a n
£ Ru(5) 4+ [Sule, y)em 7 ay (a=1,...,m)
0
Wir fithren die fiir alle # konvergenten Reihen ein:
Y —1 G, T
aﬁ ”*%a&’ 1_.1):’ (t) Zbaﬂl (#“f‘l)"

) t”'“'" 1 +i+e

. (4) - ) t
«(?) 2“ T(rrj+iy N. (t)“Zd“ I(r+j+u+1)’

w=0

Die Laplacesche Transformation

wa(x)=fwa(z)e‘"i‘dt (@=1,...,m)

fithrt, wenn man zunichst formal rechnet®), auf das System linearer
Integralgleichungen

m % (0)
(C) (t— an+a)w. () Zf ap(t— ) wg( 'r)dt—j—Zf t+a wﬁ('t)df
A=10

f=10
t—t) "t ' NO (1)
+ﬂZfZ( )1,, t+aldth$(t——'r)wﬁ(z)dz-{-Ma(;)_{, Lt
10 4=1
(t—z)t—t N (z)
+IZ DT (6=1,...,m).

0 i=1

Durch Vertauschung der Integrationen nach ¢ und t erhalt man

fz(t;_:);)‘l t—{—af H)(t‘—‘ T)wﬁ(T)

t
=jwﬁ(1)dtf2(t_t) o t+‘71 G (t — v)dt.
0

T A= 1

%) Vgl. den Ubergang von (C,) zu (B,) in §4.
Mathematische Zeitschrift. III 18
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Die Integralgleichungen (C,) schreiben sich demnach:
(Dx) (t* aa+“1)wa('t)

m f (0) (t-——t)l 1 .
:21 an(t R t+al IZ — t—}—alG‘("}(th')dt}wﬁ(’)d"
0

B=1

(0)() PR A IN(A)(I)
+ Mo (t)+ g IZ’(“_)I)! ~dr o (e=1,...,m).

Wenn wir diese Gleichungen in der Form

m ¢
w0 =3 [ 1,6 D wp(r)de+ £,(0),
(e) -
w, (£) =foaﬁ(t, tywg(r)dr + £, (2) (a=2,...,m)
A=10
schreiben, sind die Funktionen f, ,(2, %) (a,p=1, ..., m) regulir, wenn

man von den Punkten —a,,a, —a,,...,a, — a, absicht; es ist

f11 (09 0) = Fll (O’ O) - a’l({:) =17.
Wenn man

f(8) =" ha(2) (@=1,...,m)

setzt, sind auch die Funktionen h,(t) abgeschen von —a,,a,—a,, ...,a,—a,
im Endlichen reguldr; es ist &, (0)=0. :
Im Falle j = 0 setzen wir
@3
P, (x)=¢e =y (x) (e=1,...,m);

die Funktionen R, (), S.(=, y), M.(t), N® ®), £.()(e=1,...m) ver
schwinden jetzt identisch

§2.

Wir betrachten das System linearer Integralgleichungen (e). Der ein-
fach zusammenhingende abgeschlossene Bereich $t enthalte den Punkt ¢ = 0;
jeder Punkt ¢ von R kénne mit ¢ = 0 durch einen in $ verlaufenden Weg !

verbunden werden, dessen Linge f {dr =- T unter einer endlichen Schranke [

liegt. Die Funktionen f, ,(#,7)(« ,ﬂ~1, . ,m)undt_‘“f(t)(cc—l m),
W0 8 statt r - j geschrieben ist, seien regulir, wenn ¢ und v dem Bereich R
angehdren. Der die Punkte (0 und # verbindende Integrationsweg kann
irgendwie in R verlaufen; er wird nétigenfalls durch einen #quivalenten
Weg 1 ersetzt, dessen Liinge kleiner als [ ist. Wir kniipfen an Jahresber,
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d. D. Math.-Ver. 24 (1915), 8. 213—216 an und benutzen die dortigen
‘Bezeichnungen. Es ist stets £7 < |¢| <7, wo 0 <f< 1 ist, und

L F% A U E
~wo x und »’ endliche positive Konstante sind*).

Durch Auflésung der m — 1 letzten Gleichungen (e) nach w, (¢),..., w,, ()
erhilt man

we(t)= [ F.(t,0)w,(v)dr+ B, (t) (a=2,...,m);
’ 0
dabei ist fiir a = 2,

E.(t)=1,(2) +Zfsaﬂ (t, 2)f;(2)dz,

p=29
Fo(t,r) =T, (8. %)+ er Sap (8, 2)f,, (2)d.

Durch Einsetzung in die erste Gleichung (e) ergibt sich -

tw, ( fF(t t)w, (t)dr + B(t);
dabei ist

E(t)— f,(t)+2'aff,ﬁ(t, t) Es(t)dt
p=2

F(t,e)=f, {t +2fflﬂ(t t) Fy(t.7)dt

Die Funktionen ¢ **'E,(t) (¢=2,...,m) und ¢ "E(f) sind in R
regulir. Simtliche hier auftretenden Funktionen von ¢ und z sind regulér,
wenn ¢ und 7 in R liegen.

Die Integralgleichung fir w, (¢) geht durch Differentiation iiber in

dw, (t) dE(t) .

= (F(t, 1) — 1), ( t)+f“”’ Da, () dr + LEH
Wir-setzen .
F(0,0)=f,(0,0)=r, F(t,t):r+tlp(t)

[4
-fwthat f (t)yat
L(t,z):ang”) v , K(t)= dE(t) v ’
j’wmd:
w, (t) = W (¢)e®

1) Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 27 (1918), 8. 51.
13+
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Die Funktionen (), t™*" K (¢), L(t, ) sind reguliir, wenn ¢ und v in f
liegen. Es gilt die Gleichung

1 -1y W t)+fL(t o)W (z)dr + K (8),

welche wir durch aufema,nderfolgende Naherungen losen, indem wir setzen:

aw, (t)

tT-r(r—l)W,(t)+ ¢v(t) ("'30: 1’_2:--')y

—K (), ¢,.(t.)=f'L(z,z)W,._l(r)dz (r=1,2,...).

~—

Die Differentialgleichung fiir W, (¢) hat, wenn § > 0 und also s von
r verschieden ist, eine partikulire Losung, welche gleich dem Produkt aus
*~1 und einer in R reguliren Funktion von # ist. Unter der Annahme,
daB W,_,(t) gleich dem Produkt aus #*"° und einer in R reguliren

s+v—1

Funktion ist, ist @, () gleich einer mit ¢ maultiplizierten reguldren

" Funktion. Dann hat die Differentialgleichung fiir W, (¢) eine mit #**"~*
multlghmerte regulire Funktion als partikulire Losung. Da s — 7+ »

=4 -» >0 ist, erhalt man eine solche Loésung in der Form
Wy(t):t"‘ft—'di,,(tf)dt (r=0,1,2,...).
0

Wenn ¢ und t in R liegen, moge |K(t)| LK, ‘L(t,‘t‘é,L gein.. Wir
nehmen an, in R sel

Wvﬁl(t)'lég,_l Ti+r—'2
Dann ist
LG, 1T‘H1 1
| o) | < 55—
W (t)|<,¢, & A 1Tr IITE”;‘-F,'—lde wx’ L6y Ts+: 1
P = §ty— T (Frr—=1)(E—-r+v)
oder

xx'L .
(§—r—1)(8—7+»)

W, ()| <6T 7, 6, =6,

Daher ist die RelheZItI_”1| W,(t)] in R gleichmaBig konvergent.

—0

Die Reihe W (¢) ::2 W.(t), welche eine mit t""1 multiplizierte, in #
r=0

regulire Funktion darstellt, geniigt der Integraldifferentialgleichung fiir

W(t). Die Integralgleichungen (e} werden durch die Funktionen
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¢
Jwrde

w, (1) == W (¢)e? , W () =B, () + [ Fo(3,7)w, (1)dr (a=-2....,m)

befriedigt; ¢ *"*w, (¢) (¢ =1, ..., m) ist in R regular.

Im Falle j = 0 sind die Integralgleichungen (e) homogen; sie haben
eine Lésung w, (¢) (¢ =1, ..., m ) von solcher Beschaffenheit, da8 t ™ a, (t)
in R regular ist®).

§ 8.

Nach dem im § 2 bewiesenen Satze besitzen die Integralgleichungen (D, )
eine Losung w, (§) (e =1, ..., m), fiir welche t """ w, (), abgesehen von
t= —a,, @—a,...,a, —a undoc, iiberall regulir ist. In einem um
t — 0 beschriebenen Kreis, der keine der singuldren Stellen —a,, a, —a,,

., @, — a, enthilt, gilt die konvergente Entwicklung

trl—n 1

N

Denn wenn man diese Reihen fiir die w,(¢) in die Gleichungen (C,)
einsetzt, erhilt man dieselben Rekursionsformeln wie durch Einsetzung

der Reihen
ZZA(Lnxr+" ((‘521,...,m)

in die Gleichungen (B, ).

Die in den Gleichungen (A) auftretenden Potenzreihen P, (),
Q,,(z, y) seien fiir |z| < o baw. |:c| <o, |y| < ¢ konvergent, also, wenn
o> l, L. o ist, fiir & = -(11- bzw. z = % , Y= % absolut konvergent. Das-
selbe gilt dann auch fir die in (B,) vorkommenden Potenzreihen

-1 Ry (%), y~*~i+18,(%, y). Demnach bestehen Ungleichungen

(J)] < CIG} lb’(lﬂ.;;,u)l _S_ ba’-+!'-’, |c(£2)!§ CU"', *!d(i"'")! =_<_ b ity

und es ist

i-1
| Fup t)|<a0207 = aoeit,

u+i

m(t)l <boi 12 u+l(;4.1)._ < bot-1e"lti,
n=0

") Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 213—216.-
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xltlﬂ'”" xbo"‘lt|;+j «

@ Y & i LI
LESOIE M Ly o ey <TG ) o i =
®=0

u=0

= %a‘]ti?”e"“"‘)
wegen | I'(r+j+p+1)l=| T+ | rti+1] ... [r+j+el
| L(r+j+1)]-ul,
xlt|?+i+l—1 xclt|;+j_1

xca]tl;-”

Ir(rej+2)| = [T(r+)] % [L(r+i+ 1) & (2=-1)

VAGIENTL
i=0

wegen |I'(r+j4+ )| 2| (r+§+1)]-(A—1)! fiir i=1,2,... oder,
wenn |¢| > 1 und daher |¢| "7 <It]r+f.<{t|'+ieﬂltl ist,

[ M, ()] < MYe|™ eotel, |
Es sei © ein Sektor, welcher von zwei von ¢ =0 nach = oo gehen
den Geraden begrenzt wird und weder im Innern noch auf der Begrenzung
eine der Stellen — a,,a, — a,, ..., a,, — a, enthilt. Wir beweisen den Satz:
Im Sektor © ist
|wa (8)| < Ce*!*! (e=1,...,m),
wenn & >-:; und C hinreichend groB ist?).

Der Beweis wird nach der im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915),
S. 821322 benutzten, an Perron (Journ. f. Math. 143, 8. 26—28) an-
kniipfenden Methode gefithrt. Es sei R ein positiver Wert und C so gro8,
daB im Sektor & fiir [¢] < R -

iwu(t)l<Ge"'|"* (¢=1,...,m)

ist. Wir zeigen, daB diese Ungleickungen auch fiir |¢|> R im Sektor &
gelten, wenn R hinreichend gro8 gewihlt war. Unter der Voraussetzung,
daB dies nicht der Fall ist, verstehen wir unter R’ die untere Grenze
derjenigen Werte von |¢|, fiic welche unsere Ungleichungen nicht bei be-
liebiger Wahl von arg ¢ in & gelten. Dann ist ein Wert « = ¢’ und ein
dem Sektor & angehérender Wert ¢ — ¢ vom absoluten Betrage It'] =R'
8o vorhanden, daB |w.r(¢'))= Cehlt | jst, wihrend man im Sektor & fiir
It < B

lwa(t)!gae“” (e=1,...,m)

‘;) Wenn arg ¢ zwischen endlichen Schranken liegt, besteht eize Ungleichung
dergx=ie)”.

’) Im.Falle 0 <r-+j<1, in welchem w,(4) fiir ¢{ =0 unendlich wird, ist
fao, (8) | < CePltl fiir [ 2 t,, |0, ()| <e]t|F+Hi~2 fiie |¢| <t,. Dabeiist t,>0
beliebig klein, ¢ hinreichend gro8 zu mehmen.
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hat. Aus der Integralgleichung (C,) folgt fiir ¢-:-a’, i =1¢", wenn

wwt)=6ftp(t— t)y(r)de

gesetzt wird:

GO wg ()
|6 —a.+a|-owa(t |<2'Fﬂwﬂ(t)|+2 tJ_gr_
(t—t)_‘l 1 v(m()l
+2 2 G=1)! t+a ﬁwﬂ t)dt ‘fiM (t)l+ ey
B=1"'0 2=1
(- 1 NP (2)
fz o2 g
0

Auf der rechten Seite ist |wy(2)| < Ce*!*!, also
Izl ,
| Fupuwp(2)| < faoe"””—"')-Cq"mdlz|
1]

I¢]
o 9N agaehltl

- aC’oe"l”fe”'_"”"dl.tl <aCoelt. -

h—o h—o
°

Izl .
Cot—Lehit]

|Gwp(t)] < [ho =t en =10 oot gl < BE2
(]

wenn im Sektor & |t +a,| > D > 0 ist, hat man

Gadwa(e)| _ boeHI
tta, | < Do(hza)’

t—1)*1
“Z(u—)l)- Ta Ghwn(v)

5

*® - A=1  h}z|
<'.2(“L—L'D 1QCa*"1e d|t]

@) D(h—o)

0 2=1
e i ' hit]
— olit] =11} izl __bCe® ¢ RORENL] bCe !t
D(h-o)f dltl=pG= i< g a®
Nc(.o)(t) 92Itl7+ieﬂlt!
tYa, |= D ’
t it o -
A— 14 i . +7 o
fz(t-—:) 1 N (1) el < 2 ([l =1z "1 Ror1el" e lr'dl'ti
J < a=D P A A=1)! D
=1 0 i=1

it}
Ro [ oUtl={eD [T+7 0] Roe !l otel Rolt]TH 140l
=—5er tv| l'lf 740 zldltl ae ! ‘r+ydl | = | Jdiols] " e ),

: D(r+J+1)
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Fir ¢ =o', §==1¢" ist alsc

hit] l¢|’tf _ hit,
_ . hlzi/mua()e ! mbCe o mhCe” it
¢ a"+all Ce -~ h—o Do(h~o) D(h—0o)?
(r+i altl oot gt ‘Jiolit(i”""ler'%”
+q it + = — + ~pren
oder nach Division mit Ce”itl
(41 T+d,— (h—n),t
. . _~maos  mb pUERY e
|t —aa+oy <554 Da(h—0) | C

R\t B g THIT L R o)l
€D ' CD(r+j+1)

Wenn h > o ist, hat die rechte Seite fiir lim |#] = oo einen endlichen,
die linke Seite einen unendlichen Grenzwert. Da h beliebig wenig groBer

als o und o beliebig wenig grofler als —:; ist, so geniigt es, b > (17 anzu-

&

nehmen. Nimmt man R hinreichend groB, so ist die linke Seite der fiir
‘lt' = R’ > R geltenden Ungleichung kleiner als die linke, es ist also ein
Widersprach vorhanden.

Der bewiesene Satz kann folgendermaflen erweitert werden. Die ab-
soluten Betrige der singularen Stellen seien kleiner als tr. Wenn im
Sektor & w, < args < w‘_, ist, seien wy, wy irgend zwei endliche Zahlen,
welche die Bedingung of < 0, < o, < (:)2 erfiillen. Im Bereich &’ sei
<1, wl Largt <o, im Berelch & ,t\ =1, of Largt < wf. Der
ﬁ?\erelch ©* setze sich aus &' und ©” zusammen. Dann ist im Bereich &*

}w,‘(t)i<0*e’“”“) (¢=1,...,m),
wenn h >% und C* hinreichend ‘groﬁ ist.

Wir verblnden zum Beweise einen beliebigen Punkt ¢ — |#]e’” des
Bereichs &” mit dem Nullpunkt durch einen Weg, welcher aus folgenden
Teilen besteht: 1. der Verblndungsgeraden der Punkte 0 und te*™, wo
w, ein fester Wert zwischen w, und w, ist, 2. dem die Punkte re* und
re’” verbindenden Bogen des Kreises vom Mlttelpunkt 0 und vom Radius t,
3. der Verbindungsgeraden der Punkte te'” und |#|e*”. Die Linge dieses

‘Weges bezeichnen wir mit 7', die Lénge von 0 bis zu einem beliebigen

*) Im Falle ¥ +j <1 kommen auf der rechten Seite dieser Ungleichung noch
weitere Glieder mit ¢~ %~ 218 yor welche das Ergebnis nicht beeintrichtigen. Man
zerlegt namlich bei der Abschitzung von | F, ;w,(¢)| und IG(’) w, (t)] die von 0
bis |¢] erstreckten Integrale in Integrale zwischen 0 und t,, worm man | g (¢)!
durch ¢}t |77 ersetat, und Integrale zwischen t, und |f', worin 10, (t)| durch,
Celt] ersetat wird; die letzteren Integrale werden vergréBert, wenn man die untere

Grenze t, durch 0 ersetzt.
%) Vg Fubnote 7),
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i I .
AN 1st, hat
P

Punkt 7 des Weges mit T. Wenn 4 > %, e> 0, g=r1

man in &
w, ()] < C¥e” a=1,....m).
( A

Zum Beweise ersetzt man in den obigen Betrachtungen |¢], |7| durch
T,T. Wegen {t|<T,|t— /< T —T hat man

‘Fa/f 1<aoe’?, Fuwi(t)]<aoe” T usw.

Nimmt man |#| hinreichend -gro8, so ist T < |t](1 + ¢), also

lw“(t)l/c* g(1+e) it] C* ht‘ (Ot=1,....m).
§ 4
Die Integrale
= L
wa(w)rszu(t)e zdt {la=1,...,m),
0

welche iiber die dem Sektor © angehdrende Gerade argt-— o erstreckt
sind, sind in dem Kreise R (—e;—w> > {l), welcher einen Teil des Kreises
j#| < ¢ bildet, absolut konvergent; es ist
dy, =
x® o = ,‘tw,,(t)e 7 dt.

gelten die Gleichungen

In dem Kreise R ( 9—:;) >
A

1
°
Pn/f(x) I J‘Fuﬂlft)e—;dtw),
¢
(Pap() — a. aﬁ)w fFuﬁwﬂ t)e_”dt“),
Ra(:v)sz(t)e‘?dt,
0

wo jedesmal iiber die Gerade arg¢=— w integriert wird. Gehért y dem
T

Kreise R (e
Yy

1 .
> — an, 80 18t

S x ’L
§ Ybu 1) ,,+ 9 f (/) 9 y dt,
n=0

0
®

¢
Zb(/. ") u+‘l.qpﬁ(y) fGiﬂwﬁ<t)e lldt5

w=40

'0) Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 321 —322.
) A a. 0. 8. 323-325.
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t+a,

a) bl R @
e v Db yn ey, y) =[G wp(t)e v .

n=0
Daraus folgt
z

_& 191 Gop) o z t+a dy
f ”Zb y 1/",9 y)dy_JG"ﬁ Wg t)dtbfe v ',!79“"

v =

wenn alle Punkte y des Integrationsweges 0...z dem Kreise ﬁt(e—;) > %

angeh6ren. Wir wihlen als dquivalenten Integrationsweg die Verbindungs-

gerade des Nullpunktes mit dem im Kreise ER( ) > =~ gelegenen Punkt .
Nun ist

z tte t+ay
by, [P
oy t+a,  t+a °’
0

t+ay )
wenn lime ¥ =0 ist, falls y auf dem geradlinigen Weg 0... 2 nach 0

geht. Dies ist der Fall, wenn |arg (¢ +a,) — arg x[ < % oder, da arg(t+a,)
zwischen arg# = und arga, liegt. wenn gleichzeitig |argz — w <%
und | arg x — arg a, [ < —; ist. Die Bedingung |argz — | <z 7 ist im '
Kreise R (i:-) >-:7 von selbst erfiillt; die Bedingung largm — arg “1' <.%

ist im Falle w == arga, im ganzen Kreise erfiillt, sonst, da —a, ein
singuldrer Punkt von w,(#) und daher w = arga, + = ausgeschlossen ist,

in einem Teil des Kreises. In dem durch ,arg x—arga, | <y > bestimmten

Abschnitt des Kreises Eﬁ% > E ist

x
(4, ,u) “ G(“ ﬂ(t) St
f Z’b y' w,,(y)dy —ft—e 7 odt,

0

z -]
oo = GEw () -L
(Ao ) . aff P .
[ Snie -’/)d”—f—_m;—e "t
0

n=90 0

mit Riicksicht auf die Gleichung

“f

”dt
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fiir 4 > 1 hat man

. z Py
1 S t—1)i-1 6,9 wy(t) -4
x‘ eﬂc v Zb“ "yt wﬁ(y)dysz(u_)l)! f+:; dt-e *dt,

x P :
a_“' o (t—t)i=1 GHw ) 40,75
ZJ' z "7 (.« F)whyl.y)ﬁ(y)dy:f f ()_)1)! H“: t-e =dt

#=o

wegen der Konvergenz von

f22(1 —{t)it | Gy
-1 i t+a

5Co ,fe ¥ d]t['
D(h—o) v

0

dppeﬂ”ﬂ(‘>duq

taﬂ

) > i, da & beliebig wenig griBer als'le

fiir’ ‘.’R( )>h oderfuriﬁ(

iw
ist. Ferner ist fiir SR(%) > .

Sqperygriresi= [RP @ a
n=0 0

x

s = ®° it

e V Zq‘(‘i..,u)yr+i+;¢+1ZJ‘N;M(t)e v dt,
#=0 H

7 _a w ]

fe v an(‘l..u)yr+1'+,u—1dy IW e a:dt’

0 #n=90 h

wenn z demjenigen Abschnitt des Kreises R (e_;i) >% angehort, fiir
welchen |arg 2 — arg a, ] < g— ist. In diesem Abschnitt ist auf Grund der
obigen SchluBweise '

28) a

Zfe? v Zq(; Wghyrtitr=i1dy =
0

i=1 ’=0

_Pyve—nr 8P -
_bf;' =D tradt-e “dt.

‘lo]

Hiernach ist in demjenigen Abschnitt des Kreises R

o4
arg £ von arga, um weniger als 5 abweicht,

) > %, in welchem

:JFL,, e_%dt,
¢
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wenn die Gleichungen (B,) in der Form J, = 0 und die Gleichungen (C,)
in der Form L, = 0 geschrieberi werden. Demnach geniigen die Laplace-
schen Integrale fiir die ¢ (x) den Integraldifferentialgleichungen (B,), da
die Funktionen w,(#) den Integralgleichungen (C,) geniigen.

Hiernach gilt der Satz:

Die homogenen Gleichungen (A,) werden, wenn a eine der vonein-
ander und von Null verschiedenen Zahlen a,, ..., ay tst, durch Reihen

LR
<%

%(“’):e_ A,mxrﬂl (a=1,...,m)

n =

formal befriedigi. Stie gehen durch die Substitution

E=1

a
g (@) =e * (A, a"+4, 2 4. 44, Ty (2)

(a=1,...,m),

wo j eine ganze positive Zahl und der reelle Teil von r + § positiv ist,

in die Gleichungen (B,) dber. Es sei z. B. a=a,. Die aus (B,) her-

geleiteten Imiegralgleichungen (D,) werden durch Funktionen w (t) be-

friedigt, welche sich im Endlichen abgesehen von den singuldren Stellen

0, a,—a, ..., a, —a, —a, reguldr verkalten und in der Umgebung

von t = 0 in die konvergenten Reihen

t1'+ﬂ—1

w“<t)=2.t4.a“[—;(;+—n) ((I:].,...,m)

n=1j
entwickelbar sind. Sie erfiillen auf einer Geraden argt= o, die durch
keine der von 0 verschiedemen singuldren Stellen geht, die Ungleichungen

|w, (1) <Ce'! (e=1,...,m),
wo h > :;ﬂ) und C hinreichend grof ist. Die obigen Ausdriicke fir die
@, (%), worin

w“(z_)sza(t)e_;dt (a=1,...,m)
[

Laplacesche Integrale mit dem Integrationsweg argt—= w sind, stellen
in dem Kreisabschnitt

Ak
eine Losung der Gleichungen (A,) dar.

Tw z

)>':T> |argz —arga, | < 5

x

12y Die Koeffizienten Pu/,(:t), Qup(®, y) von (A;) sollen fiir ;< p bzw.
‘zf<9, |y} < e regulir sein.
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: . | (o) .
Wenn die Wurzeln a,, ..., a, der Gleichung iaa g — séaﬂl = 0 nicht
samtlich verschieden sind, wenn aber die Determinante }aﬁ?) — 84, ﬂ} die

Elementarteiler s — a,, ..., 8 —a,, besitzt, erfahren die bisherigen Unter-
suchungen keine wesentliche Anderung. Es sei @, =... =a,_ — a, wihrend

G, 4> Oy VOD G ‘verschieden sind; @ sei von 0 verschieden. Die zur

Berechnung von r, 4 1 4, g te dienenden Gleichungen in § 1 werden
folgendermaflen gelost. Die zu ¢ = u 41, ..., m gehorigen Gleichungen
des ersten Systems ergeben A wrro=- =4, =0 Diezuea=1,

gehorigen Gleichungen des zwelten Systems schrelben sich

(al(ll) ~—r)‘A + —l—a“)A

el
'V (1)
pl AIO + + ( 3 )A,uo =0.
. . . (1
Wir nehmen an, die Determinante Iaa; —8d, ﬂl (¢, f=1, ..., u) habe

die Elementarteiler r —r,, ..., r — T, Dann 148t sich durch eine lineare

3 (1) (1)
Transformation von @rees ¢p errelchen daB a'=r,, ..., @, ="7,,

(1) , ) _ :
a, =0(e,p=1,..., u;azp) wird. Nach Bestlmmung von 4y, ..., 4,
ergeben sich 4 . ..., Am1 aus den zu ¢=pu -+ 1, .., m gehorigen

Gleichungen des zweiten Systems. Die u ersten Gleichungen des dritten
Systems

(rl—r—l)Aqual“}m “+11+ +a‘1’Am1+...=

. (1) (1)
('r.u r— I)A;ll+a;t 41 u+1 1 + +a Aml +

ergeben Ay oo 4, wenn wir die weitere Annahme machen, daB zwischen

7y, .-, 7, keine von Null verschiedene ganzzahlige Differenz besteht, vsw.
Den u Werten @4=...=a =a entsprechen also u Systeme von Reihen

p(z)=e ZA z" (e=1,...,u),
in welcher r die Werte r, ..., r, hat und welche den Gleichungen (A,)

formal geniigen. Die Integralgleichungen (D,) haben jetzt die Form

gf (b wy (D + L0 (&=

w (t) = fo;ﬁ(t, t)wﬁ(z)dr (5 (e=p+1,...,m);
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dabei ist £ (0,0)=al=r (a=1,..., n), f,4(0, O)—a(”—O

(@, 8=1,...,p;azp) und £,(t)=t"""""h (1) (¢=1,...,m), wo h_(t)
abgesehen von t=a_ .. —a, ..., @, —a, —a regulir und % (0)=0

(e=1,..., u)ist. In Ankniipfung an Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915),
S.315—318 und 25 (1916), 8. 76—78 findet man px Losungen mit in
der Umgebung von ¢ = 0 konvergenten Reihenentwicklungen

r+n—1

w (3)= 2 “I?(r—i—n) (a=1,...,m),

. —r—j41 .
wo 7 einen der Werte r,, .. ., r, hat; 7777 w_(t) ist auBer an den an-

gegebenen singuliren Stellen regulir. Nach dieser Abdnderung der Ent-
wicklungen des § 2 kann man wie in § 3 und § 4 weiter schlieBen.

Auf den Fall beliebiger Elementarteiler der Determinante lPa S0 —8d_,|
(¢, ==1,...,m) gehen wir hier nicht ein.

I1. Lineare Differentialgleichungen.
§ 5.
Das im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), 8. 3101., 25 (1916),
S. 741 und 8. 301{ behandelte System linearer Differentialgleichungen

dy,
1-k a
o3

(a) - ,}_Zpaﬂ(x)yﬂzo (a=1,...,m),
A=1

wo

kel (l)

Pu,‘:(“’)::.“ 6,,—{—2 Gap

in der Umgebung von z= oo regulir ist und a, =0, a,,..., @, Vver-

schieden sind, wird, wenn %[lmz...; QI:"—”z 0, r =%I1“" in der Be-
zeichnung Jahresber. 24, 8. 311 —312 ist, durch Reihen
2 4
v= 3 (€=1,c0sm)
n=0 T

formal befriedigt. Indem wir zunichst den reellen Teil 7 von 7 positiv
annehmen (was durch eine Substitution y - x’z erreicht werden kann),

leiten wir durch die verallgemeinerte Laplacesche Transformation

« ik
yu:fwa(t)e t dt (({:1, ...,m)
' 0
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unter Einfiihrung der fiir alle endlichen ¢ auBer ¢ = 0 reguliren Funktionen

!
" -1
@, ;(t)= ;i (e, =1,...,m)
= (7)
das System von Integralgleichungen
m ¢
(b) (kt—a)uw ()= D [ @, —w,()de (a=1,...,m)
A=19
her, welches durch die Reihen
r+n__
o= 3tat emtm
w == C=1ly,...,M
« r4n
»=0 F( & ) ’

formal befriedigt wird.

Hier werden die Eigenschaften der Funkiionen w_(t) ans den I niegral-
gleichungen (b) hergeleitet, wihrend nach der a. a. O. 25 (1916), 8. 315
bis 323 benutaten Methode die Funktionen w, (¢) auf die a. a. 0. 24 (1915),

S. 3091f. untersuchten Funktionen w'?’(t) zuriickzufiihren sind.
Die Integralgleichungen (b) haben, wenn man

. g (E—
flﬂ(t,r)z%Glﬁ(t—r), [t %)= k";(_ i (a=2,...,m)

setzt, die Form

b, () — Eff,,,(t r)w,(r)ds,

p=1%

"(t)~2ff (t, Dwy(r)dr  (a=2,...,m).

Unter Benutzung der im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), 8. 213—216

eingefiihrten Bezeichnungen erhilt man durch Elimination von w, (), ..., w,,(¢)
eine Integralgleichung
t
tw,(t) = [ F(t, 7)w, (z)dz;
0
nachdem diese gelSst ist, hat man
12
w ()= [F (8 1)w, (v)dr («=2,...,m).
0

Wir verstehen unter $i einen Bereich der #-Ebene, welcher aus Kreis-
sektoren vom Mittelpunkt = 0 und von endlichen Radien besteht. die
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ganze Umgebung von £ = 0 ausfiillt und die Punkte e weder im

Tnnern noch auf dem Rande enthdlt. Wenn ¢ dem Bereich % und (wie

wir jetzt immer annehmen) v dem geradlinigen Integrationsweg 0 ... ¢

angehort, sind fop(t, v) (¢, B=1,...,m), Sap(t,7) (a, f=2,...,m),
1
==t

F (¢,7) (¢=2,...,m), F(t,7) abgesehen von dem Faktor (¢ — r)

regulire Funktionen von ¢ und (¢ —1)*.
Zur Begriindung diene folgendes. Zunichst ist

1 1
=t

L1

G, =¢ (¢,
wo g,,(t) eine bestindig konvergente Potenzreihe von f darstellt. Also .
ist, wenn «, §, 1 Zahlen aus der Reihe 2, ..., m sind,.

1 1
— -1 it
(=% guplt—F)
fupll )= ki=a, ’
f gl oy (o)
(t—z)k (z—r)b 8. ((t=2)F)g, {(z—n)F
{f‘/(t ) /.ﬂk": )dz: 5 (kt»-—a )(kz—al) : dz

R %—x lxc 1 1
_t=n* j (-0 a6 —nif e )M((t—r) (1-0)%)

kt—a, kt—a,—k{t-2)¢
0

d¢,

wie sich durch Anwendung der Substitution

z=1—(t—7v)¢
ergibt. Auf der Geraden 0...¢ ist t= 0t (@ =10...1); der Ausdruck
kt—a, —k(t—1){=ki(1-{1-60),)—a,=kid—a, ($=0,...,1)

verschwindet nur, wenn
a; -

=k (9=1,...,0)

s kd

ist. Wenn ¢ nicht auf dieser Halbgeraden liegt, ist das letzte nach ¢
w1
. zwischen 0 und 1 genommene Integral in bezug auf ¢ und (¢ —z)* regulir.

2
71

Demnach ist m(t ) das Produkt aus (¢ —7)*  und einer in R regu-
?

laren Funktion von ¢ und (¢ — ’t) . Durch Fortsetzung dieser SchluBweise

n

ergibt sieh fi’(;,)(t, 2) als Produkt aus (¢ —)" und einer in R regu-
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1

Hiernach erscheint (f— 7) E 8,4(8,7)
1

?; dasselbe

1
liren Funktion von # und (¢ — 7)*.
., m) als in R regulire Funktion von ¢ und (¢ — )

(a, =2,
1
EF (4,1 (e=2,...,m)

gllt auf Grund der obigen Uberlegung fiir (¢ — r)

und (t-—-t) "F(t 1).

Wir nehmen an,
E3
——— 1

Fi,t)=c(t—r)* +...

P
sei das Produkt aus (f —z)® , wo x eine der Zahlen 1, 2, 3, ... ist
1
und einer reguliren Funktion von # und (¢ —z)*. Die Integralgleichung
fiir w, (¢) wird durch eine Reihe
T‘f‘ﬁ_x
© 4 ,,t )
= 2y
n= k

formal befriedigt. Ihre linke Seite beginnt nech Einsetzung dieser Reihe mit

Ayt

die rechte Seite mit
¢ x_1 cd, I r4» -1
2l f(z——z)" o dre——— Sk
r3) r(7)

k) o : k
so daB x =k sein muB. F(¢,7) ist also eine in R regulire Funktion

1
von ¢ und (¢ —z)*, welche fiir ¢ = den Wert ¢ annimmt. Jetzt beginnt
die rechte Seite der vorhin betrachteten Gleichung mit

r I
GAxotk __cd,t ¢k

e o)

so daB ¢ = F (0,0) =  ist.
Durch Differentiation geht die Integralgleichung fiir w, (¢) iiber in

t
8228 _ (71,9 — 1)w,(t)+f__a.(‘—2 w, (v)dr.
0.

Mathematische Zeitschrift. IIL 19
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Wenn wir

H
AP (2, L Jvina
3¢

F(t.t)=1 +ty(), = L{t,7)e’

1
setzen, sind die Funktionen y(¢) und (¢ — )% 1L( t,7) reguldr, wenn {

und r in R liegen. Setzen wir weiter

t
fv:p(t)dt
) wl(t):W,(t)eo >
so gilt die Gleichung

RLAU R L 1) 4 (t)+-fL(t,z)W(z)dt,

die wir durch die Kette von Differentialgleichungen

AW _ (7;‘ 1) W, (t),

dt
t
tdzt(t) = (1--— 1) W, () + @, (8), D, (t) = “fL(t.x) W,_.(t)d
C(y=1,2,..
mit den Losungen
W) —t% ",
r L r

W.(t)=t% J-t—7 @, (t)dt (r=1,2,..

[

T

)

)

ersetzen. Wenn arg { zwischen endlichen Schranken bleibt, bestehen Un-

itig‘, ,t'% <

gleichungen [£% | <

r+v—1
x 1

W, ()| L6y ] F 77

1
Wenn |L(t,r)|gM(!tl—-]rl)f—1 ist, hat man

rigr(55=) ey
1D, (t) < MG, 5 ¢ l ,
L ) (Y
o Ere o , Pl T (=
[W.(8)| <6, t * y G =C_i - Muxx'k- ,.r(?'_;:_") .

Demnach ist die Reihe

r
“|¢| *¥. Wir nehmen an, in R sei
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in N absolut und gleichmiiBlig konvergent und stellt eine in R regulire-
Funktion dar. Die Gleichung fiir W (f) hat die Losung

W)= > W.(1),
v=10
die Gleichungen (b) die Lésung

12
[wrde

w, (1) = W (t)e? ) wa(t):JFa(t,z)wl(z)dt (a=2,...,m);

?
jede dieser Funktionen ist das Produkt aus ¢* -1 und einer in R regu-
liren Funktion von i.
Wenn alle Funktionen P, () im Gebiet R (z#ef“) > o(w) > 0 regulir
sind, ist fiir £ = || et~
1
Gop(t)l < AJ3]F 17T,
wo ¢ eine beliebig kleine und A eine hinreichend grofie positive Zahl ist,
die von w unabhiingig angenommen werden kann. Der Sektor & sei von
zwel von ¢= 0 ins Unendliche gehenden Geraden begrenzt und enthalte

die singuliiren Stellen %‘", e ]’c’l weder im Innern noch auf dem Rande.

Wenn {= |t|ei» dem Sektor & angehért, ist
|w,,(t)i<(}e"“| 1) fe=1,...,m),

wo b > o(w) und C hinreichend gro8 ist.
Zum Beweise nach der in § 3 benutzten Methode brauchen wir nur
zu zeigen, daB die Annabme, es sei |w,(f)=Ce*"* fir a—=a’, 1= ¢,

wo |t’] = R’ hinreichend groB ist, und ]wa(t)[ Lcetfira=1,...,m
und fiir [¢{{|< R in &, auf einen Widerspruch fithrt, Auf Grund der
aus (b) folgenden Ungleichung

m i,
it
|kt — aa] - lwa(2)] ng pt—1)[- jwp(e)| d 7|
’ g=1 0
ist nach der gemachten Annahme fiir ¢ = ', t = ¢’
) Dies folgt aus Jahresber. d. D. Math.-Ver. 25, S. 321 oben.
1) Im Falle # <k, in welchem w,(¢) fiir £= 0 anendlich ist, ist, wenn t, eine be-
. . i
liebig kleine positive Zahl bedeutet, | we (£)] <2 Ce?: il fisy 18124, [wa(t); <ot E

fir ¢ <. t;; C und ¢ sind hinreichend groBe positive GroBen.
19*
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Ie] 1 [
”t—aai -C’e"“'__<_mfA(lt|—!ﬂ)" le(a<w)+e)(ltl—Irl),oeh!ndh]
0
Izl 1,
=mACe(o(w)+e)ltlf(}t1 _IT[)k e(h—mw)—e)lfldhl
£

- l¢] 1
<mAQeL WA gh ot — el [y yE T g
]
1
=mACE|t|Fett! 13)

: 1
oder nach Division mit C|¢|% e*!*!

) F

- L

Qa

Im Falle k> 1 hat die linke Seite fiir lim |#| — oo einen unendlichen
Grenzwert, wihrend die rechte Seite endlich ist. Im Falle & = 1 haben wir

<mAk.

_ ]
lt-—a,,] O et gmACe(o(w)+s)ltlbj'e(h—a(w)—eJl'l diz|

e(B—olw)~ &)t mAC B

(o{w) +2) ]2
<mdCe TTh—o(w)—¢ T h—a(w)—=

oder nach Division mit Ce”!¢!
mA
A = OETS

so dafl wieder ein Widerspruch vorhanden ist.

%) Im Falle ¥ <k kommt auf der rechten Seite hinzu (vgl. FuBnote ®):

t _1_._1 i__l
'mfA([t[—{-g;)k e(a(m)+e)(lt|—lzl)_clﬂk |z

9

el 1, T,
<mAoe @I L (a—e)F e e

[

m_ll —1~—l z—l
=mdcel @I B fa—nt cF e
[

1 F -
mAecl’ ——)I‘(——) F+1
- (k k ] k hle(ﬂ(w)-fs)ltl_
F(?+l)
k
1

Nach Divisfon mit C]t{Fe"“_l oder im Falle k=1 mit Ce”!*! hat dieses Zusatzglied
fiir lim |¢]| =00 den Grenzwert 0.
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Hiernach sind die verallgemeinerten Laplaceschen Integrale

y,= [, () e at (€=1,...,m),
0
wenn auf dem keine der Stellen q,, ..., a, enthaltenden Integrationsweg
argt=2qn+w (¢g=0,1,...,k—1) ist, in dem Gebiet
(2¢+3)a—w
k

20 —1ym—
m(xbet'w)>a(w)’ L.Lglz)_ﬂ__w_< argz<

konvergent und geniigen den Differentialgleichungen (a)

Wenn man die im Jahresber. 24, 8. 323f. dargestelite Methode zur
Entwicklung der Laplaceschen Integrale in Fakultitenreihen auf die hier
benutzten verallgemeinerten Laplaceschen Integrale anwendet, erhilt man
nicht eigentliche Fakultitenreihen, sondern Reihen, deren Glieder Quotienten
von Gammafunktionen, aber nicht rationale Funktionen von x sind. Um
Reihen mit rationalen Gliedern zu erhalten, benutzt man dieselbe Integral-
darstellung wie im Jahresber. 24, 8. 3091.; die sich aus der jetzigen Integral-
darstellung herleiten 1&8t. Vgl. Jahresber. 25, S. 318—319, und fiir nicht-
lineare Differentialgleichungen S. 307 —308.

§ 6.

Die Betrachtungen des § 5 gestalten wir in verschiedener Hinsicht
wm, wm tm III. Abschnitt ihre Ubertragung auf die Qleichungen (A)
vornehmen zu komnen. Die Annahme 7> 0 ist jetzt nicht erforderlich.

Die ganze positive Zahl § sei so gewihlt, daB # -+ j > 0 ist. Durch
die Substitution

Aao _ Aax
; r+1+ r+]—1+z" (e=1,...,m)

Y.=

x

gehen die Differentialgleichungen (a) iiber in
(¢) 21~ kdz“+ZP,,ﬂ(x)zﬁ+Pa(z)—o (a=1,...,m);

P.(2)= ZPaﬂ(x (Aﬂo+‘ﬂ‘+ +““’)

1 (TA +(r+1)Aa1+ +(r+7—1)Aa ,_1)

f+k x! 1

ist an allen reguliren Stellen der Funktionen P,4(z) auler z = 0 regulir;
wenn man z,, ..., 2, durch O ersetzt, fallen in den Gleichungen (a) oder

. . L1 1 1
(¢) die Glieder mit o7 prFl =i

. . . 1 1
auflerdem die Glieder mit SEi v EIEEd

und in der ersten Gleichung

fort, so dafl
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-3 u;")
Pa(x)::];:;r—m (e=1,...,m)
und a(® =gV = ... =@a{¥"1 =0 ist. Durch die verallgemeinerte
Laplacesche Transformation
= [ w,(t)e-t=*dt (e=1,...,m)
[}

erhilt man jetzt die Integralgleichungen

(d) (kt—aa) wa(t)= D [ Gup(t — 1) wy(x)dv -+ Gu(t) (a=1,...,m);
p=1"9 '

darin ist
THitl
o a‘;-)‘ k 7
Ga t = 'a—‘———.———.
® ;.=20Y F(———————r*j'*_")
k

-1

Setzt man
. 1 . G, (t) ‘
'fl(t):fal(t-)’ f(t T ki—a, (({zz"”’m)’

so schreiben sich die Integralgleichungen (d)

tw, (t) = D) f,,(t, Y wy(z)dr + £, (1),
f=1

wa{t) =D () wy()de+£,(8) (¢e=2,...,m).
f=1
Hieraus erhdlt man wie in § 3 durch Ehmination von w, (3), ..., w,, ()
die Gleichung
]
twl(t)zf‘F(t,z)wl(t)dz—{—E(t').

Im Falle 7> 0, in welchem dle Betrachtungen von §5 gelten, kommen
E-1

in F(t,t) Glieder mit (t-—z)‘ 1, ces (t—-r)T~1 nlcht vor. Die Ko-

efﬁzxenten von (t — r)’; (e=1,..., k— 1) welche nur von g% (i =1,
— 1), aber nicht von %) (1= lc k —{- 1....) abhéngen, verschwinden
infolge der Bedingungen %" =0, A® = , U*"V =0 und daher

unabhingig davon, ob r = A* positiv ist oder nicht. Die Differential-
gleichungen fiir die z, werden durch die Reihen

-
A Y Aan
R

~,

n=
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und demnach die Integralgleichung fiir w, (#) durch die Reihe

rtn
Sy A4,,t &

w () == ——_I,<r—l-n>
n=74 —

formal befriedigt; da bei Einsetzung dieser Reihe sowohl die linke Seite
als auch das erste Glied der rechten Seite mit Konst. "7 beginnt, so
gilt dasselbe fiir E(f).
Durch Differentiation erhilt man die Gleichung
t
— (F(t,0)— 1) w, (t)+ | 22 oD gy (1) de 1 420

[

dw. (t)

Wenn wir die obigen Bezeichnungen benutzen und

4
ag(@) ~f"

K(t)=— di

r+7

01 4

setzen, so daB K(t) das Produkt aus ¢ k und einer in R reguliren
s ‘

Funktion von ¢* ist, so haben wir die Gleichung

AL 40 +fL(t W (r)de+ K (1),
welche wir durch die Kette von Differentialgleichungen

tdvt’”(t) r 3 Vo (1) + D(2) (v=0, 1,2,...),

¢
S, (t)=K (), @,(8)=[L(t,7)W,_1(z)dz (»=1,2,...)
0
mit den Losungen

r b s
— -1
W,,(t)zt"ft Yoo () dt (r=0;1.2....)
1]

ersetzen. Wir haben
+

L

[W,,(t)lg@,lt] ok

r3) (=)

kX' M -
@r—l ®x (,J—V)F(TML;‘:_‘—”\

Wie in § 5 ergibt sich nun, da die Integralgleichungen (d) durch Funk-
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i

1
% +

tionen w, (¢) von solcher Beschaffenheit befriedigt werden, daB ¢ we (1)
in N regulir ist.

In dem Gebiet R(z*e?®) > o(w) sind nicht nur die Funktionen
P,s(x), sondern, wenn o(w)=>0 ist und daher z — 0 nicht im Innern
des Gebietes liegt'®), auch die Funktionen P,(x) regulir. Es bestehen

daher Ungleichungen

r+7

l { .
IG )|<Bltl exﬂ(w)+e)[t|’

wo ¢ beliebig klein und B hinreichend grof ist.
Wenn %> o(w) und C hinreichend gro3 genommen wird, ist im
Sektor &
wa(t)] < CePllan (a=1,...,m).
Wenn man dieselbe SchluBweise und Bezeichnungsweise wie in § 5 anwendet,
ist fiir ¢ =a', t =1’

1 i,
!kt—aal CMl <mACK|s|Fer £ Bt ¥ elmtert ity
Kt bk S ‘
F i g B o
i
Im Falle £ =1 hat man
f+i
]t—a l Ceh|z;< mACe el +B|t| - —13(0“‘))“””
—alw)—e ’
mA B r:,~1 (6 —olw) ~ &)t}
AR s et A L :

Man schlieft weiter wie in § 5,

Die Lésung unseres Systems linearer Differentialgleichungen erscheint
in ainer anderen Form, wenn man eine neue unabhdngige Verdnderliche
einfithrt. Wir erhalten so ein Verfahren, das wir in § 7 auf Integral-
differentialgleichungen zu iibertragen haben und das wir hier fiir Diffe-
rentialgleichungen ohne Ausfithrung der Beweise andeuten.

8) Indem man x durch x 4 Konst. ersetzt, erreicht man, daB = = 0 eine singulire
Stelle mindestens einer der Funktionen P.pg () wird.
17) Im Falle 7-+§ <k gilt diese Ungleichung fiir |¢] > t, (t, > 0 beliebig klein),
T+ 7
wiihrend [wg (8)| < clt| ¥ fiir |#] < ¢, ist.
_1%) Im Falle 7+ ji<C k kommt auf der rechten Seite das Glied hinzu (vgl. § 5):
chF(%)I‘(%—’) T+i+1 |
. L 'tl k e(ﬂ(w)+£)|tl
(r +i+1 ) i .
=%
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Die Differentialgleichungen (c) gehen unter Einfilhrung der Verénder-

lichen

E—“— b(k 1)

wo b’,... b'* " beliebige Konstante sind, in

tizc ZSBaﬂ(g +5‘Ba(2)=0 {a=1,..., m)

iiber; dabei sind die Funktionen

P_,(x) P,(z)
af . a
EB.,;(!)“‘ Y pE-1)?° S’Bm(@)_ ’ plk—1)

b
. 14—+ .. = T —
: x L®-1 % bt

abgesehen von 2 =0 im Regularititsgebiet der Funksioren Pus(x)
ebenfa.lls regulir, wenn man von den Nullstellen ¢’,...,¢*~1 von

"t e* 4 . 4-8%Y absieht. Die Werte r=q’, ..., &1,
welche zu z=4¢q', ..., ¢%~1 gehbren, sind Verzweigungsstellen der
Funktion # von g, welche in der Umgebung von g = cc eine Entwicklung
von der Form

:g=(kg)7(1+ii+%+ )

gt
zuliBt. Dann gelten in der Umgebung von r = oo Reihenentwicklungen
@ . o*
P, 0=, 0=
A=0 .k =0, &

wo 0, =a,4,, ist. Singulire Stellen von B, (r) sind auber der Ver-

zweigungsstelle 1 = co die Werte g, ..., * " sowie die Werte von r,
welche den singuliren Stellen von P (%) entsprechen.
Die Laplacesche Transformation

fm (t)e 'tdt (a=1,...,m)
[

fithrt auf die Integralgleichungen

(b) (t—aa)ma(t)=2m’ft@5uﬂ(t—r) w (c)dt+ @ (¢) (e=1,...,m),
p=10

wOo
_1__1 r+i+d
@) k = (l)t k

@“ﬂ(’)=;§%7ﬁ(7)“’ @’“(”:é?}?ﬁw

E/ k
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fiir alle ¢ auBer #—'0 konvergent sind. Die Gleichungen (b) werden

durch Funktionen w_ (¢) von solcher Beschaffenheit befriedigt, dal

St Y

t * w,(t)in der Umgebung von ¢~ 0 in eine konvergente Potenz-
1

reihe von tvE entwickeibar ist. Auf einer Geraden argé = w, welche durch
keine der singuliren Stellen a,, ..., a,, geht, ist 1w _(¢)abgesehen von ¢ =0
regulir und erfiillt die Bedingung

[, (8)] < Cer @21,
wo ¢ eine -beliebig kleine und C eine hinreichend groBe positive Grofe ist;
3 (w) ist dadurch definiert, dall die Funktionen % _,(r) im Gebiet
R (ze’”) > 8(w) abgesehen von f= co regulir sind. Die obigen iiber
die Gerade argf = w erstreckten Laplaceschen Integrale fiir die Funk-

tionen z_ sind in diesem Gebiet konvergent und geniigen den Differential-
gleichungen (c).

IH. Homogene Gleichungen, % > 1.
§ 7.

Es sei jetat k eine beliebige ganze positive Zahl.
Die Gleichungen (A) werden durch Reihen

po(a) e O 314 5 (a=1,...,m)
n=0
formal befriedigt, wo

()= ‘**(,C—UT—;+ 42

und a eine der voneinander und von 0 verschiedenen Zahlena,, ..., a,, ist.

Wir nehmen @ =g, an. Durch die Substitution ¢ (z)=e """ &, (=)
erhalten wir die Gleichungen

a®-1

k+1d¢ (w)

Z’(Pﬂ”g (@) —(a+aV x4+ ... +a* Va2t Yo, Dp(x)

+ Zof Que(®: 9) 97 @4 (y)dy (¢=1,...,m).
p=1

Die Integrale
fy,,ﬂl REELUPN (n=0,1,2,...)
[

sind konvergent, wenn der Integrationsweg den Nullpunkt innerhalb des
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arga — = arga-- i:
Sektors ——— < argy < ——-~— verliBt, so daB lim|argd(y)| < ——1st.

Durch wiederholte Anwendung der Formel

_ 1 r+u+k+1 a(l) a(k—l,J _T+P+k—Ll
I3 aw a  nr+1 e a n+k-1 a n+k

erhilt man die formale Reihenentwicklung

UV orvusrk+r | 6% riniiye
J o= Lgrterier L

" a a

Setzt man in den obigen Gleichungen @,(z)= Z’Aa,,x'” und ver-
n=0
gleicht man. nachdem die Integrale durch formale Reihen ersetzt sind, in

der zu ¢ = 1 gehérigen Gleichung die Koeffizienten von z”, " **,..., 2"t ¥~ 1,

It I3 k+1 f—1 . 1 - T
gTHE gt R 2"t g0 erhilt man ¢ = a,, @, ..., a,‘k i,

4,,...,4,, ;_,, wihrend 4,, unbestimmt bleibt. Wenh man in der zu
a =2, ..., mgehérigen Gleichung die Koeffizienten vonz”, 2" "', ..., & "7 7*

vergleicht, ergeben sich 4 =0, 4 .A,, ,. Wenn man in den

al? " a, j

Integraldifferentialgleichungen fiir @,, ..., D, D, durch 4, z" 4+ 4, L a !
+ ...+ Am’j_lz'” ~1 ersetzt, driickt sich der Unterschied zwischen der
linken und der rechten Seite bei der ersten Gleichung durch g thrI

+&+7 1 j+1
TrEtIE , bei den iibrigen Gleichungen durch z”*7, z"**' . .aus.

Unter der Annahme, daB 7435 >0 und >0 ist, setzen wir
¢a(x):e~"")(Aaox +A"1x'+‘+...+A o grti—a + vy, ()

T

a,f—1
(n=1,...,m).
Die Gleichungen fiir die & gehen, wenn man J, (#<j—1) durch
grro vkt prtitk-a e oSk ausdruckt, in die Gleichungen

mn

2 P, (x)~ (@+a®z+...+a® Vet )aﬂ)wﬂ(az)

xk.;.l d’l’ (m)

(3) [Qus(z, 9)e” 7"y (y)dy + R, (x)+
10

“ "l\ﬂa

H[ 8.(z 9)e” "y (e=1,...,m)

iiber; dabei ist

Ra(z_)':: Zcf’x'””’, S (z,y)= de"")wi yr et (e=1,...,m)

A=t iy 0220
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©__ *- 1 .
und ¢’ =¢, =...=¢, = =10, weil, wenn man ¥, - ¥, durch Null

ersetzt, in den Gleichungen (B) die Glieder miy =", "%, ..., 2"/~ und

in der ersten Gleichung auBerdem diejenigen mit =" ¥/, ..., x" ¥ ¥¥~1 fort-

fallen. Die Funktionen ="’ R:(%), ¥y "~/** 8 (x, y) sind in der Un-
gebung von o = 0 bzw. 2 =0, y = 0 regulir.

Wir setzen v
#(z) =1,
so da
L i LI 1
z=—="f(z*), dz=t* g(z")d= )
ist, wo § (£), g (£) in der Umgebung von £ — 0 regulér sind und { (0) =& ¥,
1
-1
§(0)=%k *  ist. Dadurch gehen die Gleichungen (B) iiber in
dtpa (@)
- 2(28,1#(2 — Gy éaﬁ)"‘/’p(“’)"l‘
(B) +2fﬁa,,<z", n")n" et Py, (y)dy+
g=1Y
S S S
—f—?ﬁa(gk)—}—f@a(gk,t)")eg Y dy (a=1,...,m);
0

1

B, (5, £, (s B ) ®.(z%), .5y )gehenausPaﬂu) Q.,(z.9),

%~
R (z), 8, (=, y) durch Division mit 1 —|— — :c + .. +9-——~ #* ! hervor;

es ist

wsa,,(s>=2a.‘,‘;e‘,r:°:=a.,, 0% =0 (e p),
A=0

D) = 3 678 0
Lp=0

R, (&) =12’cg.) gt clu» - °1m - = c(lk—l) —o,
=0
&, (& m) =2/ blM ey T
¢ Ayp=0
Die Laplacesche Transformation

p, (%) = fm,,(t)e_?dt (e=1,...,m)
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fithrt bei zunichst formaler Rechnung zu den Integralgleichungen

(t— @ +a)wa(t) = 3T, ,w,(t)+ t_+ia_1 2@5«» s () +
g=

g=1
A
S $ (t— P 2 (¢)
)
(@) +£J‘£ l) . 1+a @ mﬁ( )d‘r-{—% (t)+ s +

- T @iy

+ “—’) *dr (a=1,...,m)
j‘Z ) T+ 8, (

dabei sind die fiir alle ¢ auBer $ = 0 konvergenten Reihen eingefiihrt:

2
@ (1) k

B (t) = 2 " FIoR

ut1
] b(}' .“)t k

@(ll(t)_z

n= OI‘("‘LI. 1) (120’1’2’”-):

k
r+5+1_1
) C(l)t k
9'Tén(t>—_‘_ - . >
&
rhite
NI(t) j’__.__—_bm’mt : (1=0,1,2,...)
R« = LA : =0,1,2,...).

Die Integralgleichungen (€) konnen auch in der Form geschrieben werden:

{t—a,+a,)w (t)= Zj{%“ﬁ(t z)—}—H_a @5(0;(g—z)+

m(t_. T_l .
@ +f2 pz()%) L 68(s — 1) sy, (s +

(0)() e m:‘l)(ﬁ)
+§m(t)+t+ —|—Jzut ()e) S de (a=1,..,m).
k

Dabei moge die Veriinderliche + die Grade 0 ...¢ und die Verinderliche z
die Gerade ...t durchlaufen.
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_rts _r+q 11.
Die Funktionent * I, (t), £ M, () (e=2,...,m), ¢t ¥ RN¥@)
1 1
(t=1,...,m)sind ganze transzendente Funktionen von ¢ *; (t—7) k%a A7)
1

er|»-

und (¢ — 1) @ “ 4(¢ — 1) sind ganze transzendente Funktionen von (t—2)".
Durch die Substltutlon 7 == ${ erhilt man

<¢_,>k T ()
JR e
0 4= A

- nor+j+og
r+:+1 1 Ad -1 ) —l

Stk (1~;)" PGtk
2/ ( a,—+t§2 ry i i
=t Jc) "=°P( Ic—”)

das letzte iiber die Gerade ... 1 erstreckte‘ Integral ist fir alle snd-
lichen # regulir mit Ausnahme des Punktes {=0, wo es eine regulire
" .

Funktion von t7 ist, und der Punkte der Geraden #=— — ?—‘ ({=0...1)
Die Substitution z =1t — (¢ — 7){ ergibt ’ '
£ X T’;‘—l
T (t—2) (&) —
J %7_(7)—’*« 6 — )z =
r A= Z
2 1 . 7 I n+1
d x == 71 @, 0 ok “
=(t—o)F [ Yy ¢=0) i Pyt -y .
Lt pt1 a+t—(t—z){°
§ i=1 ( =0 ) ( -1 )

auf der Geraden 0...% ist v=0¢(@=0...1), also
@ +t—(—t){=a, +1(1—(1—0))=a,+1¥ ($=0...1)

so daB a;, + ¢ — (¢ — r){ nur dann verschwindet, wenn ¢ = — % (@=1...0)

ist; das letzte iiber die Gerade O ... 1 erstreckte Integral ist eine regu-
1

lire Funktion von # und (¢ — T)E, wenn 7 auf der Geraden 0. . b aber ¢

nicht auf der Halbgeraden ¢ = —%‘— (#=1...0) liegt.

§ 8.
Das Gebiet T sei von.allen Punkten ¢ (mit AusschluB von ¢ = oc)

gebildet, deren Verbindungsstrecke mit ¢ = 0 keine der singuliren Stellen
—a,,8, —a,,...,a, —a, enthilt; 7 sei ein Punkt der Strecke 0.

Wenn wir die Gleickungen /D) in der Form
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(1) = 2 [ £, (6 1) my () de - 1,8),
=1

w, (1) =D [, (o) w()dr+£,(8)  (e=2,...,m)
g=109

r+j _T+7

schreiben, sind die Funktionen 3 Tf1 (t), t "?—f«(t) (e=2,...,m)in
1 1 .

— 1__ »*
T regulare Funktionen von ¢ ¥ wihrend (t—1) * fqﬁ(t, 7) (e, f=1,...,m)
. L .

eine regulire Funktion von ¢ und (¢—r1)* ist. Die in f, (f.7)

. R 2-a
(e, f=1,..., m) enthaltenen Glieder mit (¢ — r)k , (81— oF L
kE—1
s =1 R
(b—1) * rithren nur von §, p? aber nicht von @:}: (l=0,1,2,...)
r+9 1 r+j+1_! r+ji—1
die in [ (¢) enthaltenen Glieder mitt* ¢ % ...t ¥ nur von

9, (¢) und nicht von ‘Jl(f’ t) (A=10,1,2,...) her. Die bezeichneten
Glieder bleiben also ungeindert, wenn man die Funktionen (55:,; und R¢“

durch 0, d. h. die Integraldifferentialgleichungen ( A) durch die Differential-
gleichungen

gri1 22l Z’P (2)p,(x)  (a=1,...,m)

ersetzt.
Wenn wir aus den Integralgleichungen (D) wie in § 2 1, (¢}, ...,
w,,(¢) eliminieren, erhalten wir eine Integralgleichung

t, (¢) = j F(t, o), (z)dr - E(§)
1
worin nach § 6 F (¢, ) eine mit (¢ — r)}—_l multiplizierte in & regulére
Funktion von ¢ und (¢ — r)l und E (&) eine mit t’ﬂ multiplizierte in
T regulire Funktion von t% ist. Wenn wir diese [ntegralgleichung nicht

aus den Gleichungen (A), sondern aus den Differentialgleichungen

dQ?" ((1)) "’"y .
x“l«-d—x—-:%ll’aﬂ(x)q)ﬂ(x) a=1,...,m)
_1___1 ;;—-—1
herleiten, kommen in F(t, ) Glieder mit (£ —17)* | (1 —1) s
k-1 [t y Tt j+1 1 rti-1

&

(t—7) % " und in B(t) Glieder mit £ * ,¢ * .t nicht
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vor. Da aber diese Glieder sich beim Ubergang von den Gleichungen (A)

zu den Differentialgleichungen nicht indern, so ist auch in unserem Falle
1

F(t,7) eine in T regulire Funktion von ¢ und {# — ) und E\i) gleich

r+J
dem Produkt aus # ¥ und einer in T reguliren Funktion von ¥, Wie
r+:f
in § 6 ergibt sich w_() als Produkt aus ¢ * und einer in ¥, also auch

1
in der Umgebung von f— 0, reguliren Funktion von ¢*.

Wir nehmen an, die Potenzreihen %, (&), D, (¢, 1), £ R _(8),
7~ @, (& n) selen fir [&] <o baw. [&| <o, || < o konvergent, so

1 .
daf}, wenn o > 7 8ngenommen. wird,

!a;’g‘ < ad?, lbil,}'u) éb(l“"“, ’cc(:-)l < cot, ]bg}‘l)l ___<__bG;‘+f"

ist. Dann ist

i
-1

ERCIETS Ll )

rz

k all
85 \<W—12 ("('erl 1)<bo“‘lE%(_al‘tfk)<%ole""ltl.

Ferner ist, wenn urgt zwischen endlichen Schranken bleibt,

1

THite

‘W(h t)l <nb0’12 [PGE;’;}_F” 1)’
e Tk

oder, da eine Ungleichung

<c (n=0,1,2,..)

besteht,

], ak g

r+1
| RP (#)| < xedat|t] * E;(a*t‘ )<9w|t|
Endlich haben wir

7+i+d -1

eyt
l \"CZ (r+JJ_1*)' ’

19) Vgl. Jahresber.;d. D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 309.
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fir {#] > 1 ist
et Li__E_I ;
ot 1t & Ele
fr+54+2
ArEs)
ierner ist
. ?+i+/_1 _— %
[t] ® (aft] )
e N = xcokft]| F Y
r+5+4 = r+j+i l
l:k‘T( T ) = ‘F< % 1)
[l 1 TtJ ok g
<xCeo* |t| * B (o|t|")<L'|t]* ;
)
also haben wir fiir {2|>1 ;
|, (2) |<§m|t| et

Wie in § 3 sei © ein Sektor, der von zwei von ¢=—0 nach =00
gehenden Geraden begrenzt wird und die Punkte — a,, a, — a,, ..., 4, — &,
wedér im Innern noch auf dem Rande enthilt. Im Sektor & ist

[, (2)] < Ce!”! (¢=1,...,m),
wenn & > ——1— und C hinreichend groB} ist?®). Nach fritherer Schlufiweise

~ brauchen w1r nur zu zeigen, daB die Annahme, es sei |, (t)[—C’e'l Il

fir c=o, t=1'in & (|#|=R"), |m,(t)| LC"! fir e =1,...,m
und [¢] < R’ in &, auf einen Widerspruch fiihr.
Nach (€) ist fiir « = «’, _§

m (0) )
o=t o (1< w01+ 3 | SR l

t A
+ fZﬂ“—”f—m@;’,; , (e)de | 4 19, (8)| + | 5
SIS
fj'(t 7 2t |
+ S Ul : dt
SEEROREE

Rechts ist |mw,(£)! <Ol also wie in §5

i} 1, 1
. o - At E _hit
l%aﬂmﬂ(t)lgjﬁ(ft,‘ifi)k o M. g | < UCK[t" ™,
—_— +35
®) Im Falle #+7<k ist |, ()| <Ce®*l fiir ¢/ 2>1t,, |w, (#)|<clti

fiar j#| <t,. Dabei ist t, >0 beliebig klein, ¢ hinreichend groB.
Mathematische Zeitschrift. III. 20

|

-1
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|®.5 0,

16% ghlitl
t)l<f%dl ak(ef~ r“'Cehl'ldiﬂ <$(;ha e
und, wenn in & (¢-}a,|>D >0 ist,

& w, (1)
| td,

BO Mt
D(h—o*)

Ferner ist™)

—-1

. .
[ v -0 @ BCo o <|t|—1 1) Ale]
Jzé r(3) a0y oy ) =50 ok)J‘Z ) e

2]

B'C -t . i nan
< _f({ti_ltl) Gl —lzi) f:[ fdl l k8’ Clﬂ ’
0

D{h—ok) " D(h-of)
72
|Fo(e)| R e,
‘?—1— D ’
i - ‘:“’g;m() il -1 F4j
v (-7 a {7 o ([t —1* l) ¥ ok|z|
fl[ r(‘) a4t —sz ) ol * e” d]z]
0 4=1 E,

%’ f;im 51 E(lef—1ch ok)r| k), By
’ 1 T ti—1lre o*ir . k a® |t
4 éf(.lt]—ifi) € e’ Ml =5 ¢ e’ .

Fiir ¢ = ¢a’, t=1¢ ist also

1
It —a,+a,l| Oe""‘<mm0k|t|" h“l+”‘“eh“' mkB'C ek ehlYl
k
-— G

D (b —o*)
F+7 ' % f+ IcSZ r+i+k+1 *
'f“gﬁiti E g M+_D_‘ koo rtlJr l 2 PR
Die weiteren Schlilsse gestalten sich wie frither in § 3.
g
Die Integrale
y ()= 1w (t)e *dt (¢=1,...m),
[t

welche iiber die im Sektor & verlaufende Gerade arg ¢ = w erstreckt werden,

1) Dabei wird von der fiir alle positiven t giiltigen Ungleichung Gebrauch gemacht:
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eiw

1 .
geniigen den Gleichungen (€), wenn R (T) > =, |arga, —argy | < % ist.
o
Der Beweis wird wie im Falle k=1 in § 4 gefiihrt.
Wenn 7> 0 und § = 0 ist, setzen wir

—d(x)

plei=ce y, (z) (a=1,...,m);

dann verschwinden die Funktionen R _(£), & (&, ), M, (¢), %ll)(t), f,(t),
E (¢) identisch.

Wir haben den Satz:

Die Gleichungen (A) werden durch Reihen

(Pa(x) = eﬂ(Z)ZAunxr*—n (lZ = 1’ R m)
n=0

formal befriedigt, wo

(1) (k—-1)
0(x)= a a a

kx* T(k—l)x""l+.“,+ @
und o eine der Zahlen a, . . .a,, z. B.a=a, ist. Ste gehen, wenn man.
H2) =1 pu(@)=e " 0"+ 4,07 4, T 4y (2)

(¢=1,...,m)

seizt, wo der reelle Teil von r 4§ positiv ist, n die Gleichungen (B) iiber,
aus welchen die Integralgleichungen (D) hervorgehen. Diese werden durch
Funktionen w (1) (¢=1,..., m) von solcher Beschaffenheit befriedigt,

1_r+7' ‘
daf 't " w_ (t) in esnem Kreis um den Nullpunkt, welcher keine der
singuldren Stellen —a,, a, —a,, ..., a, — a, enthdlt, requlir ist. Die

Funktionen w (%) lassen sich auf einer Geraden argt— w, welche keine

der singuldren Stellen enthilt, regulir fortsetzen und erfiillen auf dieser
1

Geraden fir || > t, > 0 die Ungleickungen l w, ()| <Ce*'l, wo n> g‘“’;
und C hinreichend grof ist. Nach Binfihrung der iiber die Gerade arg t-= w

erstreckten Laplaceschen Integrale
2
v, (2)= [ w.(t)e *dt (e=1,...,m)
v

geniigen die obigen Ausdriicke fir die o (z) in dem Gebiet

et® 1 a 4
S L

t
den Gleichungen (A).
20*
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IV. Nichthomogene Gleichungen, A > 1
§9.

Die nichthomogenen Gleichungen

(A*) xk+1d?’a($ é’ ‘Pﬂ x)—-]—fZQaﬁ(x; y)wﬂ(y)dy—i—R (=)
(a=1,...,m),

wo die Bezeichnungen des vorangehenden Abschnitts beibehalten sind,
wihrend

Ra(a:)=20(i“a;""”) (a=1,...,m)
ik
in der Umgebung von == 0 reguldr ist, werden, wenn keine der Gréfen
a,, ..., &, verschwindet, durch Reihen
(pa(x)=20a,,x" (a=1,...,m)
n=k

formal befriedigt. Die Laplacesche Transformation
% ~b
zpa(z)zfvn(t)e =¥ di {e=1,...,m)
o
fithrt unter Einfiihrung der fiir alle # auBer #=={ konvergenten Reihen

Z

® (), k
aaﬁt

k

® “)ik
t)-—

A

A=k 1(%)

%) Die Funktionen R, () kénnen, wenn sie in der Umgebung von x = 0 regulir
sind, durch eine Substitution ¢ (2)=C, ,+C, x+...+C, ; _, Py . (@) anf

die vorausgesetzte Form gebracht werden.



Singulére Volterrasche Integralgleichungen. 307.

auf das System von Integralgleichungen

(1) (t=a)w )= SF o0+ Z 56500

¢ i
m S s ;—I
+ZJ‘20 __)_1. & G(?) ﬂ(i)d’t—\i—H (t)
g=1 H A=1 F(——)
(a—_-l,,..,m),
welchez durch die Reihen :
LA
= C  t*
'va(t)zzl‘——— (e=1,...,m)
S

zunichst formal befriedigt wird
Wenn die Funktionen P ,(z), @,(=, y), R, () fir |z| < g bzw.

lzi <o, |y <eo regul'a',r gind und o >é— ist, bestehen Ungleichungen

nkm

[ Fplt l<%[|t| [AOIES TN - A OIS T

er verstehen unter R einen Bereich der #-Ebene, welcher aus Kreis-
sektoren vom Mittelpunkt ¢ =0 und von endlichen Radien besteht und
die ganze Umgebung des Nulipunktes ausfiillt, die Punkte a,, ..., a, aber
weder im Innern noch auf dem Rande enthélt. In 3R bestehen Ungleichungen

1, 1
F (0| <FIE G5 (1) < Batt*, |H,(0)]£9,
wo F, ¥, Konstante sind, und |t —a, |2 D> 0.

Wir losen die Integralgleichungen (J*) durch aufeinanderfolgende
Niherungen, indem wir setzen:

(t—a,)v (i)— u(8)

(i—a“)viv)(t)zzr"uﬁv}" 1)(t)+ﬂ§ Gf.(:g) o (1)

-1
t—) 1 v—
f 3t o i 012

i=1
Zunichst ist in ER

Mwmg&, Co=13-
Unter der Annahme

(v “(t) <

| =, 1—1‘
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haben wir in R

B0y O] S, S — e el F el
=%@,._1F(“’1‘_) s B
ey

60 | <8t 6 Tt — )T F iy

L”l v —
SOor6, ) | [t} dlyj sr

0

(0) Pt € %
!ktGaﬁ ! (t)'e mrs L]

k@o @1—-1 It!

-1
tv-!)'c ) ylr=1)
f L0 o )

A
O.;,('”"“!’i)k
1
’"(7{)
I¢] A o« -
< Ot 3 [ S
. i=1 (z) l=1[‘(7‘-+1)

daher ist, wenn in R ft[ <t ist,

! (v) {<@ ltlk
1 y—1
6, "WIF) e me b, o)
€T, = DI‘(—:—J.—I) D(w D" Der=1)
Hiernaeh ist
€
lim G L=0;
v=m v —1
die Reihen
v, (8) =2 v, (1) (@=1,...,m)
v=0

sind in R absolut und gleichmiBig konvergent, sie stellen in R regulire
Funktionen dar und geniigen den Integralgleichungen (J*).



Singuliire Volterrasche Integralgleichungen. 309

Der Sektor &, der von zwei von #=0 ins Unendliche gehenden
Geraden begrenzt: wird, enthalte weder im Innern noch auf dem Rande
eine der Stellen a,, ..., a,,. Im Sektor & ist |va(t)' <Ce*(a=1,...,m),

wo h> Lk und C hinreichend grof iss.
e

.Wir brauchen, wenn wir die frithere SchluBlweise anwenden, nur zu
zeigen, daf} die Annahme, es se: lvu(t)[=0ehm fir a=«a, t=1¢
({#’|=R’' hinreichend gro8), ,va(t)'éciehl” fir ¢=1,..., m und
|t/| < R’, auf einen Widerspruch fithrt. Unter dieser Annahme ist wie
in §8

Ls
| Fupvp(t)] S ACK|E]* 1,

Ly, /4]
‘,;;Gaﬂ’”ﬂ(t);é R

¢ A
2

1
1 (t—7) L, ¢ I B’ et
M= L vty del < 22
‘!;.:1 r(s) * (= E(h—db)

!

Aus (J%) folgt also fiir ¢ =a’. ¢ =1¢

z Bl
t—a,|-Cehltl < ko njy 4. mBCe”
a,|-Certtl < mACk | 8]|" erltl |- Eh— o)
m%vochlﬂ ok’t|
+ k(h—a")"_f—@e .
Im Falle k=1 wird das erste Glied der rechten Seite dieser Ungleichung
mYU C el
durch B S ersetzt.
Die Integrale
w» -t
P, (x) = [va(t)e =t (a=1,....m)},
0
welche iiber die durch keine der Stellen «,,...,a, gehende Gerade.

argt=w-+2¢9n (g=0,1,...,k—1) erstreckt werden, sind in dem Gebiet

et® 1 (2¢q— + 2q+ + w2
konvergent und geniigen den Gleichungen (A*).

Es gilt der Satz:

Die mnichthomogenen Gleichungen (A*), in welchen a,,..., a, von
Null verschieden sind, werden durch Potenzreihen

*) Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 304£.
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(pa(x):ZCan x" (14‘:1,....”&)
n=k

formal befriedigt. Den Iniegralgleichungen (J *) gentigen Funktionen
v, (t), welche sich in einem von den singuldren Stellen a,, ..., a,, freien
Kreise wm t =0 in die konvergenien Reihen

= Can t ¥
va(t):Z——;b—— (@=1,..., m)
()
entwickeln lassen und auf einer durch keine der Stellen a,, ..., a, gehen-

den Geraden argt = w Ungleichungen
|va (8)| < Qe (a=1,...,m)
erfiillen, wo h>>—*) und C hinreichend grof ist. Die Gleichungen (A¥)
e

werden durch die Integrale
¢

qou(x')zfva(t)e-;%dt (a==1,...,m)
0

befriedigt, welche, wenn auf dem geradlinigen Integratiomsweg arg i
=w-+2qgn (g=0,1,..., %5 —1) angenommen wird, in dem Gebiet

g%(eiw>>l M (Zq%—%)nﬁ-w
%’ k

< arg X <~
xz® g k

konvergieren.

V. Homogene und nichthomogene Gleichungen, % = 4.
§ 10.

Indem wir k= ¢ annehmen, betrachten wir die Gleichungen

dzpu(.'x:
X

ZPaﬂ\Wﬁ\x + fZQa,,(x Ve, ly)dy

= = (@=1,...,m),

wo P.z(z) und @ ,(=z,y) die in der Einleitung angegebene Bedeutu
ap g angeg ng

haben. Zwischen den Grofen a,,...,a, moge. keine von Null ver-
schiedene ganzzahlige Differenz bestehen®). Es sei. wenn der reelle Teil

(4A)

%) Die Funktionen P, ;(z), @,;(z,y), B, (a:) sind fiir |@| <o baw. |x|<Tg,

ly) <o regulir.
25) Die GroBen a,, ..., @, brauchen nicht siémtlich verschieden zu sein. Der

benutzte Satz iber die Losungen der Dxﬁerennalglexchungen fiir die (p(m (=) ist ebenso
wie die weiteren Schliisse giiltig, wenn die Determinante | ario’-—sd“am (o, 8=1,...,m)
die Elementarteiler s — a,,..., 8 — an besitzt. Vgl. Math. Ann. 39 (1891), 8. 391.
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von @, mit @, bezeichnet wird, &, > @, >...>a,. Es sei a eine der
Zahlen a,, ...,a, und @, > —1. Wir schreiben die Systeme von Diffe-
rentialgleichungen an:

dw“"(w) -

_Zpaﬁ z) g () (a=1,..., m);

dod (@) _ &

e —2 Pos(2)pp (2) + 28 (2)

m
Y (z) = f 310, Vo () dy
& a=1 ‘
(e=1,....,m: r=1,2,...).
Die Differentialgleichungen fiir die @/ (x) besitzendiem zu §=1,...,m
‘gehorigen linear unabhingigen Losungen

zp,, () (e=1,...,m),
wo p_ ﬂ(a:) fir |o| <o regulir ist. Wir setzen
PO (x) = zep () (a=1,...,m),

wo p.(z) fiir x| < o regulirist. Unter der Voraussetzung, dal ¢! ~¥(x)
gleich dem Produkt aus z2+*~1 und einer fiir || < ¢ reguléren Funktion
ist, ist @Y (x) das Produkt aus z+” und einer fiir |x|< o reguliren
Funktion. Dann wird das System fiir die ¢ () durch mit **” multipli-
zierte reguldre Funktionen befriedigt. Eine solche Lésung erhilt man,
wenn » >.@, — 4, also @ — &, + » > 0 und demnach auch @ — a3 +» > 0
(B=1,...,m) ist, in der Form

P (x) ——Zx“fgp (x)f “»’"’12'[; )P (x)der  (¢=1,...,m);
dabet ist

Dalq71+---+$amqrm=5a7 (“:7':1:-~~,m)
und |q ,(2)| fir |z| <g regulir. Es sei fir [z| < g, iy‘égo, g, < e

d@ S U, o @) <V, 1,2 9)]L¢
wenn arg ¢ zwischen endlichen Schranken bleibt, ist
| <xlal®, a7 <o lal 7,

Wenn fir {z|<p¢,

i(p/(:'—l)(x)‘ g (E';'—l !x,i+1’—-l
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ist, hat man

() j Q@v—‘l!wla-fv
‘¢ ig Y 3

_ g - 3 ‘MN
) +v v m? x <
Ilpa (m)é@:,lxla b) @v—l.—‘ r(&+v) 3
80 daBl die Reihe

D w el (x)
vy=4

fiir |@| < o absolut und gleichmaBig konvergent ist. Die Gleichungen (A,)
haben also eine Losung
p,(®) =2*P_(x) (e=1,...,m),
wo B_(x) fir (€] < g regulér ist.
Bei der Betrachtung der nichthomogenen Gleichungen

(A:) Z d‘pa(m)—“ZPaﬁ Z)(pﬂ z)+f E,Qaﬁ(x y)?’g( )dy+R ( >
. 0 f=1 .
worin (= l cam),

X
Ro(z) =D «*
A=0

fiir jx| < o konvergent ist, fiigen wir zu den bisherigen Voraussetzungen
iber @, ..., g, die weitere binzu, daf keine der Gréflen a, ..., q, gleich
Null oder gleich einer ganzen positiven Zahl ist. Wir ersetzen die
Gleichungen (Aj) durch die Kette von Differentialgleichungssystemen:

dlp(o) n
7 -——“——&ZPM )P (x)+ Bu(x)  (e=1,...,m);

dqv.f.” )
“ZPaﬂ(x)qﬂ‘”’(x)Jr . (2),
=1
o -1
! {Z}WJ‘ZQW(& yiey N {y)dy
0 8= (a_l,...,m;V=L2,---)~

Die Differentialgleichungen fiir die ¢© (%) werden durch fir |z|<g
regulire Funktionen befriedigt. Unter der Annahme, daB ¢ ~1(x) gleich
einer mit 2”~! multiplizierten reguliren Funktion ist, ergibt sich fiir
@) (x) eine mit z* multiplizierte regulire Funktion. Die Differential-
gleichungen fiir die ¢ (z) werden durch mit x” multiplizierte regulire
Funktionen befriedigt. Eine solche Losung erhilt man, wenn » > a,,
also —az+v>0 (f=1,...,m) ist, in der Form
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(p'(:)(;,;)-;Zx“ﬂpaﬂ(x)fx““ﬂ"lz%ﬁ(a;) O (z)dz  (e=1,..., m).
=1 o

y=1

Wenn fir 2] <o <@

lpr—(2)| L&y |2]"
ist, hat man

¢

, . Sun' MN
e (2)| <G ||, & mxr ANQ,

v (v —a,)

v—1

Die fiir |#| < o, absolut und gleichmaBig konvergenten Reihen

P, (z)=2 ¢ (x)
v=0
stellen Funktionen dar, welche fiir || < ¢ regulir sind und den Differential-
gleichungen (Aj) geniigen.

Zwischen den Groflen a,, ..., a,, besichen keine von Null verschiedene
ganzzahlige Differenz. Die homogenen Gleichungen (A,) haben, wenn a
eine der Zahlen a,,...,a, mit einem reellen Teil grofer als —1 1st,
etne Ldsung

m

7. (@) = z°p, () (e=1,...,m),

wo p_(x) fir (x| < ¢ regulir ist. Die nichthomogenen Gleichungen (AY)
werden, wenn keine der Groflen a,, ..., a, gleich Null oder gleich einer
positiven ganzen Zahl ist, durch Funkiionen @ (x) befriedigt, welche fiir
2| < o reguldr sind.

(Eingegangen am 29. Oktober 1918.)



