
Singuli ire Systeme l inearer  Volterrascher 
ln tegra lg le iehun gen. 

Von 

J. Horn in Darmstadt. 

Die Methode, die ich in den beiden Abhandlungen ,,Integration linearer 
Differentialgleichungen dureh Laplacesehe Integrale und Fakult~tenreihen" 
(Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 309--329 und 25 (1916), S. 74--83) 
und ,,Verallgemeinerte Laplacesche Integrale als L6sungen linearer und 
nichtlinearer Diferentialgleichungen" (Jahresber. 25 (1916), S. 301-- 325) 
aui ein System linearer Differentialgleiehungen mit Unbestimmtheitsstelle 
angewandt hal)e, l~i]~t sich nach geeigneter Umgestaltung auf ein singul~ires 
system linearer Volterrascher Integralgleichungen iibertragen. 

Funktionen ~ ( x ) ( a =  I . . . .  , m) aus den Integral- Es seien die 
gleiehungen 

/ *  

0 fl=1 

zu bestimmen. Die analytisehen Funktionen .H,~(x, y) (a, fl~--- 1,..., m) 
seien an der Stelle x-~ 0, y = 0 regulhr und die Determinante 
I H, p(x, x)[ (a, fi ----- I .... , m) versehwinde flit x = 0, ohne identiseh zu 
versehwinden; die analytischen Funktionen f~(x.) (a ~ 1 ..... m) seien an 
der Stelle x ~ 0 regul~ir. Dutch Differentiation der vorgelegte~ Integral- 
gleiehungen erh~ilt man die Gleiehungen 

~=~ o fi=l 

denen wit die Form geben: 
Z 

xk+~o (~)+ K.p(x, y ) ~ p { y ) d y = g . ( x )  (,-~ = 1 . . . . .  ~j; 
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wit verstehen unter k eine der Zahlen 0, 1, 2 . . . .  und setzen K~(x ,  y) 
in der Umgebung yon x = 0, y ~-0 ,  g~(x) in der Umgebtmg yon x-~  0 
reguliir voraus. Dutch nochmalige Differentiation ergeben sich unter An- 
wendung der Bezeichnung 

-- P .p(x)= K~a(x, ~) + ~.~(k + 1)x ~, -- Q.p(x, Y) = aK.~(x,y) 

= g" 

die Integraldifferentialgleichungen 

(A*) x k+' dr176 ( x ) d x  + f ~ Q ~ ( z ,  y)r + R.(x) 
~=1 0 fl'~l ( a  = 1 . . . .  , m ) .  

Die Funktionen 
oo 

~'~ ,(I) 
R~(x) =_j2 c~ x 

l = 0  

sind in der Umgebung yon x ---- 0 bzw. x = 0, y = 0 reguliir. Die Wurzeln 
a~, a~ der Gleichung (o) . . . .  a~p-- S~a~l = O (a, fl-~ 1 , . . . , m )  werden, so- 
weir nichts anderes angegeben ist, voneinander und yon Null versehieden 
vorausgesetzt. Durch eine lineare Transformation von ~i . . . . .  ~= sei er- 

(o) reicht, daI~ a(~ ) = a . ,  ~ = O (a ~ fl) ist. 

.(us den homogenen Integralgleichungen 

f V) o (v)dv=v 
0 f l= l  

(a  = 1, . . . ,  m )  

gehen die holnogenen Integraldifferentialgleichungen 

f l= l  0 ~=I (a---- 1 . . . . .  m)  

hervor, mit denen wit uns vorzugsweise beschhftigen. Wenn die Funktionen 
Q.~(x, y) identisch verschwinden, haben wit das System linearer Differential- 
gleichungcn 

x T M  d ~  (~) dx ----~P"B(x)VB (x) (a= 1,. . . ,  m), 
f l= l  

welches unter der Voraussetzung ]r > 0 in den beiden oben angefiihrten 
Arbeiten yermittels der Laplaceschen Transformation behandelt ist; es 
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hat ~ ~-0  als Unbestimmtheitsstelle vom Rang b, w~hrend dort x ~ oo 
die singul~ire Stelle war~). 

Im zweiten Tell der Arbeit , ,Laplacesche Integrale als L6sungen 
yon Funktionalgleichungen" (Journ. f. Math. 146 (1915), S. 95--115) ist 
die Integralgleichung 

f H(x,, y)~(y)dy = f(x) 
0 

mit dem in der Umgebung yon ~ ~ 0, y ~ 0 regul~iren Kern 

H (~, y) =-~,a~.,, x~ y; 
~ , ~ = 0  

unter der Annahme, dab aoo = 0, alo + aol----- 0, ato + 0, a~o~- a l l +  a~ + 0 ~) 
ist, dab f(x) in der Umgebung von x ~ 0 regular und f (0 )  = 0, f ' ( 0 )  = 0 
ist, auf die Form 

�9 dx + (1 --ax)~(x) y)q~(y)dy+ G(x) 
al 
0 

gebracht worden, wo F(x, y) und G(x) in der UmgeDung yon x ~ 0 ,  
y ----- 0 bzw. x ~-0  regul~ir sind. Nachdem a. a. O. eine partikul~ire LSsung 
dieser Gleichung als Laplacesches Integral dargestellt worden ist, bleibt 
noch die homogene Integralgleichuhg 

f g (x, y)~p(y)dy= O 
0 

oder die daraus hergeleitete Gleichung 
$ 

d~ (x)A_ 
(1 -- ax)~(x) : i F ( x ,  y)~p(y)dy ~2 

O. 

durch ein Laplacesches  Integral zu 15sen. Wir behandeln hier 'eine all- 

1) Den Fall k = 0, in welchem x - - 0  eine singul~re Stelle der Bestimmtheit des 
Differentialgleiehangssystems ist, habe ich ohne einschr~nkende VorausseSzungen fiber 
die Wurzeln der Gleichung a w~ o~ ~fl-- ~ a~ ~ - 0 unter Benutzung der Elementarteiler der 
Determinante l "(~ t in den Math. Ann. 39 (1891), S. 391 behandelt. 

e) Im ersten Teil der Abhandlung ~ V o l t e r r a s e h e  Integralgleichungen und 
Summengleiehungen" (Journ. f. Math. 140 (1911), S. 120--158) ist die obige Integral- 
gleichung unter der Annahme aoo = 0, a~o + aol -- 0, alo =~ 0 vermittels einer Methode 
aufeinanderfolgender Nhherungen "behandelt. Den Fall a~..~, = O" (,~ t # .~ m), 

a m o ~ - a , , , - t , ~ § 2 4 7  wo m ~ l  ist, haben schon V o l t e r r a ,  H o l m g r 6 n  
u n d - L a l e s c o  betraehtet (vgl. die Zitate im Journ.  f, Math. 140 (1911), S. 120); ihla 
entsprieht in der Theorie der linearen Differentialgleichungen die yon L. F uc h s u.a.  
behandelte singul~ire SteUe der Bestimmtheit. 
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gemeinere Aufgabe. Auf die Entwicklung der Laplaeeschen Integrale in 
konvergente Fakultiitenreihen gehen wit hier nicht ein. 

Im I. Abschnitt betrachten wir das System bomogener Gleiehungen 
(A) fiir den Fall k ~-1 (8w 1--4);  wit kommen im II.Absclmitt  auf die 
obenerw~hnten Un~ersuchungen fiber Systeme ];nearer Differentialgleiehungen 
zurfick, die  wit in verschiedenen Richtungen ab~indem (w 5--6) ,  um im 
IlI.  Abschnitt ihre Ausdehnung auf das System homogener Gleichungen (A) 
flit k > 1 vornehDen zu kSnnen (88 7--8). Sodann wird im IV. Abschnitt 
die noch erforderliche partilmliire LSsufig eines Systems nichthomogener 
Gleichungen (A*) flit beliebiges k > 0 ermittelt (8 9). Im V. Abschnitt 
werden Systeme homogener und nichthomogener Gleichungen (A) und (.4.*) 
mit /r kurz berfihrt (w 10). 

L H o m o g e n e  Gleichungen,  k = 1. 

w 
Indem wir zun~ichst den Fall k ~ 1 behandeln, betrachten wir die 

Gleichungen 
~6 

d%~ (x) ~v4 

tJ=l o #=a (a = 1 . . . . .  m),  
welehe dureh Reihen yon der Form 

a 

A o . x . + .  ( . =  1 . . . .  , m), 
n ~ O  

wo a sine der voneinander und yon 0 versehiedenen Zahlen a=., . . . ,  a ,  ist, 
formal beiriedigt werden. Es sei z. B. a = a~. Zur Berechnung der zu- 
geh51igen Reihen fiihren wir die Gleichungen (Aa) dutch die Substitution 

_3_~L 

( 2 )  = �9 

fiber in 

doe 
f l = l  0 f l = l  

a0 

- -  -T  r setzen ~ , ( x ) - - ~ - A , n x  ~'* und vergleiehen die Koeffizienten yon x r+~ 
n = 0  

(n = 0, 1, 2, . : . ) .  Wir stol~en hierbei auf Integrale 
X 

~1 a 1 

J , - ~ f y ' + : ' e  ~ Vdy ( / ~ = 0 ,  1 , 2 , . . . ) ,  
0 

die konvergent sind, wenn der Integrationsweg den Nullpunkt innerhalb 
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I I" der Halbebene arg y -- arg a a < ~ verlii~t; denn wenn 

solchen Weges nach 0 geht, ist 

lim e-~ = l i m e  ivl ('g~'-~r~)=O. 
Dutch partielle Integration erh~ilt man die Rekursionsforme] 

1 x r+ , t+e  r + p + 2  j , ,+~,  J," = a~ a, �9 

deren wiederholte .4nwendung zu der formalen Reihenentwicklung 

j~, ___1 x.+~,~+ ~ r+ /L+2  z r + , . , + ~  _~ ( r+ t*+2)  ( r + g + 3 )  z . + , , +  4 _ 

at a~ " '"  

fiihrt, die wir an die Stelle des Integrals setzen. Durcb gergleichung der 
Koeffizienten yon x ' ,  x '+a  , x '+'-', . . .  erh/ilt man die Gleiehungen 

0 = (a,,  - -  a i ) A , , o ,  

r A ~ o  = (a,,  a i ) A , , l  - -  ~:~ (al 

( r +  1)A~,~ (a,,  a ~ ) A . , ,  m ~ I X-~btO.o) A 

tt # # 
�9 �9 , . , . . . , �9 , �9 . . . . . .  �9 �9 , �9 �9 , ~ ~ ~ - , . ~ 

D a  % . . . . .  a,, yon a, versehieden sind, ergibt das erste Gleiehungssystem 
A,o = 0 (u = 2 ,  . . . ,  m),  wghrend A,o beliebig ist; das zweite System 
ergibt 

a {1) 
(1) A~a ~1 AI ~ 

~ = a l  1 ~ = _ _  

~ a  - -  a l  

aus der ersten Gleiehung des dritten Systems folgt 
~B 

= ~  1~ p'l -~ alx z'ta~ ~  zax~ 
p'==~ 

wghrend man aus den iibrigen Gleichungen dieses Systems A ~  (e ~ 2, . . . ,  m) 
bereehnet. Man bereehnet A ~ ; / _  ~ aus der ersten O]eichung des (j + 1 )-ten 
Systems, d. h. dureh Vergleichung der Koeffizienten von x r+#,  A , , , ~ _ a  

(a = 2 . . . . .  ~n) aus der ~x-ten Gleiehung des }-ten Systems, also dureh 
Vergleiehung der Koeffizienten von x ~+i-~.  Wenn man also in den 
Gleichungen fiir q~, . . . ,  q~  die Funktion q~, ( a - - 1 , . . . ,  m) dureh 
.4,,o x r ~_ A, ,~  x r + a ~ . . .  ~ A , , ,  ~ _ ~ x ~ + ~ -  ~ ersetzt, bleiben in der ersten 
dieser G]eiehungen nur die Potenzen x '+~'+a, x ' + ~ + " - , . . ,  stehen, in den 
iibrigen Gleiehungen aufierdem x '  + ~. 

Wir nekmen die ganze positive Zahl j so grol~ an, dab ~ + ~ ~> 0 ist, 
wo ~ der reelle Teil yon r ist, und setzen, wenn j > 0 ist, 

269 

y liings eines 

( a = 2  . . . .  , m ) ;  
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_a.A 
%(x) = e  - ( A ~ x , + A , , x , + ~  + .. + A , , j _ , z ' + J - ~  + , % ( x ) )  

(~ = 1 . . . . .  ~ ) .  

Durch die Substitution ~ ,  (~) = ~X ~ a . ,  ~' + ~ + W. (~) gehen die GleicMngen 
fiir die ~b.(x) fiber in ~=o 

z-. . . . .  .~X'(P~p (a) - a, a~)  vp(a) + Q~e(a,y)*" ,vp(y)dv+.O~--~V2." dx . ' 

P=I 0 p=l 

m 7 - 1  j - x  i 

~" = Z ( P ~  ~ )  - ~, ~~ ~' + ~ - Z ( "  + ~) a o ,  , , * ,  +,,  
f l=l p = O  p = O  

x m 

= =ZZZZ .~,, ,p(x, y)e" v-~,A#py'+~dy 
0 f l=l p = O  f l = i  1 = 0  ;A = 0  ~p----O 

Vermittels der flit /~ < j -  1 gRltigen Formel  

J,,~!xr+,,,+'a r + / * + 2  x~+~,+a + +{._l)J-.t,-g(r~'l*+2)...(r~-.i-1)x,+ t 
' a I ( I  1 2 * " " al  - -  ~ - -  1 

+ ( _  1)j_~_1 ( r + ~ + 2 ) . . .  ( r + j )  d j_ ,  
~;I--P - I  

driicken wit J , , + ,  (/, + p < ~ - -  1) durch x '+~+~+~-  . . . .  , x ' + i ,  J j - t  aus. 
Dann erscheint ~'~' als Summe yon Gliedem Konst. x " + ' +  ~ (~----- 0, 1, 2 ,  . . .) 
und Konst. x ~" Ji+~--t  (x, a = 0, 1, 2, . . . ) .  (Da die formals Reihen- 
entwicklung yon J~:a  mit  x '+~  +1 begiimt, werden die Glieder mit  x r+~ 
. . . ,  x '  + J nicht gdindert, wean man J~_~ dutch J~, dann J i  dutch J i  ez usw. 
ersetzt.) 0der anders ausgedriickt, ~'~' besteht aus 

at a~ 

& ( z ,  y)e ~ " ,iV, 
0 

WO 

~., t*=0 

in der Umgebung yon x = 0, ,y  = 0 konvergent ist, mad aus einer mit 
x "+ ~ multiplizierten Potenzreihe yon x. Man hat demnach 

$ 
a~ at 

n ' + n " = - : R o ( x ) +  8.(a,y)e" "dy 
0 

unter Einfiihrung der in der Umgebung von x = 0 konvergenten Reihe 
to 

~o(z)  = A,~'-' ('~ ~ + ~ + ' ,  d ~ = 0 ;  
a = O  
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die Glieder mit  x r, z ~+1, . . . ,  x '+s -1  und fiir a = l  das Glied mit x "+s 
fallen auf Grund der Berechnung yon r,  Ado . . . .  , A.,~--t fort. Es gelten 
also die Gleichungen 

de 

1/7:1 0 ( ]=1  

y)e= " d y  
o 

Wir fiihren die fiir alle t konvergenten Roihen ein: 

| t l-1 ~-Tb(.Lt 0 t ~'+x _ 7"7 (~) (~) 
F . g ( t ) - - ~  a.fi (~_--]-);, O ~ e ( t ) = ~  ~P ( g + i ) } '  

) - = 1  ~----0 

M<,(.I)=~,c~) t ' + 1 + ~ - '  g , ( ~ ) ( ]  ~-~ O.,,,I - - - ,  r ( r + s ' + ~ ) '  t . =  d: 
~-=0  , - = 0  

(a  ~-  l ,  . . . ,  m )  

tr+t+t~ 

F ( r  + j + t t + l ) "  

Die Lap lacesche  Transformation 

J ' ~, ( x ) =  w , ( t ) e - u  dt ( a =  l, . . . ,  m) 
0 

fiihrt, wenn man zuniichst formal rechnet~3), auf das System linearer 
Integralgleiehungen 

m t t 
~ _ ~ f  m .,- r [§ ~ 

- -  ~--J J t + at 
fl=l 0 fl=-10 r =.<o,(,, 

+ ~V'(t-t)"-~--iy., t.~,~ dt O~=(t--~)w~,(~)e~+Mo(t)+ t+=, 
f l = 1 0  ) . = 1  0 

t 

+J2-~'t" ,--,(t--~) "-~_=]7. lV"~)(~)d~v+a~ ((~ = I, ... ., m). 
0 ~ = 1  

Dureh Vertausehung der Integrationen naeh t u n d  t erhiilt man 

t t 

0 2-----1 0 

t t 

= wj , ( , )d ,  ( 1 ~(=) ( t - - t ) d t .  
0 r ) -=1  

~) Vgl: den Obergang ,:on (Ct) zu (B1) in w 
Mathemat ische  Zeitschrift.  I l l .  18 
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Die Integralgleichungen (C1)schreiben sich demnach: 

(D,) (t-a~+al)wa(t) 
m t (o) t | 

z f {  f Z ( t - -  t) z-x 1 .~0.) } oaPCt - ' )  + (x ~r.p(t --- ~)d t  w~(~)dv F a s ( t - ~ ) +  t + ~  -~).,  t + a ,  
f l ~ l  0 z" ,~-=1 

f" N(~~ ,~)-W (~_-- ~) ~-1  N(~)(.) d . . .  
+ Ma(t) -1- t+a,  q- (a = 1, m). ~.a. ( a - 1 ) t  ~+a~ z 

0 2-~1 

Wenn wir diese Gleiehungea in der Form 

t 

-2 t w , ( t ) - -  f f~p(t, ~)wp(~)dzq- f~($) ,  
(e) ~=, o 

t 

Wa (t)=~'Jfa~(*,  ~)~p(~)d ,  q- f , ( t )  ( e , =  2, . . . ,  m) 
f f = l  0 

sdareiben, sind aie Funktionen f ~ ( t ,  ~) (., p = 1, ..... m) regular, wenn 
man von den Punkten -- a~, a~ -- a x, . . . .  a m -- a I absieht; es ist 

f ~  (0, O) F~I (0, O) _(o, = : ('$11 ~---- ~ "  

W e r l l l  re&D_ 

fa(t) -= t "+J-'  ha (t) (a = i , . . . ,  m) 

setzt, sind aueh die Funktionen ha (t) abgesehen yon -- ax, a , - -  a~ . . . . .  a,~-- a~ 
im Endlichen reguliir; es ist h x (0)----O. 

Im Falle ~ = 0 setzen wir 
ggl 

cpa (:r) ----- e �9 y)a (x) (a = 1 . . . . .  m ) ;  

die Funktionen Ra ( X ), S .  ( z, y ), Ma ( t ), N(~') ( t ), f~ ( t ) ( ~" =- 1 . . . .  m) ver- 
sehwinden jetzt identiseh 

w 

Wir betrachten das System linearer Integralgleichungen (e). Der ein- 
faeh zusammenh~ngende abgeschlossene Bereich ~ enthalte den Punkt  $ : 0; 
jeder Punkt t yon ~ kSnne m i t t  ~ 0 dutch einen in ~ verlaufenden Weg l 

t 

verbunden werden, dessen Li~nge f t dv -- T unter einer endlichen Schranke l 
0 

liegt. Die Funktionen faz (t, v)(e~,/6 = 1 . . . . .  m) und t -'+1 f~($) (a = 1 . . . .  , m), 
wo s ~tatt r q- j geschrieben ist, seien regtfl~ir, wenn t u n d  ~ dem Bereieh 
angehSren. Der die Punkte 0 und $ verbindende Integra~ionsweg kann 
irgendwie in ~ verlaufen; er wird nStigenfalls dutch einen ~quivalenten 
Weg l ersetzt, dessen Li~nge kleiner als 1 ist. Wir kniipfen an Jahresber. 
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d. D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 2 1 3 ~ 2 1 6  an und benutzen die do~igen 
Bezeichnungen. Es ist stets f T ~ ] t [ ~ T, we 0 < f ~ 1' ist, und 

I t . - ~ l < . 1 ,  ~-', [ t - . l < . , T - ~ ,  

we ~t mad ~' endliche positive Konstante sind~). 
Dutch Aufl6stmg der ra - -  1 let~ten Gleichungen (e) naeh w~ ( t ) ,  . . . ,  w~, (t)  

erhiilt man l 

w.(t)=f_~.(t,~)w,(~)a~+E.(t) ( . = 2  . . . .  ,m); 
0 

dabei ist flit a ~ 2 . . . .  , m 
ta t 

E . ( t )  = f . ( t )  + ~ f 8.p(t, z)fp(z)dz, 
fl=o. 0 

m t 

~'.(t, ~1 = 5, (t, ~) + Z f so~(t, ~)6~ (.)d~. 

Dutch Einsetzung in die  erste Oleiehung (e)  ergibt sich 

t ,~ (t) = f F(t,  ~) w~ (~) d~ + ~(t);  
0 

dabei ist 
m t 

# = 9  0 

m t 

$'(t, ~)= f,, (t, ~)+ ~ /  flu(t, t ) F a ( t ,  r )d t .  
# = 2  -.  

Die leunktionen t - ' + ~ E ~ ( t )  ( a =  2, . . . ,  m) und t - ' E ( t )  sind in 
reguliir. Siimtliehe bier attftretenden Funktionen von t und v sind reguliir, 
wenn t mad v in ~ liegen. 

Die Integralgleichung flit w t ( t ) g e h t  dutch Differentiation iiber in 

,~a~'(t, ~) , aE(t) '"--gT--='dw'(t) (F(t't)-- l)%(t)+ 3o --Vf--w,(~)d~- Z~ 
Wit. setzen 

~'(o, o) = f,~(o, o) = ~, ~( t , t )=~+tv ( t ) ,  
t t 

L($, v )~  O_l~'($,~t r) e- f'P(t)~t" , K ($) ~- ~edE(t) ~-f,ptt)ato , 

f ~ ( l ) d t  

w~ ( t )  = W(t )eO 

4) Vgl. J~,hresber. d. D. J~,th.-Ver. 27 (1918), S. 51. 
18" 
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Die Funktionen V(t), t -~+~ K(t),  L(t ,  ~) sind regular, wenn tund  z in 
liegen. Es gilt die Gleichung 

t 

t~dW(t) : :  (r - -  1) W (t). + f L (t, ~) W ( r )d~  ~- K (t),  
0 

welche wir durch aufeinanderfolgende N~iherungen 15sen, indem wir setzen: 

aw,(t) 
t - - -gv /=  ( r -  1) w,.(t) + +;(t) (~=0,  1,.2,...), 

t 

~ o ( $ ) : g ( t ) ,  cl,,.(t)=j'L(~,~)W,,_~(~)d~ ( v =  1, ,2, . . . ) .  
0 

Die Differentialgleichung fiir Wo(t ) hat, wenn ] > 0 und also s von 
r verschieden ist, eine partikuls LSsung, welche gleich dem Produkt aus 
t~ *-1 und einer in ~ regul~iren Funktion von t i s t .  Unter der Annahme, 

dab W~-x(t)gleich dem Produkt aus t s+~-r und einer in ~ reguls 

Funktion ist, ist ~b,,(t) gleich einer m i t t  8+~-~ multiplizierten regul~iren 

Funktion. Dann hat die Differentialgleichung flit W~(t) eine m i t t  ~+'-1 
multiBlizierte reguls Funktion als partikul~ire LSsung. Da ~ -  P ~  *' 
= j ~ v > 0 ist, erh~ilt man eine solche LSsung in der Form 

t 

W~(t) : t r -~f~-~q~, , ( t )d t  0 ' = 0 ,  1,2,...11. 
0 

Wenn t u n d  ~ in ~.liegen, m6ge 1 K ( t ) [ < K ,  I L ( t , v [ ~ L  sein.. Wir 
nehmen an, in ~ sei 

W,_,(C l__< ~,,_~ T ~ +'-'-' 
Dann ist 

oder 

< L(~,-I T~+''-I 
I +,"( t ) l = ~-4;:--i , 

T 

dT= 
~. ~' L ~,- 1 T i+''-1 
(~-§ 1) (~--~+~) 

-- M . ~ e i  

IW,(CII<=~,,T ~+'=~, ~ - ~ , . - ,  ~_,,_~)(8_~-+,./ 

Daher ist die R e i h e ~ [ $ 1 - ~ + l t  W,(t)} in 91 gleichms konvergent. 
v = O  

Die Reihe W($)== 2 W,.(t), welche eine m i t t  s-x multiplizierte, in $ 

reguliire Funktion darstellt, geniigt der Integraldifferentialgleichung fiir 
W(t). Die Integralgleichungen (e) werden durch die Funktionen 
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t 
J'v,(t)dt t 

w ~ / t ) =  W ( t ) e O  , w ~ , ( t ) = E ~ ( t ) + j ' F . ( t , i ) w , ( 7 . ) d ~  (c~==2 . . . .  ,m)  
0 

befriedigt; t ' S + l w , ( t )  ( a ~ - 1 , . . . ,  m)  ist in ~ regul~ir. 

Im Falle 7" = 0 sind die Integralgleichungen (e) homogen; sie haben 
eine LSsung w, ( t ) ( a  = 1 . . . .  , m ) v o n  solcher Beschaffenheit, dab t-r+x w, (t) 

in ~ reguliir istS). 

w  

Nach dem im w 2 bewiesenen Satze besitzen die Integralgleichungen (D 1 ) 
eine LSsung wa (t)  ( a~ -  1, . . . ,  m) ,  fiir welche t - r -s+1 w~ (t),  abgesehen yon 
t -= --  a I , a.~ --  a 1, . . , ,  a,n --  al und co, iiberall regul~ir ist. In einem um 
t := 0 beschriebenen Kreis, der keine der singul~iren Stellen --a~,  a ~ -  a t , 
.~., a m --a~ enth~ilt, gilt die konvergente Entwicklung 

- V  ~"" t~+"-I ( ,  = 1 . . .  ,~). w . ( t )  ~ r ( r + n )  ' ' 

Denn wenn man diese Reihen fiir die w . ( t )  in die Gleichungen (C~) 
einsetzt, erhiilt marl dieselben Rekursionsformeln wie durch Einsetzung 

der Reihen 

qq (x)  - -  V A x r§ I(': = 1, m)  
n=] 

in die Gleichungen (B 1 ). 

D i e  in deri Gleichungen (A) auftretenden Po~enzreihen P,,p,(x), 
Q,/ , (x ,  y) seie ,  fiir Ixl < 9 bzw. Ix[ < 9, lY] < ~o konvergent, also, wen,  

1 l 1 
1 1 < o ist, fiir x = -- bzw. x = - ,  y - - absolut konvergent. Das- 

o > ~ ,  -g . o - - o  
selbe gilt dann aueh fiir die in (B~) vorkommenden Potenzreihen 
x - . - i R . ( x ) ,  y - . - i + ~ & , ( x ,  y).  Demnaeh bestehen Ungleiehungen 

9. J 7. (~, tO C(z)  " , 

und es ist 
~c 

I.Fo# (t) I < a o ~ "  o~.-~ I t I"-' ,I = (2--1)r = a ~ 1 7 6  
2 = 1  

~e 

ot'+lltV V < b oz-1 e,,tti, I ,,,~ )t = ~' r  1) 
/ t = O  

'~) Vgl. Jahresber. d.,D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 213--216.. 
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= [ l ' ( ' r ' ~ ) I  = ] F ( r + j + l )  J x-~ or, Y.' --  
,u=O p~O 

wegen / ' ( r -{ - jq -~%1) l=  II"(r+j§ Jr-~-j§ 
~ i F ( r -{ - jq -  1) l .bd, 

2 o 2 i'l"  M~(t) I < c ! r ( r f j+~) l  = Ir(r+j) l  -{ - I r ( r+ j+l ) i  ~ = (a-l)., 
~-=0 Z=l  

wegen t l ' (r-+-j-{-2)1 ~ I F ( r - { - j §  1)1 . ( 2 -  1)! far 2 = i ,  2, .. oder, 
wenn Itl > a und daher Itl "+~-~ <!tl~+~<ltl~+~eol' l  ist, 

! Mo(~)I < ~ltl~+;,~ 
E s s e i  ~ ein Sektor, weleher yon zwei yon t = 0 nseh ~ = oc gehen 

den Gereden begren,.t wird und weder im Innern noeh aM der Begrenzung 
eine der Stellen --  a~, a. -- a~ . . . .  , a ,  -- a~ enthiilt. Wit  beweisen den Satz : 

Im Sektor ~ ist 
Jw,(/)J < C e  hit( ( , =  1 , . . . ,  m), 

wenn h >I und d hinreichend grol~ ist~). 
9 

Der Beweis wird naeh der im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), 
S. 321--322 benutzten, an Perron (Journ. f. Math. 143, S. 26--28) an- 
kniipfenden Methode gefiihrt. Es sei R ein positiver Weft und C so grog, 
daft im Sektor ~ fiir ]t I ~ R ,  

jw , ( t )J  < Ce~l'J ( ,  = 1 , . . . ,  m) 

ist. Wir zeigen, dal3 diese Ungleichungen auch fiir J t I ) R  im Sektor 
gelten, wens R hinreichend grol~ gewiihlt war. Unter der Voraussetzung, 
dab .dies nicht der Fall ist, verstehen wit unt~r R '  die untere Grenze 
derjenigen Werte yon l t I, flit welehe unsere Ungleichungen nicht bei be- 
liebiger Wahl yon arg t in ~ gelten. Dann ist ein Wert a = ~' und ein 
dem Sektor ~ angeh6.render Weft t = t ! yore absoluten Betrage Jr' I = R '  
so vorhanden, daft I w~, (t') I = CeA It' Iist, wiiltrend man im Sektor ~ fiir 
l t l < R '  

I ~ ( t ) !  < r e  "l't ( ,  : 1 , . . . ,  ~) 

~) Wema arg t y-wisohen endlichen Sehrmnken liegt, besteht ei~ne Ungleiehung 
l t ' l _ < x l t !  z. 

~) Im.F~lle 0 < ~ + j < l ,  in welehem wa($ ) fiir t =  0 unendlieh wird, ist 
J ~ . { t ) l < a e  ~1~1 far I t l ,>t, ,  l~s~(t)J<cttJ ~+i-~ far It[ <to .  D,,beiist to.>0 
be]iebig klein, r  grofl zu nehmen.  
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hat. Aus der Integralgleichung (C,) folgt fiir e:~ a', $----t', wenn 
t 

0 
gesetzt  wird: 

G.~wB(t) lt-a~ i~--a7 

f ~ '* ( t - t ) ; ' -~  1 O(gwa(t)dt + I M . ( t ) [  + ~ 
+ .~--~ U--'-~).' t+~, 

f f = l  0 2----1 

aL : q- = (2--11! ~-+-~I 

Auf d e r  rechten  Seite ist  [w#(t)  l ~ Ce hltl, also 

Itl 

0 
It[ 

-~ aOoeoltl f e(n-~ < aOae ~ltl . e  ( h - " ) l t l  aC.ehlr 
h--a h-a 

0 

Itf 
"*(~) f a 1-1 I l,l) rl b C'a~'-lei~Iti ~ w a ( t ) l <  ~ e"C)t- "Cehl d ! z l <  h-o  ; 

11 

wenn  im Sektor  ~ l t  q-all>D > 0 ist, hat  m a n  

t+a~ < Da(h - . ) '  

( - )  ( I ) l - I . l ) ~ - '  b c . " - ' , ~  J 'l (~-a)----~ . . . ,O~<~we( ' )  d '  ~ (,~--1): .o(h-,,) dl~'l 
0 2=1 

itl ]tl 

o~-_o,f ,~ = ~-~_~>~~'~ f , " - ' " "  at,t < D~_o>,~~ 
0 0 

[ _,w~) (t) < ~ l t l e + ~ e - l t l  
+ a ,  ---~ D ' 

t | Nat'Z' I It) | I [ ,_,~,_,>~-1 ~'>d, fX~l"-I'l>"-'~- ~ "~ I~N<,_ ,> :  ,+~, _-< <,_,>, ,, el,l 
0 ~-I 

~o(eo(I,!-I,l,l,i;+~e~),~dl,l_~~176 f ,  , , + ~ . ,  , ~ o ~ t l ' - + ' + ' , o '  ,) 

0 0 
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t - a , + a l I . C e  I~ltl ~ m ~ ~  m~Cel~lt!  ~hoeh't' 
" h- -o  Jr  D o ( h - o )  [ --D(h----_a-) i 

' D -~ D{~- i - j -  1'1 

oder naeh Division mit  C e  h i tl 

m a n  mb ~ftj t i r + i  e - ( h -  , ) , t  
[ t - - a ~ 4 a l i < " K - ~ - - ~  t D , ~ ( h - a )  ~ 0 

+~[.t!~+J~, -(~-') lt l  . . . . . .  : _ _ ~ ~  ~) 
OD ' ~ D ( ~ + j +  1 ) ," 

Wenn h > o ist, ha t  die rechte Seite fiir lim lt i : oo einen endlichen, 
die linke Seite einen unendliehen Grenzwert.  D a h  beliebig wenig grSl~er 

als o u n d o  beliebig wenig grSl~er als 1 ist, so geniigt es, h > 1 - -  - a n z u -  
e 9 

nehmen. N immt  man R hinreichend grofl, so ist die linke Seite der fiir 
'! t i :  R ' : >  R geltenden Ungleiehung kleiner als die linke, es ist also ein 
Widersprueh vorhanden.  

Der  bewiesene Satz kann folgendermal~en erwei ter t  werden. Die ab- 
soluten Betr~ige der singul~ren Stellen seien kleiner als r. Wenn  im 
Sektor  ~ co~ _< arg t __< w~ ist, seien to*, to$ irgend zwei endliche Zahlen, 
welehe die Bedingung to* ___< co~ < coo __< (o* erfiillen. I m  Bereich ~ '  sei 
[ ~  t t  I ' 

l < r ,  a h < a r g t < o ~ . ,  im Bereieh ~ l t l  > - r '  t o t * _ < a r g t ~ t o * .  Der  
Bereich setze sieh aus ~ '  und ~ "  zusammen. Dann l~t lm Berelch 

' )i ~ (,: 1 , .  m ) ,  i w . ( t  . ~ C * e h l  tl ' ,)  == . . ,  

wenn h > 1_ und C* hinreiehend groI~ ist. 
e 

Wit  verbinden zum Beweise  einen beliebigen Punk t  t =: It[ e i~~ des 
Bereichs |  mit' dem Nul lpunkt  durch einen Weg, weleher aus folgenden 

co o Teilen besteht :  1. der Verbindungsgeraden der Punk te  0 und r e  , wo 
w o ein fester Wer t  zwischen w~ und t% isL, 2 .  dem die Punkte  r e i.'~ und 
r e ~ verbindenden Bogen des Kreises vom Mit te lpunkt  0 und yore Radius r ,  
3. der Verbindungsgeraden der Punk te  r e i 0' und i t  I i,., e . Die Liinge dieses 
Weges  bezeiehnen wir mit  T ,  die L~nge yon 0 his zu einem beliebigen 

s) Im Ralle r-c  j <  ~ . '  ' l kommen auf der rechten Seite dieser Ungleichung noch 
weitere Glieder mit e -  (h-  ~)ltl vor, welche das Ergebnis nicht beeintriichtigen. Man 
zerlegt ni~mlieh bei der Absch~tzung von [ ~ , f l  wfl (t) [ und [ G (~')~t~ wfl (t)] die yon 0 
bis It] erstreekten Integrale in Integrale zwisehen 0 und to, worin man I.wfl(~.)l 
dureh c t t t i:+i-1 ersetzt, und Integrale zwisehen to und I $ *, worin ] ivy (t) ] dureh 
Cea]tl ersetzt wird; die letzteren Integrale werden vergr6Bert, wenn man die untere 
Grenze to durch 0 ersetzt. 

~) Vg Fu~note ~). 
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Punkt  r des Weges mit T. 

man in ~ "  

"27!~ 

h ~:-I ist. hat Wenn h > l , .  e > O ,  g=l_- - -7  ~ " 

[w~ <O*e 'z (a ~--- 1 . . . .  , m). 

Zum Beweise ersetzt man in den obigen Begrachtungen It I, l~l durch 
T,  T. Wegen it  I <7 T ,  I t -- r ~ T --  T hat man 

I ~ ' w ~ ( t ) l <  e ~  ~ v ~  , ,_F,,~ . = a ~  " u~w. 

Nimmt man It I hinreiehend groB, so ist T < I tl(1 4-e) ,  also 

Iw, , ( t )  t < O * e  ~c1+') ~'l = o * e  ':'1 ( .  = 1 . . . . .  m ! .  

w  
Die Integrale 

t 

~,(x)= f w , , ( t ) e - u  ( e - -  1 , . . . ,  m), 
o 

welehe tiber die dem Sektor ~ angehSrende Gerade arg t = o~ erstreckt 

{e~~ 1 weleher einen Teil des Kreises sind, sind in dem Kreise .~ ~--~--j > ~,  

I xi ~ ~ bildet, absolut konvergeng; es ist 

x ~- = f t w ~ 1 6 5  
o 

(~i~ gelten die Gleiehungen In dem Kreise ~ i - Z /  ~ 

P,, ,(x)  -- a,, b,~ fl = f F,,a,:t)e ~dtl~ 
0 

(P,  fl(x) -- a,,~,i~)y,~(x)= ? F ,  flwfl(t)e--~tx dtH), 
0 

t 

R . ( x )  = f M . ( t ) e - u  dt,  
0 

wo jedesmal fiber dm Gerade arg t = (o integriert wird. Geh6rt y dem 

Kreise [R > -  an, so ist 
o 

h(~'") .... +" G t) ~ a f l  y '  = 
? ~ = 0  

0 

b~'h'"') Y" +0"" Y't~(Y) = Jr r~(Z~ 
u = O  0 

,o) Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 321-322. 
11) A. a. O. S. 323-325. 
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~ :r t "{- a l 

a~ r ~ Z ) w  rt~e Y dr.  
! t=O 

Daraus folgt 

x at ~ t+a~ d y  
r y' . ~ p ( y ) d y  = j t , ~  w~ ~ ---- 

o ! t=O 0 0 Y~ ~ 

wenn alle Punkte y des Integrationswege~ 0 . . .  x dem Kreise ~t > ~ 

angeh6ren. Wir wiihlen als iiquivalenten Integrationsweg die Verbindungs- 

gerade des Nullpunktes mit dem im Kreise ~ > ~- gelegenen Punkt  x. 

Nun ist 

e t + a ,  d y  Le Y Jo e s. 
rU y---~ ~_ t-+- al = t + a~ ' 

0 

t + a t  

wenn lira e v = 0 ist, fails y auf dem geradlinigen Weg O. . .  x nach 0 
d g  

geht. Dies ist der Fall, wenn [ arg (t + a~ ) --  arg x [ < ~ oder, da arg (t -~ a~ ) 
gg 

zwischen arg t = r und arg a t liegt, wenn gleichzeitig l arg x --  o~' < 
. ~ 7/: 

und a r g x - - a r g a ~ [ < ~ -  ist. Die Bedingung [ a r g x - - o J } < ~  is.t im 

Kreise ~ > 1  yon selbst e~tillt; die Beaingung la g - arg ,l 
i s t  ira Falle o ) =  arga~ ir~ ganzen Kreise effiillt, sonst, da - -a~ ein 
singul~rer Punkt  yon w , ( t )  und daher c o - - a r g a  1 -t-~ ausgesehlossen ist, 

yg  - 

in einem Teil des Kreises. In dem dm:eh t arg x -- arg a 11 < g bestimmten 

~ l i s t  Abschnitt des Kreises k x �9 > 

e - ~ -  Wb(~'"~')- " ,fl y . y ~ p ( y ) d y - -  t+a~ e = dr ,  
0 t~----O 0 

a I a~ ,= ~ r (,l ~ t 
f . . . . .  x--,_(~.,)y.U. ,~,p wp(t) - 7  e ~ Y , ~ o a p  V~ ( y ) d y = J  t + a l  e dr;  
0 ?e= 0 0 

mi t  Riicks~.cht auf die Gleichung 

fp 
-~ _• 

x ~= ~ e  ~ dt 
0 
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fiir ~ ~ I hat man 

= ~ t O0 ..j 

f . . . 1  = .__ f f (~- ,JT_'  . ,  ~(~) et.~-~' et, �9 . ~ .  ~Zb'.~'"'u".v~(~)au a a  t,.-,), , + . .  
0 F =0 0 0 

x 2 o= =D t f~O.)t 0 t 
2_~1f at " r ~--~ F ( ' - - t )~ - i  ~ra' P(t) o~ . y , ' . ~ , , ( y )oy= j , .~o  ~ ~ ,+=, d , . ~ - ; e ,  

wegen der Konvergenz yon 

f ~-~(I t l_ l t l ) ) . -1 ](~()')W (t) 
~__l~a ( ) , - l ) !  t+a,  

bCo ( /=-St It! 
�9 j ~  d l t l  

< D(h_o)~ 
0 

~(e"~ 1 (e:_~ ~) 1 d a h  beliebig wenig grSBer als 1 flir' ~ - ~ - / >  h oder fiir ~t > ~ ,  , 

(-7-) ist. Ferner ist fiir ~ > - - .  
r ~ t 

. ,~ q~,.,,,, y,+s§ +, = f NE'(t) ~- ~'- dr, 
I t  = 0 0 

~ Zq ,~ . , , , u ,+J+, ,+~=f  N'.~'(t)~- " e t ,  
,u=O 0 

' 

, e ~ d t ,  t +a~ 
0 t ~ = 0  0 

wenn ~ demjenigen Abschnitt des Kreises ~ > o  angehSr~, fiir 
7~ 

welchen l arg x -- arg a s ] < -~ ist. In diesem Abschnitt ist auf Grund der 

obigen Schl~weise 

__ [ . .~ ( /_ t )~ ._~  N O.)(t ) _ t  

Hiernaeh ist in demjenigen Abschnitt des t~ei~es ~R > 1 ,  in welghem 

~rg ~ yon arg a~ um weniger als g abweieht, 

~ t 
J .  = J  L . e - u  

0 
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wenn die Gleichungen (BI) in der Form J .  = 0 und die Gleichungen (C1) 
in der Form L.  4_ 0 geschrieben werden. Demnach geniigen die Laplace-  
schen Integrale fiir die y , ( x )  den Integraldifferentialgleichungen (Bt) , da 
die Funktionen w.I t  ) den Integralgleichungen (C 1) geniigen. 

Hiernach gitt der Satz: 

Die homogenen Gleichungen ( A 1 ) werden, wenn a eine der vonein- 
ander und yon Null verschiedenen Zahlen a t . . . . .  am ist, dutch Reihen 

L ~ z "+" (a 1, . . , m )  
n = 0  

[ormal befriedigt. Sie gehen dutch die SubstiSution 
65 

% i x )  e ~ (A o x~ ' ,+1+ x ,+i -1  = - v A ~ l z  . . . + A ~ , s _  1 + ~ . ( x ) )  

(~ = i , . . . ,  m) ,  

wo ] eine ganze positive Zahl und der reelle Tell yon r ~ ~ positiv ist, 
in die Gleichungen (BI) i~er. Es sei z .B .  a ~ - a  I . Die au8 (B1) her- 
geleiteten lntegralgleichungen (D 1) werden durch ~un~ionen w (t) be- 
#iedigt, welche sich im Endlichen abgesehen yon den singuldren 8tellen 
O, a ~ -  a~ . . . .  , a , , -  a~, --a~ reguldr verhalten und in der Umgebunsr 
yon t - - 0  in die konvergenten Reihen 

a t r+n- -1  
w ( t ) = ~ A  . F ( r + n )  ( a - - 1 , . . . , m )  

n : j  

entwickelbar sin& Sie erfiilIen auf einer Geraden arg t - - ~ ,  die dutch 
I~eine der yon 0 verschiedenen singuldren Stellen geM, die Ungleichungen 

I,,, (t)l < c ~  ~F'~ ( .  : 1, . . . ,  ,,), 

wo h > ! "~) und C hinreichend grofl ist. Die obigen Ausdri~cke ]gr die 
e 

% ( x ), worin 

~ p . ( x ) = ~ w  (t)e ~d t  ( a =  l , . . . , m )  
0 

Lapladesche Integrale mit dem Integratiorucweg arg t = oJ sind, stelleu 
in dem Kreisabschnitt 

9i  > l  = 
g ,  l arg  x - -  arg  a x ] <: 2- 

eine L6sung der Gleichungen (At) dar. 

'~) Die Koeffizienten Pa/~(:r Q. fl(w, y) yon (A1) sollen fiir iwi<~e bzw. 
t=I < e, l yl < e ~egul~ir ~ i . .  
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Wenn  die Wurze ln  a~, ., a~  der Gleichung a ~~ . .  ~ - -  s ~  --- 0 nicht 

s~imflich verschieden sind, wenn abe t  die De te rminan te  a ~~ s 8 8  die 

E lemen ta r t e i l e r  s -  a ,  . . . .  , s -  a~  besi tzt ,  erfahren die bisherigen Unter -  
suchungen keine wesent l iche Xnderung.  Es  sei a I . . . . .  at, = a ,  w~iJhrend 
a + ~  . . . . .  a,, ,  yon a versch ieden  sind; a sei yon  0 verschieden. Die zur 

Bereehnung yon r ,  A ~ ,  A ~  . . . .  d ienenden Gleichungen in w 1 werden 

folgendermal]en gel6st. Die zu ~'t # + 1 , . . . ,  m gehSrigen Gleiehungen 

des ers ten Sys tems  ergeben A s + ,. o . . . . .  A,~ o = 0. Die zu a = 1, . . . ,  u 

gehSrigen' Gleiehungen des zwei ten Sys t ems  schreiben sieh 

("' - a " ' A  0 ,  all " -~""  -~- ~,l , o  = 
�9 o . . . . �9 �9 , , �9 , �9 �9 �9 , 

_ o ~,i Zixo ~- "" " -f- ~ .,,~, A~o = " 

Wir  nehmen  an ,  die D e t e r m i n a n t e  a r ~ - -  s J r ( a ,  f l  = l , . . . , p ) habe 

die E lementa r te i l e r  r -  r~ . . . .  , r -  ~ .  Dann  1/iBt sich dureh eine l ineare 

Trans fo rmat ion  yon ~1 '  " " "' q,,. erre iehen,  dal] a,(1)--  r l '  " " 1  - -  . ,  a (1},'p, --~-rr 
a(1) 
~ = 0 (e, p = I, ..., ~; a~fl) wird. Naoh Bestimmung ~on ~io,-'-, A,o 

ergeben sioh At~+LI,...,A , aus den zu a=/~l, /..,m gehSrigen 

Oleiohungen des zweiten Systems.  Die /x ersten Oleichungen des dr i t ten  
Sys t ems  

a (') A l (I) ~ ( r ,  - -  r - - 1 ) A  n +  i. . , ,+, , , + , . , q - . . . ~ - a i ,  zi l + . . . = 0 ,  

�9 . �9 . , �9 �9 . �9 . �9 ~ . , , ~ . , �9 �9 ~ . ~ ~ . . , 

( r , ,  - -  r - -  1 ) A , I - k  a (1) ,, , ~ + l A , + , . , - k  - k a ( ' )  A . . .  , " ' "  ~n ,n  m,+ = 0  

ergeben Al l  ...... . .  A 1, wenn wir  die wei tere  Annahme  maehen,  dab zwischen 
r~, . . . ,  r keine yon Null verschiedene ganzzahlige Differenz besteht ,  usw. 

Den  ~t Wer ten  aj . . . . . .  - -  a ~ a entsprechen also p Sys teme  von Reihen 

x~ z ' + ~  ( , : =  1, . . . , / ~ ) ,  
n ~ 0  

in welcher r die Wer te  r.  . . . . .  r ha t  und  welche den Gleichungen (A~) 

fo rmal  geniigen. Die In tegra lg le iehungen ( D , )  haben  je tz t  die F o r m  

n t  t 

p - -  1 1~  - 
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\ (1)  dabei ist f.o(0, O) =a(1)~-ra. a ( a = l ,  . . . ,  /a),  f~p(O,  O ) = a 8  = 0 

( a ,  f l =  l , . . : ,  /a; a~<f l )  und f a ( t ) - -  t ' + i - l  h ( t )  ( , = 1 ,  . . . , m ) ,  wo h i t )  

abgesehen yon t := a m + t - -  a ,  . . . ,  a,,, - -  a ,  - -  a reguliix und h a (0) -~ 0 

(c~ ~-- 1, . . . , / ~ )  ist. In Ankniipfung an Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915), 
S. 315- -318  und 25 (1916), S. 76- -78  finder man /~ LSsungen mit in 
der Umgebung von t ~--0 konvergenten Reihenentwicklm)gen 

2 A , n t  r + n - 1  
w(t )=  c ( . + ~  ( . =  1, . . . ,  ~ ) ,  

n = j  

wo r einen der Werte rl, . . . ,  rl, hat; t - ~ - i + l w ( t )  ist aul]er an den an- 

gegebenen singuliiren Stellen reguliir. Nach dieser Abiinderung der Ent- 
wicklungen des w 2 kann man wie in w 3 und w 4 weiter sehlieI~en. 

Auf den Fall beliebiger Elementarteiler der Determinante [Paz(0) --  s (~aa] 
(~,, f l - - 1  . . . .  , /n )  gehen wir hier nicht ein. 

II. L i n e a r e  D i f f e ren t i a lg l e i chungen .  

w 
Das im Jahresber. d. D. Math,-Ver. 24 (1915), S. 310f.,  25 (1916),  

S. 74 f. rind S. 301 f. behandelte System linearer Differentialgleichungen 

Ob 

(a) x~- k dy~ 
a~ + Z P o ~ ( ~ ) u ~  = o ( .  = 1 , . . . ,  m), 

f l = l  
WO 

,,,().) 

in der Umgebung yon x :  co reguliir ist und a 1 - - 0 ,  a~ . . . . .  a m ver- 

schieden sind, wird, wean -1  - - . . . - - 2 t  1 - - 0 ,  r = in der Be- 

zeichnung 5ahresber. 24, S. 311- -312  ist, durch Reihen 

2 A,,n (co ~-- 1 m) 
y,, - ~  x r+ n ' . . . ,  

n = 0  

formal befriedigt. Indem wit zun~ehst den reellen Teil ~ yon r positiv 
annehmen (was durch eine Substitution y ,  ~ x q z  erreieht werden kann), 

leiten wir dutch die verallgemeinerte Lap lacesche  Transformation 

y,, : ]  w (e, = 1 , . . . ,  m )  

0 
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unter ginfiihrung der flit alle endlichen g aul~r $ = 0 reguliiren Funktionen 

G D($ ) - ~ . ~  (a, f l =  1 , . . . ,  m) 
, . = ,  

das System yon IntegralgIeichungen 

m t 

(b) ( k t - - a  )w ( t ) = ~ f  a ( a = l , . . . , m )  

her, welches durch die Reihen 
r T n  

--1 

wo(t)= ~ '  7 f ; 07~  (~ = 1 , . . . ,  m) 
,,=o " k ~ - : - ~ - /  

formal beffiedigt wird. 

Hier werden die Eigenscha/ten der Funktionen w ( t ) aas den Integral- 
gleichungen (b) hergeleitet, w~ihrend nach der a. a. O. 25 (1916), S. 3i5 
bis 323 benutzten Methode die Funktionen w ($) auf die a. a. O. 24 (1915), 

S. 309f. untersuchten Funktionen wr zuriickzufiihren sind. (/ 

Die Integralgleichungen (b) haben, wenn man 

1 O~a(t-~) 
f ,p(t ,  ,) = ~O,~( t  - ,) ,  f ,p(t ,  ~) = ,  V i - - ~  (a = 2 . . . .  , m) 

setzt, d ie  Form 
m t 

twl (t)= /,~(t, ,)%(Od~, 

m t 

Unter Benutzung der im aahresber, d. D. Math.-Ver. 24 (1915), S. 213--216 
eingefiihrten Be}.eichnungen erhiilt man dutch Elimination yon w~. (t), ..., w,, (t) 
sine Integralgleichtmg 

t 

tw,(0 = f F(t, r (~)dr 
0 

nachdem diese gelSst ist, hat man 

t 

, , ( t )  = f Eo(t, ~)w, (~)a~ (~ = ~, .... m). 
0 

Wit verstehen unter {R einen Bereich der t-Ebene, welcher aus Kreis- 
sektoren yore Mittelpunkt t = 0 und yon endlichen Radien besteht, die 
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a~ a,,, weder im ganze Umgebung yon t = 0 ausfiillt und die Punkte T '  "" "' T 

Innern noch auf dem Ra~de enth~ilt. Wenn ~ dem Bereich ~ und (wie 
wir jetzt i m m e r  annehmen) 4 dem geradlinigen Integrationsweg 0 . . .  t 
angehSrt, sind f~z(t, 4) (a, fl -= 1 . . . . .  m),  S ,p( t ,  v) (a,  fl = 2 , '  . . ,  m),  

1 

F (t, r) (,'~ = 2 . . . . .  m), F( t ,  4) ~bgesehen ~on dem Faktor ( t - - r , )  ~ 
1 

regul/~re Funktionen yon 5 und (5--: ~)~. 

Zur Begriindung diene folgendes. Zun~chst ist 

1 I 

wo g.~( t )  eine bestiindig konvergente Potenzreihe yon t darstellt. Also_ 
ist, wenn a,  B, i Zahlen aus der Reihe 2 . . . . .  m sind,_ 

1 I ' 

(~- ~)~ ~ ~o~ ((t-~)~-): 
Le (t' ") k t - . ,  ' 

r 1 1 1 1 
t 

r 

2 1 1 1 1 1 1 . 1  

k t - -a ,  d kt--a~--k(t--~)r ' ,de ,  
0 

wie sich durch Anwendimg der Substitution 

z = 5 - ( 5  - ~ )  

ergibt. AuI der Geraden 0 . .. t i s t  4 = Ot ( 0  ~ 0 . . .  1); der" Ausdruck 

k t - - a ~ - - k ( 5  , ) r  ( 1 - - O ) r  a~ (v~=0 . . . .  , 1 )  

verschwinde~ nur, wenn 
a ~  

t =  ~ (t9 = 1 . . . . .  O) 

ist. Wenn 5 nicht auf dieser Halbgeraden liegt, is~ das letzte nach 
1 

�9 zwischen 0 und I genommene Integral in bezug auf t u n d ( t  -- 3) u reguliir. 
2 

~)emnach ist r r ~) des Produkg aus ( t -  ~)~ und einer in ~t regu- 
1 

liiren Funktion yon t u n d  ('t 4) ~. Durch Fortsetzung dieser Schlul?weise 
91 

~ ( ~  ~) ale Produkt aus (5 - -4 )  ~ und einer in ~ .regu- ergibt sieh / ~  ~., 
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1 1___I 
liiren Funktion von ~ und (t --  ~)~. Hiernach erscheint ( t - -  , )  k~q~p(t,,) 

1 

( a ,  ~ = 2 . . . .  , m )  als in ~R regulate Funktion yon $ und ( t -  T)u dasselbe 
1 

gilt auf Grund der obigen Uberlegung flit (t --  ~) k Fa (~, ~) (~ = 2 . . . . .  m)  
1 1 - -  

una (t - ~) ~ F( t ,  ,). 
Wir nehmen an, 

F(t, ,)=~(t. ,) ~ +... 

sei das Produkt aus (t--~)~ , wo ~ eine der Zahlen 1, 2, 3 , ~  ist 
1 

und einer reguliiren Fmlk~ion yon ~ trod ( t -  ,)u Die Integralgleichung 
fiir w 1 (t) wird dureh eine Reihe 

%(~) -- ~ ~ ,~  --r-- ~ 

. - - 0  

formal befriedigt. Ihre linke Seite beginnt nach ginsetzung dieser Reihe mit 

&or 

die rechte Seite mit 
g 

c.~o f (t - 

so dab ~ = k sein mul l  F ( g , r )  ist also eine in ~ reguls Funktiqn 
x 

von t und (t - -  r )u  welehe flit t = �9 den Wert c a~nimmt. Jetzt beginnt 
die reehte Seite der vorhin betraohteten Gleiehtmg mit 

r 

cAtot/c 

so dal~ c : F (0 ,  0)  = ~- ist. 

T 

__ eA~o gk 

~r  

Dutch Differentiation geht die Integralgleichung fiir w1($ ) tiber in 

t 

$ ~  ~ (F($, t ) -  1)w 1 ( t ) +  f --~,aF (t,,) wl (~) d~. 
0 

Mathematische Zeitschrift. I l L  ~9 
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Wenn wir 

F ( t , t ) = - s  + tv , ( t ) ,  ot 

t 
j'~,(t)dt 

L(t,r)e" 

L(t,~) regul/ir, wennt  
1 

setzen, sind die Funktionen .~o(t) and ( t -  ~)~-' 
und ~ in ~R liegen. Setzen wit weiter 

t 

f ,t'(t)dt 
% ( t ) =  W ( t ) e  ~ , 

so gili die Gleichung 
t 

tdW(t) r -  1 ) W ( t ) j ' L ( t , ~ ) W ( T ) d ~ ,  - - - ~ -  = l~ + 

die wir durch die Kette yon Differentialgleichungen 

t~Wo(~ , �9 : 1 )  

dW,(t) t , - z7-  = (~ " 1) w , ( t ) +  ~, (t), 
t 

~,;(t) = f L(t.~) W,,_l(~)d~ 
0 

( , = 1 , ' , .  . . . .  ) 
mit den L5sungen 

f 

wo( t )  tk , 
r 

L - i f  _L W , ( t ) = t  k t k ~,(t)dt 
0 

(~ = 1 ,2  . . . .  ) 

er'setzen. Wenn arg t zwischen endlichen Schranken bleibt, bestehen Un- 

gleichungen t T ~ 1 ~ I  ~-, t -  ~ ' l t l  - T .  Wirnehmenan,  in,~}~sei 

~ + n - 1  

1 

Wenn }L(t,~)l < ~ ( I t l -  k , I )~ '  ~ i~t, h~t man 

t w ~ ( 0 1 _ - < ~ , t  ~ , ~ , . - ~ - , . ~ ' ~  

Demna".h ist die Reihe 
f 

V ~ 0  
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in ~ absolut und gleichm~il~ig konvergent und stel|t eine in 9~ reguliire 
Funktion dar. Die Gleiehung fiir W(t) hat die LSsung 

W(t)---- ~ W~(t), 

die Gleiehungen (b) die LSsung 

f ~,(l)dI t 
~ , ( t ) = w ( t ) ~ o  , ,o~(t)=fF~(t,~)w,(~)d~ ( . = 2 , . , . , m ) ;  

0 

�9 1 
jede dieser Ftmktionen ist das Produkt aus t ~ und einer in ~ regu- 
l~iren Funktion yon t. 

Wenn alle Funktionen P~a (x) im Gebiet ~ (x*e ~~ > o(oJ) ~ 0 regul~ 
sind, ist f i i r t  = I t] e ~'~ 

1 - - - 1  ( ~ ( ~ ) + + ) l t /  18), 
o o ~ ( t ) / < A ! t ! k  e 

wo e eine beliebig kleine und A eine hinreiehend grofle positive Zahl ist, 
die yon o) unabhiingig angenommen werden kann. Der Sektor ~ sei yon 
zwei yon t - - 0  ins Unendliehe gehenden Geraden begrenzt und enthalte 

die singttl~iren Stellen a~,.. ., a,,_/~ weder im Innern noeh auf dem Rande. 

Wenn t =  Itle" dem Sektor ~ angehSrt, ist 

I w~(t)[  < v e  ~1'1 ") (. = a . . . .  , m ) ,  

wo h > o(o~) und C hinreiehend grol~ mr. 

Zuna Beweise naeh der in w 3 benutzten Methode brauchen wir nur 

zu zeigen, dal~ die Annahme, es sei ]w, ( t )=Ce altl fiir a = e , ' ,  t = t ' ,  

wo It 'l = n '  hinreiehend groB ist, und Iw,,(t)l ~ Ce ' l ' l  fiir a =  1 . . . .  ,m  
und fiir It I < R '  in ~ ,  atff einen Widersprueh fiihrt. Auf Grund d e r  
ans (b) folgenden Ungleiehung 

nl ]tl 

Ikt -a~ . ! w . ( t ) l < = ~ f  ta,,~(t- ~)i" iwp(~)l dl~l 
~=1 0 

ist naeh der gemaehtert Annahme fiir a~---~:', t = t ~ 

ta) Dies folgt aus Jahresber.  d. D. Math.-Yer. 25, ,S. 321 oben. 

t4) Im  Fal le  r ~  k,  i n  welchem wa.(t) f/ir t =  0 anend]ich ist, ist, wenn t o eine be- 

liebig k |e ine positive Z~hl bedeutet ,  ] u~ ( t )  ] t~: C e h it I fiir [ t ! ~ to, i wa (t)  i ~ ~ J t I ~ 
fiir t .... t o ;  C u n d r  sind hinreichend groBe positive GrSBen, 

1.q* 
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Ft[ I 

".t - a, i �9 Ce~'t" ~ m f a ( t t  I - !zi ) ~ -  ~e ("(~'~ +') (l' I - , , I ) . C e a l , l d i ~ l  
0 

I t l  1 1 

= , ~ A C ,  (~176 -I , I )  u  ~(~-~ dl,l 
0 

~l( It <mACe("('~176 i_ l~l)~-~dl,l 
9 

1 

= m A O k l ~ l Y e A I t l  ~5) 

1 
oder nach Division mit C[ t lYe ~ltl 

:] '1 k - - - -  < m A k .  

Im Falle k > 1 hat die linke 8eit~ fiir lira It I =  cx~ einen tmendliehen 
Grenzwert, wiihrend die rechte Seite endlich ist. Im Falle k - =  1 haben wit 

$ 

I t --  a,I "Ceat'l s  ("(~'+')~ fe  (a-~ dj~ 
0 

<~C,e(ai.,)+~.)ltl eIh-"l~ mAOehlt-[ 
h-~(o , ) - -~  - -  h--o(~o)- t 

~ler nach Division mit Cealr 
mA 

so dal~ wieder ein Widerspmeh vorhanden ist. 

15) I m  Fal le  ~ k k o m m t  auf  de r  r ech ten  Seite h inzu  (vgl .  Fuf lnote  s) :  

m f A ( i , [ _ t ~ i ) u  -* - -  
0 

i t [  1 --1 --T 1 

<mAc~("(~+')ItJf(!tl-l~l)~ I,l k- dL,i 
0 

7 
~ +___~z _ l 1 ~x _ l C T _ l d  ~ = raA e e(~ + ~) I t t .  I1t. /~ f ( l _ C )  ~ 

0 

1 . 

----1 
e(O(oJ)+ r) It[ 

Nsmh Division mit C l| 1 ~- e h i tl oder im Falle k = I mit C e h l tf hat dieses Zuaatzglied 

fiir .lira It[---oo den Grenzwert O. 
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Hiernach sind die verallgemeinerten Laplaceschen Integrale 

o 

wenn auf dem keine der Stellen a~ . . . .  , a~ enthaltenden Integrationsweg 
a r g ~ = 2 q n + e o  ( q ~ 0 , 1  . . . .  , k - - l )  ist, in dem Gebiet 

~(~e'~)> o(~), (~q-~)~-~ (2q+~)~-~ k ~ a r g  x ~ k 

konvergent and genfigen den Differentialgleiehungen (a) 
Wenn man die im Jahresber. 24, S. 323f. dargestellte Methode zur 

Entwicklung der Laplaoeschen Intograle in Fakmlt~tenreihen attf die bier 
benutzten Verallgemeinerten Laplacesehen Integ~ale anwendet, erh~lt man 
nicht eigentliche Falmlt~tenreihen, sondern Reihen, deren Glieder Quotienten 
yon Gammafunktionen, aber nicht rationale Funktionen yon x sind. Um 
Reihen mit rationalen Gliedern zu erhalten, benutzt man dleselbe Integral- 
darstellung wie im Jahresber. 24, S. 309 f., die sieh aus der ]etzigen Integral- 
darstellung herleit~n I~i~t. Vgl. Jahresber. 25, S. 318--319, und flit nicht- 
lineare Differentialgleiehungen S. 307--308. 

w 

Die Betrachtungen des w 5 gestalten wit in versehiedener Hinsieht 
~um, um im III.  Abschnitt ihre ~Obertrayung au/ die Gleiahungen (A) 
vornehmen zu k6nnen. Die Annahme e > 0 ist jetzt nieht erforderlich. 

Die ganze positive Zahl j sei so gew~hlt, dal~ ~ + j > 0 ist. Dureh 
die Substitution 

Aao__ Aal Aa, i -1  

gehen die Differentialgleichungen (a) fiber in 

(a ~ 1, . . . ,  m) 

~ dza 
(e) x ' - ' - - + ~ P , , z ( x ) z a + P , , ( z ) = O  (r~= 1, m);  

d ~ .  ~ " ~  ,e=l 

z r+kl (rAao+(r+l)A,  l x _  _~. . .  _~_ ( r+ j - -  1)Aa, j - l ~ _ w  -T~-~ 1 ] 

ist an allen regul~ren Stellen der Funktionen Pa~(x) auger x-~  0 regular; 
wenn man z l , . . . ,  z= dutch 0 ersetzt, fallen in den Gleiehungen (a) oder 

(c) die Glieder mit 1 1 1 und in der ersten Gleiehung 
x r  ~ 3~r+l~  " ' ' ~  :o r+ j - -  1 

aul~erdem die Glieder mit 1 1 x~+j, . . . ,  x~+t+k_l fort, so dal~ 
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~a( ]* ) 

und ax(O)= a~ ~) ..... a~-~)~ 0 ist. Durch die 
Laplacesche Transformation 

z,, ~ f w,,(t)e-t| 
0 

erh~ilt man jetzt d ie  Integralgleichungen 

(d) ( k t - - a . ) w . ( ~ ) =  ~ x~ fG, ,~( t - -~)w~(~)d~-{ -G,~( t )  ( a = l  . . . . .  m); 
/~=1 0 

darin ist 

. 0 . ) ~ -  k 

a o ( ~ )  . . . .  ~ - 

Setzt man 

(a" -~ I .... , m) 

verallgemeinerte 

(e = 1 . . . .  , m) 

! a~ (~) (~:~ 2, m),  l~(t) = ~ a~ (t), f~(~) = k ~ - ~ ,  " " ,  

so schreiben sich die Integralgleichungen (d) 

p = l  

rA 

w . ( t )  = V f .~(t ,  ~)w~(~) d~ § f.,(t) (e ~ 2 . . . .  , m).  
#=1 

Hieraus erh~ilt man wie in w  durch Elimination yon w~.(t) . . . .  ,w , , ( t )  
di~ Gleichung 

t 

tw, ( t ) =  f ~ ( t ,  ~)w, (~)d~ + ~ ( t ) .  
0 

lm Falle ~ > 0, in welchem die Betrachtungen yon w 5 gelten, kommen 
1 k - I  

in F( t ,~ )  Glieder mit  ($--~)  T - ~ , . . . ,  ( t - -~ ) '  k -~ nioht vor. Die Ko- 

efllzienten yon ( t -  ~ ) ~ - ~ ( u  =: 1 . . . . .  k -  1), welche nur yon a~;~ ) (2 = 1, 

. . . .  k -- 1), abet nicht yon ,~fl-(~')(2 ~ k, k-~- 1 . . . .  ) abh~ingen, verschwinden 

infolge der Bedingungen 9/(1) 91r(e)~ 9I (~-1) _.~ = 0 ,  - I  0, . . . ,  _.~ = :0  und daher 

9I (k) positiv ist oder nicht. Die Differential- unabhiingig davon, ob r ~ - ' 1  

gleichungen iiir die z~ werden dutch die Reihen 

A ~  
2~a ~ :  J---J x r + n  
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und demnach die Integralgleiehung fiir w~ (t) dureh die Reihe 

f + n  

wx(t}:= 2 A,. t I 

formal befriedigt; da bei Einsetzung dieser Reihe sowohl die linke Seite 
als auch das erste Glied der rechten Seite mit Konst. r  beginnt, so 
gilt dasselbe fiir E(~). 

Durch Differentiation erhiilt man die Gleichung 

t 

t d--walt ~ t )  = (E (t' t) - 1)Wl(t)+/o-~'(t'~)--'-~T- Wx (v)d~-~ dE(t)dt 
0 

Wenn wit ciie obigen Bezeiehnungen benutzen und 

t 

K(t) d~(O -!''">~' 
t + j  

setzen, so dab K(t) das Produkt aus t k und einer in ~ regul/iren 
1 

~n l~ ion  yon t u ist, so haben wir die Gleichung 

t 

t--~--dW(t> = ~r W( t )+ f L ( t , , )W(~)d ,+  

welche wir durch die Kette yon 

d. W,, (t) 
dt 

Dif[erentialgleichungen 

rW,,(t)+q~,.(t) ( v = 0 ,  1, 2, . .),  

+0 ( t )  = K ( t ) ,  

mit den LSsungen 

ersetzen. Wit haben 

t 

~I,,,(t)=fL(t,~)W,,_~(~)d~ ( v =  1, 2 , . . . )  
0 

r t r 

w , . ( t ) = , u 1 6 5  . . . .  ) 
o 

r + j + r  1 

IW,,(t)]<__~lt] k 

( j + : )  r k - - U - - /  

Wie in w 5 ergibt sieh nun, da6 die Integralgleiehungen (c[) dureh Funk- 
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~ '+J+l  

tionen wa (t) yon solcher Beschaffenheit befriedigt werden, dab t k w~ (t) 
in !}t regular ist. 

In dem Gebiet ~(x~e~~  sind nicht nut die Funktionen 
P~,z(x), sondern, wenn a ( c o ) ~  0 ist und daher x : 0 nicht im Innern 
des Gebietes l iegt~),  auch die Funktionen P(,(x) regul~ir. Es bestehen 
daher Ungleiehungen 

IGo(t) _<BitL k 

wo e beliebig klein und B hinreichend grofl ist. 
Wenn h >  a(o~/ und C hinreichend grog genommen wird, ist im 

Sektor ~ 
: w , ( t ) t  < C e Ar'l '~) (~ = 1, . . . ,  m) .  

Wenn man dieselbe Sehlul~weise und Bezeiehnungsweise wie in w 5 anwendet, 
ist fib a ~ ~.', t-= t '  

1 ~+i  
1 lk t -  an!. Cenltl _~ mAC,  k i t ! $  ehltl-q - B l t i  - V - -  e (~176 ttL ~s), 

1 ~ + j - 1  

1 k _ ~ l  B - - - -  - 1  I t l - - Z .  t ,  < m A k +  Itl 
Im Falle k = 1 hat, man 

~-+I i mAOehltl A _ B I t I ~ - -  (,,,~+,)ltl ] t - - a " l  "CehltI ~ h-.,, .(co)-e e(" , 

It- ol<-_h 
Man schliellt weiter wie in w 5. 

Die L6sung unseres Systems linearer Differentialgleiehnngen erscheint 
in einer anderen Form, wenn man eine neue unabhdn~iige Ferdnderliche 
einfiihrt. Wir erhalten so ein Verfahren, das wir in w 7 auf Integral- 
differentialgleiehungen zu iibertragen haben und das wit bier far Diffe- 
rentialgleiehungen ohne Ausfiihrung der Beweise andeuten. 

t6) Indem man x durch x + Konst. ersetzt, erreicht man, dal3 x = 0 eine singuli~re 
Stelle mindestens einer der Funktionen Pail (x) wird. 

~)  Im Falle T +  ~ < k gilt diese Ongleiehung fiir It[ > to (to > 0 beliebig klein), 

~+J i 
wi~hrend Iwa(t)l <cltl t fiir It l < t o  ist. 

~s) Im Falle ~-4-i t~ k kommt auf der reehten Seite das Glied hinzu (vgl. w 5): 
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Die Diiierentialgleichungen (c) gehen unter Einffihrung der Ver~inder- 

lichen 
x k , =~- ~ . .  b ( k -  

~ = T + b __uL_T__}_ . + 1}=, 
wo b ' , . . ,  b {~-1~ beliebige Konstante sind, in 

d za 

fiber; dabei sind die Funktionen 

~ ( ~ ) =  b' P~P(~)b ~k-ii' ~(~)= P"(~) 
t b { k _  1) 

. 1 § 2 4 7  x~----~_ i- l + b ' - t - . . . +  ~ _ ~  
X X ,v 

abgesehen von x-----0 im Regularitiitsgebiet der Funk~icr.e'a P~/~(x) 
ebenfalls regular, wenn man von den Nullstellen q' . . . . .  qr von 

x ~ -}- . . .  absieht. Die Wer~e ~ ~ q ' ,  . , 
welche zu x ~ q ' ,  . . . ,  q{k-l> gehSren, .sind Verzweigungsstellen der 
Funktion x yon ~, welche in derUmgebung von ~ ~ cQ eine Entwicklung 
yon der Form 

1 
r 

r u ~u 

zul~il~t. Dann gelten in der Umgebung yon ~ ~ ~v Reihenentwicklungen 

a=o ~7~ ~=o ; 

wo' %~(~ ~ 8 ~  ist. Singuliire Stellen yon ~ ( ~ )  shad aul~er c~er Ver- 

zweigungsstelle ~-~ c~ die Werte q ' , . . . ,  qr ~) sowie die Werte yon g, 
welche den singuliiren Stellen yon P,,~(x) entsprechen. 

Die Lap lacesche  Transformation 

z , =  f roa ( t ) e - t~d$  (a = 1 , . . . ,  m)  
0 

fiihrt auf die Integralgleichungen 

m t 

ib) (~ - -o)~a(~)= ~ f $o,(~- ~) ~o(~)d~ + $(~) (~= 1,...,~), 
~,=1 0 

WO 

_ ().) .,. k -~ua/~ �9 ~ a (~) t k 



296 J. Horn. 

ffir alle t auBer t = ' 0  konvergent sind. Die Gleichungen (b) werden 
dutch Funktionen r e ( t )  yon soleher Beschaffenheit befriedigt, dab 

r + J ~ .  1 

t k t o ( t )  in der Umgebung yon t -~  0 in eine kOnvergente Potenz- 
1 

reihe von t ~' entwickelbar ist. Auf einer Geraden arg t = co, w elche durch 
keine der singul~iren Stellen a~ . . . . .  a m geht, ist l v  (t) abgesehen yon t = 0 
regul/ir und erffill~ die Bedingung 

l o(t)t < C e  

w o e  eine beliebig kleine und C eine hinreiehend grol~e positive GrSl~e ist; 
~(o9) ist dadureh definiert, dal~ die Funktionen ~ a ( E )  im Gebiet 

(~e i'~ > ~ (o9) abgesehen yon ~ = co regul~ir sind. Die obigen fiber 
die Gerade arg t  = co erstreekten Lap l aee se he n  Integrate fiir die Funk- 
tionen z sind in diesem Gebiet konvergent und genfigen den Differential- 
gleiehungen (c). 

III. Homogene Gleichungen, k ~ 1. 

w 7. 

Es sei jetzt k eine beliebige ganze positive Zahl. 

Die Gleichungen (A) werden dutch Reihen 
ov 

r  = e-a( , )  ~ A  x ' + "  ( a - -  1 . . . .  m) 

formal  befriedigt, wo 
a a (1) a ( k -  1) 

o ( x )  : I (k_l) k_l + . . .  + 

und a eine der voneinander und von 0 versehiedenen Zahlen a l , . . . ,  a,, ist. 

Wir nehmen a = a l  an. ])arch die Substitution ~ % ( x ) - - e  -'~(| q~,(x) 
erhalten wir die Gleichungen 

m 

xk+td~  ~(x)--(a+a(1)x + +a(~-l~x~-l)(~,,a)~(x ) 
d~c " ' "  

f l = l  

+ ~__~lf Q,~.(x, y) e "(~)- "'v) #~(y)dy (q---~ 1 . . . . .  m). 

Die Integrale 

J,=]y~+l'e*~(~)-'~(V)dy. (~ t -  0 , 1 ,  2 . . . .  ) 
U 

sind konvergent, wenn der Integrationsweg den Nullpunkt innerhalb des 
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.7 ~g 

arg a - ~ arg a + ~- verl/illt, so dab  lira ] arg  0 ( y ) ]  < -~ ist, Sektors  ~ ~ a rg  y < 

D u t c h  wiederhol te  Anwendung der F o r m e l  

1 xr  +:,+/c+ l a (~ a (k-lJ r+~-;-k+l.f l ,  J , -  a -- aVJ,+l. - - " ' "  ~ J : , + 1 , - 1  "g . +k 

erhiilt  m a n  die formale  Reihenentwieklung 

a (1) r +  J~,. ~ - - ~ l x r + ! ' + k + l - ~ - ,  ~ - g  : , + k + 2  _L. . . . .  

Setz t  m a n  in den obigen Gleichungen q ~ , , ( x ) - - ~ , A a , , x  r+'z und ver-  
~----O 

gleieht  man.  n a e h d e m - d i e  In tegra le  dutch  fo rma le  Reihen ersetz t  sind, in 

der  zu e = 1 gehf r igen  Gleichung 'die Koeff izienten yon x r, x r + 1, . . . ,  x r + k -  1, 

~r+k~ ~ r + k +  1, . . . ,  x r+~+~-~, so erh~l t  m a n  a ---= a~, a ~ . . . ,  a (k -~ ,  r ,  

A u . . . .  , A~, j - l ,  wiihrend Alo u n b e s t i m m t  bleibt.  Wenn  m a n  in der  "zu 
= 2 . . . .  , m geh6rigen Gleiehung die Koeff izienten yon x r, x r + ~, - . . ,  Xr + i -  

vergle icht ,  e rgeben uich A o ~  O, A 1, . . .  Aa, i_ r Wenn  m a n  in den 
~t~ r + l  Integraldi f ferent ia lgle iehungen flit q)l . . . . .  ~ ~,, dureh A o x '  + ~ ~ x. 

-4- . . ,  + A ,  i -  1 xr + i - ~ ersetzt ,  dri iekt sich der  Unterseb ied  zwischen der  

l inken und  d e r  rechten Seite bei der ers ten Gleichung dutch x r + k + i ,  

~ , + ~ + i + ~ ,  . . . ,  bei den fibrigen Gleichungen dutch  x r+ i ,  z r+ j+~  . . . . .  aus .  
Un te r  der  Annahme,  daft ~ - ~  j > 0 u n d  j >  0 ist, se tzen wir 

~r+j -a  qS , (x )= e-'~(~)(Aaoxr + A, , , z r+~ §  + A,,,j_~ + v2~(x)) 

(n -~  1 . . . .  , m).  

Die Gleiehunge n fiir die �9 gehen,  wenn m a n  J (/ t  < j - - 1 )  dureh  

x '  + i, + k + a . . . .  ' xr  + ~ + * - a '  J t  - ~' . . . .  J~ + , _  ~ ausdriiekt ,  in die Gleiehungen 

. . .  

f l = l  

(3) + f Qa,( x. y)e"'"-"'' V,(y )dy + Ro (x)-+- 
p = l O  

fir 
( ,  = 

0 

fiber;  dabei  ist 

R ( X )  = X ,  0. 
" I 

, 9 , , ( x , y ) = 2 d ' i " " ' x " Y  " + i + ' -  ( e . : l  . . . .  , m )  
i., t ~O 
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_(0) _(1) (k-  1) 
und G 1 = G 1 . . . . .  C 1 ~ 0, weil, wenn man ~v, ..., ~v** dutch Null 

r §  ~ r + j - - 1  u n d  ersetzt, in den Oleichungen (B) die Olieder mit x r, ..., 

in der ersten Gleiehtmg aul~erdem diejenigen mi t  x r + J, . . . ,  x ~ + ~ + k -  ~ for~- 

~allen. Die Funk~ionen x-'-~R2(x), y-~-~+lS(x, y) sind in der Um-  
gebung yon  x = 0 bzw. x = 0, y = 0 regulgr. 

Wi t  setzen 

o (~) = ~, 
so dag 

1 1 1 I 
1 

�9 = j f ( ~ ) ,  a~=~  ~- ~(~)d~ 

ist, we ~ (~), g (~) in der U m g e b u n g  von ~ = 0 regulgr s i n d u n d  ~ ( 0 )  ~- k ~, 
1 

g (0)= k ~ ist. Daduroh gehen die Gleiehungen (B) fiber in 

ra i 

N - _ ~o~)-~,~(x) + 
f l - -1  

1 i 1 a I a i 

f l = l  0 

1 1 1 ~ al 

§  , t ~ ) e  ~ ~dt~ ( a =  l, . . . ,  m); 
0 

I 1 I 1 1 1 

~o~(~~), ~,,p(~;k ~), , ~Ra( ~ ), ~ ( [ k ,  L ) ~ ) g e h e n a u s P  p(a:), Q~,p(x,y), 
. ~  , l ( k -  1) 

R ( x ) ,  8 ( x ,  y)  durch  Division mi t  1 + q-  . . .  q - ' - - - - - x  ~-~ hervor ;  

es ist 
oo 

a (,t) . fl (0) 

) . = 0  

).,/~ ~0  
oo 

.) c?' .1, 
�9 - - -~  (~1 

I = 0  

eo( , , )  ' . 
/ . , p =  0 

Die L a p l a c e s c h e  Transformat ion  
C 

0 

a(o) 0 ( -  ~ / ~ ) ,  

(k -- 1) 
. . .  ~ C 1 ~ O, 

(c~ - -  1 . . . .  , m)  
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fiiErt bei zuniichst formaler Reehnung zu den Integralgleiehungen 

m 1 m 
_ _  @ ~o~ re ( t - a .  +a~)m.(t)= .~6. ,w,( t)+ t+a~.~ ~ ,(t)+ 

#=z ~=1 

~ ** T - ~  .~ <o~ ( t )  
(g) + (t . , + ~ - P l  a~.~m~(~)d~+~,(t)+ *+"----S + 

+ ( t - ~ ) k  d~ (~ = 1, m);  

dabei sind die fiir alle t auger ~ = 0 konvergenten Reihen eingefiihrt: 
1 

gt~ 
,~ (~o~,t = , 

c~ bQ-,/~) t k 

~a~(f,~ S" ~B (2 O, 1 2, .), ~ a t / x - / ~  -7777-- 1 - . ~ , �9  
, , = o / "  l ~ - ~  z + 1) 

r + i + ~ .  

r + j + t *  
,~ b(Z,t,)t k 

'~:~'('~ ~ , ~  ~ - "  i ' + +  +~-+, / �9 (~ _ -  o , ~ , ~  . . . .  ,. 

Die Integralgleichungen (~) k6nneff aueh in der Form geschrieben werden: 
m t 

1 ~v) - 

#=1 

t 2 

(~) + f Z " - %  ' ~"'"- ' ) ' .r~ , ( ' )~" + 

- -  (o) t - 1 9 / ( z )  

+ 9 ~ . ( ' ) + "  (t) .+.f~_~l (t_,)~- " (~)d* <a 1 , . ,  m). (~) - -  _ _ . ,  t + a t  = /1 ~ + ~  

Dabei mSge die Veriinderliehe z die Grade 0 . . .  t und die Veriinderliche z 
die Gerade , . . .  t durehlaufen. 
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r§ l_r+] rq. i 

1 1 

(,' = 1, . . . ,  m) sind g a f f e  t ranszendente  Funkt ionen yon t ~; (t - -  r. ) ~ ~ ,  ~ (t - ~) 
1 1 

und (t - -  r, ) ~ ~ ~z~ ( ~ _ r) sind ganze t ranszendente  Funk  tionen von (t - -  ~ )u 

Durch die Substitution r =-t$ erhiilt man 

(,.) o; .=1  F -  k- 

t + j + l  1 ~ i-I }, 

= $  k t /c (1 --r _ _ _  

d r  ~ 

,',, r+i+!, 

d ~ :  

das letzte fiber die Gerade 0 . . .  1 erstreckte Integral  ist fiir alie ~nd- 

lichen t reguliir mit  Ausnahme de.~ Punktes  t =  0, w o e s  eine regul~ire 
1 

Funkt ion  von t k ist, und der Punkte  der Geraden $ - -  a, ~ (r 
Die Substi tut ion z ---- t - -  (t  - -  Z)~ ergibt 

t 2 

/.='2~ 1 (t--z) -k-I  1 ~ f f " ( z - - ~ ) a ~ =  

2 1 .;. -- 1 2 ,~ e, + 1 
�9 ~ / .  zc - ~ : -  s : - - I  ae ~(.~-.,") 

---~ ( t - - v )  j %-r ( t - - , )  " r ~ u  p, ( t:-v)~ (1-- C) ' ~ -  d_: . 

6 z'~--1 l" .= ~ ,, =o \ y -  ,- ,2 

auf der Geraden 0 . . . .  t i s t  r. := O t ( O :  0 . . .  1), also 

a , - J - t - - ( t - - z ) $ = a ~  ~ - t ( 1 - - ( 1 - - ~ 9 ) ~ ) - - - - a , q - t #  ( # = 0 . . . 1 ) ,  

so dal~ al q- t - -  (t - -  z)~ nur  dann  versehwindet, wenn t = - -  ~ (v~ = 1 . . .  0) 

ist; das l e t z t e  fiber die Gerade 0 . . .  1 erstreckte In tegra l  ist eine regu- 
1 

l~ire Funkt ion  yon t u n d  ($ - -  z) k, wenn v auf der Geraden 0 . . .  $, abe t  $ 

nicht  auf der I-Ialbgeraxlen t -  a, ("O ~ t O) liegt. 

w  

Das Gebiet ~: sei v o n  allen Punk ten  t (mi t  Ausschlul~ von t = oc) 
gebildet, deren Verbindungsstrecke mit  t - - :  0 keine der singul~iren Stellen 
- - % ,  a s - - a  I . . . . .  a m -  a I enthiilt;  r sei ein Punk t  der Strecke 0 . . .  t, 
Wenn wir die Gleichungen (~)) in der Form 
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~t  t 

fl=l 

2 '  t o ( t )  = f L~(t ,  ~) ro~(~)e~ + f . ( t )  (.-== 2, . . . ,  ,n) 

r+i 1 r+ j  
sehreiben, s i n d d i e F u n k t i o n e n t  k f l ( t ) ,  t ~ ~ , ( t ) ( a = - 2  . . . .  , r e )  in 

1 I - -  1 - -  

~ r e g u l i r e F u n k t i o n e n v o n t ~ , w i i h r e n d ( t - - ~ )  ~ f ~ ( t , z )  (cc,fl--=--I . . . . .  m)  
1 

eine regul i re  Funkt ion  yon t und ( t - - ~ ) e  ist. Die in fa~.(t, ~') 
1 2 

a, fl .= 1 , . . . ,  m)  enghaltenen Glleder mit (t ~ ~)k , ( t - -  ~)k . . . .  , 
k - - 1  

. . . . . .  1 [g~a~-(2 = 0, 1, 2 , . . ) .  t -  3) k riihren nut  yon ~ , r  aber nicht yon ~ , ~  . , 
r+2~ I r + j +____~l r + j - 1  

die in f,, (t) enthal teneh Glieder m i t t  k , t ~ , . . . ,  t ~ nu t  con 

~)~ ( t)  und nicht von 9~ (zl (t)  (2 = 0, 1, 2, . . . )  her. Die bezeichneterL 

Glieder bleiben also ungeiindert, wenn man die Funkt ionen  ~ z )  und ~(~~ 
a f t  a 

d ~ c h  0, d . h .  die Integraldifferentialgleiehtmgen (A)  dureh die Differential- 
gleiehungen 

x ~+lgq~"(x) ~ , P p ( x ) ~ z ( x )  ( a = l  .. m)  dx ' "' fl=l 
ersetzt. 

Wenn wir aus den Integralgleichungea (~) )  wie ia w 2 iv~ ( t )  . . . .  , 
lv m ( t )  eliminioren, erhal ten wir eine Integralgleiehung 

t 

t ~ ( t )  = f ~'(t, ~)ro~(~)d~ +E( t ) ,  
#J 

1 
- - - 1  

worin nach w 6 F ( t ,  z) eine mit  ( t -  r~) ~ multipl izierte  in ~; reguliire 
i r + ~  1 

Funkt ion  yon t und (t --  ~)~ und E ( t )  eine m i t t  ~ mult ipl izierte in 
1 

~: regulgre Funkt ion  von t u is~. Wean ~ir diese Integralgleichung nicht 
aus den Gleiehungen (A),  sondern aus den Differentialgleichungen 

x~+~d%'(x)  ~ , p , ~ ( x ) q ~ z ( x  ) i e : - - 1  . . .  m i  
dx, - -  ' ' 

fl=l 
1 z 

herleiten, kommen in F ( t ,  z) G!ieder mit  ( t - -  ~)~ , ( / - -  ~)~ . . . .  , 
k 

- i ~ +2- _ ~ ~ +~+2- i ~ +~--~ 
I t - -  r), ~ und in E( t )  Glieder mit  t ~ , t 7' , . . . ,  t ~' nicbt 
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vor. Da abet diese Glieder sieh beim Ubergang von den Gleichungen (A) 
zu den Dit~erentialgleichungen nicht ~indern, so ist aueh in unserem FMle 

1 

F ( t ,  r) eine in ~: regul~ire Funktion von $ und ( $ -  ~)* und E ( t )  gleich 
r + i  i 

dem Produkt aus g k und einer in ~ regut~iren Funktion yon t T. Wie 
r + i  

in w 6 ergibt sich to(S) als Produkt aus t ~ und einer in ~, ~Iso auch 
1 

in der Umgebung yon $ = 0, reguliiren Funktion von $~. 

Wir nehmen an, die Potenzreihen ~ p ( ~ ) ,  ~ Z ( ~ ,  ~), ~ - ~ - i  ~ ( r  

- r  ~a (~ ,~ )  seien fiir I ~ 1 < 9  bzw. ]r < 0 ,  Iq[ < 9  konvergent, so 
1 

daB, wenn o > - angenommen wird, 
0 

�9 I - "  <oo",oo~ = I '~':'' < b ~  = , ~.'~'i =< ~o,-, b '-,'~'~ =< bo,.+,, 

i~t. Dann ist 
- - - - 1  1 ~ oz l t l*  - - 1  ~1t119) ' 

N p(t) < l~o ~'-~ = ( . + l  ) < ~ ~ 1 7 7 1 7 6  ~ ) < ~ ~  
=o F \ - ~ - -  + 1 k 

Ferner ist, wenn ~rg t zwisehen endlichen Schranken bleibt, 

l~C"(t) <,,bo~' ,,~ ' 

~ler, de eine Ungleiehung 

< e  r + j + ~  t~(--~--§ 
besteht, 

(/~-----0, 1, 2, . . . )  

F+j I ~'+j ~k l t  I 

u 
Endlich haben wir 

~-+ j-l- 1 I 

l ~ ( t ) l  < - c  ' i ~-_o ~ (~-~-~-~) 

19) Vgl. Jahresber . ld .  D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 309. 
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far ! $ [ ) 1  ist 

~ l o z } t  i ~ ~+~ ~+j 

femer ist 
F+i+~ .  1 

k - i ~-+_j ~ - 

~c ~_.f~'~ ~,~]tl = ~cok I (o i t t k )  " 

u 1 7 + j  ok l t  I 
< ~ C r  ; 

also haben wit flit t I >  1 
F + J  

19~=(t) l < 9~lt I ~ e 
Wie in w 3 sei ~ ein Sektor, der yon ~.wei yon t = 0 naeh t = co 

gehenden Geraden begrenzt wird und die Punkte -- a l ,  a s -- ax, . . . ,  a ,  -- ai 
weder im Innern noch auf dem Rande enthiilt. Im 8ektor ~ .ist 

I roo(t)i < o e  hl'l (~.' = 1 , . . . ,  m! ,  
1 

wenn h > b y  und C hinreiehend ~oB ist~~ Naeh friiherer Sehluflweise 

brauchen wir nur zu zeigen, dal~ die Annatmae, es sei I ro (~)1 = O e  hl'j 

ffir e~=a ' ,  t - ~ t '  in ~ ( [ f ] = R ' ) ,  Iro (t)l__<Ce '1'1 fiir ~ - - ~ 1 , . . . , m  
mad I~1 < R '  in ~,  au~ einen Widersprueh fiihrt. 

Nach (~ )  ist far a --  re', t = $' 
m m : (0) I 

I t -  ~o + ~, 1" I r~ = < Z I  ~oa ma(t)l ] T + - ~  
# = 1  " = 

i ~o~ (t) 

#=1 10X=I 

( t _ O u  -~ ~!~') (~ ) .  

Reeh~s isf J m~(~)iK_~Ge ~ltl, also wie in w 5 

�9 0 
F+J - I  

~o) I m  Fa l le  F-t-j<k is t  Iwa(t)!<Ge ~'tl fiir ] $ i ~ t o ,  I % ( $ ) l < c l ~ i  ~ 

fiir itl < to. Dabe i  is t  t o > 0 bel iebig klein,  c h in re i ehend  g roK  
Mathematische Zeitsehrift. IIL 20 
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t~,S~e(,) l< "' o " h - - o  k 

und, wenn in ~ {t-~- a~ [ ~ D > 0 ist, 

Ferner ist ~') 

2~--1 (t--%)T-1 1 { ~ ( x } m # ( v ) d v k T )  
. + . ,  o ,  

t ~'(~ r~ (t) 1 ~a#_p.S"&. ~C,e h[tl 

~ - - - 1  

Itl 1 

D ~ h - - a  ) 

I~+a~  I < D ; 

t ~- It[ 2 

< ' f i t  

1 

k~ '  Clt tT ehrtl 
D ( ~ _ o  k) ' 

of (itl. _ )~i)~-' ,ok,~,f-~1, ,o~).)d)~l--  ~-k~'ltl ~ ,~ - 

Fiir a = a ' ,  t - - t '  ist also 
1 1 

m~GehJ![ mk~'Ci$!TehJtL 
!t -- a a q- a,]. Ce h itt s mg.IVk trite h~'l -~ -t 

k--o k D ( h - o  k) 
?§ 7+j+k+ 1 

Die weiteren Schlfisse gestalten sieh wie fHiher in w 3. 

Die Integrale 
t c~ 

�9 ~, ( x ) : f r o  (t)e ~d t  ( e : l , . . . m ) ,  
o 

.welche fiber die im Sektor ~ verlaufende Gerade arg t ~ w erstreckt werden, 

~ )  D a b e i  w i rd  v o n d e r  fiir al le pos i t iven  t g i i l t igen U n g l e i c h u n g  G e b r a u c h  g e m a c h t :  

, 
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den Gleichungen (~),  wenn ~ > ~ ,  [ a r g -  ~1 < ist. geniigen 

Der Beweis wird wie im Falle k = 1 in w 4 gefiihrt. 

Wenn ,~ > 0 und ~" = 0 ist, setzen wir 

q~ (x ~,= e - ~  (a = 1 , . . . ,  m); 

dann verschwinden die Funktionen ~ ( $ ) ,  ~ ( 5 ,  ~), ~)~,(t), ~(x)(t), f~(t), 
E (t) identisch. 

Wir haben den Satz: 

Die Gleichungen (A) werden dutch Reihen 

cp, , (x)==ee(~)ZA ,xr+n ( a = l  . . . .  , m )  
n = O  

/ormat be/riedigt, wo 
a a (i)  a ( k - i )  

O(X)= k:~k ~(~--l)~, k - l+  " ' "  + ~  

und a eine der Zahlen a~ . . . a~,, z. B. a ~ a~ ist. Sie gehen, wenn man  
a 

O (x)=  ~ ,  qD ( x ) = e - ~  o x ~ + A  t x ~ + t + . . . + A  ,j_tx'+s-~+~p~(x)) 

(~ = 1 . . . . .  m) 

setzt, wo der reelle Tell yon r + j positiv ist, in die Gleiehungen (!~) iiber, 
aus welchen die Integralgleichungen ( ~ ) hervorgehen. Diese werden dutch 
Funktionen r e ( t )  (c, = 1 , . . .  , m )  yon ,olcher Bescha~enheit be/riedigt, 

1 r + i  

dafl t k r e ( t )  in einem Kreis um den Nullpunkt, weleher keine der 
singuldren Stellen - -ax,  a~ - a~, . . . ,  a,, - a~ enthdlt, reguldr ist. Die 
Funktionen to ( t )  lassen sieh au] einer Geraden arg t = w ,  welche keine 
der singuldiren Stellen enthdilt, reguldr /ortsetzen und er/iillen au/ dieser 

1 

a ~ a d ~  /a~ I tl > to > o di~ V ~ l ~ i ~ . q ~  I ~o( t )  I < C~ ~ r,~, wo ~ > e 7 ~ 
und G hinreichend yrofl ist. Nach Ein/i~hrung der i~ber die Gerade arg t== o~ 
erstreckten La placeschen Integrale 

t 

~.(x)=:fm,~(t)e-Ydt (,.' = l . . . .  , m )  
0 

geniigen die obigen Ausdriicke /iir die qD (x) in dem Gebiet 

1 a ~ 

> j ,  a r g ~  < 2 

den Gleiehungen (A). 
20* 
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IV. Nichthomogene Gieichungen, k ~ 1 

w 

Die nichthomogenen Gleichungen 

(A*) x ~§ ofp_~ 
fl--1 

(~ = 1, . . . .  m), 

wo die Bezeichnungen des vorangehenden Abschnitts beibehalten sind, 
wihrend 

~o(~) = 2 7  o~, ~..~) (~ = ~ . . . . .  ,,~) 

in 4er Umgebung von x : ~  0 regular ist, werden, wenn keine der GrSl~en 
a~ , . .  :, a~ verschwindet, dutch Reihen 

Zormal befriedigt. 

~o(~) =Zoo.z 
n = k  

Die Laplaeesehe Transformation 

(~  ~ 1 . . . . .  m )  

0 

iiihrt unter Einfiihrung der iiir alle t aul~er t - - O  konvergenten Reihen 

. . . .  1 

fob(t)  = ~  

~ ( k  ~} k 

( ; , - 0 ,  ~.,2 . . . .  ), 

k 

Ho(t) = ~ 

~ )  D i e  F u n k t i o n e n  R a ( x )  kSnnen,  wenn  sie in der U m g e b u n g  yon  x = 0 regular  

sind,  durch eine Subs t i tu t ion  ~a  (x )  = C a 0 § C~ 1 x § . .  -~ C a ~ _ 1 

die vorausgesetz te  Form gebracht  werden.  
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auf das System yon Integralgleichungen 

�9 1 0~o1 (J*) ( t -a )va( t )=  ~ $ ' , % ~ ( t ) + ~  ~%(t) 
t Z 

welches dutch die Reihen 

307, 

(a = 1 . . . . .  m), 

n _  1 
e ~  

Oan t ~ 
%(t)  = 

zun~ichst formal befriedigt wird 

Wenn die Funktionen P ~(x), Q~,~(~, y), R (z) fiir Ixl 4. ~ bzw. 

ix I < 9 I Y[ ~ 0 regul~r sind undo > 1 ist, bestehen Ungleichungen 

1 

W i r  verstehen mater ~ einen Bereich der t-Ebene, welcher aus Kreis- 
sektoren yore Mittelpunkt $ ~ 0 und von endlichen Radien besteht und 
die ganze Umgebung des Nullpunktes ausfiillt, die Punkte a~ , . . . ,  a~ aber 
weder im I~nern nocb auf dem Rande enthiitt. In ~ bestehen UngIeichungen 

1 1 

~Fo~(t)l<~l~I * ~ ~.J <~o~.[tl ~, IHo(t)[_<~ 
wo ~,  g~, ~ Konstante sind, und l t - -  a [ ~ D > O. 

Wir 15sen die Integralgleichungen (J*) dureh aufeinanderfolgende 
N~herungen indem wit setzen: 

( t--  a ) % ( t ) = H  (t), 
~rt 

l t _ a ) v ~ , ~ ( t ) =  ~ ,  c~-1~ 1 Glol ~ -  ~'o~v~ ( t ) + ~  i ~ v; ~(t) 
t X 

+ ~ (~-~)~ ~ Gr ~,- t~= o ~.=a F(~-) k, ~Z vh ~)(z)d~ ( , =  1 ,2 ,  : . .) .  

Zuniichat ist in 

Unter der Annahme 
v - - 1  

C-"~t)�9 =< e _,It I ' 

(,~ = 1 . . . .  , m )  
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haben wir in 
ttl 1 ~,- l 

', )} of(l l i> ~-' { ~ , v ' - " ( t  __<~e , . ,  t I -  �9 {,1' d l, 

v - - 1  

= ~ e , _ ~  . .Itl e,  r(~+~) 
It{ ~ ' , . - 1  

[--a/~ a')') ~,~(v-- 11 (t) ~'~< ~ ~ ~"-x f ({tl- {'1)~ I ' 1 o  ~ d{'l 

0 

1 G(o~v( , , -  1) { ~ , , -  t L 
~ -  7-zY It{ ~ 

( t - ,>  ~ J G(~, ( ' - ' ) ( , ) d  ~ 
. _  r ( ~ )  - -~; ~' % 

f~l | •  , 

~, ~ It{ Z Z 

,-_~ o ~(-~) ~ :  t , I ' 2 ;  ~  . 

daher ist, wen~ in ~ff 1$I ~ 1c ist, 

93 (vl o (t){__< ~{ t l  ~-, 

~:,, m ~ / "  < k ) F < ~  - - ~ + 1 )  .f i~ raq~ ( ' )  
~, ,_ ,Z D F ( _ ~ §  ~ - D(v__l) Eta_ r l ' t : T  - 

Hiernach ist 

die Reihen 

~ - - 0 ;  Jim= ~_,  

~ ( t )  = Z , ~ ' )  ( t ) o  <~= 1 , . . . ,  m) 

sind in ~ ab~olut und gletchmgBig konvergent, ss stellen in ~1 regull~re 
ltunk6"onen dar und geniigen den Integralgleichungen (J*).  
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Der Sek~r  ~ ,  der yon zwei yon t ~ 0 ins Unendliche gehenden 
Geraden begrenzt wird, enthalte weder im Innern noch auf dem Rande 
eine der Stellen ax . . . . .  a,~. Im Sektor ~ ist [ v (t) < Ce h Itl (a ~ 1 . . . . .  m), 

1 
we h ~ -e-~- und C hinreichend groB ist. 

Wi r  brauchen, wenn wit die friihere Schlul~weise anwenden, nur zu 
zeigen, da~ die Annahme, es sel Iv ( t ) [ = O e  hjtl fiir a = a ' ,  t - - t '  

(Jr' I = R '  hinreiehend grofl), Iv (t)[ < Ce hl'l ffir e =  1, . . . ,  m und 

It'l ~ R ' ,  auf einen Widerspruch fiihrt. Unter dieser Annahme ist wie 
m w  

1 

~ t ~ ~  ~ ~ , 

2 
t - - - - 1  

Aus ( J*)  folgt also ffir a = e~'. t = t' 
1 

~r~ceh ltt 
t - -  a~l.Cehttt <~ mg~Ck l t [u  hltl _~ 

c h - o k) 

_~ m ~  'Cehltl ~_~eokltl. 
k ( h - o k )  ~ 

Im Falle k = 1 wird das erste Olied der reehten Seite dieser Ungleiehung 

durch m~Kcehltl ersetzt. 

Die Integrale 
t 

qJ ( x ) =  f v , ( t ) e  ~ tg t  ( t ~ - ~ l , . . . . m ) .  
0 

welche fiber die durch keine der Stellen a l , . . . ,  a,, gehende Gerade 
argt  - ~ o + 2 q ~  ( q = 0 ,  1, ... ,  k , 1 )  erstreckt werden, sind in dem Gebiet 

\ - ~ ]  ~ ek'-- k < arg x < k 

konvergent und geniigen den Gleichungen (A') .  

Es gilt der Satz: 

Die nichthomogenen Gleichunqen (A*), in welchen a l , . . .  , am yon 
Null  verschieden sind, werden dutch Potenzreihen 

~) Vgl. Jahresber. d. D. Math.-Ver. 25 (1916), S. 304f. 
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vo (* )  = . Z .  a,.,, ~" (,, = 1 . . . . .  ,n) 
n = k  

lormal be/riedigt. Den Integralglei~hungen ( J* )  geniiqen Funktionen 
v,,(t), wdche sich in einem yon den singul(iren Stellen a~ , . . . ,  a,, ]reien 
Kreise um t = 0 in die konvergenten Reihen 

-, O.. t u  
~,o ( t )  = I,~ = 1 1 . . . ,  . ,)  

ens Iassen und aul ether dutch keine der Stellen a, . . . . .  a,, gehen- 
den Geraden arg t = aJ Ungleiehungen 

I ,,,,, (t.)t < Ce  '' !'r ( - =  "t . . . . .  ~ )  

er/iiUen, we h > _~.4) und C hinreivhend grofl ist. Die Gleichungen (A*) 

werden dutch die Integrate 

~ ( ~ ) =  f ~ ~  ~ d t  (~ = ~ . . . . .  ,~) 
0 

be/riedigt, welche, wenn auf dem geradlinigen Int,4lrationsweg arg 

= ~o ~- 2 q:z (q = 0, 1, . . . ,  ~ - -  1) angenommen wird, in dem Gebiet 
(~ '~ Z (~q-,~).-,+,-,, . 

]r 

V. Homogene und nichthemogene Gleic|mngen, k = ~. 

w 10. 

I n d e m  wir k = 0 annebmen, betrachten wir die Gleichunge~ 

, ,  = ,  o ~=1 (a = 1, . . . ,  m ) ,  

wo P. ,~(x) und Qa~(a, y) die in der Einlei tung angegebene Bedeumng 
haben. Zwischen den GrSl~en a., . . . . .  a,,, mSge. keine von Null ver- 
schiedene ganzzahlige Differenz bestehen~'~). Es set. wenn der reelle Teil 

�9 ~4) Die Funktionen Pa/~(:c), Q~t~(x,y), l~ (x )  sind ffir } x l < ~  bzw. ! x l < ~ ,  
t Y I < ~ reguli~r. 

,-.5) Die GrSl]en a~ , . . . ,  a,, brauehen nicht si~mtl%h versehieden zu sein. Der 
benutzte S~tz fiber die LSsungen" der Differenti~lgleiehungen fiir die ~o (0} (~c) ist ebenso 

~(0) o(~ wie die weiteren Sehliisse gfiltig, wenn die Determinante %~/~--~ ~/~I (o:, fl =1, ..., m) 
die Elementarteiler s -  a~.,. J, s--a,n besitzt. Vgl. M~th. Ann. 39 (1891), S. 391. 
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yon a~ mit ~ bezeichnet wird, ~ _ ~ . . . ~ 5 ~ .  Es sei a eine der 
Zahlen a~ . . . .  , am und ~ > -  1. Wit sehreiben die 8ysteme yon Diffe- 
rentialgleichungen an: 

~ o ~ ( x  } 
* d~ = Z P ~  ~ ( . =  1 . . . . .  m); 

m 

0 fl---I 
( a ~ - I  . . . . .  m: u : l ,  2 . . . .  ). 

Die Differentialgleichungen fiir die T,~ ~ (x) besitzen die m zu fl = 1 . . . . .  m 
gehSrigen linear unabhiingigen L6sungen 

xaZp~Z (x) (a = 1, . . . .  m), 

wo p~p (x) fiir [x [ ~ o reguliir ist. Wit setzen 

TIo}(~) = xo~o(~) (~ = 1 . . . . .  m), 

wo Pa (x) fiir ] x[ < 0 regular ist. Unter der Voraussetzung, dab ~%("-*' (x) 
gleich dem Produkt aus x ~+~-1 und einer fiir Ix[ < 0 regul/~ren Funktion 
ist, ist r das Proctukt aus x "+~ und einer flit ix I < 0 reguliiren 
Funktion. Dann wird das System fiir die ~(/) (x) dutch m i t x  ~+" multipli- 
zierte reguliire Funktionen befriedigt. Eine solche LSsung erhiilt man, 
wenn v > g~ -- Y~, also g -- ~ -k v > 0 and demnach auch ~ -- ~p -~- v > 0 
(fl--~ 1 . . . . .  m) ist, in der Form 

a 
-,~ ~r ( x )dx  (-  = 1 . . . . .  m); 

f l = j  O ,~=1 

dabei ist 
P~iq, i ~ g - . . . + p ~ q r ~ = ~ a ~  ( a , r = l  , . . . .  m )  

and Iqr~(x) l fiir [ x [ < o  regular. Es.sei flit l x ] s  , [ y [ s  , e o < e  

[ p ~ a ( x ) l s  [q , ,a (x )Js  ]Q,~z(x,y)[<:Q; 

wenn arg x zwischen endlichen Schranken bleibt, ist 

Wenn fiir Ix I ~ Qo 
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ist. ha~ man 

~o dab die Reihe 

fiir I x I < 0 absolut und gleichmiBig konvergent ist. 
haben also eine LSsung 

wo ~ ( x )  ffir i xl  < ~ regular ist. 

Die Gleichungen (A o) 

(~ = 1 , . . . ,  m), 

Bei der Betrachtung der nichthomogenen Gleichungen 

(,C,) v (x) 
f l = l  0 f l = l  

worin ( ~ = 1 . . . . .  m), 

- -  ~ g  a 

) . = 0  

Iiir I x l ~  ~ konvergent !st. fiigen wir zu den ~ bisherigen Voraussetzungen 
iiber a~ . . . . .  a~ di6 weitere hinzu, dub keine der GrS~en a~ . . . .  , a m gleich 
Null oder gleich einet ganzen positiven Zahl ist. Wir ersetzen die 
Gleichungen (Ao) durch die Kette yon Differentialgleichungssystemen: 

d ~a  (~ m 

x + Ro( ) ( .  = 1 , . . . ,  
f l= l  

d~ffl m 

f l = l  

z m 

o t'=~ ( a =  1 . . . .  , m ;  , , =  1, 2,  . . . ) .  

Die Diiierentialgleichungen fib die ~o(o)(x) werden dutch fiir I x ] <  e 
regulhre Funktionefi bdriedigt. Unter der hnnahme, dab ~0(~-~)(x) gleich 
einer mit x ~-~ multiplizierten regul~ren Funktion ist, ergibt sich fiir 
qSff)(x) eine mit x" multiplizierte regul~re Funktiou. Die Differential- 

09 X gleichangen fiir die ~ ,  ( ) werden durch mit x ~ multiplizierte reguHire 
Funktionen befriedigt~ Eine solche LSsung erh~lt man.  wenn ~ ~ ~ .  
also --  ~ + ~, > 0 (fl = 1 . . . . .  m) ist, in der Form 
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m 

�9 0') ~g --- / 
P 

f l : l  : 0 ~ ,=1 

Wenn fiir {x I =~ e o <: e 

ist, hat man 

~--- ' ~ t ' - - I  ~ ~ ' ( Y - - ' a l )  ' "  

Die fiir t z t<: 9o absolut und gle ichm~ig konvergenten Reihen 

- -  (v) 

~ ' ~ 0  

stellen Funktionen dar, ~elche fiir I x i < ~ regular sind und den Differential- 
(A*) 

Zwischen den Gr6flen al,  . . . ,  a m bestehen lceine yon Nul l  verschiedene 
ganzzahlige Differenz. Die homogenen Gleichunge~ (A  o) haben, wenn a 
eine tier Zahlen a~ . . . . .  a m m i t  einem reellen" Tell grdfler a l s -  1 ist, 
eine LSsung 

~ ( z )  : x ' p .  (x) (g = 1 . . . . .  m),  

wo p~(x) //~r ]x[ < ~ reguldr i~t. Die nichthomog, enen Gleichunqen(A* ) 
werden, wenn ]r der Gr6flen a~ . . . .  , a~, gleich ~ u l l  oder gleich einer 
positiven ganzen Zahl  ist, dutch _~unlctionen q~ (x)  be/riedigt, welche [iir 
[ z] < e regula'r ~ind. 

(Eingegan~gen a m  29. O k t o b e r  1918.) 


