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~ b e r  die gegensei t ige  Beziehung der  Rg.nder bei der konformen 

Abbi ldung  des  Inneren  airier Jo rdanschen  Kurve  auf einon Krais. 

Voa 

C. C ~ t o o o a ~  in Breslau.*) 

Die groJ~en Fortschri~e, die in der Theorie der konformen Abbildung 
w~hrend des letzten Jahrzehnts gemach~ worden sind, sind erst dur~h 
eine Bemerkung erm~glieht worden, durch welehe die Untersuehungen 
auf die BetraehLung der i~eren Punkte der abzubfldenden 0ebiefe und 
Fli~chen beschr~nkt werden. 

Dieses hat unter antietam erlaub~ die M~glichkeit der konformen Ab- 
bildung des I n ,  area yon einfach zusammenh~ingenden sehliehten Gebieten 
auf das Innate eines Kreises zu beweisen, ohne fiber die Natur der Be- 
grenzung der betreffenden Oebiete irgead welehe Voraussetzung zu maehen. 

Diese Methoden ~ersagen abet, wean man die Fr~ge s~ellt, wie sieh 
die konformen Abbildungen in der :Niihe des Ra~ades verhalten bzw. auf 
welche Weise die Riinder selbs~ aufeinander bezogen s]nd. Einige ]~Foer- 
legung geniig~ um zu zeigen, da~ dies in der Natur der Sache liegt: Die 
neueren Existenzbeweise bestehen niimlieh darin, eine Folge yon Funk- 
tionen zu konstruieren, die f(ir {z{ < 1 gegen die gesuchte kbbildungs- 
funktion konverg[ert, und es is~ gewShnlich bequem ftir diesen Zweck 
Funk~ionsfolgen zu .~onstruieren, die auf der Kreisperipherie l~l == 1 ~iber- 
all divergieren and die a]so flit das Studium der Abbildung in der Um- 
gebung des Randes unbrauchbar sind.**) 

-*) Die Hauptre~uttate tier vorliegenden und airier im n~ch~ten Hefte folgenden 
Arbei~ hebe ich auf tier Karlsruher Naturforseherversammlung ira September 1911 
vozgetcagen. Ich erhieR dor~ Kenumis yon parallelen Un~ersuohungen, die ~te~ 
E. Study fiber denselben Gegens~nd gemaeh~ h~4~e, uncl die er seRdem in seiner 
Schrif~ .Konforme Abbfldung einfach zussmmenhl~agender Bereiehe" [Teubner 191~] 
publizie~ hak Einiges aus melnen hiesigen Untersuehuugen hat er in sein Bueh aaf- 
genommen; das Kapi~el IH meiner zwei~en A~bei~ is~ dutch die Studyeehen ~her- 
legungen~ die ich im Ms. lesen dttrfte, ~nge~egt worden. �9 

�9 *) S. z. B. maine ,,Untersuchungen fiber die .kouformen z~bbildunge~ yon fes~en 
und vez'~derlichen Gebie~en" [Ma~h. Ann. 72, S. 107~144] S. 14~t. 

M ~ t h e m a ~ h e  Aunalen. LX:~LII. ~0 
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Im folgenden wollen wit dagegen unsere Aufmerksamkeit auf die Ab- 
bildung der R~nder richten: Das einfachste abet auch wichtigste Problem 
in dieser Hinsicht besteht wohl darin, f~ir die in Betracht kommenden 
Gebiete notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, damit 
bei den konformen Abbildungen "dieser Gebiete auf den Einheitskreis eine 
eineindeutige und stetige Abbildung ihrer R~nder auf die Peripherie dieses 
Kreises existiere, die aul3erdem mit der konformen Abbildung des Inneren 
stetig zusammenhiingt; wie dies bei den konformen Abbildungen, die dutch 
elementare Funktionen geliefert werden, stets der Fall ist. 

Die Untersuchungen yon H. A. Schwarz*) habea gezeigt, dal3 diese 
Eigenschaft immer besteht, wenn der Rand des abzubik]enden Gebietes 
aus einer endlichen Anzahl regul~irer analytischer Kurvenstiicke gebildet 
ist, die sich unter yon Null verschiedenen Winkeln schneiden. 

Sparer hat Painlevg**) gezeigt, dab es geniigt yon diesem Rande 
vorauszusetzen~ dab er st[ickweise aus Kurven besteht~ die, wenn maja die 
Kurve durchl~uft~ eine sieh stetig ~.ndernde Tangente zulassen. Paraf hat 
ferner in seiner Thhse***), die fiber die knwendungen der Poineargschen 
Ausfegemethode berichtet, noch weniger Voraussetzungen ben~tigt. Bei 
allen diesen Resultaten sind eine ganze Anzahl yon mSgliehen Singulari- 
t~ten des Randes z. B. Spiralpunkte ausgescMossen. 

In seinem Enzyklop~dieartikel hat nun Osgoed-~) die Vermutung 
ausgesprochen, dal~ bei der konformen Abbfldung des Inneren eines dutch 
eine beliebige Jordansehe Kurve begrenzten Gebietes auf das Innere eines 
Kreises die Jordansehe Kurve und die Kreisperipherie eineindeutig und 
stetig einander entsprechen. 

Diese Vermutung yon Osgood ist in der Tat richtig und ihrem Be- 
weise ist unsere Untersuchung gewidmet. 

Eine Jordansche Kurve is~ nach ihrer Definition eine Punktmenge, 

*) a) 0bet die Integration tier purtiellen Diiferentialgleichung ~ - ~ - ~ - ~ - ~  0 

[Berl. Bet. 1870, S. 767~795, Ges. Abh. II, S. 1&~--171]. b) Zur Integration der 

par~iellen Differentialgleiehung ~ -~ -~ -~  2 0  [J. f. ~[ath. 74 (1872), S. 118~128; 
Ges. Abh. II, S. 175--210]. 

**) Sur la thdorie de la reprgsentation conforme [C. R. 1891, 1 er sere. S. 653]. 
Vgl. aueh die vor kurzem erschienene Diss. yon E. A. Hintlkka ,,t~ber ds, s Verhalten 
der Abbildungsfunktion auf dem Rande des Bereiches in tier konformen Abbildung" 
(Helsingfors 1912). 

***) Sin" le probl~me de Diriehlet et son extension au eas de l'~quation g~ngrale 
du second{ ordre [Aunales de Toulouse VI (1892), H. S. 1--75]. 

-~) Allgemeine Theorie der analytisehen Funk~ionen [Enc. d. Math. Wiss. IIB 1, 
Art. 19, S. 56]. 
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die eineindeutig und stetig auf eine Kreislinie abgebilde~ werden kaun; 
wir haben daher den Satz: 

.[st es auf irgend eine Weise miiglich, die Begrenzung eines einfach nu- 
sammenhiingenden Gebietes eineindeutig und stetig auf eine gescldossene Kreis- 
linie abzubilden, so wird bei rider konformen Abbildung des Inneren des Ge- 
bides auf das Innere eines Kreises eine derartige eineindeutige und stetige 
Beziehung der Rdnder aufei~ander realisier~. 

2. Der Beweis der Osgoodschen u wtirde zur Zeit (1900), we 
sis ausgesprochen worden ist, vielleieht nich~ m6glich gewesen sein. 
Seitdem ist abet die Analysis dutch eine der weittragendsten Eutdeckungen, 
die diese Disziplin zu verzeichnen hat, bereichert worden, ich meine das 
Lebesguesche Integral und die S~itze, die Herr-Lebesgue mit seiner Hilfe 
bewiesen hat*). 

Die Untersuchungen yon Lebesgue haben Herrn Fatou**) zu einer 
Reihe sehr bemerkenswerter Rssu~tate gefiihri~ deren eines dle (~rundlage 
ffir die vorIiegende Arbeit bildet. 

Ich" beginne mi~ einem mSglichst einfachen Beweise des Satzes yea 
Falou, worauf in einem-zwei~en KapiteI die Vermulung yon Osgood be- 
wiesen wird. 

Kapi te l  I. 

H i l f s s ~ t z e .  

3. In der oben erwiihn~en Arbeit des Herrn Fa~ou steht unter anderen 
schiinen Resultaten folgender Satz~ den wir mit mSglichst einfachen Mitteln 
beweisen wollen: 

Ist die eindeutige anabflische Funktion f(~) fiir ]z I < 1 regul~ und 
beschr~inkt***), so gibt es auf dem .Einheitskreise I z ] ~- 1 iiberall dicht liegende 
_Punkte, f'dr d~, bei Ann~iherung ltings eines l~adius des Kreises, die _Funkt~on 
f ( z ) gegen dnen bestimmten Weft ko~ ver giert, t ) 

Dieses Resultat wollen wit dnrch folgenden Zusatz vervollst~ndigen, 
der aus den Untersuchungen yon Faton beinahe unmii~elbar hervorgeh~: 

Ist f(z) nicht konstant, so muff a~f jedem Kreisbogen die M~ge der 
oben erw~ihnten Grenzwerte mindester~ drei versc]dedene Wefts enthalten. 

*) Integrals, Longueur, Airs [Annali di Matemafiea (8) 7 (1902), S. 231--859.] Lemons 
sur l'Int~grA tion et la recherche 4es fonc~ions p~imitives [Paris, Gaut~.iers.u S. 1--13@]. 

**) Sdries trigonom6~riques e~ sdriea de Taylor [hera ~ath. $0, S. S$5--4@0]. 
***) D. h. es gibt elne endliche positive Zahl M deratr da~ ffir ~z] <~1 der 

absolute Betrag I f(z) l "~ ~ wird. 
J-) Dutch geringf~gige Modifika~ion des Beweises kaun man fes~s~ellen, d~  bei 

bellebiger geradliniger Ann~herung gegen die betreffauden Punk,s yon ] z [ ---- I, die 
Funk~on f(~) gegen denselben Wert konvergiert, cf. S~ady a. a. 0. 

20* 
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4. Wit bemerken zuni~chs~ dab es keine Einschri~nkung dot Allgemein- 
hei~ is~ bei dem Beweise unseres Sa~zes f(0) = 0 zu setzen~ da wit diese 
Bedlngung dutch Addition einer Konstanten immer erfiillen k(innen. 

Es sei also die analy~ische Funk~ion f(~) fiir I z! < 1 regular und 
ihr absoluter Betrag 

If(z)] < M; 
au~erdem seif(O) = 0. 

Wit betrachten den Kreis 

und fiihren die Funk~ion ein: 

_ ~-fO) dz. (1) ~(O, ~) ----,/f(e d~) ~ - - . ] -~  
o 

Das le~zte Integral kann, weil f@.) im Kreise ix] < 1 reguliir ist, l~ngs 

elnes beliebigen Weges genommen werden~ der die Punk~e z = 0  und 
= ~d a verbinde~ and ganz im Inneren yon lzl < 1 verl~uf~. Aus diesem 

Grunde ist E(0, @) eine eindeutige Funktion im Kreise l zl < 1, was durch 
die Gleichung 
(2) F(~, - -~)  = F(~, ~) 

ausgedrfiekt wird. 
Nun bemerke man, dab naeh 4em bekann~en Sa~ze yon Sehwarz in 

unserem Falle I f~(~'- < -M ffir I,1 < 1 isk 

Also liefer~ die Gleichung (1), wenn man a fes~h~lt und p mono~on 
wachsen l~Bt 

Q+~xQ 

,2-G- 

und were1 man Q fes~h~lt und ~ wriier~ 

~q + a(~)* *# 

+ ll!" e, 
J ~Z 

d ~ 

(4) f i~(~, ~ + ~>) - F(~, ~) l =< M! m~ 3. 

Aus (3) en~nimmt man, dab 

(5) Li~ F(Q, ~) = i~(~) 
q--1 

f~r jedes ~ exis~ier~ und dab die Konvergeuz g~eichmii~ig ist. 
Die Funktion F(@) is~ demnaeh stetig, und wegen (4) gilt iiberdies 

ffir diese Grenzfunktion die Bedingung 
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die Fank~ion F(O) besitz~ daher beschr~nkte Differenzenquotienten (sie 
gen~i~ der sogenannten Lipschitzsohen Bedingunff). 

5. Das Poissonsehe Integral angewende~ auf den Kreis i~[ = 0 ~ 1 
liefert, wenn man z ~ r d  ~ setzt, und r ~ 0 nimmt, 

rg 

- - Z  

and nach par~ieller Integration (bei welcher wegen (2) der aus dem Inte- 
gralzeichen heraustretende Tell verschwindet) 

yg 

- -  l f _ / / ,  ' d 0 ~ -  r ~ 

Das letzte Integral ist yon e unabh~ngig und wegen der gleich- 
miigigen Konvergenz der Funktion unter dem Integralzeichen gegen eine 
stetige Funktion yon cp, wenn 0 gegen Eins konvergiert, kann maa in 
der Formel 0 = 1 setzen und schreiben 

1 ~ *  d 1 - - r  s (6) 

Eine ganz ~ihnliche Formel erh~lt man, wenn f(~) gleich einer Kon- 
stanten G ist; dann kann man nlimlieh sehreiben 

1g 

1 l ~  i - -  r ~ 

und nach partieller Integration 

(7) C ~  1-~2rcos&~-~ '  2 - ~ , j  ( ~  l - - 2 r c o s ( c p - - @ ) + r  I d a "  

Insbesondere liefert (7) fiir C = 1 und & = 0 die Relation 

1 f ( p  d 1.--r  ~ 1 - - r  ~ 2 (8) - ~ , ] .  ~ ~ _ ~ + ~ 8 r  = 1 (~+~), ~- ~,  

die uns niitzlich sein wird. 

6. Es sei d ~o ein Punkt des Einheitskreises, in dem ~'(~p) eiae end- 
liehe h.bleitung F'(&o) besitzt. Wit wollen zeigen, dab die (~leichung, 

(9) Lim f(re~'*o) = F' (ao) 

besteht. 
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Dabei genfig~ es @o- 0 zu setzen, da wir den allgemeinen Fall dureh 
Drehung des Koordinatensystems, indem wit z = dao~ schreiben, auf den 
speziellen Fall ~o-~ 0 zurfickfiihren k~nnen. 

Wir k6.nnen naoh (6) und (7) sohreiben 

i~" (o) (~-,) ~ f' ~ i - ~ f(r) 2"(0) l + r  2 - ~ ( F ( 9 )  -- 9F'(0)) ~-~ l_2rcosq~+ridep.  
--zf 

Nun wiihle man eine positive Zahl 4 die kleiner als z sein mag und setze 
2 

( i0)  ~ ( r ,  ~ ) - -  ( F ( ~ ) - - ~ F ' 0 ) ) ~  ~ , ~ o o s ~ + ~ , d ~ ,  

- - i  rt 

~ + /~(9) - ~ F '  (0)) ~ 1 - ~,- ~o~ ~ , (li) 

sodaB 

(12) 
is~. 

f(r) - -  F ' ( O )  ----- ~"(o)  ( l - r )  

Bemerk~ man, dab nach (I) und (5) F(0)= 0 ist und setzt 

(13)  = + 

so wird, wenn man mi~ h(Z) clio obore Grenze der Fnnktion ~((p) ira 
In~ervalle -- Z bis + Z bezeichne~, 

Lira h(Z) = 0. 

Wir bekommen aus (10) und (13) 

1 f d l~r ~ 

- 1  

und wenn wir bemerken, da$ 

d 1 -- r ~ (i -- r ~) sin qo 
( 1 4 )  d--~ 1 - -  ~,. oo~ ~ + , '  = - (1 - ~ r ~ o s ~  + , ' ) ~  

eine ungerade Funk~ion yon qo ist, die ftir 0 < r < ~r nich~ posi~iv uad 
fiir -- rt < 9 < 0 nicht nega~iv ist, 

h(i) f d i--r' Z)] < dcp , 2--~ 

zt  

h(1) f a i-~* 

E~ J r ~ i - ~,oos ~ +~ d~p , 
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also schlieBlich nach (8) f~ir r ~ 1 

x) l < i 

~-b T 
Um J(r ,  1) abzuschiitzen, bemerken wit,  dat~ im Integrationsin~ervall, 

wegen (4) 

ist, dab ferner im selben Intervall nach  (14) 

d I -- r 2 i -- r ~ 1 - -  ~'~ 

ist, und erhalten also ans (11) 
~(Zc+F'(o)) (1 - r~). 

W i r  haben schliel~lieh nach (12) 
~ ( .s  J/- . ~ ' ( 0 ) )  F'(o) 

If(r) - F'(o)I < h(~) + { + 

Is~ e eine beliebige positive Zahl, so k6nnen  wit  I so klein annehmen,  

dab h()L) < -~ wird; dana folgt aus obiger  Unglelchung, daB, wenn ( 1 - - r  ~) 

hinreichend klein ist, 
! f ( r )  - -  F ' ( O )  I < ~ 

sein muB. Hieraus folg~ abet unmi~telbar die za beweisende Gleichung (9). 
Wit haben also das t~esultat, daft fiir jede Stelle ~o, wo _F(&) diffe- 

renziierbar ist, bei Anngherung yon ~ l~ings des ~adius re ~ao an die Peri- 
pherie des Kre~es I zl = 1, unsere ti'unktion f(z) gegen e~nen bestimmten 
Weft. nS/mlich gegen F'(&o) konvergiert. 

7. Der grundlegende Satz yon Lebesgue ,  den wir in der Einle i tung 
erwilhnt haben, lautet nun folgenderma~en: 

Eine reelle Funktion, die in einera Intervalle definiert ist and dort be- 
schriinkte Differenzenquotienten besitzt, ist in jedem Punkte des Intervalls 
differenziierbar, aurier h6chstens i~ einer _Punktmenge yore Marie 2Vull. Diese 
2'unktion ist auflerdem, abgesehca yon einer additiven Konstanten, gleich dem 
unbestimmten Lebesguesehen Integra~ iiber ihre Al~leitung.*) 

*) Ffir den Beweis dieses Satze~ verweise ich ~uf die oben zitierten Arbeiten 
yon Lebesgue und au~erclem ganz besonders ~uf den Cours d'Analyse Infinitdslmale 
yon Oh. de 1~ Vall~e Poussin (~* ~difion) I, S. 269. 

Einen t~ul~erst einfachen direlr~en Beweis dee in Frage kommenden Result~es 
hat Herr G. Faber in seinen schOnen UntersueJaungen ,,~ber s~e~ige Funktlonen" 
[~fath. Ann. 69 (1910), S. $75--448] S. 881 gegeben. Ein lelcht zu verbesserndes 
Versehen dee Herrn Faber auf S. 885 se~ner Abhandlung is~ so offenbar~ dab es auch 
sin wenlg aufmerksamer Leeer bemerken mu~. 
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AUS diesem Sa~ze folg~ insbesondere, dab eine Funk~ion mi~ be- 
schr~nk~en Differenzenquotienten, deren Ableitung iiberaU auBer in einer 
Punktmenge yore MaBe Nnll ~ersehwinde~, konstan~ sein muB. 

8. Die i m w  4 eingefiihrte Funktion F(&) hatte, wie wir sahen, be- 
sehr~ink~e Differenzenquotienten. l~ach dem Lebesgueschen Resultate be- 
si~z~ sie s sine fiberall dichtliegende Bunk~menge des Kreises I~I = 1 
eine Ableitung. Also mul3 nach w 6, bei hnn~herung yon z lilngs des ent- 
sprechenden Radius gegen einen dieser Punkte, unsere Funktion f(z) gegen 
einen bestimmten Weft konvergieren, womit der erste Tell unseres Sa~zes 
bewiesen ist. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, setzen wir voraus, r 
f(~) in jedem Punkte eines Kreisbogens ~t ~ ~ ~ &~, in dem sie naeh 
obigem bei Ann~herung l~ngs des Radius einen (]renzwer~ besitzt, immer 
nur zwei Werte ~ oder ~ annehmen kann. Die Funktion 

iif(z) -- ~) 

die na~iirlieh auch den Bedingungen des Fatouschen Satzes gentig~, nimm~ 
dann in diesen Punkten ausschlieBlieh en~weder den Wert Null oder den 
Wer~ i an. Nun k6nnen wir unsere frfiheren Reehnungen auf g(z) an- 
wenden und die Gleiehung 

- - l f  d 1 - - r '  
(15) a(~) - g(O) = - ~ - , ]  G(~) d--~ 1 -- ~r cos (~ - e )  + r ~ d~,  

die der Gleiehtmg (6) nachgebilde~ ist~ ableiten. 
Die hbleiiung des reel[en Teiles ~ G ( 9  ) ~on G(~) mu~ nun nach 

Voraussetzung im Intervall ~ < ~ < ~ ttberall au6er hSchstens in einer 
Punk~menge yore Ma~e ~Null konstant sein; also is~ ~ G ( ~ )  au~ dem 
ganzen Kreisbogen # l < # < # ~  linear in ~. Die Oleichung (15) lehrt uns 
jetzt, wenn man sie in ihren reellen und imaginiiren Bestandteil spaltet, 
dali i~g(z) auf dem ganzen Kreisbogen ~ ~ & ~ &~ analytisch is~. Nach 
dem Schwarzschen Spiegehngslorinzi p mul~ g(z) und daher auch f(z) l ings 
dieses Kreisbogens" analytisch sein und daher nach Voraussetzung kon- 
stant und entweder gleich a oder gleich fl sein. W. z. b. w. 

9. Der Fatousche Satz l~i~t die MSglichkeit often, dal~ f(z) bei An- 
n~herung an la] =-1 liings des Radius in einer gewissen Punk~menge yore 
Ma6e Null nicht~ gegen einen Grenzwert kon~ergier~. 

Dies lieg~ in der Na~ur der Sache: Man kann Beispiele yon Funk- 
tionen geben, bei denen die Punktmenge, fiir welche keine Konvergenz 
stattfinde~, iiberall dlch~ lieg~ und in jedem Intervalle die M~iehtigkeit des 
Kon~inuums besi~zt. Ebenfal]s kSnnen Beispiele yon Funktionen gebildet 
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werden~ die fiir eine iiberall diehte Menge yon Punkten des Einhei~s- 
kreises ]z] ----- 1, welche in jedem Intervalle die M~chtigkeit des Kontinuums 
besitzt, bei beliebiger (nicht nut geradliniger) Ann~herung gegen einen 
festen Wert konvergieren und doch nicht konstant sind.*) 

Diese Beispiele zeigen deutlichp dab der Beweis des Fatousehen Satzes 
ohne Zuhilfenahme der Resultate yon Lebesgue unmSglieh w~ire. 

10. Ein zweiter Hilfssatz, den wir brauchen w.erden, lautet folgender- 
maBen: Bei jeder konformen Abbildung des Inneren eines einfach zusammen- 
hSngenden Gebietes, dessen Begrenzung einen freien Kreisbogen A B  enth~ilt, 
auf das Innere des Kreises Izl ~ 1, wird der Kreisbogen A B  stetig auf 
ein Stiiek yon ]z t = 1 abgebildet, dessen Endpunkte nicht ~usammenfallen. 

Unter einem ,,freien" Kreisbogen auf der Begrenzung eines Gebie~es G 
verstehen wir folgendes: ist C ein beliebiger Punk~ des Kreisbogens~ der 
zwisehen A und B liegt und z ein Kreis veto Radius 0 mi~ dem Mittel- 
punkte C, so soil, bei hinreiehend kleinem Q, der eine der beiden Kreis- 
sektoren, in die z dutch A C B  zerlegt wird, ganz in G liegen. Aut~er- 
dem verlangen wir, dab aUe diese Kreissektoren, die in G enthalten sind~ 
anf derselben Seite des Kreisbogens A CB liegen. Man kann immer er- 
reichen~ indem man ev. A mit /~ vertauscht, dab das ,linke Ufer" des 
Kreisbogens A C B ,  wenn man diesen in der Richtung yon A nach B 
durchliiuft~ in G enthalten is~. 

Unsere Behauptung ist eine beinahe selbstverst~ndliche Folge des 
Schwarzsehen Spiegehngsprinzips. 

W~iblen wit ns einen ~eliebigen Punkt C auf dem gegebenen 
Kreisbogen zwisehen A und B und ffihren dutch eine linear gebrochene 
Substitution die u-Eben% in weleher G lieg~ in eine u~-Ebene fiber, sodat~ 
den Punkten A, C, B in der u-Ebene resp. die Punk~e 0~ 1, oo der ul-Ebene 
entsprechen, so geht das Gebiet G in ein Gebiet G 1 fiber, das ganz in 
dot l~ngs der positiven reellen Halbachse aufgeschnittenen ul-Ebene liege. 

1 

Dutch die Substitution uj = u~ geh~ (bei geeigneter Wahl eines 
Zweiges dieser Substitution) G 1 in ein (~ebiet G~ tiber, das ganz in dem 
Quadranten liege, der dutch die positive reeLle und die positive imaginiire 
Balbachse gebildet ist; dabei is~ zu bemerken, daft das linke Ufer dea 
Kreisbogens A B  in die reelle Halbachse iibergegangen ist. 

u 2 - -  1 
Endlich ffihre man die Substitution u~ ~ u-'l-~f ein, welehe das Go- 

bier G~ der %-Ebene in ein Gebiet G8 der %-Ebene fibefffihr~, das gan~ 
oberhalb dot Aehse des reellen lieg~ und im Einhei~skreise t u~i~_ 1 ein- 

*) cf. die ~w 50~51 meiner im n~chs~en Hefte ezscheinenden Arbeit. 
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geschrieben is~. Der D u r e h m e s s e r -  1, -~ 1 dieses letz~en Kreises bildet 
ein S~ick der Begrenzung yon G 3. Zu G s fiigen wir sein in bezug auf 
die reelle Achse der u.~-Ebene symme~risches Gebiet hinzu und nennen das 
Gesam~gebie~ ['; alas Gebiet f" enth~il~ den D u r c h m e s s e r -  1, -F 1 des 
Kreises I % 1 <  1 in seinem Inneren. 

Wir bilden je~zt das Inhere des Gebietes I" auf einen Kreis ] ~ i ~  1 
derart ab, dab die Punkte %-~ 0 und u~-~ 0 und in diesen parallele 
Rich~ungen einander en~spreehen. 

Dann werden~ wegen der Symme~rie des Gebietes f" nach dem Schwarz- 
~chen Spiegelungsprinzip*) d~e geradlinigen Strecken (--1, + 1) der beiden 
Ebenen u~ und u~ einander entsprechen. 

In der u~-Ebene entspricht dem Gebiete G der u-Ebene ein Geb~e~ G~, 
alas mi~ der oberen H~l~e des Einheitskreises f u r l <  1 zusammenf~ll~. 
Dabei is~ der Kreisbogen A C B  in den Durchmesser des Kre~ses [iber- 
gegangen; die • dieser beiden Linien anfeinander is~ eine~ndeu~ig 
and nich~ nur stetig sondern sogar analytisch. 

Jede konforme Abbildung des Oebietes G auf einen Kreis I z l <  1 
kann man erhalten indem man, wie vorhin, zuers~ ~ auf G~ abbilde~, und 
dann eine geeigne~e konforme Abbildung yon Gt auf I zl ~ 1. Da bei der 
Ie~zten Abbildung, die mi~ Hills yon elementaren Funktionen zu realisioren 
ist, der Durchmesser ( - -1 ,  ~-1) des Kreises l u t ] ~  1 immer einem Kreis- 
bogen mi~ verschiedenen Endpunkten ent~prich~, so ist unser Hilfssa~z 
bewiesen. 

K a p i t e l ~  

Jordansche Kurven.  

11. Under einer Jordanschen Kurve verss man eine Punks 
die eineindeus und stetig auf die Punkte einer (gesehlossenen) Kreislmie 
abgebilde~ werden kann; under einem Jordanschen Kurvens~fic~r ferner eine 
Punk~menge, die eineindeutig und stetig auf ein geradllniges IntervaI1 
ei~schl@fllich der Endlounkte abbildbar is~. 

Eine Jordansche Kurve 7 zerleg% bekannflich die Ebene in zwei 
Teile**), yon denen der eine ein ganz im Endlichen liegendes einfaeh zu- 
sammenhKngendes Gebiet G is~. 

*) Schwarz hat sein Theozem mi~ Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes bewiesen. 
Man siebt abet leicht eln, dab der Poincar6sche Unit~tssa~z (S. z. B. meine Arbe~t 
Math. Ann. 72, S. 107, w 5), dez noch elemen~arerer lqatur ist, eine an~loge Schlul~wei,~e 
ermSglicht. 

**) Ffir den einfachsten bekanuten Beweis dleses Satzes siehe Brouwer, Math. 
Ann. 69, S. 169. 
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Ein Jordansches Kurvens~tick~ dessen Endpunkte A und B voneinan- 
der verschieden sind und auf der Kurve 7 liegen~ und das sons~ ganz im 
Inneren des Gebie~es G verl~uf~ soil ein ,Querschnit.t" q yon G genaun~ 
werden. 

Wir  werden folgende, ~eils unmittelbar aus der Definition einer 
Jordanschen Kurve entspringende, teils leich~ zu beweisende uud l~ngs~ 
bekaunte Eigenschaften der Kurve 7 und des Gebie~es G brauchen. 

a) Dutch das Punktepaar A, B wird die Jordansche Kurve r in zwei 
Kurvenstticke 7' und 7" zerlegt, die aul3er ihren Endpunk~en A, t~ keinen 
gemeinsamen Punk~ besitzen. [H~tten sie n~mlich einen dritten gemein- 
samen Punk~, so entspr~che - -  entgegen der Voraussetzung - -  diesem einen 
Punk~e, bei der Abbildung yon 7 auf eine Kreislinie, ~wei Punkte des Kreises.] 

b) Der Querschnitt q teil~ das Gebiet G in zwei Teilgebie~e G' uad G", 
deren Begrenzung aus den (geschlossenen) Jordanschen Kurven (7 '+~)  
resp. ( ? " +  q) best.ehen und die auBer dem Quersehni~e q keinen gemein- 
samen Punk~ besitzen.*) 

c) Zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte A und B der 
Jordanschen Kurve 7 kSnnen dutch einen Querschni~t des Gebie~es ~ ver- 
bunden werden. 

Diese le~zte Eigenschaft yon 7 wollen wit beweisen; es genttg~ dazu 
offenbar zu zeigen, dal~ man einen beliebigen Punk~ A yon 7 mi~ einem 
inneren Punkte 0 des Gebietes G dutch ein "Jordansehes Kurvenstiick ver- 
binden kann. 

12. Es sei 

die Parame~erdarstellung der Jordauschen Kurve 7, und A eia beliebiger 
Punkts dieser Kurve; man kann ohne Besehr~nkung der Allgemeinheit 
voranssetzen, dat~ A dem Wer~e # - ~ 0  dos Parameters entspricht, und 
da{~ die gauze Kurve 7 durchlaufen wird~ wenn # yon -- ~ his + $ variior~. 

Die Funk~ion 
= y(x(a) -x (o ) ) ,  + (v(a) -v(o))', 

die den Abstand zwischen dem Punkte A und oinem ver~inderlichen Punkte 
der Kurve darstellt, is~ im In~ervalle -- ~r ~ ff ~ ~ stetig und posi~iv und 
besitzt keine andere l~ulls~eUe als # =-0. 

Is~ die positive Zahl r, kleiner als dss Maximum yon p(@), so wird 

die Gleichung 
( 16 )  ~(@) ~ r 

ffir gewisse Werte yon #, dis im Intervalle 

*) Cs Brouwer, a. a. 0., S. 173. 
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liegen, befriedigt sein; die un~ere Grenze des absoluten Betrages dieser 
Wefts, ist sine yon Null verschiedene positive Zahl 8, die mit r monoton 
abnimmt. 

Es sei re(r) das Minimum der ]~'unktion O(#), wenn # die Inte~vallo 
c~ ~ ~ ~ ,r und --  ~r ~ @ ~ -- ~ beschreibt. Die Zahl re(r) is~ ihrer Defi- 
nition gem~B, nicht gr~Ber als r; sis ist positiv und yon Null versohieden, 
und nimmt mono~on mi~ r ab. 

Beschreib~ man einen Kreis K, dessen Mittelpunk~ A und dessen 
Radius r i s t ,  so enth~lt dieser Kreis sicher Punkte auf soiner Peripherie, 
die im Inneren yon G liegen, denn es befinden sich in G sowohl Punk~o 
die innerhalb als auch Punk,s, die auBerhalb des Kreises K liegen. Genau 
ebenso sieht man, da~ auf der Peripherie yore K Punkte liegen, die im 
AuSeren yon G enthalten sind, also weder in G noch auf y liegen. 

Es gib~ demnaoh mindestens einen Querschnit~ yon G, der aus einem 
Kreisbogen des Kreises K besteht; im allgemeinen werden unendlich viele 
derartige Querschnitte ~l, 3~ , " "  auf der Peripherie yon K liegen. 

Das eine der zwei Teilgebiete, das dutch einen beliebigen dieser 
Querschnitte z. B. durch fl~ bestimm~ wird, is~ auBer dutch den Kreis- 
bogen fl~ dutch einen Toil der Jordanschen Kurve 7 begrrenz~, ffir welchen 
der Parameter @ der Bedingung 

/el>  
genfigt. Der Abstand des Punktes A yon diesem Teilgebiete ist also 
mindestens gleich re(r). Hieraus folgt, dati zwei Punkte /~ und Q, die 
beide yon A u m  weniger als re(r) abweichen, auf derselben Seite sines 
jeden der Querschnitte ill, 3 s , " "  lisgen miissen. 

Wir verbinden die Punkte B und Q dutch einen geradlinigen Strecken- 
zug B, der im l uneren yon G verl~uft; ist der grSl~te Abstand sines 
Punktes dieses Streokenzuges yon A grSl~er als r,  so wird S mi~ min- 
destens einem der KreisbSgen 31~ fl~," �9 �9 gemeinsame Punk,s besi~zen. Es 
sei M 1 der erste Punkt yon B, der auf dem Kreise K liegt, wenn man 
den S~reckenzug S in der Richtung yon B nach Q durchliuft, ferner 
sei /~l der Querschnit~ auf welchem M~ liegt, endlich N 1 der letzte Punkt 
yon S, der auf fl~ liege. Man ersetze den Tell des Streckenzuges der 
zwischen M 1 und _N 1 lieg~ dutch den Kreisbogen der M 1 mi~ N 1 verbindet: 
und in fll enthalten ist. Indem man auf analogs Weiss eventuell auch 
andere St~ioke des Streckenzuges zwischen hrl und Q dutch Kreisb{igen 
auf K ersetzt, erh~il~ man schliet~lich einen Weg, der B und Q verbinde~, 
der ganz in ~ verl~iuft und yon dem kein Punkt einen Abstand yon A 
besitzt~ der gr~/]er als r ist. 

Wit haben demnach das t~esultat: Je zwei -Punkte des Gebietes G, 
deren Abstand yon A weniger als re(r) betr~igt, k6nnen innerhalb des Ge- 
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bieles G dutch einen Weg verbunden werden, dessert gr6flter Abstand yon A 
die Zahl r nicht iibersteigt. 

Es sei jetzt rl, % , . . .  eine Folge yon unendlich vielen positiven 
Z~hle~ die cten Bedingungen 

r .  > r~+l, Lira r ,  = 0 

genfigen; ferner sei /~1, P 2 , " "  eine Folge yon Punk~en, die im Gebieto G 
liegen und deren Entfernungen Q1, q~ , " "  yon A der Bedingung 

geniigen. Da nach Vorigem m(r ,+ , )~m(r . ) i s~ ,  wird auch p , + x < m ( , , )  
sein. l~un verbinde man einen beliebigon inneron Punkt 0 des Gebietes G 
mit  P1 durch einen Weg, der ganz in G verl~uft, hiersuf P1 mi~ P,  dutch ~ 
eineu Weg innerhalb G, der yon A u m  nich~ mehr als r 1 abweicht, / ~  
mi~ /)8 dttrah eineu Weg innerhalb G, der yon A u m  nieh~ mehr als ~', 
abweicht, und allgemein P~ mi~ /~+1 darch einen Weg dessen grSBter 
Abs~and yon A h~chsteas % is~. 

Die so erhal~ene Kurve 0/)1 P~"" kann natiirlich noeh Doppelpunk~e 
on,baleen, die man vermeiden kann indem man gewisse Teile diesor Kur~e 
fortl~l~. Man erh~ilt scMieBlizh eine Kurve, die sgmfliche Merkmale des 
Jordanschen Kurvens~ickes besitzt, ganz in G verlguft uua ~ie Punk~e 
O und A verbindet. 

13. Das yon einer Jordanschen Kurve ~ begrenzte ganz im endlichen 
liegende einfaoh zusammenh~ngende Gebiet G denkea wit in der Ebene 
der komplexen Ver~nderlichen u ausgebrei~et. Es sei 0 ein beliebiger 
Punk~ des Inae~en yon ~ und f(z) eine f~ir I z l <  1 regulate aualytische 
Funktion yon z, die das Innere yon G auf das Innere des Einhei~skreiso~ 
l ~ l <  1 derar~ sbbildet, d ~  0 dora Punk~e ~ == 0 en~spricht und in diesem 
Punkte die Richtungen der posi~iven reellen &chsen der u- und der ~-Ebene 
einander en~sprechen. Die Funk~ion f(~) is~ dutch diese Bedingungen 
voUkommen bes~imm~.*) 

Es sei A ein beliebiger Punk~ der Jordansehen Kurve y; es bezeichne 
ferne/u~,  u ~ , . . ,  eine Folge yon unendlieh vielen Punk~en des Inneren  
yon G~ die gegen A konvergieren. Dieser Punk~folge entspricht verm~ge 
der Abbildung eine Folge yon Punk~en z~ ~ , . . ~  die alle im Kreise  

I z I < 1 liegen. 
Diese letz~e ~uuk~olge kann i]~.~n Hgufung~puak~ im I u n ~  votx 

lal < 1 besitzen; denn aus der Exis~enz eines derartigen Hiiufuns~unkf~es 
folgt die :Existenz eines H~ufungspunk~s der uz, % , . . .  im l ~ r e n  y o n  

*) Osgood, [Trans. Am. Ma~h. Soc I (1900), S. $10, Z14.] ~rgl. such meine* 
Arbei~ M~h. Ann, 72 IS. 107--144], S. 111. 
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G, was unserer Annahme widerspricht. S~mfl/che II~iufungspunkte der 
Folge zl, zs, . . .  liegen demnach auf  dem Kreise [#i ~ 1; wir woden be- 
weisen~ dab die Punkte zl, ss, . . .  gegen einen wohlbestimmten Punl~ 
dieser Kreislinie konvergieren. 

Wenn n~mlich letzteres n i ch t  zutrife, so miissten die Punkte zl~ zs,..- 
~nindestvns zwei verschiedene H~ufungspunkte A 1 und B 1 besitzen. Wir 
kSnnten dann nach dem Fatouschen Satze (w 3) im Kreise I z i ~  1 zwei 
Radien 01G 1 und O1/)~ t inden,  welc]ae die Punkte 211 und ~i  t~rennen, 
derart, daB, wenn z l~ings des Radius O1C 1 gegen C 1 konvergier~, der 
Puukt ~----f(z.) gegen einen y o n  A verschiedenen Punkt C konvergier~, 
und wenn z l~ngs OlD 1 gegen _D I konvergier~, der Punkt u = f(z) gegen 

einen yon A und G 
D .4 verschiedenen PunktD 

zll konvergier~ (Fig. 1). 
Die Punkb C und D 
kSnnen kein em inneren 
Punkte des Oebietes G 
entsprechen, sind aber 

- Hiiufungspunkte yon 
Punkten, die in G lie- 
gen; sie sind also 

~is. 1. Punkte der Jord~n- 
schen Kurve 7 selbst~ 

Das Bild des S~reokenzuges D 1 01Cl in der u-Ebene ist sin Jordansches 
Kurvenst/ick, das ganz in G verl~uft  und dessen Endpunkte mit C und D 
zusammenfaUen, also nach unserer  Definition des w 11 sin Querschnitt yon G. 

Dieser Querschni~t zerleg~ alas Gebiet G in zwei Teilgebiete G" und 
G"~ die in der kbbildung den Kreissektoren 1)IOIC1A 1 und D1~1C10~ 
entsprechen. 

Liegt nun z. B. der Punk t  A auf der Begrenzung yon G', so ist 
nach der Eigensohaft a) des w 10 die Entfernung zwischen A und G "~ 
yon Null versohieden und es k s n n  nu t  sine end/iche Anzahl yon Punkten 
der Folge u~, us, "" ", die ja gegen  A konvergier~, in Q" oder auf der Be- 
grenzung yon G" tiegen. D b  P u n k t e  der Folge ~l, zs,-.-, die in D~B~CIO ~ 
liegen, enbprechen aber in tier ~bb i ldung  Punkten yon ~" oder yon dessen 
Begrenzung und sind daher auoh nur  in endlioher Anzah! vorhanden; die 
Punktfolge ~i, ~ "" " kanu also unmSgli~h den HRufungspunkt B1 besitzen. 

Wir haben also das Resnltat: "Jedem ~unI~e A der Jordanschen ,Kurve 7 
ents2richt bei der AbbikluC~g ei~ Bunl~t A~ des Krelses I~]~ 1 yon der 
~Eigenschaft, da~ jede Bunktfolge ~ ,  u,~,.. . ,  die gegen A konvergiert, auf 
sine Punktfolge zl, z~ , . . ,  abgeb~ldet wird, die gegen A~ konvergiert. 
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14. Aus unserer Schlul3weise folgt leieht, daft die soeben bewiesene 
eindeutige Abbildung der Jordansehen Kurve y auf den Kreis l z l ~ - 1  
stetig is~. Sind rai~ anderen Worten A', A"~ . . . ,  A(~), . . .  unendlich viele 

r t t  Punk~e yon ~, die gegen _A konvergieren, AI~ A1, . - . ,  A(I~) , . . .  ihre Bilder 
auf dera Kreise I zl ~ 1, so raiissen diese Punl~te gegen das Bild A I 
yon A konvergieren. Wir kSnnen nimlich eine Folge yon Punkten 
ul, u~, ." ", u,,, . - .  des Inneren yon G bestiraraen derart~ dat~ der Abs~and 
zwisehen u~ und A (~) und der Abs~and zwisehen dera entspreehenden z~ 

1 
und A(~ ~) beide kleiner als ,~ werden. Dann ist Lirn~:~ u~ ~ A, also gerail~ 

dera Theorem des vorigen Paragraphen Lira z~ ~ A1 und raithin wegen 

Lira ~lA~)l -- z~] = 0 aueh Lira AI ~) ~ _41 

w. z. b. w. 
] 1.5. Unser nilehstes Ziel besteht darin, zu zeigen, daI3 zwei verschie- 
/denen Punkbn A mid B tier Jordanschen Kurve 7 zwei versehiedene 
Punkb A~ und B 1 des Kreises I~ll= 1 enbprechen. 

Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile mid zeigen zun~ichsb, da~ auf 
jedera Kurvenbogen der Jordan- 
sehen Kurve 7 PunkWpaare exi- 
stieren, deren Bilder auf dem Kreise 
l sl = 1 getrennt liegen. Es sei M 
ein innerer Punk~ des be~rachteten 
Kurvenbogeas; die Entfernung 
zwischen Mund  dem iibrigen Teile 
der Jordansehen Kurve is~ yon Null 
versehieden. Ein Kreis rai~ dera 
Yli~telpunkte _M und einera Radius, 
der kleiner als ~ is~, wird naeh 
den Uberlegungen des w 12 rain- 
des~ens einen Kreisbogen fl enb 

P i g .  ~. 

halbn, der ganz aufierhaZb des. Gebie~s G verliuf~ und dessert Endpunk~e 
2 und Q auf dera yon uns be~rachbbn Kurvenbogen liegen and von- 
einander verschieden sind. 

Dutch das Punktepaar P Q wird die Jordansche Kurve in zwei Teile 
r '  und 7" zerlegt, yon denen jeder rai~ fl eine geschlossene Jordansche 
Kurve bildet.. Das Innere tier einen dleser Jordanschen Kurven, z. B. das 
Innere [ yon (?'+fl), wird unser Gebiet G enthalten. Nun k~nnen wit 
G a u f  den Kreis I zl ~ i abbilden, indera wir zuerst [" auf einen Kreis 
l ul ] s  1 abbilden (wobei G in G 1 tibergehen raag) und dann das flebie~ Gl 
auf I z[ ~ 1 abbflden. 
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Der Rand yon F en~h~ilt den (freien) Kreisbogen ft. Nach unserem 
zwei~en Hilfssatze (w 10) werden auf lull----1 die Endpunk~e P und Q 
ge~renn~en Punkten ~Pl und Q1 en~sprechen. Das Gebie~ G 1 wird dem- 
nach ebenfalls einen freien Kreisbogen (n~mlich das Bild yon 7') mi~ den 
voneinander verschiedenen Endpunkten /)1 und Q1 besi~zen~ die bei der 
Abbildung auf Izl = 1 wiederum in getrennte Punk~e fibergehen. W.z.b.w. 

Sin4 nun A und B zwei verschiedene Punkte der Jordanschen Kurve 7~ 
so kSnnen wir sie n a c h w  l l e )  dutch einen Querschnit~ q des Gebietes G 
m'i~einander verblnden. 

Bei der konformen Abbildung des Gebie~es G a u f  den Einhei~skreis 
t z] ~ 1 geh~ q in eine Kurve ql iiber~ die nach w 13 hSchs~ens zwei 
Punkte (n~mlich die Bilder A 1 und ~1 der Punk~e A und B) mit der 
Kreisperipherie [z I = 1 gemeinsam hat. Um mm zu zeigen~ da~ diese 

'Punk~e getrenn~ liegen~ gentig~ es einfach zu bemerken~ dab jedes der 
Teflgebiete G 1' und GI', die im Kreise I zl ~ 1 dutch gl bestimm~ werden, 
mindestens zwei getrenn~e Punk~e der Perlpherie des Kreises [ z l =  1 auf 
ihrer Begrenzung enthalten. Dieses ist aber nach obigem selbs~verst~nd- 
lich, da sowohl G 1' als aueh G~" Bilder yon den durch ~ bestimmten Ge- 
bie~en G'  und G" sind~ die beide auf ihrer Begrenzung einen ganzen 
Bogen der Jordanschen Kurve y en~hal~en. 

16. Wit haben bewiesen, da~ jedem Punk~e der Jordanschen Kurve 
bei tier ~bbildung ein einziger Punk~ des Kreises entsprieht, und dal~ 
v.wei verschiedenen Punkten yon 7 zwei verschiedene Punkte yon Iz] = 1 
entsprezhen. Wir entnehmen aus diesen Eigenschaften der Abbildung, dai~ 
jedem Punkte A~ yon I z ] =  1 ein und nur ein Punk~ A yon 7 entsprieht. 
Jeder Punktmenge ~ z~ . . . ,  die in I ~ ] ~  1 liegt und gegen A~ konvergie.rt, 
entsprieh~ n~mlich verm~ge der A_bbildung eine Punk~menge u~, u~, -.. in G~ 
deren s~mfliehe H~iufungspunkte auf ? liegen. Sie mu~ aber mindestens einen 
H~ufungspunkt A besitzen und sie kanu nich~ zwei H~ufungspunkte A 
und B haben, da sonst die Menge zl, ~,  . . -  nieht konvergieren kSnnte. 

Hieraus folgt, dal~ die Abbildung der Jordanschen Kurve 7 auf der 
Kreisperipherie I$1-~ 1 eineindeutig ist; da~ sie auch stetig ist, haben wir 
schon im w 12 bewiesen. 

17. kus dem soeben bewiesenen Satze folg~ ohne-weiteres, dal~ man 
alas l~andwertproblem fiir die partielle Differentialgleichung Au = 0 ffir 
ein beliebiges durch eine Jordansehe Kurve begrenz~es Gebie~ 15sen kann. 
Bisher war nur der Existenzbeweis einer Greenschen Funktion ffir der- 
artige Gebie~e erbrach~ was bekannflieh sehr viel weniger bedeute~. 

B r e s l a u ,  0stern 1912. 


