
lJber eine Aufgabe aus der darstellenden Geometrie.~) 

Von Wilh. Fiedler in Ztirich. 

Herrn Emil Waelseh's vortrcffliche Behandlung einer Auf- 
g..abe aus der darstellenden Geometrie p. 92--96 hat reich an alte 
Uberlegungen lebhaft erinnert; denn die Geraden mit zwei zu- 
sammen fallenden Orthogonalprojectionen besehlug ja racine erste 
Entdeckung auf darstellend geometrischem Gebiet% an welchc sieh 
der Grundgedanke meiner Reform ansehloss 7 dass die darstellende 
Geometric mit der projeetivisehen organiseh verbunden werden 
mtisse. Erlauben Si% dass ieh einige meiner unver0ffentlichten Be- 
traehtungen mittheile; ftir die ver0ffentlichten sehe man mein Werk 
,~Die darstellende Geometric in organischer Verbindung mit der 
Geometric der Lage ~ 3. Auit. Bd,  I~ w 53. 

Die Aufgabe, die Gesammtheiten der Geraden darzustellen~ 
yon denen ein Paar Orthogonalprojeetionen sich deeken~ ist mir 
ein t:Iauptbeispiel zur Theorie der Erzeugnisse aus der Verbindung 
collinearer Ebenen-und Strahlenbtindel. Die projieierenclen Bttndel 
der Orthogonalprojectionen sind die Btindel der Nolanalebenen und 
Normalen zu den entsprcehenden Projections- oder Coordinaten- 
ebenen~ sic sind also (lurch die Projectionen in diesen als ihre 
N0rmalschnitte bestimmt und mtissen ftir zwei Projectionen~ welche 
zu einander congruent oder symmetrisch etc. sind~ selbst gleich- 
stimmig~ resp. ungleiehstimmig congruent etc. sein~ nattirlieh auch 
dann 7 wenn jene Projectionen congruent sind und sieh deeken. Die 
Geraden unserer Aufgabe sind also die Sehnittlinien der entsprechen' 
den Ebenenpaare yon solehen Btindeln und mtissten bei vollig 
allgemeiner Lage derselben die Bisekanten-Congruenz (1~ 3) der ge- 
wundenen Curve dritter Ordnung bilden~ in weleher die Sehnitt- 
punkte entsprechender Strahlenpaare der beztiglichen Bfindel liegen; 
der gemeinsamen Durehdringung aller der einfachen ttyperboloide 
und der Kegel zweiten Grades~ welche aus Paaren entsprechender 
Ebenenbtischel beider Btindel als Orte der Schnittlinien ihrer ent- 
spreehenden Ebenen entstehen (vergl. a. a. O. Bd. I I I ,  w 78)7 yon 
lauter orthogonalen ttyperboloiden und Kegeln~ well die Paare 
der erzeugenden Bttsehel gleichwinklige sind. (a. a. O. Bd. I.~ w 1175 

~) Siehe die Abhandlung yon H. E. Waelsch  auf  p. 92 dleses Bandes. 
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- -  die Erzeugungen aus gleichwinkligen Baseheln gehen am ein- 
faehsten aus der zugehSrigen Construetionsfigur hervor; Bd. H., 
w 36,1s f.; Bd. III., w 63,s, w 80,5.) 

Aber die Lage unserer Bttndel ist nieht allgemein, weil wir 
Orthogonalprojeetionen eombinieren~ deren Ebenen auf einander 
oder doeh anf derselben dritten Projeetionsebene reehtwinklig sind; 
drei Projeetionen auf paarweis zu einander reehtwinkligen Coordi- 
natenebenen~ wenn wir z. 13. die Ebene x z als Zeiehnungsebene 
fassen und die Ebenen x y~ z y dureh Drehung um x~ resp. z mit 
derselben vereinigen; drei Projeetionen auf Ebenen~ yon denen 
wenigstens zwei zur dritten normal sind~ wmm wir zu Grund-und 
Aufriss in x y nnd x z dureh Einfithrung einer Axe 2 ~ einen neuen 
transformierten Orundriss Ngen~ etc. (vergh a. a. O. Bd. I., w 59 f.) 
In jedem Falle enstpringt nnsere Frage und findet im wesentliehen 
die gleiehe 13eantwortung. 

Fttr zwei Projeetionen~ deren Ebenen auf einander normal 
sind und deren eine die Zeiehnungsebene ist, sind alle Normal- 
ebenen zu ihrer Sehnittlinie (x far Grund- und Aufriss~ z far Kreuz- 
nnd Aufriss~ x far Aufriss nnd ersten Grundriss~ 2 ~ fttr Aufriss nnd 
transformierten Grundriss) entspreehende vereinigte Ebenen der zu- 
geh0rigen projieierenden Btindel; far zwei Projeetionen~ deren Ebe- 
nen auf tier Zeiehnungsebene normal stehen~ ist stets nur die un- 
endlieh ferne Ebene eine sigh sdbst entspreehende tier zu den 
Geraden der Zeiehnungsebene gehSrigen projieierenden Bandel~ 
weft die Projeetionen aller unendlieh fernen Geraden in der einen 
unendlieh fernen Geraden tier Zeiehnungsebene vereinigt sin& 
Unsere 13ttndel sind also im ersten Falle perspeetiviseh oder sie 
projieieren das System der Geraden in einer Eben% die dutch die 
Sehnittlinie x~ z, 2 ~ der betraehteten Projeetionsebenen unter 450 
zu beiden so geht~ dass aueh alle ihre Punkte zusammen fallende 
bezagliehe Projeetionen haben. Im zweiten Falle abet erzeugen 
unsere Bandel an Stelle der gewundenen Curve dritter Ordnung 
einen Kegdsehnitt in tier unendlieh fernen Ebene nnd eine ihn 
sehneidende Gerade aus dem Sehnittpnnkte der Axen~ sodass die 
zugehSrige 13isekanteneongruenz zwar wie im allgemeinen Falle 
dutch jeden Punkt des Raumes einen Strahl sehiekt, aber in jeder 
Ebene auger tier Stellung derselben~ nur zwei Strahlen hat~ deren 
Realit~tt vom Durehsehnitt tier Stellung tier Ebene mit jenem Kegel- 
sehnitt abhangt. (Vergl. a. a. O. 13d. III.~ p. 563 unten.) 

Jene Gerade ist immer die Durehsehnittslinie tier vorher er- 
haltenen 450 Ebenen ~y und ihre drei Projeetionen sind Punkt far 
Punkt vereinigt in einer Italbierungslinie des Winkels zwisehen den 
Axen in tier Zeiehnungsebene. Unser Kegelsehnitt K~  enthglt im 
Falle tier drel in Paaren orthogonalen Projeetionsebenen~ auf dan 
das Folgende besehrankt bleiben mag~ auger der Riehtung tier Ge- 
raden l)v die Riehtungen der in der Zeiehnungsebene liegenden 
Axen x und z und  bertthrt in ihnen die Stellungen der Ebene x y 
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and z y; far den aus dem Axenschnittpunkt 0 nach ihm gehenden 
Kegel ist daher x z die eine Haupteben% die Ebenen Hy und Ity, 
(a. a. 0. 7 Bd. 17 w 467 ~ f.) sind die anderen Hauptebenen~ f) ist die 
zweite Mantellinie des ttauptsehnittes Hy und auf ibm sind die 
Tangentialebenen langs ~y und I) normal. In der That decken sich 
fttr f)~ alle drei Projeetionen~ fttr x und z je zwei Projeetionen, die 
die punktf8rmige letzte enthalten 7 nnd f~tr l) fallen Grund- nnd 
Kreuzriss zusammen. IXTach der Lage der angegebenen Elemente 
ist der Kegel arts gleichwinkligen Ebenenbtiseheln am die Geraden 
z nnd x erzeugbar~ fttr welche zx~ xy; zf)~ xf); zf)y~ xf)y die be- 
z~iglichen Paare sind; nnd ebenso aus paarweis orthogonalen 
Ebenen um ~j nnd ~ naeh den Paaren f)y% ~x; f)yz~ f)z; ~yf) und ihren 
Normalebenen dureh f)~ resp. ~. Seine Kreissehnitte liegen in den 
:Normalebenen zu ~y~ resp. ~ oder in Ebenen mit gleiehseitigen 
Spurendreieeken; seine am einfaehsten darstellbaren Leiteurven 
sind aber die zu Hs/parallelen elliptisehen tIauptschnitte S~ X YZ~ 
mit O X :  0 Y~ denn ihre ersten und dritten Projeetionen S' 7 S"' 
sind die gleiehen Kreise tiber diesen Axenabschnitten der Ebene 
als Durehmessern~ die sieh in O nnd dem H',",'" der Ebene $ 
oder in S~ i)~ orthogonal sehneiden. 'J 

Ist H.v der Punkt yon drei zusammenfallenden Projeetionen 
fiir die beliebige Ebene E mit den Spuren sl~ s,~ s s oder 
S S ,  ~ S ,  S Sy, so finder man mit Benutzung des bezeichneten 
tIauptschnittes des Kegels O~ Kco die Geraden yon zusammen- 
fallendem Grund- und Krenzriss in E wie iolgt: Man legt die 
Parallelebene E ~ zu E dureh O mit den Parallelen s~ zu s,~ 
s~ zu %7 s:, zu s s dureh O als Spuren nnd verzeiehnet Grund- und 
Kreuzriss d'~ d'" ihrer Schnittlinie d mit der Hauptsehnittebene S; 
dann mtissen ihre Schnitte rnit den Kreisen 8'~ S'" resp. in Paaren 
auf Geraden aus O liegen und die Parallelen zu diesen durch 
H ' ,  ", '" sind die vereinigten Grund-nnd Kreuzrisse der gesuehten y 
Geraden f iefs  der Ebene E. 

Man kann abet (vergl. a. a. O. Bd. I~ w 53~ besonders pag. 
282--284) diese Geraden f ; , ' "  und f.~,"' aueh als die Doppel- 
strahlen der vereinigten projeetivischen Strahlenbttschel bestimmen 7 
welehe yon den Grund- und Kreuzrissen der Geraden dureh / / ,  
auf E oder S S  Sy gebildet werden~ denn man hat ein erstes 
Strahlenpaar d 7 a"' derselben in den Parallelen zu x nnd z dureh 
H~, ","', den Projeetionen der zweiten Spurparallele yon [ ;  ein 
zweites Paar b' 7 b'" in den P rojeetionen yon HjS~ oder den Ge- 
raden nach O und S ;  das dritte c'~ c'" in den Projeetionen yon 
H j S oder den Geraden naeh S und O. Man kann ftir die Con- 
struction der Doppelstrahlen dieser Btischel ebenso den Kreis S' 
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196 wire. Fiedl~r. 

wie den Kreis $"'~ als Hilfskreis benutzen~ da beide den Seheitet 
H~, ", "' enthalten und findet fiir jenen eine Paseal'sehe Linie io', 
fiir diesen eine andere p'"~ deren Sehnitte mit S' und resp. $'" in 
Paaren auf den beiden Geraden f~, '" und f~, '" dutch H ' , " , " '  ge- y 
legen sein mttssen. Und da beide Kreise fiir den Mittelpunkt der 
Strecke ' " "' 0 Hi, , zu einander eGntrisch symmetrisch sind~ so mttssen 
sehliel~lieh 2"' und d' nnd wieder p' und d "  parallel und gleich 
entfernt yon diesem Punkte skin. 

~T ar~r Aus S und H',",  ergeben sieh die Strahlenpaare a'~ 
' c "  und somit ein Punkt B der Pasesl'schen Geraden in u n d c  

jedem der Hilfskreise~ man kann also stets die Paseal'sehe Ge- 
rade als den Durehmesser aus B~ nnd man kann si% wenn B 
au~erhalb des Hilfskreises liegt~ als eine der yon ihm ausgehenden 
Tangenten desselben wahlen und somit immer eine Ebene dureh 

Hy angeben, far welche die Geraden f~,f~ orthogonale Grund- 
und Kreuzrisse habenl und in dem erwahnten Falle gibt es auch 
zwei Ebenen durch S H~ far welche die Geraden mit zusammen- 
fallenden Grund- und Kreuzrissen in einer Geraden f ' , ' "  vereinigt 12 
sind. Dies geschieht aueh far alle Ebenen~ welche zur Grundriss- 
und fiir die~ welehe zur Kreuzrissebene parallel sind; jenes gesehieht 
fltr alle zur Aufrissebene parallelen; der Kegel 07 Kc~ schneider 
jene in Parabeln mit horizontaler~ resp. verticaler Ax% diese in 
gleichseitigen Hyperbeln mit horizontaler und vertieater Asymptote. 

Wenn die Ebene E sigh um eine fGste Gerade 1 yon unbhangiger 
Lage dreht~ so bilden ihre Geraden f ' , "  eine Regelflaehe dritten 
Grades~ die die Punkte yon ~)y zu Doppelpunkten und die Ebenen durch 
1 zu Doppeltangentialebenen hat (vergl. a. a. O. Bd. II~ w 52~ f.). 
Sehneidet l den Kegelschnitt K ~  so sondert sich das l)s schneidende 
B~isehel aus dieser Richtung ab und die in jeder Ebene dnreh l 
noeh bleibende Gerade unserer Art besehreibt ein einfaehes Hyper- 
beloid~ etc. S% jedoeh in specieller Form~ fttr Ebenen~ die sigh 
um eine zu x~ z oder ~ parallele Gerade drehen~ ere. 

Betrachten wir endlich die drei Projectionen desselben ebenen 
Systems E~ also F'~ E"~ E"'~ so sind sie als affin zum System E auch 
untereinander afiqn~ und zwar bekanntlich E' und E" perspeetivisch 
affin far die Riehtung yon z und die Affinitatsaxe h~," oder den 

' " r der Ebene zukommenden Strahl c der vongen Betrachtung; ferne 
anch E ~ E perspeetlwseh affln fib" dm Rlchtun~, yon x nnd &e 
Axe h:','"~ d. h. H Z oder b'". Aber zwisehen E' und E "  be- 
steht allgemeine Affinitat mit den beiden sieh selbst entspreehenden 
oder Hauptgeraden f~, und f,~ . Die entspreehenden Dreieeke 
S S 0 und 0 S S~ bestimmen dieselbe und dies liefert neben 
einer anderen Construction yon H ' , ' , ' "  dieselbe Construction der 

Y 
Afiinittttsaxen oder der f ' , ' "  wie oben (a. a. O. III~ w 70). 
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Man erkennt das vielseitige Interesse, d~s die Frage des 
Herrn Dr. Waelseh f~ir die Geometrie der Lage hat. Beksmntlieh 
ft~hrt der natgrliehe Projeetionsprocess beim Sehen des Nenschen 
n~it zwei Augen auf die allgemeine gewundene Curve dritter Ord- 
hung als ttoroptercurve und auf ihre Bisekanteneongruenz (1~ 3): 
Den Ort der Punkte des Raumes~ die bei der Fixierung eines be~ 
stimmten unter ihnen einfaeh gesehen werden und die Gesammt- 
heit der gleiehzeitig einfaeh gesehenen Geraden. (Siehe Helmholtz: 
.Handbueh der physiol. Optik"~ pag. 745 f.) Das ist das seh~nste 
der hierher gehSrigen Beispiele. 


