Zur Theorie der bindren Formen sechster Ordnung und
zur Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen.

Von A. CreBscu in GOTTINGEN.

Die Aufgabe, eine gegebene biniire Form sechster Ordnung f in
die Gestalt u® — ¢? zu bringen, in welcher u eine Form zweiten, v eine
Form dritten Grades, ist vollkommen bestimmt, gestattet aber eine
grosse Anzahl von Auflosungen. Herr Cayley hat im 9. Bd. des
Quarterly Journal, p. 215, die Gleichungen, von denen die Aufgabe
abhiingt, dadurch gegeben, dass er die Invarianten von f durch die
simultanen Invarianten von u und v ausgedriickt hat.

Aber diese Gleichungen haben Eigenschaften, welche sehr merkwiir-
dig sind, und welche man leichter erkennt, indem man von der urspriing-
lichen Form des Problems ausgeht. Herr C. Jordan in Paris, welchem
ich diese Eigenschaften mittheilte, bemerkte, dass sie genau mit den-
jenigen iibereinstimmten, welche er bezliglich der Gleichungen fiir die
Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen (p = 2) gefunden. In
der That kann man leicht die vollige Uebereinstimmung beider Pro-
bleme nachweisen, wenn man sich der Anschauungen bedient, welche
Herr Gordan und ich in unserer ,,Theorie der Abel'schen Functionen®
zu Grunde gelegt haben. Die Untersuchung des in der Gleichung
f == u® — ¢? enthaltenen Transformationsproblems ist daher zugleich
ein algebraischer Commentar zu den allgemeinen Untersuchungen, durch
welche Herr Jordan auf die Theorie dieser Classe von Gleichungen
ein ganz neues Licht geworfen hat; sie ist nichts anderes, als die Be-
handlung der Modulargleichungen, auf welche die Dreitheilung der
erwihnten Functionen fiihrt.

Ich erlaube mir im Folgenden den Gang und die Resultate meiner
algebraischen Untersuchung kurz mitzutheilen. Die ausfihrliche Dar-
stellang ist in den Schriften der kiniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaften in Gbttingen erschienen.

Denken wir uns, es sei eine Losung w, v des vorgelegten Pro-
blemes gefunden. Die Aufgabe, die anderen Losungen zu finden,
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kommt das auf das Transformationsproblem zuriick, welches in der
Gleichung
(1) w3 — v ==y — 72
ausgesprochen ist. Man sieht sofort, dass dieses Problem auf zwei
Classen von Losungen fiihrt, welche véllig verschiedenen Charakter
haben. Denn in Folge der Gleichung (1) sind entweder zwei der
Factoren

w—, ©-—eu, u-— &,
in den beiden Factoren

v—v, v+

ganz enthalten, oder jeder der drei ersten hat mit jedem der beiden
letzten einen linearen Factor gemein. Im ersten Falle nenne ich die
Losung o', v eine Lisung erster Classe in Bezug auf w, v, im anderen
Falle eine Lisung zweiter Classe.

Es giebt, wie eine nihere Untersuchung lehrt, 27 Losungen erster
Classe, 12 Losungen zweiter Classe in Bezug auf eine gegebene Lisung
#, v. Das urspriingliche Problem hat daher 40 Losungen, und man
hat den Satz:

Fine gegebene bindre Form sechster Ordnung f lisst sich auf vier-

zig Arten in die Gestalt w® — v* bringen.

Aber es ist bemerkenswerth, dass wenn eine dieser 40 Lisungen ge-
geben ist, die andern 39 simmitlich dwrch Wurzelauszichen gefunden
werden kimmen. Dass die Gleichung 39. Grades, von welcher sie ab-
hiingen, sich in eine Gleichung 27. und in eine Gleichung 12. Grades
spaltet, folgt schon aus dem Obigen. Diese Gleichungen 27. und 12.
Grades haben folgende weitere Eigenschaften.

Die 27 Ltsungen erster Classe bilden 9 Tripel, welche vermbge
einer Gleichung 9. Grades und darauf folgender reiner cubischer Glei-
chungen gefunden werden. In der That erhilt man fiir o, ¢ folgende
Ausdriicke:

(2) {%':‘-%—‘32"‘&’7“’?2

20 = e(e — 1) {E + 2mju — € + ) (& + En + 1)},
in welchen ¢ eine imaginére dritte Wurzel der Einheit ist, die linearen
Functionen £, % aber aus dem Transformationsproblem
3) 29 =3ut —E + 5
gefunden werden. Die Gleichungen (2) geben die Losungen eines Tri-
pels, wenn man ftir 4 die drei Cubikwurzeln aus 73 setzt, auf welche
die Gleichung (3) fiihrt. Das Problem (3) aber fithrt auf folgenden Satz:

Sind u, v 2wei gegebene bindre Formen zweiter und dritter Ord-

nung, so giebt es'9 lineare Functionen &, fiir welche der Ausdruck

2v — Buk 4 B

ein vollstindiger Cubus wird.
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Die GQleichung 9 Grades, auf welche das Problem (3) fiihrt, ist
eine Hesse sche. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dass die 27 Lo-
sungen erster Classe durch Wurzelausziehen gefunden werden. Aber
die Untersuchung des Problems (3) ist an und fiir sich von Interesse.
Man kann in dem vorliegenden Falle Alles vollstindig aufstellen;
erstens die Gleichung 9t» Grades selbst; zweitens das Problem 13tes
Grades, von welchem die Losung der Glelchung 9ten (Grades abhingt;
endlich die biquadratische und die cubischen Gleichungen, durch welche
die Losung beider Probleme erfolgt. Jede Losung £, % des Problems
(3) ist dabei analog einem Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung;
drei Losungen, welche den Punkten,einer Geraden entsprechen, will
ich conjugirt nennen. Drei conjugirte Losungen sind dann in den
Formeln enthalten:

) g Mt s_f‘?:; == ii%:%ﬁf

in welchen £, g, v lineare Functionen, m eine Constante ist. Und
die zwdlf conjugirten Systeme findet man durch das folgende Trans-
formationsproblem:

® A A—m¥)u =pv — m*?
) 200 —m¥)2v=mw? (1 —2m®) 13+ 3mitpv — pd— 3%
Sucht man nun die Gleichung 12t Grades, welche entsteht, wenn

man das Product der 12 linearen Functionen ¢ gleich Null setzt, so
findet man:

®  0={3pu— (s, +44) v} {Bpu—(o,+ ¢ 4)v}
{8pu— (o, +34) v} -{Bpu—(o,+34)v},

wo p die erste lineare Covariante von « und v ist, wo 6, d,, 63, 6,
die Wurzeln der biguadratischen Gleichung
Q) 0=0¢'4+6@2B—1 4% ¢
+4(BAB—-2C—4D+1 A6 —3 (2B —{ 4%
und 4, B, C, D die simultanen Invarianten von « und » sind. Die
biquadratische Gleichung (T) hat die besondere Eigenschaft, dass ihre
erste Invariante verschwindet. Die Liosung des Problems (3) erfolgt,
indem man zuerst diese Gleichung, und sodann zwei der cubischen
Gleichungen (6) 1ost, welche den Gleichungen fiir die Wendepunkts-
dreiecke einer Curve dritter Ordnung durchaus analog sind.

Das Verhalten der Lisungen zweiter Classe wird am besten dadurch
charakterisirt, dass sie in der obigen Vorstellungsweise dew Ecken der
Wendepunktsdrezecke entsprechen. In der That liefert jedes conJuglrte
System, welches durch m, u, v, ¢ bestimmt ist, folgende zwei Losun-
gen zweiter Classe, die sich nur durch Ver’causchnng von g ung »
unterscheiden: “

13%
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r u"=—1..'_nms(“2“'”t)
@ v =§—d—_—_1_~;,—§)—, {1;3——(1-2m3)y3-|—m3t3——3m3uvt}
U = — i @ —pd)

v = Q—G—:—m?) {w?— (1 — 2m3) 13 - w3t — Smd pwt}

Jede dieser Losungen kommt aber noch bei einem andern conju-
girten System vor; und zwar filhren immer zwei solche conjugirte
Systeme auf eine gemeinschaftliche Lissung zweiter Classe, welche den
Seiten eines und desselben Wendepunktsdreiecks entsprechen Die be-
hauptete Analogie dieser Losungen mit den Ecken dieser Dreiecke
ist dadurch gerechtfertigl. Auch sieht man, wie in Folge dieser Ver-
hiltnisse die Losungen zweiter Classe auf keine neuen Gleichungen
fihren, welche zu losen sind, sondern durch die Resolventen der
Hesse’schen Gleichung mitgelost werden.

Dieses sind die wesentlichsten Eigenschaften, welche 89 Losun-
gen des vorgelegten Problems der 40t~ gegeniiber besitzen. Es ent-
steht nun die Frage, welche Wandlungen mit diesen Eigenschaften
vor sich gehen, wenn man statt der Losung u, v eine andere, u/, v/,
zu Grunde legt, und dieser gegeniiber die 39 anderen Losungen grup-
pirt. Man erhilt hierbei folgende Sitze:

1) Ist o, o erster Classe i Besug auf w, v, so ist auch w,v
erster Classe fiir o', v'.

2) Aus jedem frithern Tripel geht eime Lisung in die zweite
tiber, so dass im Ganzen acht frithere Lisungen erster Classe jetzt
zweiter Classe werden und wmgekehrt.

3) Das frither w, o' enthaltende Tripel wird nun in sofern gein-
dert, dass u, v an Stelle von ', v' in denselben eintritt.

4) Aus zwei friiher mit diesem conjugirten Tripelp entstehen zwei
neue, welche dem newen nach (3) entstandenen conjugirt sind; in je-
des derselben tritt eine Losung sweiter Classe ein; die zuriickbleiben-
den Lisungen erster Classe ordnen sich in den neuen Tripeln so, dass
die friiher in einem Tripel vereinigten wicht mehr vereinigt bleiben.

5) Die in awei solche Tripel (4) eintretenden Lisungen zweiter
Classe entsprechen Ecken eines Wendepunktsdreiecks, deren Verbin-
dungslinie dem comjugirten System enlspricht, welchem die beiden
alten Tripel angehiren. ,

68) Vier Losungen eweiter Classe bleiben zweiter Classe; sie ent-
sprechen solchen Ecken von Wendepunktsdreiecken, welche in einer
geraden Linie und den vier Wendepunkislinien gegeniiber liegen, die

*den ', v enthaltenden conjugirten Systemen entsprechen.
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7) Die Wurzeln der neuen biquadratischen Gleichung (T) sind
mit denen der fritheren durch eine lineare Substitution mit rationa-~
len Coefficienten verbunden.

Es zeigt sich hierbei, dass gewisse Verbindungen der Ldsungen-
zu vier sich durch besondere Eigenschaft auszeichnen. Ich nepne sie
Quadrupel. Fin solches Quadrupel besteht aus irgend einer Lisung
und drei anderen, welche in Bezug auf diese ein Tripel erster Classe
bilden. Die Anzabl aller Quadrupel ist 90. Sie besitzen die Eigen-
schaft, dass wenn man wrgend emme Losung eines Quadrupels zu Grrunde
legt, die iibrigen in Besug cuf diese ein Tripel erster Classe bilden.
Und zu gleicher Zeit giebt es dann immer vier Losungen, welche bei
allen diesen Anordnungen zweiter Classe bleiben (6). Diese vier Lo-
sungen bilden ebenfalls ein Quadrupel; beide Quadrupel sind einander
reciprok zugeordnet und bilden ein Quadrupelpaar.

Bs giebt 45 Quadrupelpaare; man findet daher die Quadrupel durch
Losung einer Gleichung 45" Grades, und darauf folgende Ldsung
guadratischer Gleichungen.

Aber endlich bemerkt man, dass die 40 Losungen des urspriing-
lichen Problems sich auf mannigfache Weise in fiinf Quadrupelpaare zer-
legen lassen. Wenn man ein bestimmtes Quadrupelpaar herausgegriffen ,
50 lassen sich aus den tibrigen 32 Lisungen noch auf drei verschiedene
Arten in vier Quadrupelpaare ordnen. Die Zahl aller solcher Anord-
nungen ist daher é%'—‘i’ == 27; und man findet also die Zerlegungen
der 40 Lisungen in fiinf Quadrupelpaare durch eine Gleichung 2Tten
Grades. Kennt man eine Wurzel derselben, so kann man die ent-
sprechenden finf Quadrupelpaare durch Losung einer Gleichung 5ter
Grades erhalten, und die Bestimmung der Losungen des gegebenen
Problems kommt tibrigens auf Wurzelausziehungen zuriick.

Diese Reduction der Gleichung 40t Grades auf eine des 27'er
Grades stimmt genau mit derjenigen iiberein, welche Herr C. Jordan
beztiglich der Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen kennen
gelehrt hat.

Gottingen, den 5. Juni 1869.




