
Zur The0rie der biniiren F0rmen sechster 0rdnung und 
zur Dreitheilung dcr hyperelliptischen   unctionen. 

Von A. CrJEBSCIt in G6TTINGEI~. 

Die Aufgabe, eine gegebene biniire Form sechster Ordnung f in 
die Gestalt u 3 - -  v ~ zu bringen, in welcher ~ eine Form zweiten, v eine 
Form dritten Grades, ist vollkommen bestimmt, gestattet aber eine 
grosse Anzahl yon AuflSsungen. Herr C a y l e y  hat im 9. Bd. des 
Quarterly Journal, p. 215, die Gleichungen, yon denen die Aufgabe 
abh~ngt, dadurch gegeben, dass er die Invarianten yon f dureh die 
simultanen Invarianten yon u und v ausgedriickt hat. 

Aber diese Gleichungen haben Eigenschaften, welche sehr merkwiir- 
dig sind, und welche man leichter erkennt, indem man yon der urspriing- 
lichen Form des Problems ausgeh& Herr C. J o r d a n  in Paris, welchem 
ich diese Eigenschaften mittheilte, bemerkte, dass sie genau mit den- 
jenigen fibereinstimmten, welche er bezfiglich der Gleichungen fiir die 
Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen (p-----2) gefunden. In 
der That kann man leicht die vSllige Uebereinstimmung beider Pro- 
bleme nachweisen, wenn man sich der Anschauungen bedient, welche 
Herr G o r d a n  und ieh in unserer ,,Theorie der Abel'schen Functionen" 
zu Grunde gelegt haben. Die Untersuchung des in der Gleiehung 
f ~ u 3 - -  v 2 enthaltenen Transformationsproblems is~ daher zugleich 
ein algebraischer Commentar zu den allgemeinen Untersuehungen, durch 
welche Herr J o r d a n  auf die Theorie dieser Classe yon Gleichungen 
ein ganz neues Licht geworfen hat; sie ist niehts anderes, als die Be- 
handlung der Modulargleichungen, auf welche die Dreitheilung der 
erwiihnten Funetionen fiihrt. 

Ich erlaube mir im Folgenden den Gang und die Resultate meiner 
algebraischen Untersuchung kurz mitzutheflen. Die ausftihrliche Dar- 
stelhng ist in den  Schriften der kSniglichen Gesellschaf~ der Wissen- 
schaften in GSttingen erschienen. 

Denken wir uns, es sei eine LSsung u ,  v des vorgelegten Pro- 
blemes gefunden. Die Aufgabe, die anderen LSsungen zu finden, 
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kommt das auf das Transformationsrroblem zurfick, welches i1 der 
Gleichung 
( 1 )  u 3 - -  v ~  - - - -  u "3 - -  v "2 

ausgesproehen ist. Man s~eht sofort, dass dieses Problem auf ~wei 
Classen yon LSsungen ffihrt, welehe vSllig verschiedenen Charakter 
haben. Denn in Folge der "Gleiehung (I) sind entweder zwei der 
Factoren 

in den beiden Factoren 
V ~ V', V - ~  V' 

ganz enthalten, oder jeder der drei ersten hat mit jedem der beiden 
letzten einen linearen Factor gemein. Im ersten Falle nenne ich die 

' v" eine L~sung erster Classe in ~Bezug a~tf u, v, im anderen LSsung u ,  
Falle eine L6sung ~weiter Classe. 

Es giebt, wie eine nKhere Unfersuchung lehrt, 27 LSsungen erster 
Classe~ 12 LSsungen zweiter Classe in Bezug auf eine gegebene LSsung 
u, v. Das ursprtingliche Problem hat daher 40 LSsungen~ und man 
hat den Satz: 

Eine gegebcne binSre Form sechster Ordnung f l~:sst sich auf  vier- 
zig Arten in die Gestalt u a ~  v 2 bringen. 

Aber es ist bemerkenswerth, class wenn eine dieser 40 Lgsungen ge- 
geben ist, die andern 39 slimmtlich dutch Wurzelausziehen gefunden 
werden k6nnen. Dass die Gleichung 39. Grades, yon welcher sie ab- 
hilngen, sich in eine Gleichung 27. und in eine Gleichung 12. Grades 
spaltet, folg~ schon aus dem Obigen. Diese Gleiehungen 27. und 12. 
Grades haben folgende weitere Eigenschaften. 

Die 27 LSsungen erster Classe bilden 9 Tri2)el , welehe vermSge 
einer Gleiehung 9. Grades und darau]f folgender reiner cubischer Glei- 
chungen gefunden ~verden. In der That erh~il~ man ffir u', v' folgende 
Ausdriicke: 

('2) 2 v ' =  ~(~ --  1) {(f -4- 2~)u - -  (f -4- ~) (f: -~ iV ~- V~)} , 
t 

in welehen ~ eine imaginilre dritte Wurzel der Einheit ist, die llnearen 
Fuuetionen ~ ~ abet aus dem Transformationsproblem 
(3) 2v = 3uf  - -  ~:3 + ~3 
geftmden werden. Die Gleichungen (2) geben die LSsungen eines Tri- 
pels~ wenn man flit ~ die drei Cubikwurzeln aus ~3 setzt~ auf welche 
die Gleichung (3) fiihr~. Das Problem (3) aber ffihrt auf folgenden Sa~z: 

Sind u, v ~wei gegebene bin~re Formen zweiter und drifter Ord- 
hung, so giebt es '9 lineare JFunctionen ~, fiir wdche der Ausdruck 

2v - -  3 u f  ~- f a 
ein vollst~ndiger Cubus wird. 
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Die Gleichung 9 tr Grades, au[ welche das _Problem (3) fi~hrt, ist 
eine Hesse'sche. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dass die 27 LS- 
sungen erster Classe dureh Wurzelausziehen gefunden werden. Aber 
die Untersuchung des Problems (3) ist an und fiir sieh yon Interesse. 
Man kann in dem vorliegenden Falle Alles vollst~ndig aufstellen; 
erstens die Gleichung 9 ten Grades selbst; zweitens das Problem 12 re" 
Grades, yon welehem die LSsung der Gleichung 9 ten Grades abhi~ngt; 
endlich die biquadratisehe und die eubischen Gleiehungen, durch welehe 
die LSsung beider Probleme erfolgt. Jede L6sung ~, ~/ des Problems 
(3) ist dabei analog einem Wen'depunkte einer Curve dritter Ordnung; 
drei LSsungen, welche den Punkten, einer Geraden entsprechen, will 
ich eonjugirt nennen. Drei conjugirte LSsungen sind dann in den 
Formeln enthalten: 

(4) ~ m,~t+ ~ + ~ ' ~  t +  ~ + ~ ' ~  
~--- i -  m s ' ~ ~--- m ..... i - - ~ - - -  , 

in welchen t, ~,  v lineare Functionen, ~n eine Constante ist. Und 
die zwSlf conjugirten Systeme finder man dutch das folgende Trans- 
formationsproblem: 

~ ( 1 - - m  3) u - - - ~ - m  ~t 2 
(5) ~2 (I --  ,,~3)~ ~ _~ , ~  (a - -  ~ )  t~ + 3 ~n~ t~  ~ - -  W - ~ .  

Sucht man nun die Gleichung 12 t~" Grades, welche entsteht, wenn 
man das Product der 12 linearen Functionen t gleich Null setzt, so 
finder man: 

(6) 0---- { 3 p u - -  (~ + ~ A) v }. { 3 p u - - ( ~  + ~ A ) v }  

{3 p ~ -  (~ + ~ A) v } .  {3 p~--(,~ + ~ A)~} ,  
wo p die erste lineare Covariante yon u und v ist, wo al, a2~ a~ ~4 
die Wurzeln der biquadratischefi Gleichung 

(7) 0 ~--- a 4 -~- 6 (2B - -  �88 A ~) a 2 
+ 4(5 AB--  2c-- 4D+�88  A 3 ) a - -  u ( 2 B - - � 8 8  

und A,  B ,  C, D die simultanen Invarianten yon u und v sind. Die 
biquadrat~sche Gleichung (7) hat die besondere Eigenschaft, dass r 
erste Invariante verschwindet. Die LSsung des Problems (3) erfolgt, 
indem man zuerst diese Gleichung, und sodann zwei der cubischen 
Gleiehungen (6) 15st, welehe den Gleichungen fiir die Wendepunkt~- 
dreieeke einer Curve drifter Ordnung durchaus analog sin& 

Das Verhalten der L6sungen zweiter Classe wird am besten dad/~rch 
charakterisirt, dass sie in der obigen Vorstellungsweise den l~cken der 
Wendelmnktsdreiecke ents2rechen. In der That liefer~ jedes conjugir~e 
System, welches durch m, ~, v, t bes~immt ist, folgende zwei LSsun- 
gen zweiter CIasse, die sicb nur durch Vertauschung yon 9 ur~l v 
unterscheiden: 
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m 

( s )  
m 

_ - ( 1  - + - -  t ,  t }. 
Jede dieser LSsungen kommt aber noeh bei einem andern conju- 

girten System vor; und zwar fiihren immer zwei solche conjugirte 
Systeme auf eine gemeinschafiliche LSsung zweiter Classe, welche den 
Seiten eines und desselben Weadepunktsdreiecks entsprechen. Die be- 
hauptete Analogie dieser L~sungen mit den Ecken dieser Dreiecke 
ist dadureh gerechtfertigt. Auch sieht man, wie in Folge dieser Ver- 
hiiltnisse die LSsungen zweiter Classe auf keine neuen Gleiehungen 
ftihren, weiehe zu l~isen sind, sondern durch die Resolventen der 
H e s s e' schen Oleiehung mitgelSst werden. 

Dieses sind die wesentliehsten Eigenschaften, welche 39 LSsun- 
gen des vorgelegten Problems der 40 ten gegeniiber besitzen. Es ent- 
steht nun die Frage, welehe Wandlungen mit diesen Eigensehaften 
vor sieh gehen, wenn man start der LSsung u, v eine andere, u', v', 
zu Grunde legt, und dieser gegeniiber die 39 anderen L5sungen grup- 
pir~. Man erh~ilt hierbei folgende S~itze: 

1) Ist u', v" erster Classe in t?ezug au f  u, v, so @t auch u, v 
erster Classe fiir u', v'. 

2) Aus jedem friihern Tripel geht eine L6sung in die zweite 
iiber, so dass im Ganzen acht friihere L6sungen erster Classe jetzt 
~weiter Classe werden und umgekehrt. 

~Y 3) Das friiher u', enthaltend~ Tripel wird nun in sofern ge~in- 
deft, class u, v an Stelle yon u', v' in denselben eintritt. 

4) Aus ~wei [riiher mit diesem conjugirten Tri2el.n entstehen zwei 
neue, welche dem neuen nach (3) entstandenen conjugirt sind; in je- 
des derselben tritt eine L6sung zweiter Classe ein; die zuriickbleiben- 
den LSsungen erster Classe ord~on sich in den neuen Tripeln so~ (lass 
die frilher in einem Tripel vereinigten nieht mehr vereinigt bleiben. 

5) 1)ie in zwei solche Tripel (4) eintretenden fL6sungen zweiter 
Classe ents~rechen Ecken eines Wendepunktsdreiecks , deren Verbin- 
dq~,gslinie dem conjugirten System entst~richt ~ welchem die beiden 
alten Tripel angehgren. 

6) Fief ZSsungen zweiter Classe bleiben zwdter Ulasse ; sie ent- 
slareehen solchen Ecken yon Wendepunktsdreiecken, welche in einer 
geraden l_zinie und den vier Wendepunktslinien gegeniiber liegen, die 

*den u; v" enthaltenden conjugirten Systemen entsprechen. 



Ueber ein algebraisches Problem. 19"/ 

7) Die Wurzeln der neuen biquadratischen Gleichung (7) sind 
mit denen der friiheren dureh eine ~ineare Substitution mit rationa- 
len Coefficienten verbunden. 
Es zeigt sich hierbei, dass gewisse Verbindungen der Liisungen. 

zu vier sich dutch besondere Eigenschaft auszeichnen. Ich nenne sie 
Quadru_pd. Ein solches Quadrupel besteht aus irgend einer LSsung 
und drei anderen~ welche in Bezug auf diese ein Tripel erster Classe 
bilden. Die Anzahl aller Quadrupel ist 90. Sie besitzen die ~,igen- 
scl~aft, class wenn man irgend eine L6sung eines Quadrupels zu Grunde 
legt, die i~brigen in Bezug auf diese ein Tripd erster Classe bidden. 
Und zu gleicher Zeit giebt es dann immer vier LSsungen, welche bei 
allen diesen Anordnungen zweiter Classe bleiben (6). Diese vier LS- 
sungen bilden ebenfalls ein Quadrupel; beide Quadrupel sind einander 
reciprok zugeordnet und bilden ein Quadrupelpaar. 

Es giebt 45 Quadrupelpaare; man finder daher die Quadrupel dutch 
LSsung einer Gleichung 45 re" Grades, und darauf folgende LSsung 
quadratischer Gleichungen. 

Aber endlich bemerkt man, dass die 40 LSsungen des urspriing- 
lichen Problems sich auf mannigfache Weise in fiinf Quadrupelpaare zer- 
legen lassen. Wean man ein bestimmtes Quadrupelpaar herausgegriffen, 
so lassen sich aus den iibrigen 32 LSsungen noch auf drei verschiedene 
Arten in vier Quadrupelpaare ordnen. Die Zahl aller solcher Anord- 

nungen ist daher 45.3 ~_ 27; and man findet also die Zerlegungen 5 
tier 40 L6sungen in fiinf Quadrupe~paare durch eine Gleichung 27 re. 
Grades. Kenn~ man eine Wurzel derselben, so kann man die ent" 
sprechenden ftinf Quadrupelpaare dutch LSsung einer Gleichung 5 t~" 
Grades erhalten, und die Bestlmmung der LSsungen des gegebenen 
Problems kommt iibrigens auf Wurzelausziehungen zurfick. 

Diese Reduction der Gleichung 40 t~" Grades auf eine des 2T ~" 
Grades sgmmt genau mit derjenigen fiberein, welche Herr C. J o r d a n  
beziiglich der Dreitheilung der hyperelliptisehen Functioneu kennen 
gelehrt hat. 

G b t t i n g e n ,  den 5. Juni 1869. 


