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Eine Bemerkung tiber relativistische Rontgendubletts
und Linienschirfe.
Von A. Sommerfeld und W. Heisenberg in Miinchen.

(Bingegangen am 3. August 1922.)

In den neueren Uberlegungen Bohrs spielt der Strahlungswider-
stand eine prinzipielle Rolle. Da die Ergebnisse der klassischen
Theorie durch das Korrespondenzprinzip fiir die Quantentheorie nutz-
bar gemacht werden und da der Strahlungswiderstand ein notwendiges
Glied der klassischen Theorie bildet, so sollte er auch fiir die quanten-
theoretische Behandlung von Bedentung sein, obwohl er dort ver-
nachliissigt werden muB: er bestimmt nach Bohr die Unschérfe, die
den quantentheoretischen Methoden notwendig anhaftet. Hine Quanten-
rechnung, welche Glieder beriicksichtigt, die kleiner sind als der ver-
nachlissigte Energieverlust durch kiassische Ausstrahlung, ist nach
Bohr prinzipiell nnzulissig. Zu solchen Gliedern zihlt man, wie es
scheint, die hdheren Relativititskorrektionen, die in der Theorie der
Rontgendubletts bei den schweren Atfomen auftreten. Es soll dem-
gegeniiber gezeigt werden, daf die Beriicksichtigung dieser Korrek-
tionen mit dem Bohrschen Gesichtspunkte von der Rolle des
Strahlungswiderstandes vollkommen vertriglich ist. Ferner soll be-
sprochen werden, was sich aus-dem gleichen Gesichtspunkte fiir die
Abklingungsversuche von W. Wienl) beim Leuchten der Kanal-
strahlen schlieBen IAft.

§ 1. Die GroBenordnung der verschiedenen Relativitéts-
korrektionen im Vergleich mit dem Strahlungswiderstande.
Vom empirischen Standpunkte aus kann kein Zweifel sein iiber die
Notwendigkeit der hoheren Relativititskorrektionen bei den L-Du-
bletts der schweren Elemente. (Bei den M- und N-Dubletts sowie
bei den leichteren Elementen sind diese Korrektionen ohnehin so
klein, dal sie numerisch belanglos werden.) Man vgl. z B. Tab. 51
in dem Buche 2) ,Atombau und Spektrallinien®. Hier ergibt sich der
in der ganzen Reihe der Elemente konstante Wert 3,6 der Ab-
schirmungszahl nur dann, wenn man z. B. bei Uran aufler dem Haupt-
gliede mit o2 (u == Konstante der Feinstruktur = %;_’:2 =T7,29. 10‘3>
noch die Glieder mit ¢ und .6 beriicksichtigt. Wollte man bei dem

1) Ann. 4. Phys., Mitteilung I, 60, 597, 1919 u. Mitteilung 11, 66, 229, 1921.
2) 3. Aufl,, Braunschweig 1922, 8. 611.
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Hauptgliede stehen bleiben, so ergibe sich fiir Uran statt s = 4 3,5
der unsinnige Wert s = — 3,7,

Uberschlagen wir nun theoretisch die sukzessiven Relativitiits-
korrektionen im Verhiltnis zum Strahlungswiderstande. Jene entstehen
aus dem Trigheitsgliede, das wir fiir transversale Beschleunigung —
wir denken etwa an eine Kreisbahn — anschreiben:

Mty

. . 1 3
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=" mos (14 3 B2+ 5 B+-), (1)
dieser ist fiir eine Kreisbahn von der Periode 2—; umgerechnet:

2 2
%%5:%2—3“:5. @)
Jedem Gliede f2° von (1) entspricht in der schlieBlichen relativisti-
schen Dublettformel je das Glied mit @29, Um zu sehen, welche
Glieder in (1) groSer sind als (2), wie viele Glieder der Entwicke-
lung in (1) also im Sinne Bohrs beizubehalten sind, bilden wir das
Verhaltnis von (2) gegen das Glied mit f2° von (1), unter Weg-
lassung unwesentlicher Zahlenfaktoren:
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Hier entsteht die zweite Form aus der ersten durch KErweiterung
von Zihler und Nenner mit ®2, die dritte durch die Substitution

3)

®=—, Wo a den Bahnradius bedeutet; die vierte beriicksichtigt

_::i = f§; die fiinfte benutzt die Gleichung der Zentrifugalkrafs:
mad@? = et Z, 4)

wo Z die effektive Kernladungszahl fiir den als wasserstoff- und kreis-
shnlich berechneten Bahntypus bedeutet; schlieflich folgt die letzte
Form, wenn man beriicksichtigt:
oz

ﬂ - Ta (5)

welche Beziehung in bekannter Weise aus (4) und der Gleichung des
Impulsmomentes .
2g = DI

maem o (6)

durch Division beider hervorgeht.



Eine Bemerkung iiber relativistische Réntgendubletts und Linienschirfe. 395

Das in (3) berechnete Verh#ltnis muB nun <1 sein, wenn das
Glied «2¢ noch heizubehalten ist, d. h. es muB sein:

o Z\2s—2 o
&) = M
Die folgende Tabelle gibt die linke Seite von (7) fiir » = 2 (Z-Du-

blett) und fiir verschiedene Werte von s und Z an. Wir haben die-

jenige Zahl in jeder Reihe eingeklammert, welche bereits kleiner als

% = 3,6.103 ist; das zugehorige s gibt diejenige Relativititskor-

rektion @2 an, welche dementsprechend wegen des Strahlungswider-
standes bereits als nichtssagend fortzulassen ist. Man sieht: Bei
Wasserstoff und den leichtesten Elementen hat man nur das erste
Ru2Z¢
, 2t
zweite Glied hinzu. Bei Uran, Z = 92 — 3,5, ist es berechtigt, anch
das dritte Glied mitzurechnen. Die hierdurech bestimmten Grenzen
decken sich vollstindig mit den Genauigkeitsgrenzen, in denen die
seitherige Berechnung des L-Dubletts ausgefiihrt wurde.

\%

Relativititsglied zu beriicksichtigen. Oberhalb Ca tritt das

5= 1 2 3 4
Z =10 1 (1,3.10—8) — —

20 1 5,3.10—3 | (2,8.10—5) —_

50 1 3,3.10—2 | (1,1.10—8) —

90 1 1,1, 101 1,2.10—2 | (1,3.10—8)

Wir ziehen daraus den SchluB:

Der von Bohr ins Auge gefaBten korrespondenzmifigen Ver-
wertung des Strahlungswiderstandes steht von seiten der Relativitits-
korrektionen der Rontgendubletts nichts im Wege.

§2. Abklingungsdaner und Linienbreite als Folge des
Strahlungswiderstandes. Das in (3) berechnete Verhaltnis gibt
fiir s = 0 den Strahlungswiderstand geteilt durch das erste Trigheits-
glied, welches hinreichend genam den gesamten Trigheitswiderstand
darstellt. Indem wir das Verhiltnis der Widerstinde gleich dem der
entsprechenden Energiebetriige setzen!), schreiben wir (3):

U o3z
W w ®)

) Hierin liegt eine gewisse Willkiir. Wenn wir die Energie U direkt be-
rechuen, z. B. als die wihrend eines Umlaufes ausgestrahlte Energie, so tritt in
(8) rechter Hand der Faktor 87/3 hinzu. Durch unsere korrespondenzmilige
Normierung in Gleichung (13) wiirde dieser Fakior nachtriiglich wieder fort-
geschafft werden. Statt 4/15 wiirde es dann in (13) heifien 1/104. *
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Hier bedeutet U die Unschirfe, die durch den vernachldssigten
Strablungswiderstand in die Energiebestimmung hineinkommt, W ist
die quantenmiBig bestimmte Energie der Bahn, also fiir ein wasser-
stoffahnliches Atom:

hRZ?
W= (9)
(B = Rydbergkonstante). Aus (8) und (9) folgt:
U osRZ*
BT Tmw (10)

Es kommt jetzt daranf an, aus dem Korrespondenzprinzip auf
den Zusammenhang zu schlieBen zwischen den Unschirfen U,, U, der
beiden Termenergien und der Breite /v der Linie, die sich aus den
beiden Termen zusammensetzt. KEs zeigt sich, dall h.4v proportional
gesetzt werden mufl mit U; — U, (nicht etwa, wie man vom Begriff
der Energieschwankung ausgehend lieber annehmen wiirde, propor-
tional mit VU'I2 + U,?), und daB der Proportionalititsfaktor von der
Gréfienordnung 1 wird.

Um das Korrespondenzprinzip mit Sicherheit anwenden zu kdonnen,
gehen wir in den Quantenzahlen (ny, #,) von Anfangs- und Endterm
zur Grenze %y == m; + 1 = n = oo iiber und erhalten aus (10):

1 § 11\ 5
~h~(U1 — U,) = o8R Z* (7@—13—172;) = ocSRZi;;s. (11)

Andererseits ist die klassisch gerechnete Linienbreite, soweit sie
lediglich vom Strahlungswiderstande herriihrt:
4 &
A Vi == 3 c3m 112;
fiir wasserstoffihnliche Atome ergibt sie bei entsprechendem Grenz-
ibergang:
4z 1 1\2_ 4z o
Rz — — — Y = Rz (2
Avg =" (nls o) =3 o ( ) 12)
Die Abhingigkeit von #, Z und den Elektronenkonstanten ist, wie
man nach der Bedeutung von « und R leicht bestitigt, in (11) und
(12) die gleiche. Um den Zahlenfaktor zu vergleichen, bilden wir
den Quotienten von (12) und (11):
4w 2 4R 4

3 3m Had i5° (18)
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. 1
Mit diesem Faktor haben wir (11) zu maultiplizieren, um % (U, —Ty)

zu normieren, d. h. an den klassisch berechneten Wert von AJv;; an-
zupassen. Den so normierten Betrag nennen wir die quantentheore:
tische Unschirfe:
4 1 1 167w &2 1 1
Avyy = R A <%I‘7 —ﬁ) =2E L R2Z4<_”—1§ —E)- (14)
Wir wollen nun angeben, wie sich diese Formeln #ndern, wenn
wir von Kreis- zu Ellipsenbahnen iibergehen. Indem wir mit Bohr
n fir die Hauptquantenzab! (Summe von azimutaler und radialer
Quantenzahl) beibehalten, bezeichnen wir die azimutale Quantenzahl
mit & Wir berechnen U fiir eine Ellipsenbahn als die wihrend eines
Umlaufes ausgestrablte Energie, wobei wir uns vorbehalten, den dabei
auftretenden Zahlenfaktor (vgl die Anmerkung zu 8. 395) korrespon-
denzmifig zu normieren. Wir erhalten dann statt Gleichung (10): .

e o I

k® tritt also jetzt an die Stelle von n5; der Faktor f, der fiir Kreis-
bahnen (k = n) gleich 1 wird, trigt der Exzentrizitit ¢ der Eilipsen-
bahn Rechnung. Dementsprechend ergibt sich statt Gleichung (14):
16z 2 fi f:
A — T Y Az _1___“_>.
Yau 15 cstZ (7915 k) ‘(14a)>
f» und f; sind die Werte von f in der Anfangs- und Endbahn.

Wir gehen jetzt auf die Linien der Balmerserie (Z == 1) und
die Wienschen Kanalstrahlmessungen ihrer Abklingung ein. Indem
wir jedesmal an die stiirkste Linie der Feinstruktur denken, setzen
wir &y = 2, b, = 3, f; = 1 und bzw. fir H,, Hg, H, )

1 3\s 1 3\3
fo =1 baw. = -2—[3 _ (Z)] — 1,22 bzw. = 5[3-—%)] =18,
also

1 N
%_{%25(1—0,13) fir H,,

]_ .

=55 (1—0,16) , Hy,
1

=5 (1—017) , H,.

Aus Gleichung (14a) folgt daraufhin, dall unser 4v,, merklich kon-
stant, d. h. fiir alle Balmerlinien dasselbe wird. Gerade dies hat
Wien beobachtet.
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Wien vergleicht seinen Beobachtungswert mit dem klassisch
gerechneten Werte von H,. Wir bilden deshalb aus (14a) und (12)
firkhh=m=2%kh=mn=23H=_Ff=1:

1 1

Avy, 4 25~ 35
dvg — 51 1\
(%)

Ganz #hnlich findet Wien als Verhiltnis der beobachteten zur
klassisch berechneten Abklingungszeit in Mitteilung I: 1,25, in Mit-
teilung II: 0,81.

Wien hat auch Beobachtungen an O-Linien mitgeteilt, zum Teil
Bogen-, zum Teil Funkenlinien. Da indessen (aufier bei A —= 395uu)
ihre Seriendarstellung unbekannt ist, so lassen sich einstweilen von
hieraus keine theoretischen Schliisse ziehen. Auch iiber die Abklin-
gungszeit von Bandenlinien kénnen wir nichts aussagen. Sehr inter-
essant wird es sein, unsere Gleichung (14a) an Messungen serien-
theoretisch wohl definierter Spektrallinien von verschiedener azimutaler
Quantenzahl zu priifen; die hierzu erforderliche Erweiterung der Glei-
chung (14a) auf wasserstoffunibnliche Atome soll mitgeteilt werden,
wenn solche Messungen verfiighar sein werden.

Im Anschluf an die Uberlegungen bei der Balmerserie wird man
schon jetzt sagen kdnnen, daf innerhalb einer Serie die Abklingungs-
dauer fiir alle Linien als gleich zu erwarten ist, da sie wesentlich nur
von der Quantenzahl %, nicht von # abhiingt.

Wir wollen nicht behaupten, daB unsere recht formale Betrach-
tung der physikalischen Bedeutung der Wienschen Abklingungsver-
suche gerecht wird oder dafl sie ung iiber den Dimpfungsprozefl
aufklirt. In der Tat liegt das nicht in der Absicht des Korrespondenz-
prinzipes, welches ja auf jedes modellmiilige Verstindnis verzichtet.
Man kann es anch fiir unbefriedigend ansehen, dal in unserer Be-
trachtung an Stelle der kaunsal bestimmten Abklingung das viel un-
bestimmtere Merkmal der Linienverbreiterung gesetzt wird, das nur
als Folgeerscheinung mit jenem ProzeB verkniipft ist, und zwar nur
durch die klassische Theorie. Immerhin scheint unsere Betrachtung
niitzliche Schlisse anf den Abklingungsprozef zu gestatten. Durch
ibre Ubereinstimmung mit der Erfahrung bestitigt sie umgekehrt die
Grundlage unserer Uberlegungen, nimlich die von Bohr ins Auge
gefalite korrespondenzmiBige Verwertung des Strahlungswiderstandes.

-=— 1,125.




