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E i n e  B e m e r k u n g  i i b e r  r e l a t i v i s t i s c h e  R 6 n t g e n d u b l e t t s  
u n d  L i n i e n s c h ~ r f e .  

Yon A. Sommerfeld und Wo Heisenberg in Miinchen. 

(]~ingegangen am 3. August 1922.) 

In den neueren ~berlegungen Bohrs  spielt der Strahlungswider- 
stand eine prinzipielle Rolle. Da die Ergebnisse der klassischen 
Theorie durch das Korrespondenzprinzip fiir die Quantentheorie nutz- 
bar gemaeht werden und da der Strahlungswiderstand ein notwendiges 
Glied der klassischen Theorie bildet, so sollte er aueh fiir die quanten- 
theoretisehe Behandlung yon Bedeutung sein, obwohl er dort ver- 
naehliissigt werden mul~: er bestimmt naeh Bohr  die Unsch~rfe, die 
den quantentheoretisehen Methoden notwendig anhaftet. Eine Quanten- 
reehnung, welehe Glieder beriicksichtigt, die kleiner sind als der ver- 
naehl~ssigte Energieverlust dureh klassisehe Ausstrahlung, ist nach 
Bohr  prinzipiell unzuliissig. Zu solchen Gliedern z~hlt man, wie es 
scheint, die hSheren Relativitiitskorrektionen, die in der Theorie der 
Riintgendubletts bei den sehweren Atomen auftreten. Es soll dem- 
gegeniiber gezeigt werden, daft die Berlieksiehtigung dieser Korrek- 
tionen mit dem Bohrsehen  Gesiehtspunkte yon der Rolle des 
Sta'ahlungswiderstaudes vollkommen vertr~!glich ist. Ferner soll be- 
sproehen werden, was sieh aus .dem gleichen Gesichtspunkte fiir die 
Abklingungsversuche yon W. W i e n l )  beim Leuehten der Kanal- 
strahlen sehliei~en l~iBt. 

1. Die  G r i l ~ e n o r d n u n g  der  v e r s c h i e d e n e n  R e l a t i v i t ~ t s -  
k o r r e k t i o n e n  im V e r g l e i c h  mi t  dem S t r a h l u n g s w i d e r s t a n d e .  
Vom empirischen Standpunkte aus kann kein Zweifel sein fiber die 
l~otwendigkeit der hSheren Relativitiitskorrektionen bei den L-Du-  
bletts der sehweren Elemente. (Bel den M- und N-Dubletts sowie 
bei den leiehteren Elementen sind diese Korrektionen ohnehin so 
klein, daft sie numerisch belanglos werden.) Man vgl. z. B. Tab. 51 
in dem Buehe 2) ,Atombau und Spektrallinien". Hier ergibt sieh der 
in der ganzen Reihe der Elemente konstante Wert  3,5 der Ab- 
schirmungszahl nur dann, wenn man z. B. bei Uran aufier dem Haupt- 

gliede mit a~ (~ - -  Koustante der Feinstruktur 2 c h a r  e ~ _ _  7,29.10 -3)  

noeh die Glieder mit a4 und .~6 beriieksichtigt. Wollte man bei dem 

1) Ann. d. Phys., Mitteilung I, 60~ 597, 1919 u. Mitteflung II, 66, 229, 1921. 
2) 3. Aufl.,  Braunschwelg 1922, S. 611. 
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Hauptgliede stehen bleiben, so erg~ibe sich fiir Cran statt s : + 3,5 
der unsinnige Wert  s----- - -3 ,7 .  

~berschlagen wit nun theoretisch die sukzessiven Relativitiits- 
korrektionen imVerh~iltnis zum Strahlungswiderstande. Jene entstehen 
aus dem TrAgheitsgliede, das wir fiir transversale Beschleunigung - -  
wir denken etwa an eine Kreisbahn - -  anschreibon: 

mo (1 1/~ 2 3 ~ ,  ) 

2 ~  
dieser ist fiir elne Kreisbahn yon der Periode - -  umgerechnet: 

2 e ~ 2 e 2 
:~ c-~ ~ ----- - ~  i ~ .  (2) 

Jedem Gliede fl~s yon (1) entsprich~ in der schlieBlichen relativisti- 
schen Dublettformel je das Glied mit er u~. Um zu sehen, welche 
GUeder in (1) grSfler sind als (2), wie viele Glieder der Entwicke- 
lung in (1) also im Sinne B o h r s  beizubehalten sind, bilden wir das 
Verhaltnis yon (2) gegen das Glied mit fl28 yon (1), unter Weg-  
lassung unwesentlicher Zahlenfaktoren: 

e~eo e~a~s e~v s - -  e~3--2s - -  ~--2s  

(3) 

Hier entsteht die zweite Form aus dor ersten durch Erweiterung 
yon Z~ihler und Nenner mit e~ 2, die dritte durch die Substitution 

eo ~-----, wo a den Bahnradins bedeutet; die vierte beriicksichtigt a 

v _____ fl; die ffinfto benutzt die Gleichung der Zentrifugalkraft: 
e 

m aS eo~ ~--- e~ Z, (4) 

wo Z die effektive Kernladungszahl fiir den als wasserstoff- und kreis- 
iihnlieh berechneten Bahntypus bedeutet; schliel~lich folgt  die letzte 
Form, wenn man beriicksichtigt: 

r162 
= - - ,  (5) 

n 

welche .Beziehung in bekannter Weise aus (4) und der Gleichung des 
Impulsmomentes 

~i~ 
ma2e~  = 2 ~  (6) 

dutch Division beider hervorgeht. 
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Das in (3) berechnete Verhiiltnis mul~ nun ~ 1 sein, wenn das 
Glied a ~s noch beizubehalten ist, d. h. es mul~ sein: 

2s 2 
~ o  . (7) 

Die folgende Tabelle gibt die linke Seite yon (7) fiir n --- 2 (L-Du- 
blctt) und ftir versehiedene Wer te  yon s und Z an. Wir  haben die- 
jenige Zahl in jeder Reihe eingeklammert, welche bereits kleiner als 

~ 3,6.10 -8  ist; das zugehSrige s gibt diejcnige Relativitatskor- 

rektion a 2s an, welche dementsprechend wegen des Strahlungswider- 
standes bereits als nichtssagend fortzulasscn ist. Man sieht: Bei 
Wasserstoff und den leichtesten Elementen hat man nur  das erste 

Relativit~tsglicd 24 zu bcriicksichtigen. Oberhalb Ca tritt das 

zweite Glied hinzu. Bei Uran, Z ~ 9 2 -  3,5, ist es berechtigt, auch 
das dritte Glied mitzurechnen. Die hierdurch bestimmten Grenzen 
deeken sich vollst~ndig ]nit den Genauigkeitsgrenzen, in denen die 
seitherige Bercehnung des L-Dublet ts  ausgefiihrt wurde. 

8 

Z ~ 1 0  
20 
50 
90 

1 2 

1 (1,3.10--S)  
1 5 ,3 .10- -3  
1 3,3,10--s 
1 1~1.10--1 

Wir  ziehen daraus den Schlul~: 

3 4 

(%8.10-5) 
(1,1.10-8) 
1,2.10 -2  (1,3 . 10-a) 

Der :r B o h r  ins Auge gefai~ten korrespondenzmiifligen Ver- 
wertung des Strahlungswiderstandes steht yon seiten der Relativitiits- 
korrektionen der R(intgendubletts nichts im Wege. 

w A b k l i n g u n g s d a u e r  und  L i n i e n b r e i t e  als  F o l g e  des  
S t r a h l u n g s w i d c r s t a n d e s .  Das in (3) berechnete Verh~ltnis gibt 
f i i r s  ~ 0 den Strahlungswiderstand geteilt durch das erste Tr~igheits- 
glied, welches hinreichend genau den gesamten Tr~gheitswiderstand 
darsteUt. Indem wir das Verh~ltnis der Widerst~nde gleich dem der 
entsprechenden Energiebetr~ige setzen 1), sehreiben wit (3): 

U ~3 Z 2 
= ( s )  

1) Hierin liegt eine gewisse Willkfir. Wenn wh" die Energie U direkt be- 
reehnen, z. B. als die w~hrend eines Umlaufes ausgestrahlte Energie, so tritt in 
(8) reehter Hand der Faktor 8~v//8 hinzu. Durch unsere korrespondenzmiil~ige 
Normlerung in Gleichung (13) wfirde dieser Faktor naehtriiglich wieder fort- 
gesehafft werden. Statt 4//15 wfirde es dann in (13) heii~en 1/10xc. " 
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Hier bedeutet U die Unsch~rfe, die durch den vernachl~issigten 
Strahlungswiderstand in die Energiebestimmung hineinkommt, W ist 
die quantenmiigig bestimmte Energie der Bahn, also ffir ein wasser- 
stoffiihnliehes Atom : 

h R Z ~  w =.- ,  ~ (9) 

(R ~ Rydbergkonstante). Aus (8) und (9) folgt: 

h -  n - - - V -  (10) 

Es kommt jetzt darauf an, aus dem Korrespondenzprinzip auf 
den Zusammenhang zu schlieBen zwisohen den Unschgffen U-l, U 2 der 
beiden Termenergien und der Breite J v  der Linie, die sieh aus den 
beiden Termen zusammensetzt. Es zeigt sich, dal~ h J r  proportional 
gesetzt werden muff mit U 1 - -  U 2 (nieht etwa, wie man veto Begfiff 
der Energies0hwankung ausgehend lieber annehmen wiirde, propor- 
tional mit ~/U~ ~ -t- U~2), nnd dag der Proportionalitiitsfaktor yon der 
Gr6flenordnung 1 wird. 

Um das Korrespondenzprinzip mit Sicherheit anwenden zu kSnnen, 
gehen wir in den Quantenzahlen (n~, nl) yon Anfangs- und Endterm 
zur Grenze n2 ~ n l  -4- 1 --- n = 00 fiber und erhalten aus (10): 

1 ( U , - - U , ) =  ~ ' R Z '  (n'~l 1 ) 5 (11) 

Andererseits ist die klassisch gereohnete Linienbreite, soweit sie 
lediglich veto Strahlungswiderstande herrfihrt: 

4~t e 2 
J v ~  = 3 eSm v2; 

f(ir wasserstoff~hnliche Atome ergibt sie boi entsprochendem Grenz- 
fibergang: 

7 ,). (;)' d v ~ t  R ' Z *  ( 4 ~  e 2 - -  " - -  R ' Z *  �9 ( 1 2 )  
c s m \ n ~  n ~ i  3 c~ m 

Die Abhiingigkeit yon n, Z und den Elektronenkonstanten ist, wie 
man nach der Bedeutung yon u und /r leicht bestatigt, in (11) und 
(12) die gleiche. Um den Zahlenfaktor zu vergleichen, bilden wir 
den Quotienten yon (12) und (11): 

4~t e~ 4_~ 4 
3 csm 5aa ~ 1-5" (13) 
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1 ( u 1 -  y~) Mit diesem Faktor haben wir (11) zu multiplizieren, um 

zu normieren, d. h. an den klassisch bereehneten Wert  yon L/Vk~ an- 
zupassen. Den so normierten Betrag nennen wlr die quantentheore= 
tisehe Unseh~rfe : 

Wir wollen nun angeben, wie sich diese Formeln ~indern, wenn 
wir yon Kreis- zu Ellipsenbahnen fibergehen. Indem wit mit B o b  r 
n fiir die Hauptquantenzahl (Summe yon azimutaler und radialer 
Quantenzahl) beibehalten, bezeiehnen Wir die azimutale Quantenzahl 
mit k. Wir bereehnen U fiir eine Ellipsenbahn als die w~ihrend eines 
Umlaufes ausgestrahlte Energie, wobei wit uns vorbehalten, den dabei 
anftretenden Zahlenfaktor (vgl. die Anmerkung zu S. 395) korrespon- 
denzmiiBig zu normieren. Wir erhalten dann start Gleichung (10): 

Y a3RZ 4 E~ l r 3  / k \ t l  
~ - - -  k 6 - f ,  f----- 1-{- 2 - -  2 t ~ ) ]  (10a) 

k 5 tritt also jetzt an die Stelle yon nS; der Faktor f, der fiir Kreis, 
bahnen (k ~ n) gleich 1 wird, tr~gt der Exzentrizit~t ~ der Ellips~n- 
bahn Reehnung. Dementspreehend ergibt sieh statt Gleichung (14): 

_ 1 6 =  + L/Vq~ (14a) 
1 ~  c3m \ kl ~ " 

f2 u n d  fl sind die Wer te  yon f in der Anfangs- und Endbahn. 
Wir  gehen jetzt  auf die Linien der Balmerserie (Z----- 1) und 

die W i e n s e h e n  Kanatstrahlmessungen ihrer Abklingung ein. Indem 
wir  jedesmal an die stiirkste Linie der Feinstruktur denken, setzen 
wir kl "-" 2, k2 ----- 3, fl = 1 und bzw. fiir t t ~  H~, Hz 

1[ 
f2 ~ 1 bzw. ~ 3 -  --- 1,22 bzw. ~ 3 --- 1,32, 

also 

f, . f2 __ 1 (1 - -0 ,13 )  fth. Ha, 
ki5 k25 25 

1 
(1 - -0 ,16 )  , H~, 

_ _  1 ( I  - -  0 , 17 )  H ~ .  
- - 2  ~ 

Aus Gleichung (14a) folgt daraufhin, daft unser L/vq, merklieh kon- 
stant, d. h. fiir alle Balmerlinien dasselbe wird. Gerade dies hat 
W i  e n beobachtet. 
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W i e ri vergleicht seinen Beobaehtungswert mit dem klassisch 
gerechneten Werte yon Ha. ~Vir bilden deshalb aus (14a) und (12) 

1 1 
Avq~, 4 25 35 

_ _  1,125. 
- -  " 1 ~ 4vkz o ~ 1  

/ 

Ganz ~ihnlieh finder W ien  als Verh~ltnis der beobaehteten zur 
kl~ssisch berechneten Abklingnngszeit in Mitteilung I: 1,25, in Mit- 
teilung II: 0,81. 

W i e n  hat auch Beobaehtungen an O-Linien mitgeteilt, zum Teil 
Bogen-, zum Teil Funkenlinien. Da indossen (au•er bei ~. ~ 3 9 5 ~ )  
ihre Seriendarstellung unbekannt ist, so lassen sieh einstweilen von 
hieraus keine theoretischen Schlfisse ziehen. Auch fiber die Abklin- 
gungszeit yon Bandenlinien k~nnen wir nichts aussagen. Sehr inter- 
essant wird es sein, unsere Gleichunff (14a) an Messnngen serien- 
theoretiseh wohl definierter Spektrallinien yon versehiedener azimutaler 
Quantenzahl zu prfifen; die hierzu erforderliehe Erweiterung der Glei- 
ehunff (14a) auf wasserstoffun~hnliche Atome sell mitgeteilt werden, 
wenn solche Messungen verfiigbar sein werden. 

~[m Ansehlul~ an die ~berlegungen bei der Balmerserie wird man 
schon jetzt sagen kSnnen, dal] innerhalb einer Serie die Abklingungs- 
dauer ffir alle Linien als gleich zu erwarten ist, da sie wesentlieh nur 
von der Quantenz~h| k, nieht yon n abhiingt. 

Wir wollen nicht behaupten, da$ unsere recht formale Betraeh- 
tung der physikalischen Bedeutung der W ienschen Abklingungsver- 
suehe gereeht wird oder da$ sie uns fiber den D~mpfungsproze$ 
anfklSrt. In der Tat  liegt das nicht in der Absicht des Korrespondenz- 
prinzipes, welches ja auf jedes modellmS~ige Verst~ndnis verziehtet. 
:M'm kann es anch ffir unbefriedigend ansehen, dal~ in unserer Be- 
tr~chtung an Stelle der kausal bestimmten Abklingung das viel un- 
bestimmtere Merkmal der Linienverbreiternng gesetzt wird, das nur 
als Folgeerseheinung mit jenem ProzeB verknfipft ist, und zwar nur 
durch die klassisehe Theorie. Immerhin scheint unsere Betrachtung 
nfitzliehe Sehl~isse auf den AbklingungsprozeB zu gestatten. Durch 
ihre Ubereinstimmung mit der Erfahrung best~itigt sie umffekehrt die 
Grnndlage unserer Uberlegungen, nSmlieh die yon B o h r  his Auge 
gefa~te korrespondenzm~i~ige Verwertung des Strahlungswiderstandes. 


