3. Clausen, Beweis einiger geometrischen Séltze.

3.

Bewveis einiger geometrischen Sitze.
(Von Herrn Th. Clausen zu Miinchen.).

1. Es seien die Coordinaten dreier Puncte M,, M,, M,, in einer Ebene
x, ;5 x'y v's x", y"; bestimmt man nun 6 andere Puncte 4,, 4,, 4,
und J,, J,, J;, deren Coordinaten resp. £ , £, &, .5 ,& ,& und v, v,
Vpy oV 1Yy o¥, Sind, wo
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80 finden zwischen diesen 9 Puncten folgende Relationen Statt,
2. Je drei derselben liegen folgendermalsen in einer Geraden:

Ay, A, A3
Ay, J,y, Jp3
J(,,,. A,,, Jas
Jo, Jusy Ay

denn es seien die Coordinaten dreier in einer Geraden liegenden Puncte
& &, & und v, v/, v/, und die allgemeine Gleichung fiir dieselbe

. ex =4 by 4 ¢ = 0;

at man:

50 fnan at+bv4c=0,
af F+bv'4+c =0,

5”+bv”+c—-0 '
Eliminirt man hieraus die die Lage der Linie bestimmenden Constanten,
indem man sie resp. mit den Factoren m, m’, m’ multiplicirt und die
Producte addirt, so findet man folgende Bedingungen fiir die Coordinaten
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dreier in einer Geraden liegenden Puncte:

mE + m/E/ + m”é'/‘—"» 0’

mv -+ m'v 4 m'’v'= 0,

m 4+m' +m' =0,
Diese Bedingungen sind offenbar hinsichtlich der drei Puncte 4,, 4, , A,
erfiillt, wenn man m, m’, m* resp. a'—a'’, a'—oa, a—a' setzt; und
eben so fiir die drei iibrigen mal drei Puncte, indem blos —« statt -+
fiir die ersten drei folgenden, denn —a' statt 4 &/, und — o’/ statt 4 «/
fiir die letzten gesetzt wird.

3. Nachstehende zu drei und drei nebeneinanderstehende Linien

sehneiden sich in é¢inem Puncte:

M, J., M. J,, M,J;

MO JO’ Ml Al b M2 1{2;

Mo‘do" Mx Jl‘) Medz;'

Mo"{o) M,z‘f‘., Mz' Jz;'
denn es seien von irgend einer Linie zwei Puncte gegeben, deren Coordi-
naten resp. £, £ und v, v’ sind, so kann man die Coordinaten jedes Punc-

tes derselben durch
pE4A—p)&; pv+ {A—p)

darstellen, wo p veriinderlich ist. Die Coordinaten der Linien M,J,,
M, J,, M, J, kinnen also so dargestellt werden:

Poxx 4 (L—po) s Poy + (L—po)ovs

Px“‘/ + (1"‘*1’1) ;E; l’x}” + (["“Px)ﬂ’;

Pt (A—pa)&s poy'+ A—padevs
giebt es nun fiir p,, p,, p. solche Werthe, dals die resp. Coordinaten fiir
alle drei Puncte gleich sind, so schneiden sie sich offenbar in diesem Puncte.

Setzt man aber:
a’l

__._____w ! / —— ___a__a.._....._' I3 : . .
p0= “+“/+“”; Pr = a+a/+au9 p2== a+a’+a“’
und substituirt in obige Coordinaten statt ¢, £, £ ihre Werthe, so fol-
gen fiir alle drei Puncte die gleichen Coordinaten:
a‘ac+a’x’+ o'l ' d a~1’+a’)”+a”_y”
a+a’+a” un a+a,+c//
was zu beweisen war. Setzt man nun statt «, — 2, so érgiebt sich der
Beweis, dafs die Linien M,J,, M, 4,, M, A4, sich ebenfalls in einem Puacte
schneiden, . und durch Verwechsehing von 4o’ und — o', und 4-a" und
—a' fiir die zwei iibrigen mal drei Linien.

Y
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4. Nimmt man an, dals auf die drei Puncte der wagerechten Ebene
M,, M,, M, die resp. Kriifte +a und —a; 4o’ und —&’; 4o’/ und
— o'’ senkrecht wirken, so ist die Ebene offenbar im Gleichgewicht.
Sieht man nun jede verliingerte Seite des Dreiecks M,, M,, M, als einen
Hebel an, auf den in jedem der zwei sie bestimmenden Puncte eine der
in denselben angebrachten Kriifte wirkt, dann sind die 6 oben bestimm-
ten Puncte offenbar alle Stiitzpunote dieser verschiedenen Hebel. Diese Be-
trachtung giebt ein Mittel die obigen Siitze aus den Grundsiitzen der Sta-
tik abzuleiten,

Verbindet man nemlich +«’ und —a'; 4+ und —a; 4« und
—a'y so sind die drei Stiitzpuncte auf die man die resp. Summen der
Kriifte als wirkend ansehen kann 4,, 4,, 4,. Da aber die Ebene durch
diese 6 Kriifte im Gleichgewicht ist, so muls jede dieser drei Puncte zu
den zwei iibrigen der Stiitzpunct sein, und also mit ihnen in gerader Li-
nie liegen. Man sieht leicht, wie man die Krifte vertheilen mufs, um den
Beweis fiir die drei iibrigen mal drei Puncte zu fiihren.

5. Es wirken auf die drei Puncte die resp. Kriifte +a, -+,
4+ a”. Man kaon nun die beiden Kriifte 2’ und «'/ als in ihrem Stiitz-
puncte J, angebracht ansehen. Der Stiitzpunct fir alle drei Kriifte liegt
also in der Linie M J,. Eben so findet man, dafs er in den Linien M, J,
und M, J, liege. Diese drei Linien miissen sich also in einem Puncte
schneiden. Ist in dem Punct M, statt -« die Kraft —« angebracht, so
findet man, dals der Stiitzpunct der drei Kriifte auf den Linien M,J,,
M. A4,, M, 4, liege, die sich also auch in einem Puncte schneiden. Eben
so ergiebt sich der Beweis fiir die beiden iibrigen mal drei Linien.

6. Beschreibt man aus den Puncten M,, M,, M, mit den resp.
Halbmessern 5’- ’ a—k;, ;;7,7 drei Kreise, wo % eine willkiirliche Grifse be-

deutet, so sind die benannten 6 Puncte die Durchschnitte der durch die
Endpuncte paralleler Radien je zweier dieser Kreise gezogenen Geraden;
oder nach Hrn. Steiner’s Benennung (Gegenw. Journal Bd. I. p. 172.)
die Abnlichkeitspuncte derselben. Diese haben also die in 2. und 3. be-
wiesenen Relationen, von denen Hr. Steiner jene aus seinen sinnreichen
geometrischen Betrachtungen abgeleitet hat.

7. Setzt man & = a'= &', so sind die Puncte J,, J,, J, die Mit-
ten der Seiten des Dreiecks. Zieht man also von diesen Puncten aus
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nach den gegeniiberstehenden Spitzen Geraden, so schneiden sich diese
nach 3 in einem Puncte.

8. Sind die Winkel des Dreiecks M, M, M,, @, @', @'/ und setzt man:

% = sin@, a' = sin@, a'’= sin@’,

so sind die 6 Puncte, wie leicht zu sehen ist, die Durchschnitte der die
innern und #ulsern Winkel des Dreiecks halbirenden Geraden mit den ge-
geniiberstehenden Seiten. Fiir diese gelten also auch die in 2. und 3. be-
wiesenen Relationen. (S. Gegenw. Journal Bd. IL. p. 191, Lehrsatz 33. No.2.)

9. Setzt man:

@ == tangP, a'= tangQ’, a'/= tangQ’,

dann sind J,, J,, J, die Fulspuncte der auf die Seiten des Dreiecks aus
den gegeniiberstehenden Spitzen gefiillten Perpendikel. Diese schneiden
sich also nach 3. in einem Puncte.

10. Es ist:

o MOJz = “IMI.JQ;
o’ M& Jo = “”Mz Jo;
“”MQJ; = MoJx;
folglich: MJ,.MJ,.MJ, =MJ,.MJ,.M,J,,

welchen Satz ich irgendwo gesehen zu haben mich erinnere.
11. Der Inhalt der Dreiecke J, M, J,, J, M, J,, J,M,J,, J,J,J,
- sei resp. I,, Z,, i,, & und das Dreieck M, M, M, = A, so ist, wie

leicht zu iibersehen,
. o' o’ o' o'

_ = N L —
l'~(a+a’)(a’+a”)'A’ L CED) (¢t @) A3 ¢ (¢4 a)(@+e)
it i it g = A

Es wird demnach:
(“+“/)(“/+“//)(“//+u)(l‘o+il+ia)=(““/1+“/“l/2+“//“z+“2“1+“/1“N+“//2“/)A’
(ate Yt o ta) | (2n2) = aaa’ A,
Daraus ergiebt sieh: L
i i 2/ (i) = 4,
4ii i, = gg A,
oder endlich: g Gt i) gg—4ii i, = O
Man kann also aus dem Inhalte der drei kleinen Dreiecke den Inhalt des

oder

grofsen finden.
12. Halbirt man die Linien 4,J,, 4,J,, A,J, in den Puncten

B,, B,, B,, so sind die Coordinaten dieser Puncte:
L4
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(B ) E(O) o gl — ! ! ol o © ala! J,/_ ottt
0 - a' ae'—a'al b - a'a'—e' e b
. M oegll ol 10 ppld 0,04 »
(B) E(l)___:a o x aox o) = ey —eay
1 o' a'—aq b ala —aq ? _
— ol x! ! e A
(B ) E%(Q) = 2ex x v® = foexr—oe oy
2 ax—a'a’ ? ac —a'a’ ?

diese drei Puncte liegen demnach auch in einer Geraden.
13. Die halben Entfernungen zwischen den Puncten 4, J,, A,J,,
A, J, seien R,, R, R,, so hat man fiir rechtwinklige Coordinaten

' -Ro Ro —_ (cﬁ%)z {(.’L"—- .’l‘”)2+ (y/_y//)a};
RE = (i) e —a + (5= )5
RR, = (-*C ) {@—a) + (y—y7}.

14. Beschreibt man nun aus dem Puncte B, mit dem Halbmesser
R, einen Kreis, und sind die Coordinaten irgend eines Puncts () desselben
X HosoBti go_xy 4 (0T = R,R,
oder:
{“/ “l (.'I'I—‘X) — “I/“II (xll__X')}Q + {“l “I (yl__Y)__“I/“// (yll_ Y)}‘Z
— {“’“II(.’L'I—X)'—.'O&I “// (x//__X)}z + {“/ “l/ (yI_Y) l I/ (y// I")}z’
oder, nach einer kurzen Reduction und Division mit «/a'—a’ a’':
‘a! {(xl__X)i + (y__ Y)z} — “l/“ﬂ {(.’L‘”-—X)’ + (y___ Y) }’
oder endlich : /M () —_ II-M Q

Die Entfernungen eines beliebigen Punctes dieses Kreises von den zwei
Spitzen M, und M, des Dreiecks stehen also in einem bestiindigen Ver-
hiiltnifs. Beschreibt man nun eben so aus den Puncten B, und B, mit
den Radien R, und R zwei andere Kreise, so schneiden die beiden ersten
sich in einem Puncte Q’, so dafs
oM Q = a""M,Q = aM,Q';

eben so die zwei letzten, dals sie sich also alle drei in einem Puncte schneiden_

15. Fiir den Fall, dafs &= «'=a’, liegen die Puncte J,, J,, J,
auf der Mitte der Seiten, die Puncte 4,, 4,, 4, aber in unendlicher Entfer-
nung. Die drei Kreise verwandeln sich also in diesem Falle in drei auf
den Seiten aus den Puncten J,, J;, J; errichtete Perpendikel, welche sich
demnach in einem Puncte schneiden.

Miinchen, den 12, Mai 1830.




