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Ein  •  der  Methode  der  k le ins ten  Quadrate.  

Von 

F. BEI~NSTEIN und W. S. BAleR in G/Sttf~gen. 

w  

Einleitung. 
Die ers~e wissensclaaf~liehe Be~findung des yon Legendre $) unter 

dem ~N~amen ,,Me,bode der kleinsten Quadrate" in die Ausgleichungsreeh- 
nung eingeftihr~en Rechenverfahrens hat C. F. GauB**) gegeben; bei dieser 
seiner ersten Ableitung benutzt er das aus seiner Hypothese des aritho 
metisehen Mi~els abgeleite~e Fehlergesetz 

dessen Integral fiber ein Intervall a his b die Wahrscheinlichkeit fiir das 
Zustaadekommen eines Fehlers x zwisehen den Grenzen a und b angibt. 
Welter hat Laplace***) aus der Annahme, dal~ sich jeder zu begehende 
Fehler aus einer groBen Anzahl sehr kleiner sog. Elementarfehter zu- 
sammensetz% das Feldergesetz herzuleRen gesue]at und hat, gestti~z* auf 
dieses, eine Begriindung der Me,bode der kleins~en Quadrate gegeben; seine 
Ableitung des Fehlergesetzes ist dann fin wesentlichen yon Bienaym6~ 
Liapounoff, Markoff, Tsehebyschefft) in eine endgifltSge Form gebracht 
worden. Ferner hat C. F. GauB-~') die Methode der ldeinsten Quadrate 

*) Nouvelles m6thodes pour la dd~ermination des orbitez des commies, Paris 
1805--1806. 

**) Theorla moHus corporum coelestium etc,  Hamburg 1809, Art. 186. 
***) Th~orie analytique des probabili~!s, Paris 1812, Ar~. 90--21. 

-~) Vgl. z. B. das Literahlrverzeichnis am Ende der yon A. Ma~koff heraus- 
gegebenen Festschrift ,,Bieent~naire de ta loi des grands hOmbres 171~--1913, Dd- 
monstration du second thgor~me limite du calcul des probabilitds par la mdthode des 
moments", S~. Petersburg 1913. 

"H') Theoria combina~ionis observationum erroribus minimis obnoxiae, Comm. 
Goet~ I, 1821~1826. 
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auch noeh auf eine zweite Weise zu begriinden versucht~ ohne diesmal 
auf den obigen Ausdruck des Fehlergesetzes zurfickzugehen; diese klas- 
sische Beweismethode, die in viele Lehrbiicher*) der Wahrseheialichkeits- 
reehnung iibergegangen ist~ benutzt, indem sie den Begriff des Feh/e~is/kos 
in den Mitte]punkt s~eUt~ aul~er den Grundbegriffen und Grunds~tzen der 
Wahrseheialichkeitsreehnung nut die Existenz and ei~ige allgemeixm 
Eigensc~ai~en einer Fehleffunkiion. Diese wahrscheinlichkeitstheoretisehen 
Begriffe glelehfalls zu eliminieren~ ist bisher unseres Wissens noeh nicht 
einwandfrei gelungen**). Es wird nun im folgenden der Versuch gemaeht, 
die Methode der kleinsten Quadrate un~er Benutzung des yon GauB in 
seiner zweiten Begrtindung mit Erfotg verwandten Gewiehtsbegriffes and 
u~ter Vermeidung der Begriffe de;" Wahrscheinlichkeits~echnung axiomatiseh 
zu begrfinden, wobei die in w 2 aufgefiihrten Axiome mSglichs~ nach dem 
Gesichtspunk~ ausgewiihl~ sind, dab sie dem irmeren Charakter des Aus- 
gleichungsproblems entsprechen. Nachdem in w 3 einige maihema~isehe 
Hilfssi~tze fiber reelle Funk~ionen zusammengesteU~ worden sind, werden 
in w 4 aus dem Axiomensystem die Folgerungen gezogen, die zu den in 
der Methode der kleinsten Quadrate iiblichen Relationen unmit~elbar hin- 
fiihren. 

Die Vorteile dieser Begriindung liegen etarin, da~ zunii~hst die prfia- 
zipiellen Schwierigkeiten vermieden werden, die bei tier Einffi]zruag der 
Gleichbereeh~igung yon F~llen in der Wahrseheinlichkeitsreehnung jedas- 
m d  auf~e~en; ferner ist die Beg-ziindung unabh~ngig yon jeder bisher be- 
nutz~en spezieUe~ Eigenschaf~ der Fehlerfunk~ion, wbdurch die Tragweite 
der Methocle wesentlich erweiter~ wird; dazu komm~, dab die benutzten 
Regeln ffir den Gebrauch des Gewichtsbegriffes einfacher als die Regeln 
i'dr die Verwendtmg des Wahrseheiniiehkeitsbegriffes ausfallen. Was die 
philosophisehe Ka~egorie des Gewichtsbegri_fi~s angeht, so is~ er otru~har 
dem Wahrseheinliehkeitsbegriff verwandt; es h~ng~ aber ganz yon dem ge~ 
wiihlgen Ausgangspunkte ab, welehe Begriffsbildung man als die primi- 
tivere ansehen wird. 

*) Es wexde insbesondere alas Lehibuch yon A. A. Maxkoff, Wahrseheinlich- 
kei~rectmung, deut.sch yon H. IAebmama, Leipzig-Berli~ 191~, zitier~. 

**) Die kfi_~lich erschienene Untersuchung yon R. Supp~ntschitsch ,.Zur hxio- 
mat~ der ~ethode tier l~einsten Qua2~a~e" [Sit~ungsbericht~ get k. Akad. Rex 
Wissensch. in Wien, Ma~h.-naturw. Klasse, 12~, .~bk 2~ (1913), S. 3 ~ ]  lieg~ in 
eiaer a~derea 24chUg. 



286 F. Bsmxs~m und W. S. B,zm 

w  

Das Axiomensystem. 
1. Zuordnungsaxiom: Jede Zuordnung irgendeines Wertes a zu irgend- 

einer festen GrSBe a derar~, dab ffir jedes reelle h auch ha zu ira zuge- 
ordnet wird~ heiBe eine Ann~iherung und werde bezeiehne~ dutch 

2. Gewivhtsaxiom: Jeder A nn~iherung werde als Gewicht eine pos/- 
tire Zah]~ die alle mSglichen Werbe annehmen kann, zugeordne~ und dies 
ausgedrfickt durch 

3. Axiom der Unabhiingigkeit yore Mafistabe: Ist auf Grund des Zu- 
ordnungsaxioms 

so sei der Quotient p ' : p  lediglich yon 2 abhi~ngig 

i f :  p = f ( h ) ,  

wobei f(h) eine stetige Funk~ion yon h, abex nicht identisch 1 sein soil. 
4. Axiom der Unabh~gigkeit yon AnnSherungen: Zwei Ann~herungen 

a ~  a [p], b,.~ ~ [q] 

mSgen vone~nander unabhiingig heiBen~ wenn folgende Bedingung erftill~ 
ist: ][st auf Grund des Zuordnungsaxioms fiir irgendwelehe re, lien Werte 
~ u n d  g 

so bestimme sich das Gewichr r der ,,komponierten" Ann~herung 

Za + ~b ~ ~ + g~  [r] 

eintleutig dutch die Funlrkionalgleiehung 

~(") = *(P3 + *(q'), 

wobei O(x) eine reelle, eindeutige und stetige Funl~ion des Gewiehtsargu- 
menf~s allein sei. 

5. Axiom des ari~hmetischen ~littels: Das arithme~ische Mittel zweier 
un~bhKngigen Ann~herungswerte ~ r  dieselbe feste GrS~ mit clem Ge- 
wieh~ I besi~ze als A nn~herungswert fiir dieselbe feste GrGSe das Ge- 
wieht 2. 

6. Axiom der Gr~,6enordnung der _~unktio~ ~#(x): Sind 

a ~ a ,  [1], a ~ [ l ] ,  . . . ,  a ~ a . [ 1 ]  
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irgend ~ zu je zweien unabhi~hgige Ann~herungen fiir dieselbe feste Gr~i~e 
je mit dem Gewiehte 1, so habe das ~ewicht r der ,,komponierten" An- 
niihertmg 

n a ~  al + % + . . . + a,, [r] 

1 die GrSBonordnung -~ in dem Sinne, daft bet waehsender Anzalll n d e r  

1 
Quotient yon r und ~- yon einer Stelle an, d.h. fiir alle n ~ no, oberhalb 

einer posi~iven uncl unterhalb ether endlichen Schranke verbleibe. 

7. Ausgleichungsaxiom: Sind a~, as~ . - . ,  a m irgend m feste GrSBen 
und liegen ffir n lineare Ausdriieke in ihnen irgend n unabh~gige An- 
n~hertmgen vor 

+ + . . .  + [Pal, 

. . . . .  . . . . . .  �9 �9 o 

~ . . . . . . .  . . . . . .  

w o n  ~ m und die A~ bekannte Koeffizienten seien~ so set fiir i~gead- 
einen linearen Ausdruek m den aa, a~ , . . .~  a,~ diejenige ~,Komposi~icen" 
der obigen n An~i~hermagen mit n zu bestimmenden Multiplikatore~a 
;~, ~ ,  . . . ,  A,~ die aaf der li~ken Seite diesen linearen Ausdruek in den 
a~, a~, . . . ,  a,~ liefer~, die beste Anntiherung (Ausgleict~ung), die das grSBte 
Gewieht besitzt. 

w  

H i l f s s ~ t z e  f iber ree l l e  F u n k t i o n e n .  

H i l f s s a t z  I: Der Funktionalgleichung 

cf(tx~x..) -~ f(tx~) f(tx~), 

in der c =~ 0 und t ~= 0 gegebene reeUe Konstante sind, geniigen alle Fun~'tionen 

f (x) ~- c , 

wo 7" beliebig redl ist, und dies sind auch die siimtlichen fdr aUe reelle~ 
oder auch nut  fiir aIle ~ee~-3?ositiven Argumente defi~ierte~ reellen, ein- 

d eutige~z und stet~gen _Fun~tionen, die diese ~un~'tivna~gteichung befriedige~ 
und nioht identisch verschwinden. 

Mit" diesem beka~nten Sa~ze beweist man wei~er~ wie uns zuers~ 
Herr S. Halberstadt mitgeteilt hat, den 

Hi t f s sa t z  2: Die Gesaratheit der fiir alle x :> 0 r ~  ei~ule~igva uau~ 
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stetigvn Funktionen V(x),  bei denen es zu jedem Argumen~paar  x I > O, 
xs > 0 stets genau ei~ Argument ~ = ~(xl, x..) > 0 gibt~ sodafl 

(1) ~(~) = v(x~) + v(x~) 

gilt, uncl bei denen z~gleich mit (1) fiir alle reellen ~ > 0 au~h 

(7) ~2 (~) 6) = V (~ Xl) -~- ~) (0 X$) 

erfiillt ist, wird geliefert dutch 
V(x)  = kx~, 

w o k  =i= 0 und ~ ~= 0 betiebige reelle Konstanten bedeuten. 
Bowel s :  Zun~ichst verschwinde~ O(x) ftir x > 0 nicht identisch~ da 

sonst entgegen der Vorausse~zung (1) nicht ~ durch x 1 und x~ eindeufig 
bes~mmt w~ire; also gibt es mindestens ein Argument x o > O, so dab 

(3) V(Xo) § 0 

ist. Welter folgt durch mehrmalige Anwendtmg der Voraussetzungen (1) 
und (2), da$ es allgemein ffir jede*) ganze Zahl 1 > 1 za irgend l posi- 
riven Argtmmnten x~, x~, �9 �9 x~ ein Argumen~ ~ = ~(x~, x ~ , . . . ,  x~) > 0 
gibe, deraxt, dab f'tir alle @ > 0 

gilt; x~ ~ x o . . . . .  x, ~ x  o liefert ftir jede**) ganze positive Zaht l die 
Existenz eines Argumen~es ~ > O, so dab Ftir alle @ > 0 

is~. Geh6ren auf diese Weise zu den ganzen posiiiven Zahlen m trod n 
die Argumen~e ~,~ > 0 und ~. > 0, so ist also fiir alle ~ > 0 

V(O ~,~) = m ~p(gxo) , ~P(q f~) = n ~h(qxo) 

= 1  u n d  , o = ! - ~ >  insbesondere f~r 0 

hieraus  fo l g t  

(5) ~ ,,+++ ~o) = ~- V(Xo). 

Wegen (3) nimmt d~her r  ftir x > 0 alle rationaI-positiven Multipla 
yon ~(xo) and wegen der vorausgese~zten Ste~igkeit aUe reellen Werte an, 
die dasselbe Vorzeichen wie r haben. 

Ferner nimmt ~(x) ~eden solchen Weft  genau einmal f/it x > 0 an; 
denn w~re 

v(x') = ~(~'), x '+x", x '>o ,  ~">o ,  

*) Ffir l ~ 1 is~ insbesondere ~---~ x~. 
~ )  Ffir l ~--1 ist insbesondere ~ ~ x o zu setzen. 
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so g~be es naoh (i)  und (2) zu x' und x" ein Argument ~ '=  ~'[x' ~ ,  , x '3 > 0 ,  
so dab fiir alle 0 > 0 

V(e~') -~ *(~x3 + , (~x")  
X" 

wiire, insbesondere fiir # = ~ > 0 

es g~be also entgegen der Voraussetzung (1) zu dem Argumentmnpaar 

~-- > 0 und > 0 zwei versehiedene Argumen~e x' > 0 und x" > O, 

ffir die 
X' X" 

wiire. Also ist ~p(x) in der TaL einwer~ig~ mi~hin naeh dem Vorangehenden 
monoton uad daher eine monoton-einwertige Funk~ion. 

Welter verschwindet ~(x) nirgends fiir x > 0; denn gese~z~, es wiire 
fiir ~ > 0  

~(~)  = o ,  

so folgte aus (4) m i ~ / =  2, 0 = x-T > 0 

f~ ~ -= 2 ~ ( , z )  = o = e ( z ) ,  

nnd dies widerspr~iehe wegen ~--~ # 5 der eben bewiesenen Einwertigkei~ 
X o 

y o n  ~ ( x ) .  
Endlich erffill~ ~ (x) fiir aUe x 1 > 0 und x~ > 0 die Funktionalgleiohung 

(6) ~,(Xo) ~, (Xo~lX~.) ~ ~, (XoX 0 ~, (zo~)- 

Ist ni~mlieh zun~ehst mindestens eines der beiden Argumente x i mad x~, 

~ ,  ftir die (5) gait, so wird aus (4) etwa x~, eines der vorher definierten ~ 

x 0 x~ mi~ l = m ,  O =  ~ - > 0  sowie ~ = n ,  # = x ~  

da, wie bewiesen, ~ wegen > 0 nichi verschwinde~, so ~olgt; 

hieraus in Verblndung mit (5) 

V(XoX,) n V(xo) 
oder 
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wornit (6) zun~ehst ffir % = ~ bewiesen ist. Allgemo'm l~flt sich welter 

stets der eine Funk~ionswer~, etwa ~P(xoxs) , als Limes rational-positiver 

V(Xo) darsteUen 

lim (m~ ~P(Xo) = ~p(xox~) ; 

bei der Anwenclung yon (5) auf diese rationaten Zahlen ..v,(~-)~ erh~tt mal~ 

daher 

~'(xo) = ~P (xox~.) 

und wegen des bewiesenen monoton-einwertigen Charak~rs yon ~p(x) 

(7), angewende~ auf (~)~, ergibt mitshin dutch den Grenzfibergang v ~ o ~  

wegen der vorausgesetz~n Stetigkei~ yon ~p(x) allgemein 

(6) ~(Xo) ~(XoX~ X~) = #,(XoX~) #,(XoX,).  

Nach dem ttilfssatz 1 dieses Paragraphen mi~ f ( x )  ~ ~P(x), c ~ ~p(xo) ~ 
t ~ xo, dessen u hier insbesondere wegen (6) sRmtlich er- 
f011t sind, ist daher 

wo 7 beliebig reetl*) una wegen (3) also auch 

k ~ V(x0) ~_ 0 
xo7 

beliebig reell is \  

w  

Die ]~ethode der kleinsten Quadrate auf  Grund 
des Xxiomensystems. 

I. Ist die beliebige Ann~hernng 
a r ~ r  [p] 

gegeben, so isg bei beliebigem reel!en ~ das Gewieht p" der hieraus auf  
Orund des Zuorduungsa~xioms gewonnenen Anniiherung 

x a ~  [P7 

*) Man erkonnt unmitt~Ib~r, da~ 7'~--0 dem zu bewelsenden S~tze night Ge- 
nRge leistet~ 
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naeh dean Axiom der Unabhgmgigkeir yore Mal~gtabe 

/ = 

wo f(~) eine positive, eindeutige and stetige Funktion yon 2 ist. Ist welter 
auch ~ eine beliebige reelle Zahl, so ist alas Gewieht p" der Ann~herung 

in analoger Weise 
P" = p'f(l~) = pf (z ) f (~ ) ;  

anderersei~s ist dasselbe G e w i c h t / '  derselben A ~ h e r u n g  
[/'] 

nach dem Vorangehendon auch 

und da nach dem Gewich~saxiom jecter Anni~herung nur ein Gewicht 
> 0 zugoordne~ wird, so gilt bei beliebigen 2 und t~ 

/of(Z~) = pf(Z) f (~ )  
oder 

f(z ) = f(t) f(9); 
da naeh dem Gewichtsaxiom f(iL) nieht verschwindet~ so ist Bach dem 
tIilfssatz 1 des w 3 

f(Z) = Z~; 

nach dem Axiom der Unabh~4ngigkeit yore ~{aBstabe ist f ( 1 ) ~  1, daher 
die Konslante 

~ + 0 .  

II. Seien irgend zwei unabh~n~ge Ann~henmgen 

and deren .komponierte '~ Anngherung 

gegeben, so ist Bach dem Axiom der Unabhgngigkeit yon Ann~herungen 
das ~ewich~ r eindeutig bestimm~ dutch die Fnnk~ionalgleichung 

~'(") = , @ )  * V(q). 
Nach I gilt weiter 

and es ist bier analog wie eben 

Wegen x + 0 durctLliiuf~ nun O---- '%~ zugleich mit it aUe po~itiven Were ,  
19" 
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und da ,p(x) nach dem Axiom der Unabh~ngigkeit yon Ann~herungen eine 
reelle, eindeutige und stotige Funktion ist, so folgt aus dem giffssa~ze 2 
des w  

V(x)=kG k+o,  r + o .  

HI. Seien forner 

zwei unabhgngige Ann~herungen ffir dieselbe feste GrSl~e a mit dora Ge- 
wicht 1, so folgt nach I 

' E(~) i  ' ~ [ ( ' ) :J  
und weRer nach dem Axiom der Unabh~ngigkeR yon Ann~herungen 

t 1 a ~ ,  + ~ [ r ] ,  

wo ~ r  das Gewicht r nach II 

- ' :  '= ( ( ; - )Y = 

gilt. Nach dem Axiom des arithmetischen Mit~ls ist nun 

also folg~ 

oder d~ k + 0 ist, 

2 r  = 2 * - ~ r  �9 

hieraus folgt 
r = l - - x r ,  ( x +  1 ) y =  1. 

IV. Sind welter 

a ~ ~1 [ 1 ] ,  a ~ ~ [ 1 ] , . . . ,  a ~ ~ [ 1 ]  

irgend ~ unabh~n~ge Ann~herungen fiir dieselbe fest~ GrSl~e a je mit 
dem Gewichto 1, so ergib~ sich ffir das Gewicht r der ,komponierten" 
Am~hertmg 

m~ch II 
k r y ~  k- l r +  k.  l r + . .  �9 + k.  l r ~ - k ~  

oder wegen k ~ 0, Z =~ 0 
1 
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Dieses Gewicht r besitzt nun naeh dem Axiom der GrSl~enordnung. der 

Funktion ~p(x) die GrN~enordnung hi---; also ist 

1 
- = - - 1 ,  7 = - - 1  
7 

und naeh lII daher 
1 

g + l  1, g = - - 2 .  7 

V. Seien endlieh Nr ~ lineare Ausdrtieke in irgend m festen ~r6t~en 
al, a s , . . . ,  a~ irgend n un~bh~ngige Anniiherungen gegeben: 

Aria  ~ + A.~a2 +... + A m a,, ,~ l~ [2~], 
A~a~ + A~a~ + . . .  + .a,~ a,~ ~ ~ [p~], 

Al, ,a 1 + A~a~ + . . .  + A , ~  a ~  l~ [p~], 

w o n  > m mad die A~ bekannte KoeNzientea seien, so folgt hieraus, in- 
dem man diese Ann~herungen mit Z~, ) .~, . . . ,  ~ multipliziert, 

, ~ ( A n a  ~ + A~a~ + . . . .  + A,~a,~) :t,/~ [~[j,~% 

nnd wei~er durch ,,Kompomhon dieser Ann~herungen 

= 1  v = l  I ' = 1  

wo fiir das Gewieht r dieser ,,komponierten" Ann~herung nach II und IV 

, - =  p-Z + m-~ + " "  -ff~ 

gilt. Smch~ man nun die ,,beste Ann~iherung" fiir irgendeine der m festen 
Gr56en~ etTwa at ,  so mul~ nach dem Aasgleiehungsaxiom die Komposition 
der gegebenen n Ann~aeru~gen mit /1, 23 , . . . ,  2~ erstens auf dot linken 
Seite identisch a t liefern; es entstehen also dureh Koeflizienteavergleiehang 
yon a~, a~ , . . . ,  a~ die folgenden m linearen Gleiehungen fiir /1, 2z , . . . ,  ~, 

" {~ fiir k=,, 

(A) Z ~"/1~ = ffir k ~- 1, 2,--  -, ~n auger k =/x. 
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Zweitens besi~z~ die ,,bost~ Anngherung" ffir a t auch das grSBte Gewich~ r, 
es sincl also Xt, ~ ,  "" ", X~ so zu bes~immen, das 

( s )  p-: V, + "  = ran. 

wird. Auf diesen Relationen (A) und (B) beruht aber die Behandhmg 
der Me~hode der kleins~en Quadrate in ihrer iiblichen*) Form. 

Auch der Fall der bedingten &usgleichung, wo auBer den bisherigen 
Ann~erungen noch einige exakte  lineare Beziehungen durch die Aus- 
gleichungswerte fiir a~, a~,.. .~ a~ under allen Umsf~nden zu erfiillen sind~ 
lgBt sich in bekann~er Weise hieran anschlieBen. 

Gs~tingen, den 3. M~z 1914. 

*) Vgl. z. B. A. A. Markoff, Wahrseheinlichkeitsrechnung, deutseh yon H. IAeb- 
mtmn~ Leipzig-Berlin 1912, S. 222ff. 


