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Ein Axiomensystem der Methode der kleinsten Quadrate.
Von

F. BernsTEIN und W, 8. Barr in Gottingen.

§ L
Einleitung.

Die erste wissenschaftliche Begriindung des von Legendre®) unter
dem Namen ,Methode der kleinsten Quadrate” in die Ausgleichungsrech-
nung eingefithrten Rechenverfahrens hat C. F. GauB*¥) gegeben; bei dieser
seiner ersten Ableitung benutzt er das aus seiner Hypothese des arith-
metischen Mittels abgeleitete Fehlergesetz

k 2
o(@) = e,

dessen Integral tiber ein Intervall @ bis b die Wahrscheinlichkeit fiir das
Zustandekommen eines Fehlers x zwischen den Grenzen a und b angibt.
Weiter hat Laplace™*) aus der Annahme, daB sich jeder zu begehende
Fehler aus einer grofen Anzahl sehr kleiner sog. Elementarfehler zu-
sammensetze, das Fehlergesetz herzuleiten gesucht und hat, gestiitzt auf
dieses, eine Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate gegeben; seine
Ableitung des Fehlergesetzes ist dann im wesentlichen von Bienaymé,
Liapounoff, Markoff, Tschebyscheff) in eine endgiiltige Form gebracht
worden. Ferner hat C. F. GauBi{) die Methode der kleinsten Quadrate

% Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comdtes, Paris
1805 —1806.

*#) Theoria motus corporum coelestinm etc, Hamburg 1809, Arf. 186.

## Théorie analytique des probabilités, Paris 1812, Art. 20—21.

) Vgl z B. das Literaturverzeichnis am Ende der von A. Markoff heraus-
gegebenen TFestschrift , Bicentenaire de la loi des grands nombres 1713—1913, Dé-
monstration du second théoréme limite du caleul des probabilités par la méthode des
moments*, St. Petersburg 1913.

44) Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnexiae, Comm.
Goett. I, 1821—1826.
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such npoch auf eine zweite Weise zu begriinden versucht, ohne diesmal
auf den obigen Ausdruck des Fehlergesetzes zuriickzugehen; diese klas-
sische Beweismethode, die in viele Lehrbiicher*) der Wahrscheinlichkeits-
rechnung iibergegangen ist, benutzt, indem sie den Begriff des Fehlerrisikos
in den Mittelpunkt stellt, auBer den Grundbegriffen und Grundsitzen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung nur die Existenz und einige allgemeine
Eigenschaften einer Fehlerfunktion. Diese wahrscheinlichkeitstheoretischen
Begriffe gleichfalls zn eliminieren, ist bisher unseres Wissens noch nicht
einwandfrei gelungen®*). Es wird nun im folgenden der Versuch gemacht,
die Methode der kleinsten Quadrate unter Benutzung des von Gauwf in
seiner zweiten Begriindung mit Erfolg verwandten Gewichtsbegriffes und
unter Vermeidung der Begriffe der Wakyscheinlichkeitsrechnung axiomatisch
zu begriinden, wobei die in § 2 anfgefihrten Axiome miglichst nach dem
Gesichtspunkte ausgewdhlt sind, daB sie dem inneren Charakter des Aus-
gleichungsproblems entsprechen. Nachdem in § 3 einige mathematische
Hilfssitze tiber reelle Funktionen znsammengestellt worden sind, werden
in § 4 aus dem Axiomensystem die Folgerungen gezogen, die zu den in
der Methode der kleinsten Quadrate blichen Relationen unmittelbar hin-
tihren.

Die Vorteile dieser Begriindung liegen darin, daB zunichst die prin-
zipiellen Schwierigkeiten vermieden werden, die bei der Einfithrung der
Gleichberechtigung von Filllen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung jedes-
mal auftreten; ferner ist die Begriindung unabhingig von jeder bisher be-
nutzten speziellen Eigenschaft der Fehlerfunktion, wodurch die Tragweite
der Methode wesentlich erweitert wird; dazu kommt, daB die benutzten
Regeln fiir den Gebrauch des Gewichisbegriffes einfacher als die Regeln
fiir die Verwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ausfallen. Was die
philosophische Kategorie des Gewichtsbegriffes angeht, so ist er offembar
dem Wahrscheinlichkeitsbegriff verwandt; es hingt aber ganz von dem ge-
wihlten Ausgangspunkte ab, welche Begriffsbildung man als die primi-
tivere ansehen wird.

*) Es werde insbesondere das Lehrbuch von A. A. Markoff, Wahrascheinlich-
keitsrechnung, deutsch von H. Liebmann, Leipzig-Berlin 1512, zitiert.

*) Die kiirzlich erschienene Untersuchung von B. Suppanischitsch ,Zur Axio-
matik der Methode der kieinsten Quadrate'* [Sitzungsberichte der k. Akad. der
Wissensch. in Wien, Math.-natorw. Klasse, 122, Abt 2a (1913), 5. 3—34] legt in
einer anderen Richtung..
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§ 2.
Das Axiomensystem.

1. Zuordnungsazwiom: Jede Zuordnung irgendeines Wertes « zu irgend-
einer festen GroBe a derart, daB fiir jedes reelle 1 auch i« zu ia zuge-
ordnet wird, heife eine Anniherung und werde bezeichnet durch

a~e, la~le.

2. Gewichisaziom: Jeder Anniherung werde als Gewicht eine posi-
tive Zahl, die alle moglichen Werte annehmen kann, zugeordnet und dies
susgedriickt durch

a~ e« [p].

8. Aziom der Unabhingigheit vom Mapfstabe: Ist auf Grund des Zu-
ordnungsaxioms
a~elp), la~ie[p],
so sei der Quotient p':p lediglich von 1 abhingig
pip=1Q),
wobei f(i) eine stetige Funktion von 4, aber nicht identisch 1 sein soll
4. Aziom der Unabhdngigkeit von Awnidherungen: Zwei Annsherungen

a~ea[p], b~g [q]

mogen voneinander unabhingig heiBen, weun folgende Bedingung erfiillt
ist: Ist auf Grund des Zuordnungsaxioms fiir irgendwelche reellen Werte

4 und g
ia~de [pT], wpbepp 4]
80 bestimme sich das Gewicht r der ,komponierten Anniherung

ia 4 pb e da+up [r]
eindeutig durch die Funktionalgleichung

¥() = (@) + v(@),
wobei () eine reelle, eindeutige und stetige Funktion des Gewichtsargu-
mentes allein sei.

5. Axiom des arithmetischen BMiftels: Das arithmetische Mittel zweier
unabhingigen Anniherungswerte fiir dieselbe feste GroBe mit dem Ge-
wicht 1 besitze als Annfherungswert fiir dieselbe feste Grofe das Ge-
wicht 2.

6. Aziom der Grifemordnung der Fumktion (x): Sind
a~e [1], a~a 1], -or a~e, [1]
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irgend % zu je zweien unabhingige Anniherungen fiir dieselbe feste GriBe o
je mit dem Gewichte 1, so habe das Gewicht » der ,komponierten” An-
niherung

na~ o+ oyt ot ]
die GroBenordnung ;1‘— in dem Sinne, daf bei wachsender Anzahl # der

Quotient von 7 und % von einer Stelle an, d. h. fiir alle » > n,, oberhalb

einer positiven und unterhalb einer endlichen Schranke verbleibe.

1. Ausgleichungsaxiom: Sind a,, a,, -- -, @, irgend m feste GriBen
und liegen fiir » lineare Ausdriicke in ibnen irgend » unabhingige An-
niherungen vor

Ao+ Ay -+ A, a0, ~1 [p],
Ay ay + Az 0y + +Am2 a,~b [p],

Alaa’l + A2na2 T+ ‘4mnam~ ln [pn]x

wo #>m und die 4, bekannte Koeffizienten seien, so sei fiir irgend-
einen linearen Ausdruck in den g, 4, ---, a, diejenige ,Komposition*
der obigen » Anndherungen mit % zu besfimmenden Multiplikatoren
Ay, Agy + -+, A,, die auf der linken Seite diesen linearen Awusdruck in dem
ay, Gy, * -+, @, lefert, die beste Anndherung (Ausgleichung), die das groBte
Gewicht besitzt.

& 3.
Hilfssiitze iiber reelle Funktionen.

Hilfssatz 1: Der Funktionalgleichung

ef(tz,2,) = f(tz,) f(iz,),
in der ¢ = 0 und t =0 gegebene reclle Konstante sind, geniigen alle Funktionen

r@=c(%)

wo y belichig reell ist, und dies sind auch die simtlichen fir alle reellen
oder auch nur fir alle reell -positiven Argumente definierten reellen, ein-
“deutigen und stetigen Funktionen, die diese Funktionolgleichung befriedigen
und nicht identisch verschwinden.
" Mit diesem bekannten Satze beweist man weiter, wie uns zuerst
Herr S. Halberstadt mitgeteilt hat, den
Hilfssatz 2: Die Gesamiheit der fir alle © > O reellen, eindeutigen und
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stetigen Funktionen o (x), bei demen es zu jedem Argumentenpaar z, >0,
z, > O stets genau ein Argument £ = E(x,, x,) > 0 gibt, sodaf
® v(E) = v(z,) + ¥(2)
gilt, und bei denen zugleich mit (1) fiir alle reellen ¢ > 0 auch
(2) ¥(e8) = v(ox,) + ¥(oxs;)
erfiillt ist, wird geliefert durch
‘;b(.’ﬂ) = kx”,
wo k=0 und y == 0 belicbige reelle Konstanten bedeuten.

Beweis: Zunichst verschwindet o (z) fiir # > 0 nicht identisch, da
sonst entgegen der Voraussetzung (1) mnicht £ durch z, und z, eindentig
bestimmt wiire; also gibt es mindestens ein Argument z, > 0, so daB
&) ¥(#o) + 0
ist. Weiter folgt durch mehrmalige Anwendung der Voraussetzungen (1)
und (2), daB es allgemein fiir jede®) ganze Zahl I > 1 zu irgend 7 posi-
tiven Argumenten z,, 2y, ---, 7, ein Argument & =E(x;, 2,,---, ) >0
gibt, derart, dafl fiir alle 9 >0

V(o) = v(om) +v(em) +-- - + ¥lox)

gilt; 2, =2,=-.. =z, =g, liefert fiir jede**) ganze positive Zahl I die
Existenz eines Argumentes £ > 0, so daB fiir alle ¢ >0
®) v(e&) = lv(om)

ist. Gehoren auf diese Weise zu den ganzen positiven Zahlen m und »
die Argumente £, >0 und § > 0, so ist also fiir alle ¢ >0

v(ok,) = mo(ox,), v(ek,)=nv(ez,)

inshesondere fiir ¢ = 1 und ¢ = fl‘ >0

on

V) =mu(s), () =nv(Ba);
hieraus folgt

®) v () = vla)-

Wegen (3) nimmt daber ¢(z) fiir x> 0 alle rational-positiven Multipla
von ¥(z,) und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit alle reellen Werte an,
die dasselbe Vorzeichen wie 1 (%,) haben.

Ferner nimmt % (z) jeden solchen Wert genau einmal fiir z > 0 an;
denn wire

¥(@) = ¢ ("), #+a", >0, 2 >0,

=1 ist insbesondere §=1,.
== 1 ist inshesondere £ — x, 2u setzen.

2
o o
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80 gibe es nach (1) und (2) zu 2’ und 2” ein Argument &= £'(«, #) >0,
so daB fir alle ¢ >0 ) .
$(08) = v(e2) + ¥(e2")

wire, inshesondere fiir ¢ = —Z:— >0

v@) =3 (%) + v (5);
o8 gibe also entcreoen der Voraussetzung (1) zu dem Argumentenpaar
E > 0 und 2% > 0 zwei verschiedene Argumente 2" >0 und 27 >0,
fir die }
b(@) = w@) =4 (%) +3 (5
wire. Also ist ¢(x) in der Tat einwertig, mithin nach dem Vorangehenden
monoton und daher eine monoton-einwertige Funktion.

Weiter verschwindet % (r) nirgends fiir # > O; denn gesetzt, es wire
fiir >0
v(@) =

so folgte aus (4) mit =2, p == >0

V(o h)=20(@)=0=9@),

und dies widerspriche wegen xi Ey== Z der eben bewiesenen Einwertigkeit
von #(z).

Endlich erfiillt () fiir alle z, > 0 und 2, > 0 die Funktionalgleichung
{6) U (@) ¥ (2%, 2o) = V(@) (2o 3)-
Ist nimlich zuniichst mindestens eines der beiden Argumente z, und z,,

otwa z,, eines der vorher definierten —gﬂ, fir die (8) galt, so wird aus (4)

£
mit I = m, g=x°§m‘>0 sowie 1=, 9=%$i>0

R

(e ) = mo (15, wenm) =no (5

da, wie bewiesen, zp( ¥ x‘) wegen &g L > 0 nicht verschwindet, so folgt

hieraus in Verbindung mit (3)

"P(x"m‘ g:."j) _om ( g:)

2 {(, 2y) " \%)

oder
) ¥ @) ¥ {202 ) = w(aw) ¥ (5 2),

Mathematische Annalen. LXXVI. 19
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womit (6) zunichst fiir x2=§—;ﬂ bewiesen ist. Allgemein 1dBt sich weiter
stets der eine Funktionswert, etwa 3 (2,2,), als Limes rational-positiver
Maltipla (%)v von 3 (x,) darstellen

lim (77) (@) = ¥ (z33);

bei der Anwendung von (D) auf diese rationalen Zahlen (%)y erhilt man
daher
lim % (xo é:) r) = lim ( ) ¥ (%) = ¥ (o 25)

=00
und wegen des bewiesenen monoton-einwertigen Charakters von ()

lim 7, é ) = Tyla;

V=0

(7), angewendet aunf (g’“) , ergibt mithin durch den Grenziibergang v=oc
wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von () allgemein
(6) V(o) ¥ (o0, 2) = ¥(Zo 1) (2 75)-

Nach dem Hilfssatz 1 dieses Paragraphen mit f(z) = ¢(2), ¢ = ¢(z,),
t = z,, dessen Voraussetzungen hier insbesondere wegen (6) simtlich er~
fitllt sind, ist daher

V() = P (2,) (%)y;— ka?,
wo y beliebig reell*) und wegen (3) also auch

=t 40
beliebig reell ist.

§ 4.
Die Methode der kleinsten Quadrate auf Grund
des Axiomensystems.
I. Ist die beliebige Anndhernng
a~e 7]

gegeben, so ist bei beliebigem reellen 1 das Gewicht p” der hieraus auf
Grund des Zuordnungsaxioms gewonnenen Anniherung

Aa~de 9]

* Man erkennt unmittelbar, daf y=0 dem zu beoweisenden Satze nicht Ge~
niige leistet.
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nach dem Axiom der Unabhingigkeit vom MaRstabe

p'=pf(2),
wo f(4) eine positive, eindeutige und stetige Funktion von 2 ist. Ist weiter
auch g eine beliebige reelle Zahl, so ist das Gewicht p” der Anniherung

g-da~p-da[p]

p"=pfe) =pf (D)
andererseits ist dasselbe Gewicht p” derselben Anndherung
Ap-a~ip-e [p"]
nach dem Vorangehenden auch
2" =pf (),
und da nach dem Gewichtsaxiom jeder Anniherung nur ein Gewicht
> 0 zugeordnet wird, so gilt bei beliebigen 1 und u

pfAp) =pfDF @)
f(Ag) =) f(w);

da nach dem Gewichtsaxiom f(1) nicht verschwindet, so ist nach dem
Hilfssatz 1 des § 3
f(&) =2

nach dem Axiom der Unabhingigkeit vom MaBstabe ist f(2) & 1, daher
die Konstante

in analoger Weise

oder

x =+ 0,
II. Seien irgend zwei unabhingige Anniherungen
a~alp], b~p (4]
und deren ,komponierte“ Anniherang
at+b~a+ B lr]

gegeben, so ist nach dem Axiom der Unabhingigkeit von Anniherungen
das Gewicht » eindeutig bestimmt durch die Funktionalgleichung

¥(r) = v(p) + ¥(a)-
Nach I gilt weiter

ran e (9], 2B~ 3f [Fal, AatB)~ia+ ) ),
und es ist hier analog wie eben
v (1) = v(¥p) + v(¥9).

Wegen x <+ 0 durchlinft nun ¢ = 4* zugleich mit 1 alle pogitiven Werte,
19¥
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und da 9(z) nach dem Axiom der Unabhéngigkeit von Anniherungen eine
reelle, eindeutige und stetige Funktion ist, so folgt aus dem Hilfssatze 2
des § 3

ey =rka?, k0, y<+0.

II1. Seien ferner
a~ea(l], a~all]

zwel unabhingige Anniherungen fiir dieselbe feste Grofe @ mit dem Ge-
wicht 1, so folgt nach I

1 1 /A 1 1 1\#
sa~saulB)] se~gall)]
und weiter nach dem Axiom der Unabhiingigkeit von Anniherungen
1 1

aNE“I+§“2[r};
wo fiir das Gewicht » nach II

1\ x\V 1\ 2\7 o AT AYS

=k () +H(G)) =22((3))

gilt. Nach dem Axiom des arithmetischen Mittels ist nun

y =2

“

27— 2k ((;))Y

27 == 21"37’;

also folgt

oder da k=0 ist,

hieraus folgt
y=1—xy, (x+1y=1.

IV. Sind weiter
a~efl], a~e[ll, .-, a~e,[l]

irgend # unabhingige Anniherungen fiir dieselbe feste GroBe a je mit
dem Gewichte 1, so ergibt sich fiir das Gewicht » der ,komponierten”
Annsherung
na o+ oyt ey 1]
nach IT
=k 17 k-1 e+ k-1 =kn

oder wegen k0, y 0
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Dieses Gewicht r besitzt nun nach dem Axiom der GriBenordnung. der
Funktion ¢(z) die Grofenordnung 1175 also ist

1
:/_="‘17 y=—1

und nach [II daher

xtl=>=—1, xz=—2.

~¢jH

V. Seien endlich fiir » lineare Ausdriicke in irgend m festen GroBen
irgend % unabhingige Annéherungen gegeben:
Ay + dgyag+ -+ A0, ~ 0 (1],
12“1 + Aosas Tt Am2 “m“’ L [pz];

Ay, Qg+ - 3 Ay,

Alnal-{—Agnaz—{— —]—A a,, ~l [pd,

wo n>m und die 4,, bekannte Koeffizienten seien, so folgt hieraus, in-
dem man diese Anndherungen mit ,, 4,,..., 4, multiphziert,

(Aya+ dyag+ - -+ A,,a,)~ lle[%_l:

Ay (Aigty + Apte + - - - + Ayp0,) ~ 3222[%]:

Z’n(‘A‘lna'l_!' A2na2+ st 'Amnam "Luln[ ]

und weiter durch ,Komposition® dieser Anniherungen
a, 2’11"411/ + a, Z’lr'AZv +- - ta, Eﬂ'vAmwN llll"i_ 2’2l2 +---+Z“lu[?‘},
1=1 p=1 v=1

wo fiir das Gewicht » dieser ,komponierten Anniherung nach II und IV

BB, R i
7'_1’1+P2+ +pn

gilt. Sucht man nun die ,beste Annéherung® fiir irgendeine der m festen
Grofen, etwa a,, so muf nach dem Ausgleichungsaxiom die Komposition
der gegebenen » Anniherungen mit 1, 4,,...,4, erstens auf der linken
Seite identisch a, liefern; es entstehen also durch Koeffizientenvergleichung
YO @y, dg, - . ., @, die folgenden m linearen Gleichungen fir i, 4,,...,4,

. i 1firk=gu
A = ’
(&) gl’A’”’ {0 fir k=1,2,---,m auBer k = g.
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Zweitens besitzt die ,beste Anniherung® fiir ¢, auch das groBte Gewicht 7,
es sind also 1, 44, -+, 4, so zu bestimmen, daB

HMo®, L8 _w
B) ) + e 4 + o Min.

wird. Auf diesen Relationen (A) und (B) beruht aber die Behandlung
der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer iblichen*) Form.

Auch der Fall der bedingten Ausgleichung, wo auBer den bisherigen
Anniherungen noch einige exakte lineare Beziehungen durch die Auns-
gleichungswerte fiir o, a,, ..., a, unter allen Umstinden zu erfilllen sind,
1aBt sich in bekannter Weise hieran anschlieBen.

Gottingen, den 3. Mirz 1914,

% Vgl =z B. A. A, Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von H. Lieb-
mann, Leipzig-Berlin 1912, 8. 2221



