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Die Isomorphismen der allgemeinen, unendlichen Gruppe mi t  
zwei E~eugenden.  

Von 

J. N~LS~-~ im Felde. 

Ftir diejenigen enendlichen, diskontinuierlichen Gruppen, welche deft- 
niert werden dutch eine endliche Anzahl yon erzeugenden Oper~onen~ 
zwischen denen keine Relation besteht, si~d die erst~en beiden der yon 
M. Dehn gekennzeictme~en ,,Fund~mentalprobleme"*), n'andich das Identi- 
t~- und das 'l~ra~formationsproblem trivial. Das dritte, dae Isomorphie- 
problem hat bei ilmen die Bedeutung: Zu entscheiden~ ob die Zuordnung 
tier n Erzeugenden zu n vorgegebenen Elementen der Gruppe e'me iso- 
morphe Zuordnung is~ oder nicht. 

IT, folgenden wird dimes Problem flit die al~emeine, unendliche 
Gruppe G(a,b) mit zwei Erzeugenden a end b geISst, einige FAgen- 
schaften der isomorphen Zuordnungen entwiekelt und die Anwendung ge- 
macht auf ein topologisches Problem, die Abbildungsgruppe der einfach 
berandet~n Fl~che vom Geschlecht 1. 

I. 

Zwei Elemen~ ~ und /~ der Gruppe G(a, 5) heil~u zusmmnenge- 
hSrige, prlm~tive FAemen~, wenn aus ihnen die gesamte Gruppe erzeugt 
werden kann. Das ist der Fall, wenn die ursprflng]ichen ]~mgenden 
a und 5 durc-h ~ end ~ ausgedr~ickt werden k~nnen. Die SubstitnA~n 
S ~-(~, ~), bei welcher a durch ~ end b dutch ~ ersetzt wird, definiert 
allgemein einen Isomorphismus yon G(a, b). Wir suehen zunkhst eine 
Methode, um in einer endliehen Anzahl yon Sehritten zu entseheiden, ob 
eine vorgegebene Substitution H einen Isomorphismus definiert oder nieht~ 

und ~ sind allgemein yon der Form 

*) ~rber unendliche diskontium'erliche Gruppea ~. Math. Anz. 71. 
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= a ' ~ .  b' ,  . . .  a", 'b '~ = - F I  (a'~ P , ) ,  
t f f i l  (1) ,=q 

f l  = a " ; .  b " ;  . . . a ' n q ' b  '~" ~'H (a'*; b'*,'), 
i = I  

wobei abe Exponenten und die Indizes p und q als endlich vorausgesetzt 
sind, und sind zusammengeh~rige primitive Elemente, wenn flit ebenfalls 
endliehe Exponenten mad Indizes zwei Gleichungen bestehen: 

i ,=1 

, = ,  

�9 " = ! ! (  
t t = l  

Daraus ergeben sich die notwendigen, aber nicht hiareichenden Be- 
dingungsgleichungen: 

(3) ~ g .  ~ m  + ~ v .  ~ =  1, ~ d "  ~ m  + ~ .  ~ m ' =  0, (5) 
(4) ~ g .  ~ z  + ~ v .  ~n'  --- 0, ~ g ' .  ~ n  § ~ v ' .  ~n'  = 1. (6) 

Es muB mindestens ein Quadrupel endlicher Werte ~ ,  ~'v, ~ ,  22v' 
geben, das diesen vier Gleichungen geniig~. Daraus folgt: 

Wegen (3) is~ nicht gleichzeifig Zm und Zm' gleich 0, 

. ( 6 ) .  ,, 

und d~raus weiter: 

Wegen (3) und (4) ,, , 

,, (5)  ,, ( 6 ) .  ,, 

Die Determinante 

. ~ . 2~n" . O, 

A ..__ 
2~m 2~n" 

2~m . .~n . O~ 

2~m' . 2M' . O. 

kaun also nut verschwinden, indem aUe (}lieder yon 0 verschieden and 
die Kolonnen einander proportional sind. Dann ergibt sich aus (3) und (4) 
ein Widerspruch, ebenso aus (5) und (6). Also ist A + 0 un4 

A ' 

A 

Da die links s~henden Summen ganT.~hllg werden sollen, mfissen die 
rechts stehenden 7_Abler alle den Faktor A enthalten. Also ist A selber 
dutch A l teilbar und es folgt: A-~ ~ 1. 
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Im folgenden ist die Anzahl der Erzeugenden eines Aggr~,ats A mit 
/~(A) bezeiehnet. Es ist daher vorausgesetzt, dab in A wie auch in den 
vorgegebenen, dutch (1) definierten, zusammengeh6rigen primitiven Ele- 
menten ~ und ~ kein Bestandteil der Form BB -1 vorkommt. (~, ~) l~Bt 
(]ann folgende Eigen$chaften erkennen: 

1. AuchdieElemente {~A=A-, '==A' 8A-1 

bilden ein primitives Paar. Denn bilden wir fiir sie die den Aufl~sungs- 
gleiehungen (2) entsprechenden Ausdraeke, so ergibt sieh: 

= = g  i=~p 

i = I  i~-1 

Besteht nun das Aggregat A. nut aus einer Erzeugenden, z. B. ~, so ist 
der erste Produktausdruck unmittelbar = a, und wit erhalten weiter: 

i i==~ --  ~ i= tb  i m g  

'/,=1 ,.J " =  t , = 1  

Da jede Transformation dutch eine Reihe yon Transforma~ionen mit je 
einer Erzeugenden ersetzt werden kann, so gilt der Satz allgemein 
jede Form des Aggregats A. 

2. Hat ein Element des Paares, z. B. ~, die Eigenschaft, dais ~ und 
=-t mit der gleichen Erzeugendau beglnnea, so muB, damit ~berhaupt in 
(2) die Zah] der Erzeugenden sich dutch Absorption verkleinern kann, 

oder ~-1 mit derselben Erzeugenden anfangen. Also ist d~  Paar yon 
der Fore :  

{;  = cAc-~ oder { ;  = e a t - '  
cB Bc -~. 

Dann wird dutch Transformation mi t c  die Zahl N(r erniedrigt und die 
Zahl N(~) nicht erh~ht. Ist auf diese Weise durch Tr~n~ormation erreicht, 
dab weder = noch ~ yon dot Form cAe -1 sind, so son tier so erhaltene 
Ausdruck yon (=, ~) eine ,reduzierte Form" unter allen ineinander trams- 
formierbaren Formen des Paares heiBen. Im folgenden ist (e, ~) reduziert 
angenommen. 

3. Ist iq(~)=ffi ~V(~)= 1, so kann das Paar (~, ~) offenbar nut eine 
der acht Formen haben: 
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4. Ist, was im folgenden vorausgesetzt bleibt, nicht gleichzeifig N(a)  
und N0~ ) -= l ,  so muB (2) ausgefiihrt yon dot Form sein 

r , , r , ,  
=. r ,  b r , .  

Hierbei sind die einzalnen r t== 1, und mindestens eins yon ihnen umfaBt 
mehr als 0 Erzeugende. Jedes L, ffLr welches N ( L  ) > 0 ist, muff me hr 
Ms ein vollst~udiges Element ~ oder ~ enthalten. Denn es ist nicht ein 
Element oder ein Teil eines solchen fllr sich = 1. In jedem solchen 
Aggregat r gibt es mindestens ein Element, das yon seinen Nachbarele- 
menten (dem vorausgehenden und dem nachfo]genden oder beiden zugleich, 
aber nicht mehr sis diesen beiden) absorbiert wird, ohne dab an anderer 
Stelle im Aggregat r Absorption stattzufmden braueht. De,,,, bliebe naeh 
dem ~,usl~schen yon Bestandteilen AA -1 an allen Stellen im Aggregat r, 
wo sich zwei Elemente be~hren,  in jedem Element ein Rest nach, so 
besfRude r aus lauter solchen Resten, zwischen denen keine Absorption 
mehr stattfindef~ wRre also nicht gleieh 1. 

5. I)ss in einem Aggregat r yon seinen beiden Nachbarelementen 
absorbierte Element sei ein ~. 

F a l l  I: Dies ~ stehe zwischen einem ~ und einem ~8. Da Bestaud- 
teile ~r in (2) also auch in r nicht vorkommen und ~ reduziert ist~ 
so muB ~ yon dem benachbarten ~Element  allein absorbiert werden. Also 
ist ~ oder e-1 ein Bestandteil am Anfang oder Ende yon ~8. 

Fa l l  I h  Dies e stehe zwischen zwei ~Elementen. Es babe die Form 
= AxAs, und A x werde durch das vorhergehende, A~ dutch das nach- 

folgende ~ ausgel6scht. Dann bestehen vier M6glichkeiten: Die Reihenfolge 
der Elemente ist - . -  ~ . . -  oder - - - ~ 8 - ~  . . .  oder . - .  ~8~8 - 1 . . -  oder 
�9 . -~-xe~8-J- - - .  Im zweiten und dritten Fall muff ~, da es reduziert ist, 
yon einem der Nachbarelemente allein ausgel6scht werden, F'allt also unter 
Fall I. Im ersten (und analog im vierten) Fall mtiBte ~ yon der Form 
sein, e inmal  .8 - -  B 1 A I ' ;  

gleieh_~itig aber # = A s - I B , ,  

so daft die Erzeugenden yon 13, der Reihe nach mit denen yon A, -1 fiber- 
eln~dmmen. Transformieren wir  nun das Paar (~, ~) mit A,, wodurch an 
seinem reduzierten Charakter niehts ge~de r t  wird, so wird 

=- Ax-'/3AI = AI-1B,.  

non so :V(B,). Daon F d- 
bestandteil yon ~.  
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Ist ~ ( , ) <  N(~), so ist N(As)<  N(8~). Dann ist ~-~ Anfangsbe- 
staudteil yon ~. 

Ist endlich N(a)=/V(~), also N(A~)= N(I~), so mfil~ sein ~ - - ~ "  
Dieser Fall ist also unm~glich bei der Voraussetzung, dab nicht gleich- 
zeitig N( , )  und N ~ ) =  1 sind. 

Zusammenfassend haben wit also den Satz: 
In jedem primitiven Paoa" (a, ~) ist dos E/emmt m~ ]r Zahl 

yon Er~'t~gend, en, mit dem F~ponenten + 1 oder - -1  versehen, Anfa~gs- 
oder Endbestandteil des ~ m e n t s  mit tier gr6fleren Zahl v~m Erzeugenden, 
oder dies ist dutch Transformation erreichbar. Haben beide Elemente die 
g~che Zah~ yon ~rzeugendcn, so ~teh~ jedes aus m.~r ei~r JFJrzeuga~ 

6. Es sei N ( a ) ~  N(fl). Dann ist also - -  eventuell nach einer rMu- 
zierten Transformation des Paares - -  fl = aft' oder f a  oder a - i f  oder 
flu -1. Es sei zur Fixierung des Ausdrucks z. B. die erste Form ange- 
nommen. Nach (2) ist 

i = 1  i : 1  i = 1  

und entsprechend ffir b. Also is~ aueh (~, ~) ein primitives Paar. {i' mul~ 
in reduzierter Form erhalten werden, denn w~ire ~ dSd -1, wo d aus 
einer Erzeugenden besteht, so mfiBte a = dA oder Ad -~ sein. Im ersten 
Fall wgre ~ nicht reduziert, im zweiten Fall kgme d- ld  in /i vor. 

Ist nun noch _N(~')> N(a), so ist - -  eventuell nach einer redu- 

zierten Transformation - -  ~ Anfangs- oder Endbestandteil yon ~. 
Dutch Abspalten yon Restandteilen a kommt man so schlieBlich zu 

einem Residuum ~, yon ~, fiir das N ( F ) ~  N ( , )  ist. Nun kann man in 
gleicher Weise immer n6tigenfa!ls nach reduzierten Transformationeu 
A~fangs- oder Endbes~n_dteile ~,+ ~ yon a abspalten und f~hrt analog fort, 
bis nach einer e~dlichen An~hl yon Schritten ein Residuum yon nur 
einer Erzeugenden sis Element eines neuen Paares ~a sich ergibt. Indem 
man nn~mehr olme weitere Transformationen /tiese~, so oft es geht~ yon 
dem anderen Element des Paares abspaltet, bringt man auch dieses auf 
ein Residuum yon nut einer Erzeugenden und hat damit ein letztes Grund- 
paar ~q~ in einer der unter 3. a u f g e f ~ n  Grundformen erhalten. 

7. (~,~) sei ein reduziertes Paar, fiir welches 1 ~ N(~)~  _N(~) < 2N(~) 
ist und das im besonderen die Eigenschaft hat~ daft ~ Anfangs-oder 
Endbestand~il yon ~ ist und naeh jeder reduzierten Transformation das 

transformierte ~ immer Anfangs- oder Endbestandteil des gleiehzeitig 
transformierten ~ bleibt~ Diese letztere FAgen~haft eines Pasres sell kurz 
,,VoUkommenheit ~ heiBer~ 
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Nur zur Fizierung des Ausdrucks sei wieder die bestimmte Form 
augenommen: (~-~5, ~ - ~ ' ) .  Dana erh~lt man dutch Transformation mit 5: 

/ ~ = ~,, 
~ .  

Denkt man sich diese Transformation dutch eine Folge yon reduzierten, 
~,rechts vertauschenden" (d. h. Aggregate yon vorne nach hinten versetzen- 
den). Einzeltransformationen mit je einer der aufeinandeffolgenden Erzeu- 
genden yon 5 ersetzt, so muB es darunter eine bestimmte Transformation 

T mit der Erzeugenden e geben, so dab rot T das Element ~ Anfangsbe- 

standteil yon ~, und ~ h  2' das Element 5 Endbestandteil yon ~ ist. Also 
gibt es eine Darstellung: 

~.. ~ e $ - t l  t ~=~'e~",  ~ = ~  ~ ,~, 
~ ,~____~. f~l l  f~*~ ~ ~ I I  �9 

Es mtissen danach die Erzeugenden yon ~' der Reihe nach mit denen 
yon 5. und diejenigen yon ~'-~ der Reihe nach mit denen yon 5 "-~ 
/lbereinstimmen. 

Das reduzierte Paar (sign p ~ sign ~): 

wobei j p ~  ~ O sein daft, hat offenbar such die Eigenschaft der VoU- 
kommenheit. Es gilt dann der Hilfssatz:  Dasselbe gilt welter auch 
yon dem reduzierten Paar (sign p ' ~  sign v~: 

"."1 ~1 "11 

Fiir [~ '~  v' I ~ 1 ist das unmittalbar ersiehflich, is~ aber z. B. p '~-1,  
~/ffi 0, so ist also 

= = ~'e~' +~ ' ~'e~' "+~, 
tg , ' + 1  �9 'g ' 

t 8 t -l- Transformieren wit rechts vertauschend mit (6 5")~ 1, so. wird 

----~LG GY'+'+:, 
~, = ,~'(~,'e~'? +"+~ 

~s st~ht ~m A nfang yon ~2. Das bleibt bei allen reduzierten links ver- 
tausehenden Transformationen erhalten. Naeh den Eigenschat~n yon 2' 
bleibt es aueh bei weiteren 1V(~ rechts vertause~henden Transformationen 
erhalten, falls ~V(~ ~ ~V(~). Schon naeh ~V(~')--~V(~") yon diesen ist 
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abet dss erzielte ~z Endbestandteil yon ~ und bleib~ das bei alle~ weitereu 
rechts vertauschenden Transformationen. Da nun nach Voraussetzung 
~(~') ~ ~r(~ '~) ~ ~(~') ist, so ist damit die Vollkommenheit f ~  das Ps~r 
(~, 72) erwiesen. Das bleibt richtig, falls ~V(~) ~ 1, ~(~) -- 2 ist. Dann 
ist ~V(~')----1 und _~(~')-~ ~ ( ~ " ) ~  0. Die Richtigkeit des Hilfssatzes /s~ 
in diesem Fall am Paar (~,  ~ )  unmi~elbar abzulesen~ 

Das Past Ss, auf das in 6. das urspr/ingliche primitive Paar (e~ ~) 
sehr~ttweise zuriickgef~hrt war, ha~ nun offenbar die Eigenschaft der 
Vollkommeaheit. Also best~ht sie nsch dem Hilfssatz auch fQr alle Paare 
tier Entwieklung'r~ickw~rts und schliet~lich fiir (~, ~) selbst. 

Der beschr~inkende Zusatz im Ergebnis yon 5. lautend: ,,oder dies ist 
durch Transformation erreiehbar" wird hierdurch aufgehoben. 

8. Wit k6nnen nach dem Bisherigen den Aufbsu jedes reduzlerten, 
primitiven Paares durch zwei Rekursionsformelu charakterisieren: 

(8) ' r  

(9) § 1 

mit den Bedingungen: ~l hat eine der in 3. angegebenen Grundformeu~ 
~ und ~' hsben das gleiehe Vorzeiehen, sonst w~e  ~+~ bzw. ~+~ nicht 
reduziert~ ~ und ~_~ haben das gleiehe Vorzeichen, sonst g~ibe es in 
e~+~ bzw. ~+~ einen Bestand~eil yon tier Form U F -~. Also haben alle 
(]as gleiche Vorzeichen, und das gleiche gilt yon den dutch E ~ - ~  § ~" 
defmierten Gr6~en F_ Diese notwendigen Bedingungen sind zugleich hin- 
reichend. Denn bilde~ ~q~ ein primitives Ps~r, so se~reiben wit die Doppel- 

! 

und'folgern, daft auch ~q~e+~ ein pr~mltives Past ist~ Analog ist ~ ein 
primitives Past,  wenn es 8~e_ ~ ist. Und flit das Psar S x ist es vor~u~ 
gesetzt. 

Das zu Anfang gestellte Problem ist dsmit vollst~dig gelSst. 
9. Bilden wit flit die Rekursionsformeln das charskteristis~he Zahlen- 

qusdrupel wie am Anfang yon J~ so erscheint es ebenfalls in rekursiver Form: 



~92 J. l~'r~-,x. 

Angenommen, es sei: 

so miissen in lm~ e und ebenso in I ~ . o  beide Snmmanden das gleiche 
Vorzeichen haben. Entwickelt man also 

und beriicksichtigt, dab ~e_t -Kge  positiv ist, so folgt, dab diese drei 
Summanden das gleiche Vorzeichen haben. Also kann man entwickeln: 

Ferner ist 

~ + ~  + l~,,;e+~ = I ~ , ~  + l~ , ,~ i  = -~(r = ~ ( # ~ + 0 .  
Also hat auch S ~  x die yon ~e vorausgesetzte Eigenschaft. Analog l~flt 
sie sich yon S~e erweisen, ~venn sie yon S~e_ 1 gilt. Nun gilt sie sicher 
yon $1, also gilt allgemein: 

{ i~:,~ I + I~:-I= ~(,~), 

in Worten: In ei~wm in reduzierter Form gegebenen, primitiven Pawr l~2~en 
a ~  in ei~em J~lement auflretenden ~r~eugenden einer ~ das gl~che Ez- 
ponent, envoreeicke~. 

lO. Unterwiff~ man S~e+t der Transformation m i t a  ~':' ~,~, so wird: 

Transformier~ man dies Psar weiter mit t,~,_~e_x ' so bleibt %~ unge~indert, 

Dutch Fortsetzung dieses Verfahrens wird nach 20 Schritten ffur alle i 

yon 1 bi~ 2 e t, f E , ,  t[-~-O. 
Die so erhaltene, transformiert~ Form yon 8ze+t mSge Norms]form heilhu. 
Sie ist vollkommen chsrakterisiert dutch Angabe yon S t mad der r  
r ~ h e n  Reihe der E c Die Zshlen 2~m, ,~% 2~m" und 2~n" werden dutch 
die Trausformationen nicht ge'andert. Nun flihrt abet*) jedes Zahlen- 
quadrutml mit der Determinante ~ 1 in eindeutiger Weise zu einem 
Teileralgorithmus, definiert a l~  eindeutig eine charakteristische Reihe 

*) Vgl. z. ]3. meine Schrift zKurvennetze auf Fl~chen". In. Disl.~ Kiel I915, 
S. 47--~9. 
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und ein aus Gliedern 0, + 1 u n d -  1 bes~hendes Grundquadrupel. Also 
folg~ der Ss~z: 

9rimitiven Paste yon ~(a, b), die in den ~ger. ZaNen 2~m, 2~'n, 
~,m', 2~n" iibereinaimmen, sind ineinander traasformierbar. 

Das unter L erzielte Kri~rium IRl~t sich dutch das folgende e~,fac-he 
ersetzen: 

Paar zusammea~ehCrri~er primitiver ~lemo~,  wenn die ~ldeJmna erlTdlt i.r 

Die Bea g (11) no wendig. 
Erffullt ein Paar (a, ~) die Bedingung (11), so erffillt sie auch jedes 

aus (a, ~) dutch Transformation hervorgehende Paar. F~r ein reduziertes 
Paar setzt man a, und ~, aus (8) oder (9) in (11) ein und fiudet~ da~ 
~, tier Bedingung (11) gen~g!b wenn ihr ~_~ gen~q~ S~ g e n ~  aber der 
Bedingung, folglich such ~,. 

2. Die Bedingung (11) is~; hinre~chend. 
(a~ ~) gen~ge der Bedingung, und jedes Element sei in den Erzeugen- 

den so gescln.ieben~ dab kein Best~nd~il r r  -~ vorkommt. Hat z. B. a 
t 1 die Form a = ca c - ,  wo c aus einer Erzeugenden bes~eht, so mu~ sich 

der als Zyklus geschriebene Ausdruek 

r ! ~ c  

gel sen 

~s 

~' ' c  P3 

auf (aba-~b-~) +~ (Fig. 2) 

(vgl. Fig. I) im Sinne 

F~. s. 

reduzieren: Es mu~ ~!so 
mindestens an einer Ecke P, Absorption s~finden,  ~!so/$ yon der Form 
c~' oder ~'c -1 sein. In beiden F~llen k~nn man dutch Transformation 
mit c N(a) verkleinern, ohne ~T(fl) zu vergrSBern. (a~/$) sei also reduziert 
vorausgesetzt und ds mi~ (a, ~) auch (~, a) die Bedingung 
(11) e f f ~ ,  k~nnen wig otme eine E~n~.hr~nlmng zu | P~ ~r ~ ~ ; 

a' besteht sus 0, 1, 2 usw., c und d j e  aus 0 oder 1 
Erzeugende~ Im ZyHus (Fig. 3) finder Absorption .~ ~ . 
nicht gleichzeifig bei P1 und Ps statt, sonst w~de A " i % ' "  ~ p ~  
c----d -~ folgen und a w~e nicht reduz~ert, ebenso m~ s. 

*) Dieser Satz ist mir yon M. Dehn mi~teilt women. Sein Beweis izt yon dem 
folgenden verschieden. 
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nicht gleichzeifig bei /)I und P~, sonst w~re/~ nicht reduziert. Reduktion 
finder nut an zwei gegeniIberliegenden Ecken stat~ z.B. bei P1 und-P~. 

Ist nun ~(~)ffi  _,V~), so kann keine Rech~ecksseite der Figur 3 ~gimz 
absorbiert werden, denn sonst w~e g ~ / i  und ~/~a-I~-1=-1. Finder ilber- 
haupt Reduktion start, so muB nut an P,  der Streckenzug dc und an P ,  
im gleichen Umlanfssinn der Streckenzug c- ld  -1 nachbleiben~ A]~ ist 
a / l ~ - ~  - ~  - 1, was ausgeschlossen ist. Es kann also aberhaupt keine 
Reduktion statttlnden, _N(~)~- ~ ( f l ) ~  1. Man liest dann aus Fig. 2 ab, 
dab (~,/~) eine der unter I, 3. angegebenen acht Grundformen hat, also 
ein primitives Paar ist. 

Ist abet ~ r ( a )<  ~(/~), so muff mindestens ei'ne ~-Seite ganz absor- 
biert werden; denn sonst blieben im Zyklus nach der Reduktion sechs 
oder mehr Erzeugende nach. Also ist a• Anfangs- oder Endbestandteil 
yon ~6, z. B. ~6 ffi ~p'. Dann ist ~6'----~-~/i und 

ap'a-~p "-' = aa-'fla-~fl-'r = a-l(apa- ' f l -~)a = f'(aba-~b-~) + 'r - ' .  

Also erffillt auch (e,/~) die Gleichung (11); analog fiir die anderen 
Spezialf~e. /~' wird in reduzierter Form erhalten, denn sonst w~re genan 
wie unter I, 6. ein Widerspruch zu folgern. 

D~mit sind die Bedingungen far die gleiehe Analyse des Paares (~, ~) 
wie in I mit dem dort als primitiv vorausgesetzten Paar (~, fl) gegebe~L 
(~, ~) gestattet also eine Aufl~Jsung nach den Rekursionsformeln (8) und 
(9) mit Exponenten ~ yon gleichem Vorzeichen und ffih~ anf ein primi- 
fives Grundpaar 8~, ist also selbst primifiv. 

IIL 

Ist (~, ~) ein primitives Paar, so definiert die Substitution S, bei 
welcher a dutch a und b dutch ~ ersetzt wird, einen Isomorphismus yon 
G(a, b). 8 heiBe kurz ~i~omorphe Substitdtion". 

~ t  man auf eine isomorphe Substitution 81 eine ebensolche 8j aus, 
so enf~eht wieder eine isomorphe Substitution 8 s. Denn det~nlert man 
S 1 und 82 dutch Gleichungssys~me der Form (1), so exisfiert fin" jede 
ein AuflSsungssystem (2). Enf~f~ht also 88, indem man 8 s anf 8 I ausitbf~ 
so ~anu man aus ~s, Ps mit Hilfe des Aufl~Jsungssystems yon 81 die Ele- 
mente u~, ~ mad weiter hieraus mit Hilfe des Aufl~ungssystems yon 8 t 
die urspr~nglichen Erzeugenden a und b ansdr~cken. 

Schreibt man diese Beziehtmg 

so l ~ t  sieh das assoziative Gesetz: 

(S. .  S . ) .  S,, = S,,. (S,,. &,) 
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leieht naehweisen, indem man die FAemente der dureh 

S, = (S,,. S,,). 
s . =  (s,,. s,,) 

definierten Substitutionen mi~ HiLfe der Definitionsgleichungen der B, aus- 
fithrlich hinschreibt, wodurch dann die Identitiit yon ~q~ und Sm augen- 
scheinlich wird. 

Mit S -1 sei eine isomorphe Substitution bezeichnet, welche auf S 
ausgefibt, diose in die identische Substitution (s,b) iiberftihrt. Es wird 
nach der Existenz und Auffmdung yon S -I  gefragt. 

S babe die vier charak~ristischen Zahlen 27m, ~n ,  27m'~ 27n" und 
die aus ihnen gebildete Determinante A-~ ~ 1. Dann sind dutch die 
flleichungen (7) vier wei~ere Zahlen definiert, flir welche 

~2~ 2vj , [ 2s --2. j 
i Z~" Xv" =-~z _Z.z" Z~I=A=+--I" 

Indem man auf dieses Zahlonquadrupel einen Teileralgorithmus anwendef~ 
gelangt man zu einer Reihe yon Fak~ren E#_ 1 bis F. 1 und einem An- 

fangsquadrupel / #o, "o} U zo v0, , dessen flheder in der einen Diagonale 0 und 

in der anden~ + 1 oder --1 sind. Bildet man dana S~ durch 

a~ = a~. b"o, 

fl~ = ~o'b'o' 

so kann man weiter ,nit Hilfe der Rekursionsformeln (8) und (9) S~ bis 
~# konstruieren. Dabei hat man bei jedem Schritt die Freiheit, ~. in 
zwei Summanden z, und ~' yon gleichem Vol~eichen zu zerlegen, lTbt 
man daun So auf S aus, so resul~iert eine isomorphe Substitution mit 
den charakteristischen Zahlen 

2~ 2m'§ Z/. 2n' 

diese sind abet nach (7) glei~ 
1 {o 

2,,-  2m + 2,,'. 2n  I 
Zv-  Z~n'+ Zv' .  ZW j 

o}, 
1 

die Substitution S .  ~a is~ also in die Identitgt tranaformierbar. Ist 

also s t ~  nada dieser Me.ode aufllndbar. 
Bildet man nun ~q-*-8, so ist das jeAonfMI8 due isomorphe Sub- 

8titution, also exi~ert (8 -~. S) -~ so, d ~  
( s - , .  : 
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l~rot man auf 8 -1 die identische Substitution ~q. 8 -1 aus: 
S -I �9 (8- S -I) - S -I 

und hierauf weiter die Substitution S. (8-i. 8)-I so l~l~t sich da~ unter 
Anwvndung des assozietiven Geset~s sehreiben: 

(s -1. B). ( s - , .B) .  ( s - , .  s ) - l =  (s- l .  s ) .  (s -1. s)  -1 
mad mit Hilfe yon Gleichung (12) folgt 

8 - 1 . 8 _ - - 1 .  

8 -1 ist also such definierbar sis diejenige Substitution, welche in die 
Identit~t ilbergeht, wenn 8 suf sie susge~bt wird. Dies Ergebnis lrd3t 
sich formulieren: 

Jed~ isomorphe Substitution ist AuflSsungssubstitution zu ihrer Auf- 
15s~gssubstitution 
oder anders gesprochen: 

Die Aufgabe, zu .einer gegebenen isomorphen Substitution die rezi- 
proke zu finden, ist identisch mit der Aufgab% aus einem gegebenen Paar 
zusammengehSriger~ primitiver FAemente die urspr~nglichen Erzeugenden 
a und b auszudriicken. 

IV. 

Mit/~ '  sei eine einfsch berandete FiChe yore Geschleeht 1 bezeich- 
net. Sind a und b auf t~' zwei-gescldossene, doppelplm~lose Kurven mit 
einem gemeinssmen Punkt, so ist die allgemeine, unendliche Gruppe 
G(a~ b ) - - G ~  die ,,Fundsmentalgruppe yon/~'".*). /~ sei die gescldossene 
FiChe yore Geschlecht I (Ring), die entsteht, wenn man die Randkurve 
yon /t '  dutch ein Elementarfl~cheustfick schlielSt. Die Fundamentalgruppe 
yon R ist die Abelsche Gruppe (~Rffiffi G,(a, b) mit der Relation abs-lb-1~l .  
Nun besteht der folgende'Hilfssatz: 

Zwei gescldossene, doppelpunktlose Kurven, die anf ~ ineinander 
transformierbar sind, sind es auch auf/~'.**) 

Zwei stetige eineindeutige Abbildungen yon /~ bzw. yon /t '  sind in- 
einander transformierbar, wenn die beiden Bilder yon a und gleichzeitig 
die beiden Bilder yon b ineinander trsn~formierbar sin& Jede stetige ein- 
eindeutige Abbildung yon/~' l ~ t  sich zu einer solchen yon ~ erweitern, 
indem man sie ilber das die Randkurve sehlieflende Elementsrfl~chenstfick 
fortsetst~ Homotope Abbildungen yon R' fiihren dabei zu homotopen Ab- 
bildungen yon ~_ Andererseits kSnnen zwei nicht-homotope Abbildungen 

*) Vgl. M. Dehn, ,0bet unendliche diskontinuierliche Gruppen". Math. Ann. 
71 (ten). 

**) Wegen R~umm~ngels mu~ dieser Hifssatz bier ohne Beweis sngegeben wezden. 
Ich belml~e mirvor, den Beweil spJ.ter in snderem Zrmammenhm~ge mitzuteilen. 
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yon H such nicht zu homotopen Abbfldungen yon l~ erweitert werden, 
denu zwei einander entspreehende Bildkurven, die auf H nicht homotop 
sind, kSnnen es naeh dem Hilfssatz auc-h auf ~ nicht sein. Es ~ndet 
also eine nmkehrbm- eindeutige Zuordnung der topologise~ unterscheid- 
baren Abbildungstypen yon/~ und//" start. Die (unendliche, diskonfinuier- 
fiche) Abbildungsgruppe yon H ist also wie die yon R dureh einen zwei- 
stufigen Isomorphismus mit der erweiterten Modulgruppe verbunden.*) 

Ein Unterschied zwisehen den Abbildnngen yon R und denen yon R" 
beeteht erst bei der Frage naeh den die Abbildungen definierenden iso- 
morphen Substitutionen der Fundament~lgruppen. Die Abbildungen yon 
2? werden definiert durch die Substitutionen a ~  amb~ ~ ~a~'b "" der 

Abelschen Gruppe GR, bei denen i , n' ~ "+" 1 ist. Diese bestimmen 

zugleich den Abbildungstypus yon R'. Die zugeh~rigen Substitutionen aus 
der Gruppe G~, sind yon der Form der Gleichungen (1) in I und k6nnen 
nach der Methode yon I gefunden werden, da das eharakterlstische Zahlen- 
quadrupel bekannt ist. Es ergibt sich also tier Sstz: 

Die Gru~e der t ~ g i s c ~  unterscheid~en Abbi l~ungs~  der F ~ e  
t~" vor~ Gesdd~ht 1 mit drier l~andkurve ist isonurrptt mit der Grup~ der 
I s ~  der aIlgemeine~, ~ i c ) w n ,  dislamffnuierlichen Gruppe C~(a, b) 

zwei Er , der Fundanu algrup  yon 
lm ~ e n  r einem Abb~ungsty$r ~on _~ die i ~ v ~  

Un~er~F1~ ~ in d~e be~i,mmte isomor,~e ~gostitution transfor~ierbaren 
yon G(a, b). 

Das Erkennungsmer]rmal fiir die ibbildung und die zugeh~rige Unter- 
gruppe yon Substit~utionen ist das zugeh6rige charakteristisehe Zahlen- 
quadrupel. 

Ffn" die berandete Fl~che vom Geschlecht 1 besteht also der gleiehe 
Zusammenhang zwisehen den Abbildungen der ~ e  und den Isomor- 
phismen der zugehSrigen Fund~mentalgruppe, wie ih ,  M. I)ehn flit ge- 
s ~  Fl~chen beliebigen Gesctdechts gefunden hat.**) 

F~r berandete FlU, hen yon hSherem Geschlecht ist das nicht mehr 
der Fall. 

Kon~tan t inope l  im Oktober 1917. 

*) VgL meine Sehriit ~Kurvenaetse auf Flgbchen% Inaug. l)iss., Kiel 191s. 
**) Nsch Mitteilun'g yon M. Delta. 
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