
A. Wi~,~s. Ganze Fnnk~ionen der liSLe Null I0.~ 

I~ber eine Eigenschaf~ der ganzen Funkt4onen 
yon der HOhe Null. 

Von 

A. Wzm~.w in Upsala. 

1. Bezeichnet G(z) eine transzendente Funktion endlicher Ordnung ~ 
so ist q bekanntlich die kleinste Zahl, fiir welehe, naeh u einer 
beliebigen Zahl e > 0, die Bedingang 

I I < 
befriedigt wird, fall~ nur lzl ~ r genfigend groB gewfihlt wird. Handelt 
es sich iiberdies um sin kanonisches Produkt G(~) yon Primfunktionen, 
so hat diese Zahl Q noch die Eigenscha~ dab yon den Reihen 

erstere diver~ert und letztere konver~ert, wobei r~ l a~l ist, falls 
a~ as~ ..., a~, ... die (yon Null verschiedenen) Nullstellen nach steigen- 
den absoluten Betr~gen bedeuten. 

Andererseits hat Herr Hadamaxd ein fundsmentales Theorem bewiesen, 
nach welchem sich eine unendliche Folge yon Zahlen rl, r~,..., ~... 
besthnmen 1 ~  so dab lira ~ - ~  ~ und 

I G(z) f > e 
ftir alle z yon irgendeinem der Betr~ige ~ ist. 

-Bei der Betrachtung der Funktion 

,=I ~} 

1 ~eser bin ich zaerst auf die Vermu~g gekommen., dab iYzr t~ ~ ~- 

Hadamardsche Sa~z dureh die sch~irfere 

(~) G(~)~> ~-" 
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ersetz~ warden kann*). Erst  sp~terhin gelang es mir durch Benu~zung 
eines inzwischen yon Herrn Phragm~n gefundenen Resul~ates diesen Satz 
zu beweisen*'*). Nachdem das zugrunde liegende Phragm~nsehe Resul~at 
dutch neue seh6ne Untersuchungen der Herren Phragm~n und Lindel6f 
verbesser~ worden war, gab sodann Herr  LindelSf einen vereinfachten Be- 
weis***). Einen elementaren Beweis des yon mir aufgestellten Satzes hat 
endlieh Herr Wiener gegebent) .  Unter den Verfassern, we]che sich mit 
Erg~azungen des Satzes ~ den Fall 0----0 besch~ftig~ haben, bemerken 
wit die Herren Li~tlewood und ValironJ't). 

Eine noch weitergehende Verschi~rfung des Hadamardschen Satzes ist 
abet aus meinen Resultaten beziiglich der asymptx)tisehen Dars~eltung der 
Funktion (1) nahegelegV~, welche ftir jede Ordnung 0 ~ 1 Bedeutnng hat. 
Bezeiehnen n~mlich M(r)  und ~ ( r )  den Maximal- bez. Minlmalbetrag der 
Funktion ftir I$1 ~ r ,  so ~ b t  es beliebig groBe r, ftir welche 

~isk Eine Vermutung, dab (3) fiir jede ganze Funktion yon e}ner Ordnung 
Q <~ 1 Giiltigkei~ hat, is~ auch in der Tat yon Herrn Litflewood ausge- 
s p r o o h e n ' ~ ) ,  wobei er, wie es schein~, eben yon den Verh~ltnissen bei 
der spez~ellen Klasse yon Funk~onen (1) angere~o~ women ist. Beweisen 
konnte jedoch Herr  Littlewood nur die weniger welt gehende Ungleichung 

1 
welche i~tir e ~ ~- offenbar in (2) en~halten ist*-~). 

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns die Aufgabe gestel]t, den 
vottsfiiadigen Littlewoodsehen Sa~z zu beweisen. Es is~ uns dies je~zt 
~durc'n Benu~zung ei~er Methode getungen~ vermi~els~ weleher wit  anf'~ag- 
lieh vergebens die Richtigkeit yon (~9) darzulegen versucht h~ben*~) .  

") ,,~ber die angen~hexte Darstellung yon ganzen Funktionen", ArMy f'd~ Mate~ 
mat~, Astronomi och Fysilc 1 (190S), S. 105. 

**) ,,Sur une extension d'un thgor~me de M. Hadamard", /Lrkiv fSr Mat:, kstr. 
oeh Fysik 2 (1905), Nr. 1~. 

~ )  ,,Su~ un th~or~me de M. Hadamsrd dans la ~h~orie des fone~ions enti~res", 
Rend. del Circ. Mat. di Palermo 25 (1908~, S+ 228. 

~-) ,,Elementare Beitr~ge zur neueren Funk~ionen~]~ri~", D~ss.(GStt~ngen1911). 
~') Littlewood, On the asymptotic approximation to integral functions, Lond. 

Mat, Soc. Proe. (2) V (1907), S. 361; Valiron~ Sin" les fonctions enti~res d'ordre nul, 
Math. ~ n .  70 (1911), S. 471. 

-~-) ,,A general t~aeorem on integral functions of finite order", Lond. ~ t h .  Soe. 
Pro~. (~) Vt (Z907), S. Z~9. 

*~) Bei irzega~ waohsenden Funktionen kann- man n~ht ohne weiteres bus de~ 
etws bewiesenen G~tigkeit yon (3) die Riehtigkelt yon (2) erseh~en.  

"~-~ D. h. in der Haup~ssche mit solchen element~ren Hilfsmitteln, welche dem 
Beweise des Herrn Wiener zugrunde ]iegen. 
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Eine fundamentale RoUe als ?ergleichsfunk~ion wird dabei dot Fa~kf~6n (1) 
zuerbilt, 

2. Zun~chs~ ist fes~zustellon, dab der Satz fib die Funk~ion (1) gilK 
Dies ersieht man u n m i ~ e l ~  aus der @filler yon uns gegebenen asympf~- 
~isehen Dars~ellung, woffir wir 

e~e~ 
(4) 

a erha~en haben~ mi~ einem Erg~nzungsfaktor yon der GrSBenordnung r 

wobei d die kleins~e Entfernung zwischen der S~etle ~ und einer Mutt- 
I 

ste}le --  n~ bedeute~; te~zterer Faktor hat sogar fEr lira r----, oo den erenz- 

wer~ 1~ falls fiir d eine endliche un~ere erenze angenommen wird. 

Wenn bier ~ = r  gesetzt wird, bekommt m ~  offenbar 3E(r), und 
ebenso re(r) f~r z = -  r. Man ha~ also 

(5) lira M(r) = 1. 

(2~) 2er ~e ~ e ~  

Beschr~k~ man sieh auf die ins Unendliehe sbigende Reihe 
1 

:),  r=(~+ 1 T 

so l ~ t  sieh aueh ~n(r) ohne wesentliehen Fehler mi~ dem Betrag yon (4) 
gleiehse~en. Dies is~ ohne Schwierigkei~ aus den En~ieklungen in un- 
serer zi~iert~n ~rbeit ensiehtlieh. Da wir aber dort einen solchen Schlufl 
nieh~ gezogen habe~, so mSge der Beweis, doch nut  flit diesen besonderen 
Fall~ bier reproduzier~ werden. 

Es handelt sich um den Be~rag yon 

\ he/ 
1 

f f i r r - ~  ( N  q- 1)-~. Wit sehreiben 

+ X l ~  = ~ A + / ~ + C ' . + ,  
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Sofor~ ergib~ s~h  

log r @ ' +  1), 

oder nach Benutzung der bekannten l.n~.herungsformel far die F-Fmd~ion: 

1 
p 

wo oin Glied yon der Gr~genordnung ~ bedeute~. Dieses Resultag 

ist mi~ dem folgenden i~quivalent: 

Um nun B "F C abzusch~tzen, betrach~n wit '  zun~chs~ die Integrale 

a+a=flog 1-# g 1-5 
o x~- 

t 

Machen wit bier die Subs~i~ugion ~r r ~ u bez. ~ r  ~ u,~ so erhalten wir 

1 1 

0 0 

D a s h  Reihenentwieklung bekommen wit alsdann: 

, k d ~  

0 1 

Z '  
X 

oder bei Bezugnuh~e auf die Ent~vicklung yon cos Q~ in eine trigono- 
metrische R~he  fiir ~ ~ x*):  

(7) J,+ ~ =  ~F~ .  "~'~ ~:]. 
L sm ex p 

Es ist leicht nachzuweisen, daft man 

hat~ Man hat in der Tat 

*) Oder auf die gewOhnliche Zerlegung yon cot ~x in Partialbrfiche. 
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t 

(81) log 1 -- dx < log 1 -  7 /  --  
1 

sowie auch 
t v + ~ -  

.r,o,(,-,) ( . --y d x < l o g  1 - - ~  (~>2V) 

~_~ x -~ . 

Dies ersieht man daraus, dal~ erstens fiir 0 < ~ __~ 1 ,  ~ ~ N: 

( ' 5  ' ; (  ?')( i-- =i+)~--2 > 1 1 

I 1 i 

0,2--~')  e O,--a)r (~,+~)~ 
= = 1 +  ~, r r - "  

1 1 
Derivier~ man (v--8)-e + (v q-~)T hack b, se bekomm~ man 

z ,, +,~)7-'_ (,,_,~)~-' 

also eine positive GTSfle. Hieraus folgt 
1 1 1 

(~-~ ~)~ + (~+~)r > 2 ~ .  

Die Evideaz tier obigen Ungleichung ist mithin dargeleg~ Andererseits 
1 

erschlieBi man die Richtigkeit yon (81) , indem man ffir 0 ~ ~ ~ ~- den 

husdruck 

.log(1 (,__r-r)�88 log(1 (,.ir--#).~) 

nach 8 deriviert. Man bekomm~ ja dann 

r I 1 _ ~1 r 1 ~ t  
i (.--$)~ x (~+a)e i 

k (,, - ~) ( ,  

welche GriiBe ja ~ 0 iSt. Hiernach ergib~ sich aus (6) und (7) 

. ~  . 1 
l o g m ( r ) >  ~ e z  c ~ 1 7 6  
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Der weseJatliehe Faktor yon ~n(r) ist mithin 

. - : - - - - - t O  co s  ~ ~ 
e s m ~ z t  , 

1 1 

(2~)~e r ~ 

Vergleieh~ man mi~ (5), so bekomm~ man f/ir 1 > el -> 0, wenn _N g~- 
n~gend groB angenommen wird: 

(9) > 

welehe Relation offenbar mit (3) ~quivalenl ist. 

3. Wit  betraeh~en jetz~ ei_ue behebige g~nze .transzenden~e FtmktSon 
/~'(z) yon einer Ordnung ~ < 1. Es sei J~l(z) die Ftmktion, welehe aus 
/Z'(z) erhalten wird, were1 die :bTulls~ellen mi~ gleichbleibenden absoluten 
Betr~gen s~mflieh auf die negative reelle Aehse verle~ werden. Es be- 
zeielme Ml(r ) bez. ml(r ) den Maximal- bez. Minimalbetrag yon Lma(z ). 
Dam~ hat man 

=< > 

17ieraus ist, in l~ereinst~mmtmg mit einer s Bemerlmng yon uns, 
ersieh~eh, daft (3) allgemein gilt, wenn der Beweis fiir solche Funklionen 
F(z) au~gefiihrt werden l~ann, deren s6mtliche ~Vullstellen auf der negativen 
reetlen Achse liegen. Aneh ersieht man, dab es ffir die allgemeine GiiltJg- 
keit des Satzes yon keiner Bedeu~ung ist, falls wit beim Beweise etwaige 
Nullstellen z = 0 weglassen, d.h.  den EinfluB eines in re(r) und J / ( r )  in 
gleieher Weise auftre~enden Faktors r ~ ( k >  O) nieht abseh~t~en. Uber- 
dies mag, da ein konstanter Fak~r  hier ohne Bedeu~tmg ist, ~ ( 0 ) =  1 
g e s e ~  werden. 

Zun~ehst wolten wit eine geeignete Vergleiehsftmktion P ( ~ )  kon- 
struieren, fi~r wetehe die Gifltigkeit yon (3) sieh sehon aus den Ausein- 
andersetzungen der vorigen Nummer erschlieBen l~Bt. Dabei h~del~ es 
sieh doch~ wean wir uns genau ausdrfieken wollen, ia versehiedenen Inter- 
vallen um versehiedene Vergleiehsftmktionen. Fiir die Funktion if(z)  babe 
M(r )  bez. ~ ( r )  dieselbe Bedeu~ung wie M(r) bez. re(r) fiir 2~(~). Die 
Bedingtmgen, welehe die Hilfs~imktion efffilleax sol[, seien die folgenden: 

(101) m(~) M(~) > ~( r )  M(~); 

(10~) ~'(~) ~(~)- 

Aus diesen folg~ n~imlieh, falls 

und 
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gesetzt werden; })el Berfiaksioh~gung von~ ~ > / -  i, 

(1I) ~ > ~. 
Betrachten wir n~mheh die MSglichkeiten 

~(r) >~ re(r) 

ffir die verschiedenen u-Werfe, so ist aus (10) ersichffich, dab das Zeichen > 
ffir u = _  1 giiltig is~. Dasselbe mul~ dann ffir einen beliebigen We~ 
1 > u > -- 1 der Fall sein. Ffir das Zeichen = hat man ja nut eine ein- 
zige reeUe LSsung u = %, und dabei muB entweder u o > 1 odor ~ 0 <  --.1 
sein, da offenbar die Zeichen > und < sich in irgendeiner Weise auf die 
F~ille u > u o und u < u o verteilen. Aus diesem Grunde ist 

m (r) ~ (r) ->  __ - - - i ,  
[M(r)] ~- M(r) ~" 

woraus sofort (11) fol~. 
Das Produk~ re(r) zerlegen wir in zwei Teilprb~uk~ nh(r) und m~(r), 

so dab in m 1 (r) die zu aen Nullstellen gehSrigen Fak~ren auftreten, deren 
B e ~ e  < r sind, und die fibrigen in m~(r). Nach demselben Grundsa~ze 
seien anch M(r), ~(r) und M(r)  zerlegt. Wir Werdea die Vergleichs- 
funktlon jedesmal so w~ihlen, dat~ F(z) und .~(z) dieselbe Anzahl yon 
�9 Nullstellen besi~zen, deren Betr~ge < r  sin& Uberdies wollen wir den 
Teilprodukten die folgenden Bedingungen auferlegen: 

(~-~) ~,(~) > ~(~); ~(~) > ~,(~); 
(12~) ,~(~) > ~(~)i ~ (~)  < ~ ( r ) .  

Wir versuchen dann (10,) und (10,) schon fis mx(r ) und ~(r )usw .  Set 
sonders zu befriedigen. Es wird dann yon selbs~ je eine Bedingung auf 
Grund yon (12) befriedig~ Was fibrig bleib~ is~ noch 

und 
( ~ )  ~,(r) ~,(~) > ~,(,).~.(~) 
zu erfiillen, 

In welcher Weise wir bei der Konstruktion yon ~' (z) auf die in (12) 
und (13) enthalteuen Bedingungen Bezug nehmea wollen~ werden wir zu- 
n~chs~ darlegen. 

~. Wit  werden zeigen~ dab den weiteren Be~ng~nge~ yon se l l~  
niigt wird, falls wit nur die auf die Ma~imalbeh~ge bezfiglichen Un- 
gteiehungen 

~(~)  > ~,(~); M,(~3 < ~ , ( 0  



in geeigneter Weise befriedigen. Ehe wir noch die Funktion _,~(z) en& 
g~itig fixieren, wollen wit nachweisen, yon was ffir Umst~den die in Aus- 
sicht gestellte L~Jsung unserer Aufgabe abh~tng~. Wir schreiben in Pro- 
duktdarstellung 

,u=l. 

Hat man dam~ 

~,  (~) = ~ + ; 
, u = ~ + l  

so  so i l  

( 1 5 , )  

"_- ( "+)  

'v 

H (1 + ~._~) > 1 

(.u= 1,2,...,n); 

(~ = n + 1 , . . . ,  o~ ) ,  

(v=0,1,...,n)~ 

so ~rgibt si& 

# = 1  

S~aatlichen Anforderungen werden wir nun in der besonderen Weise 
geniigen~ daft, falls wit 

n + l  

schreiben, 'und in ~hnlicher Weise die Produkte Ml(*)(r), ~(*)(r) eiv_fiihren, 
dafiir Sorge getragen wird, dab man stets 

04,) ~r < ~r 0 '=  1, 2,..., o~) 
tmt~ 

Was in (141) and (14e) verlan~ wird, l~6t sieh auch so formulierem 
Setzt man 



G~nze Funk~ionen der H~he Null. "~05 

v 

(153) H (1 + t~+~ > 1 (v-~ 1,2, . . . ,~)  

win. Wit bemerke~, dab man fQr die eingeFdhrten GrSBen 

b,--~ + ' 
1 

% 
bekommt. 

Behufs der weiteren Entwicklangen werden wit auf die leicht zu b~- 
weisenden Ungleichuagen 

(16) 5 < log (1 + ~) _< a ( u >  -- 1) 
I ~ - ~  

besonders Bezug nehmen, iVach diesem folg~ aus den Sys~emen (151) und 
(15~), welche wir berei~ als erl~ll~ annehmen: 

v 

Ffihren wit je~z~ die ffir eliese GraVen gefundenen Ausdr/icke ein, so 
I~il~t sich das Resultat in der folgenden Weise dars~ellen: 

1 1 

(17~) ;. -' > 0 (v = 0 , 1 , . . . , ~ ) ;  
~,=o b~_~, ~- 1 

1 1 

(1~) ~ ~+" ~+" ~=  ~). . . . . . . . . . .  r -  - -  > 0 1~--, 

Was noch iibrig bleibt, ist atles erledig~, falls wit nut, mi~ Benu~ztmg 
der erhal~enen Ergebnisse, die Richtigkei~ der beiden Sys~eme 

(is,) 
nachweisea kGnnen. 
folgenden Weise. 

Hier machen wit ebenfalls eine Unfformung in 'tier 
Wir schreiben 



a~x 

~ + 1  % 

(F = n + l , - . - ,  oo), 

so da6 also (181) und (18~) dutch 

(191) 1 1  (i + ~,~_,,) > 1 
/ t=0 

,s 

(19,) H (1 + g,+~,) > 1 
#=1 

, r  

b 1 
- -  =-. ; "  ( t + ~ . )  @ = o , 1 , . . . , n ) ;  r + l  

g 

(v=.O, I,---,n); 

(v = 1, .-., oo) 

(20) 

zu erbringen. 

ezsetzt werden. Es gilt zu untersuchen, inwieweit aus (171) und (172) auf 
(191) und (193) sich schlieBen t~gt. Naeh (16) wei$ man: da$ dies tat- 
s ~ i e h  der Fall ist, wenn es ~gding%, den Beweis ffir 

y ** 

, ~  n,~_~_>O; ~ o,,+~, > 0  
,u=O ~=1 

Nun hat man 

2 

bj .j 
f ~  

1 . . . .  

Was in (20) verlang~ wird, 1RB~ sich alao, naeh Einfiihxung der zu 
den GrSSen ,;~ and ~,  gehSrigen Ausdrticke, in der fdgenden Weise 
schrdben: 

t 1 

(210 ~" + l )  -7--  ~=~ (b--~-z (a_~_~_ 1) > 0 (v = 0, 1,..-,n); 

1 1 
+ b~+~, a2+,, 

(21~). ~_~ ~ > 0 (v -=- 1,..-, ~). 
/~=1 I a~+. u 
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Da~ in der Tat ~lie Systeme (21)nights an&~res als F o l ~ e n  al/s 
den Sysi~men (17). dars/mllen, t i~t sich, wie wlr sofort,sehen w+r~le~, ohne 
Schwierigkeit nachweisen. 

5. Hierbei kommt besonders in Betracht, dab die Glieder in (21~) je 
aus den +ntsprechenden in (17~) dutch Hinzuffigung des Faktors 

1 

q,-~ 

erhalten werden, und dal~ man in gleicher Weise je durc]/ V~rmitttung 
de~ Faktors 

1 1 + 
b n + ~  a n + i x  

r 

a ~ .i- ,u 

yon (17~) nae=h (21~) hinfiberkommt. In beiden F~IIcn handd~ es sich~ 
wie man leicht sieht, um Faktoren, welehe bei steigendem # jedenfalls 
nicht zunehmen. Diese Tatsache geniig~, wie aus dem folgenden allge- 
meinen Reihensatze, dessen Beweis sich ~uBerst einfach au~ffiihren liiBg~ 
ersichtlieh ist. 

Man betrachte die beiden l~eihensysteme 
y 

P , = ~ %  ( , ,=0 ,1 , - - - )  

und 

~,=0 

wobei die in Q, hinzutretenden Faktoren ~, positive mit ~ nieht zunehme~de 
Gr6fie~, also Z,~ ~ Z~+I, bedeu~. Hat man dccan jedesmal 

2 , ,>0 ,  
so mu~ aach stets 

Q,>O 
sein. 

Der Beweis folgt ganz einfach daraas, dab man 

ae~eiben L~nn. 

6.  Je~z/~ haben wit zu zeigen, wie man + die Kons~ruk+~on vr F ~ -  
t~onen ~(z)w~_rk~ich ausfflhren kann~ so dab den fundamen~len Bedin- 
g~angen (14~) und (14~) geniigt wird; cloth ist es dabei offenbar belanglos, 



falls irgendwo das Zeichen > dutch = ersetzt wird. Wit setzen voraus, 
da~ r > a~ sein soil, wo I eine beliebig ~o~e Zahl bedeutet In soleher 
Weise wird dann aueh r beliebig groB. 

Wit betraehten fiir 1 > q~ > # das Verh~ltnis 

( ~ =  1, 2 , . . . , i ) .  
1 

Die zugehSrige obere ~renze sei 1. Wir fixieren dann die zu ~ (z )  ge~ 
hSrigen Nultstellen durch 

1 

b~= 1/~e, (gin 1,2~-.., ~ ) .  
Es folgt hieraus 

lira b~, = O. 
,u---~ G u 

Es sei n~ die niedrigs~e Zahl mit der Eigenschaf~ dab fur p > ~l stets 
bs < a~ ist. Amdererseits sei n~ die grS~tm Zahl, so daft ffir @ <_ ~h man 
olme Ausnahme 

~ > ~  

hat. Nach den Voraussetzungen ist n~ >__ ~. 
Be~ilglich der Lage yon r is~ zu zeigen, dab diese2be sich zwischen 

b~, ~n~ b~+~ ~ e s ~ n ~  l ~ .  ~ ~ ( ~ )  ~ a  04,) ~u b~m~ig~, 
genfig~ fiir ,~ ___< n~ und # > n~ schon der Vergleich der einzelnen l~ak- 
~ren~ da man ja unmit~elbar finder 

~ + 1 : >  r ",~ _ E  + 1 (~ <,~); 

1+~<I+ b--~ (~>~)" 

Wir versuchen zun~chs~ mi~ der Wahl 
1 

( 1~,~ r = l  n l + ~ /  , 

tst n~ ~ n~, so }s~ die Saehe hiermit schon erledigt. Anderenfalls hat man 
zu antersuchen, wie es sich mit den MSglichkei~en 

#=I ~=I 

vert~lt. Komm~ bier nirgends das untere Zeichen vor~ so sind s~mttiche 
~rundbedingungen ebenfaUs eri~dllt. Wit nehmen abet an~ dab es sich in 
so einfacher Weise nicht verh~Jf~ da~ also da~ untmre Zeie~hen zum ersten 
Mate flit ~ = n s -  n i aui~ri~g D~nn ha~ man offenbar imwer 
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~o=0 0=0 

(tz = O, 1, �9 �9 -, n~-- ~ - -1 ) .  

Wie die Herleiimng yon (171) zeig~ folgg hieraus 

1 1 

<~3) ~ - - - - - -  > o (~=o ,  1, ..., n ~ - n ~ - l ) .  
e =o 1-kb~_e 

Wir wollen jetzt nachweisen, daft in den Ungleichuugen (22) r durch 
jede GrSBe /~ ~ r erse~zt werden daft. Bei dem Beweise dieser Tak~ache 
werden wir sogar &was mehr leisten. Schreiben wir n~mlich 

%-e %-e (1 + ~ - e ) '  

b~ _ e b~  _ O 

~o wird sich herauss~ellen, daB man 
u 

(2~> H ( ~ +  Q_r ~ o~ =o, ~, . . . , ,~- , , -~)  
#=0 

]aat. Man bekomm~ ja 

~nd den Ungleichungen (24) wird gen~igt, falls sieh beweisen l ~ t ,  da~ 

'~ ~'~- ~ (,~ -- o, "', ~ - ' ~ - D  Z t +  > 0  1,. 
e= o t ~ - e  

~s~ Na~h Einf~ihrung der ffir die GrSBen 8-,-e gegebenen Ausdrfioke geht 
~liese hinreichende Bedingung in 

1 1 

<25) + r > 0  

(~ = o, 1 , . . . ,n~-  m - l )  

~iber. Vergleiaht man je~zt (23) und (25), so en~spreohen diese e i~nder  
in solcher Weise, dab aus je ehlem Glied im ersteren System das zuge- 
hGrige im l&z~eren System dutch Hinzuffigung eines Faktors 

Mathemati~Jae An~J~a. r,~rV-L I~ 
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1 

a , , -  e 

erhalten wird. Da dieser Fak~or mit 9 hie zunimmt, so l~iBt sich, nack 
dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze, (25) als eine Folgerang  
aus (23) auffa, ssen. 

Ffir n ~ n 3 wird es ein erstes Mal, etwa ffir n = n I + 1, vorkommen r 
dab man bn < a .  erh~lt. Offenbar ist n~ ~ he. Wi t  versuchen dann miC 
einer neuea Wahl yon r~ indem wit  

1 

setzen. Rierdurch werden ja, wie aus den soeben gemaehten Auseinander- 
setzungen fo]gt, die Bedlngungen (141) , ebenso wie bei der vorigen Wahl~ 
yon selbst erftillt. Ist dasselbe auch hier nieht mlt (143) der Fall, so 
machen wir noch einmal einen Schri~ in derselben Weise, wie wit  soeben 
yon n ~- n 1 zu n = n~ hinaufstiegen. Da man hier stets n ~ ~ erhilt ,  s e  
mu6 zuletzt aueh den Bedingungen (14s) Gen~ige geleistet werden; wenn- 
nicht frfiher, so allenfalls f~r n = n~. 

Aus der Tatsache, daft r so gewiihlt werden kann, daft die Anzahl n �9 
der Nullstdlen, deren Bebriige ~ r sind, beliebig grofl wird, und aus den 
in der 2. Nummer dargelegten ~,igensehaften dvr Funktion ~ ( z )  folgt jetzt r 
da ,o i - - p  beliebig tdein gewtihlt werden kann, unser ttau~tsatz (3). 

7. Noch genauere Resultate kann man erhal~en, wenn man den yon 
Herrn LindelSf verallgemeinerbn Ordnungsbegriff einfiihrk Dabei wird es 
nStig, besondere Absch~tzungen yon Funktionen wie 

. ~ ( 1 +  i s " 

1 
auszuffihren. Im Falle q = ~- und a 1 ~ 0 ergibt sieh fiir diese Vergleichs- 

r u n , i o n ,  nnd mi~hin aueh far  gewisse allgemeine Fn-ktionenklassen vo~ 

der Ordnung q = 1 ,  dab der Minimalbetrag ffir beliebig groBe r 

e ~ 

wird, so dal~ also ~bereinstimmung mR den Funk~ionen yon elner Ord- 
1 

hung Q < ~ eintritt. 
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Der Fall der ganzen Fu~]~onen yon der H~ihe 0 und der 0rdnung I 
L~Bt sich jetz~ auch behandeln. Die Resultate, welche sich dann herlei~en 
lassen, erlauben den folgenden aUgemeinen Satz aufzusteUen: 

E s  sei eine 5e~iebige gauze _ ~ u ~ i o ~  yon der ~ h e  0 und  der Oro~- 

hung O (1 ~ #) gegeSe~. D a n n  l~ifit sich fi~r r eine unendliehe Folge 

rl ,  r 2, �9 �9 r , ,  �9 . .  (lira r~= ~ )  

aufsteNen, so daft die Ungleichung 

5a~t~itigt wird. 
Auf den Beweis der in dieser Nummer mitgeteilten S~itze verzichten 

wit hier. 

Upsala ,  11. Februar 1914. 

14" 


