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Uber eine Eigenschaft der ganzen Funktionen
von der Héhe Null

Yon

A. Woax in Upsala.

1. Bezeichnet G(2) eine transzendente Funktion endlicher Ordnung o,
so ist ¢ bekanntlich die kleinste Zahl, fir welche, nach Vorgabe einer
beliebigen Zahl & > 0, die Bedingung

1G@)| < et
befriedigt wird, falls nur |2| = geniigend gro8 gewshlt wird. Handelt
es sich iiberdies um ein kanonisches Produkt G(#) von Primfunktionen,
so bat diese Zahl ¢ noch die Eigenschaft, daB von den Reihen

1 2! 1
;6: bez. i “"——,"9+£
n %

erstere divergiert und letztere konvergiert, wobei 7, = a,| ist, falls
Gy, Ggy - -+, @,, -+ die (von Null verschiedenen) Nullstellen nach steigen-
den absoluten Betriigen bedeuten.

Andererseits hat Herr Hadamard ein fundamentales Theorem bewiesen,
nach welchem sich eine unendliche Folge von Zahlen #, 7,,---, F,, - --
bestimmen 148t, so daf }Lm 7,= oo und

|G@)] > e

fir alle # von irgendeinem der Befriige. 7, ist.
-Bei der Betrachtung der Funktion

o0

(1) U(u’rfz) 0<o<l)

»€
bin ich zuerst auf die Vermutung gekommen, daB fir o <~;~ dieser
Hadamardsche -Satz dureh die schirfere
@ (). > e~
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ersetzt werden kann¥®). Erst spiterhin gelang es mir durch Benutzung
eines inzwischen von Herrn Phragmén gefundenen Resultates diesen Satz
zn beweisen®*¥). Nachdem das zugrunde liegende Phragménsche Resultat
durch neue schéne Untersuchungen der Herren Phragmén und Lindelsf
verbessert worden war, gab sodann Herr Lindeldf einen vereinfachten Be-
weis**¥), Kinen elementaren Beweis des von mir aufgestellten Satzes hat
endlich Herr Wiener gegebeny). Unter den Verfassern, welche sich mit
Erginzungen des Satzes fiir den Fall ¢ = O beschéftigt habén, bemerken
wir die Herren Littlewood und Valiron{+).

Eine noch weitergehende Verschirfung des Hadamardschen Satzes ist
aber aus meinen Resultaten beziighich der asymptotischen Darstellung der
Funktion (1) nahegelegt, welche fiir jede Ordnung ¢ < 1 Bedeutung hat.
Bezeichnen niimlich M(r) und m(r) den Maximal- bez. Minimalbetrag der
Funktion fir || =, so gibt es beliebig grofe r, fiir welche
® m(r) > M(ry=en=e
ist. Eine Vermutung, daf (3) fiir jede ganze Funktion von einer Ordnung
¢ <1 Giiltigkeit hat, ist auch in der Tat von Herrn Littlewood ausge-
sprocheni{{), wobei er, wie es scheint, eben von den Verhiltnissen bei
der speziellen Klasse von Funktionen (1) angeregt worden ist. Beweisen
konnte jedoch Herr Littlewood nur die weniger weit gehende Ungleichung

m(r) > M(ryorer=e (e <5)s

welche fir o > % offenbar in (2) enthalten ist®}).
In der vorliegenden Arbeit haben wir uns die Aufgabe gestellt, den
vollstindigen Littlewoodschen Satz zu beweisen. Es ist uns dies jetzt

durch Benutzung einer Methode gelungen, vermittelst welcher wir anfing-
lich vergebens die Richtigkeit von (2) darzulegen versuecht haben®j).

* ,,Uber die angenzherte Darstellung von ganzen Funktionen®, Arkiv for Mate-
matik, Astronomi och Fysik 1 (1903), S. 105.
**) ,Sur une extension d'un théoréme de M. Hadamard*, Arkiv for Mat., Astr.
och Fysik 2 (1905), Nr. 14.
% Sur un théortme de M. Hadamard dans la théorie des fonctions entidres™,
Rend. del Circ. Mat. di Palermo 25 (1908}, 8. 228.
1) .Elementare Beitrige zur neueren Funktionentheorie®, Diss. (Gottingen 1911},
1) Littlewood, On the asymptotic approximation to integral functions, Lond.
Mat. Soc. Proc. (2) V (1907), 8. 361; Valiron, Sur les fonctions entidres d’ordre nul,
Math. Ann. 70 (1911), 8. 471
i1 »A general theorem on integral functions of finite order, Lond. Math. Soec.
Proc. (2) VI (1907), S. 139.
*t} Bei irregulir wachsenden Funktionen kann-man nicht ohne weiteres ans der
etwa bewiesenen Giiltigkeit von (3) die Richfigkeit von (2) erschlieBen.
*#4) D. b. in der Hauptsache mit solchen elementaren Hilfemitteln, welche dem
Beweise des Herrn Wiener zugrunde liegen.
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Eine fundamentale Rolle als Vergleichsfunktion wird dabei der Funktion (1)
zuerteilt.

2. Zuniichst ist festzustellen, daB der Satz fiir die Funktion (1) gilt.

Dies ersieht man unmittelbar aus der frither von uns gegebenen asympio-

tischen Darstellung, wofiir wir
7z
esi.ngiz

@ 2
EEZ AR

mit einem Erginzungsfaktor von der Gréﬁenoi'dnung g erhalten haben,
wobei d die kleinste Entfernung zwischen der Stelle 2 und einer NuH-

1
stelle — %¢ bedeutet; letzterer Faktor hat sogar fiir lim » = oo den Grenz-
wert 1, falls fiir —;14 eine endliche untere Grenze angenommen wird.
Wenn hier 7 =1 gesetzt wird, bekommt man offenbar M(r), und

ebenso m(r) fir s = — . Man hat also
. M)
(5) }‘I:I.]‘i 1 1 Z_ e =1.

(2”) 2 r 2 Pl 23

Beschriankt man sich auf die ins Unendliche steigende Reihe

1
r= (n + —1—)9,
so a8t sich auch m(r) ohne wesentlichen Fehler mit dem Betrag von (4)
gleichsetzen. Dies ist ohne Schwierigkeit aus den Entwwklungen in un-
serer zitierten Arbeit ersichtlich. Da wir aber dort einen solchen SchiuB
nicht gezogen haben, so mdge der Beweis, doch nur fiir diesen besonderen
Fall, hier reproduziert werden.
Es handelt sich um den Betrag von

q>(f)=n(1——r_g !

1 n®
1

fir r = (N + —;—)? Wir schreiben

gl = D'log #Z‘fog(l - E,-?)’
1 ne 1

+210g(1——~’—1—)==A+B+ c.
N+1

ué /
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Sofort ergibt sich
N 1 1
4= log (¥ + 3) — = log F(N+1),
oder nach Benutzang der bekannten Anniherungsformel fiir die I'- Funktion:
1 1 1 1
A= 1og(N+ ?) — 55 log 22 + B

wo [—Iﬁ] ein Glied von der GriBenordnung —117 bedeutet. Dieses Resultat
ist mit dem folgenden &quivalent:

1 1 1

Um nun B + C abzuschitzen, betrachten wir zunichst die Integrale
r¢ X «
xf r
J,—{-J,=flog<1——7)dx+flog 1——\dz.
0 ¢ ,23—5

3

e
Machen wir hier die Substitution 3:7 =y bez. —51— = %, 850 erhalten wir

z¢
1 1
J;+J;=gre[fu@“ilog(l—u)du—{—fu—e-llog(l—u)du].
() 0

Durch Reihenentwicklung bekommen wir alsdann:

i o
kv0—1 —g—1
,]1+J2=_.9r9f E'Le__;:li_gdu
0 1

- 1
= =20 g
1

oder bei Bezugnahme auf die Entwicklung von cos g in eine trigono-
metrische Reihe fiir ¢ = x¥):

™ Tt = [n il — 2.

sin ow I

Es ist leicht nachzuweisen, daf man

B+C>J +d,
bat. Man bat in der Tat

* Oder auf die gewdhnliche Zerlegung von cot ¢z in Partialbriiche.
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(8) f:o: (1 - —1) dx < log (1 — T—?) LN,

l‘«.—.

2

sowie auch
7+%—

(8,) flog (1——) da:<1og(1— *) (»>N)

-y--E x‘ . ’V_E;
Dies ersieht man daraus, daf erstens fiir 0 <6 < —2— v X N:

1\ 2 I3 1 1 s
( __!’_5) — 1+3’f__.2 >(1_§3’_:T§)i)(1_.£’ii;ﬁ)
ES 1 ES

PP TR U 2.1

r
1 1

Deriviert man (v—8)¢ + (v+ 8)¢ nach 0, so bekommt man

1 1
—}[(«:H)e e,
also eine positive Grofe. Hieraus folgt

1 1 1

(az—'&)?—}- (v—}—t?)? > 29¢,
Die Evidenz der obigen Ungleichung ist mithin dargelegt. Andererseits
erschlieBt man die Richtigkeit von (8,), indem man fiir 0 <0 _s_—;— den

Ausdruck
,log(l-- z 1)-{-log(l—- . 1)
(=8¢ (4 8)¢
nach 8 deriviert. Man bekommt ja dann
___r‘}' 1 _ .1 1
e 1 ENp ’
| (»—&9“(1— ’ ;) (v+a>9“(1—- s 1)j
L =] e

welche Gréfe ja < 0 ist. Hiernach ergi’bt sich aus (6) und (7)

— &.
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Der wesentliche Faktor von m(r) ist mithin

Vergleicht man mit (3), so bekommt man fir 1 > ¢, >0, wenn N ge-
niigend gro angenommen wird:

®) m(r) > [M(r)]er,
welche Relation offenbar mit (3) #quivalent ist.

3. Wir betrachten jetzt eine beliebige ganze transzendente Funktion
F(z) von einer Ordnung ¢ << 1. Es sei F,(2) die Funktion, welche aus
F(2) erhalten wird, wenn die Nullstellen mit gleichbleibenden absoluten
Betriigen simtlich a,uf die negative reelle Achse verlegt werden. Es be-
zeichne M, (r) bez. m,(r) den Maximal- bez. Minimalbetrag von F,(2).
Dann hat man

M(r) < My(r); m(r) 2 my (7).

Hieraus ist, in Ubereinstimmung mit einer fritheren Bemerkung von uns,
ersichtlich, daf (3) allgemein gilt, wenn der Beweis fiir solche Funktionen
F(2) ausgefiilrt werden kann, deren similiche Nullstellen auf der negativen
reellen Achse liegen. Auch ersieht man, daf es fiir die allgemeine Giiltig-
keit des Satzes von keiner Bedeutung ist, falls wir beim Beweise etwaige
Nullstellen z = O weglassen, d. h. den Einfluf eines in m(r) und M(r) in
gleicher Weise auftretenden Faktors #* (k>>0) nicht abschitzen. Uber-
dies mag, da ein konstanter Faktor hier ohne Bedeutung ist, F(0) =1
gesetzt werden.

Zunichst wollen wir eine geeignete Vergleichsfunktion ¥ (z) kon-
struieren, fir welche die Giiltigkeit von (3) sich schon aus den Ausein-
andersetzungen der vorigen Nummer erschlieBen 1i8t. Dabei handelt es
sich doch, wenn wir uns genau ausdriicken wollen, in verschiedenen Inter-
vallen um verschiedene Vergleichsfunktionen. Fiir die Funktion ¥ (z) habe
M (r) bez. m(r) dieselbe Bedeutung wie M(r) bez. m(r) fiir F(s). Die
Bedingungen, welche die Hilfsfunktion erfiillen soll, seien die folgenden:

(19,) m(r) M(r) > m(r) M (r);
m(r) mir)
(10;) M T M@ ’

Aus diesen folgt namlich, falls
m(r) = [M(r)]
#i(r) = [M (r)F

und
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gesetzt werden, bei Bericksichtigung von # >+ 1;

(11) %> %.
Betrachten wir nimlich die Mﬁglichkeiten
mr) >. m)

(M@ < (E@W)

fiir die verschiedenen u-Werte, so ist aus (10) ersichtlich, da8 das Zeichen >
fiir w= 4 1 giltig ist. Dasselbe muB dann fiir einen beliebigen Wert
1>wu>—1 der Fall sein. Fiir das Zeichen = hat man ja nur eine ein-
zige reelle Losung # = u,, und dabei muf entweder u, > 1 oder u,<<—1
sein, da offenbar die Zeichen > und < sich in irgendeiner Weise auf die
Fille w > u, und » < u, verteilen. Aus diesem Grunde ist

m (1) mir) _
CMEOF T M
woraus sofort (11) folgt.

Das Produkt m(r) zerlegen wir in zwei Teilprodukte m, (r) und my(r),
so daB in e, (r) die zu den Nullstellen gehorigen Faktoren aufireten, deren
Betriige <r sind, und die iibrigen in my(r). Nach demselber Grundsatze
seien auch M(r), #m(r) und M(r) zerlegt. Wir werden die Vergleichs-
funktion jedesmal so wihlen, daB F(z) und F(z) dieselbe Anzahl von
Nullstellen besitzen, deren Betrige <Cr sind. Uberdies wollen wir den
Teilprodukten die folgenden Bedingungen anferlegen:

(12,) my(r) >y (r);  My(r) > M, (7);
(12;) my(r) > imy(r);  My(r) < Mo ().
Wir versuchen dann (10,) und (10,) schon fir m,(r) und my(r) usw. be-

sonders zu befriedigen. Es wird dann von selbst je eine Bedingmng auf
Grund von (12) befriedigh. Was ibrig bleibt, ist noch

my (1) o W (1)

=) n,0)” B
und
(135) my(r) My(r) > g (r) M, ()
zu erfillen,

In welcher Weise wir bei der Konstruktion von F (2) auf die in (12)
und (13) enthaltenen Bedingungen Bezug nehmen wollen, werden wir zu-
niichst darlegen.

4. Wir werden zeigen, daB den weiteren Bedingungen von selbst ge-
niigt wird, falls wir nur die anf die Maximalbefriige beziiglichen Un-

rleieh n
grocime Me)> H); M0 < Ha()
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in geeigneter Weise befriedigen. Ehe wir noch die Fanktion F(s) end-
giiltig fixieren, wollen wir nachweisen, von was fiir Umstiinden die in Aus-
sicht gestellte Losung unserer Aufgabe abhingt. Wir schreiben in Pro-
duktdarstellung

e =[] (1+5) (0, < )
a=1i
H () = Ij[ (1 + %;) B.<b, 0.

Hat man dann
a,”<9' < an-i-l; b“<?‘ < bu+1)
so ergibt sich

My (r) = H( +1); M) = H(1+—)

p=n4l

H,(r) = H( +1) () = H(1+~)

u=n+1

Samflichen Anforderungen werden wir nun in der besonderen Weise
geniigen, daB, falls wir

M) = H (% +1);

H=R—¥

=+ ¥

mon =[] (1+5)

nd1

schreiben, und in #hnlicher Weise die Produkte 3,*)(r), M, (r) einfithren,
dafiir Sorge getragen wird, daB man stets

(141) _Ml(')(?') > ﬂx(”)(r) (’” == O} 17 o ')”’);
(14,) My(r) < H(r) r=12,...,)
hat.

Was in (14;) und (14;) verlangt wird, 1iBt sich auch so formulieren.
Setzt man

cHi=(f+1)0+e) (@ =1,2,,);
(1'{"71:')(1"'6\;‘)‘:%#*'1 (“=n+1)"')°°>’
u
go soll
(15,) Jla+ea )>1 (=01, m);

r=0
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(15,) TTa+e.0>1 w=1,2,---,00)

=1
gein. Wir bemerken, daB man fiir die eingefiihrten GroBen

13 L
£
[ ¥ ?
3,1
A
-3
5 o= Nu %
“ 1 r
+a,

bekommt.

Behufs der weiteren Entwicklungen werden wir auf die leicht zu be-
weisenden Ungleichungen
(16) i{-&gmg (l+e)Lw {(e>—1)
besonders Bezug nehmen. Nach diesem folgt aus den Systemen (15,) und
(15,), welche wir bereits als erfiillt annehmen:

jsﬂ_#>0; j&w+#>0.
0 w=1

u=

Fiihren wir jetzt die fiir diese Grofien gefundenen Ausdriicke ein, so
1aBt sich das Resultat in der folgenden Weise darstellen:

1 1
O %p Pa
o Frm e emonn
- 1
u=0 bn-—p
1 1
4 b, - a,
am) St treng (r=1,0-,00).
w=1 1+;;;:

Was noch iibrig bleibt, ist alles erledigt, falls wir nur, mit Benutzung
der erhaltenen Ergebnisse, die Richtigkeit der beiden Systeme

) PR )
ml (r) ml (’.) == A .
(1 81) Ml(,,) (f) > E ) (f) (‘II 0} 1’ » ”’)7
(18;) m(r) M0 (r) > w0 (r) ﬂ}m@ (v=1,2,---,00)

nachweisen konnen. Hier machen wir ebenfalls eine Umformung in ‘der
folgenden Weise. Wir schreiben



T4 X 4
a b
,-lu = : (1'*"'7;() (6=0,1,---,m);
DA A
r r r 4
(=D () =(—5) () e+
(w=n+1,---,00),
so daB also (18,) und (18,) durch
(19,) JTa+a._0>1 (v=0,1,-+,%);
n=0
(19,) TTa+e.,0>1 (p=1,-:,00)
u=1

ersetzt werden. Es gilt zu untersuchen, inwieweit aus (17,) und (17,) aunf
(19,) und (19,) sich schlieBen liBt. Nach (16) weib man, daB dies tat-

sichlich der Fall ist, wenn es gelingt, den Beweis fiir

¥

nn —u Bn-}-ﬂ
(20) 1+’]n¢ ;> y1+3ﬂ+ﬂ>0
H.‘—'-

zu erbringen. Nun hat man

r r
(-8
\a, bﬂ
"h r r b
(m+9) (1)
% u
r2 ,,.3
5 — bﬁ a,ﬁ
a 1 re
i

Was in (20) verlangt wird, 1iBt sich also, nach Einfiihrung der zu
den GroBen 7, und &, gehorigen Ausdriicke, in der folgenden Weise

schreiben:
v i
b «
(21,) 2 ; A >0  (v=0,1,---,m);
= +1 —1
w=0 (b,,_,‘ )( et )
1 1
k4 F—-—F————
@L) mra a0 (r=1,-+-,00).
2 g l_a:-z ; 2
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DaB in der Tat die Systeme (21) nichts anderes als Folgernngen aus
den Systemen (17) darstellen, 148t sieh, wie wir sofort sehen werden, ohne
Schwierigkeit nachweisen.

5. Hierbei kommt besonders in Betracht, daB die Glieder in (21,) je
aus den entsprechenden in (17,) durch Hinzufiigung des Faktors

1

—1

n—p
erhalten werden, und dab man in gleicher Weise je durch Véimittlung
des Faktors

1 1
by Gt u
r
1
% tu

vor (17;) nach (21;) hiniberkommt. In beiden Fillen handelf es sich,
wie man leicht sieht, um Faktoren, welche bei steigendem g jedenfalls
nicht zunehmen. Dxese Tatsache geniigt, wie aus dem folgenden allge-
meinen Reihensatze, dessen Beweis sich duBerst einfach ausfithren l48t,
ersichtlich ist.

Man betrachte die beiden Rethensysteme

v

X =01,

¥ s
‘ll =
und

Qv= 2’;\A“jul
u=0

wobei die in @, hinzutretenden Fokioren i, positive mit g nicht zunehmende
Gfroﬂen also 4, >4, .y, bedeuten. Hat mam dann jedesmal

P,>0,
>0

so mufl auch stets

sem.
Der Beweis folgt ganz einfach darans, daB man

r—1
Q= 1P, D (h,—1,..) P,
=0
schreiben kann. . )
6. detzt haben wir zu zeigen, wie man die Konstruktion von Funk-
tionen F'(2). wirklich ausfithren kann, so daB den fundamentalen Bedin-
gungen (14,) und (14;) geniigt wird; doch ist es dabei offenbar belanglos,
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falls irgendwo das Zeichen > durch = ersetzt wird. Wir setzen voraus,
daB r > a, sein soll, wo 1 eine beliebig groBe Zahl bedeutet. In solcher
Weise wird dann auch r beliebig gro8.

Wir betrachten fiir 1> g, > ¢ das Verhialtnis

3 (r=12,---,2).

Die zugehorige obere Grenze sei . Wir fixieren dann die zu F(2) ge-
horigen Nullstellen durch

1
b,=1lpw (e=1,2...,00)
Es folgt hieraus
b
hm ~£ = 0.

Es sel n, die niedrigste Zahl mit der Eigenschaft, daB fiir p > n, stets
b, < a, ist. Andererseits sei », die groBte Zahl, so daB fir p <m, man
ohne Ausnahme

b =>a

w =
hat. Nach den Voraussetzungen ist n;, > 4.

Beziiglich der Lage von r ist zu zeigen, daB dieselbe sich zwischen
b, und b, ., feststellen liBt. Um dann (14,) und (14;) zu befriedigen,
geniigt fiir 4 <», und g > n, schon der Vergleich der einzelnen Fak-
toren, da man ja unmittelbar findet

atlzg+1 (r<n);
(Z u
1+ - <1+ (>ng).
*

®
‘Wir versuchen zuniichst mit der Wahl

Rim

r=l(n1+~;~) .

Ist %, == m,y, so ist die Sache hiermit schon erledigt. Anderenfalls hat man
zu untersuchen, wie es sich mit den Moglichkeiten

ad #
H(I+%:+g)§g(1+ b“:+9 (B=1,,m—ny)

g=1
verhilt. Kommt hier nirgends das untere Zeichen vor, so sind simtliche
Grundbedingungen ebenfalls erfiillt. Wir nehmen aber an, daB es sich in
so einfacher Weise nicht verhilt, daB also das untere Zeichen zum ersten
Male fir g = n;—», auftritt. Dann hat man offenbar immer
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22 1 > 1
(22) 1] +m~)H+b&e
(@=0,1,+--,n5—n—1).
Wie die Herleitung von (17,) zeigb, folgt hieraus
1
{23) faze ”9>0 (8=0,1,-, m5—n,—1).
n,—vg

Wir wollen jetzt nachweisen, daB in den Ungleichungen (22) r durck
jede GroBe B > r ersetzt werden darf. Bei dem Beweise dieser Tatsache
werden wir sogar etwas mebr leisten. Schreiben wir nimlich

1—§- .
"‘” fu-e(14 9 ,
1“"1;%9 +b 9(+ I'e)
80 wird sich heransstellen, daB man
(24) H<1+ o>l (a=0,1,m—n—1)
hat. Man bekommt ja .
@=n (=)

3".__ 3
G e)( o)

und den Ungleichungen (24) wird geniigt, falls sich beweisen 1ift, da8
7
é
D50 (a=0,1,n—m—1)

ist. Nach Einfihrung der fir die GroBen d, _, gegebenen Ausdriicke geht
diese hinreichende Bedingung in

1 1

ad P )
(25) A0 7‘39 >0
) e

(#=0,1,--,my—n,—1}

iiber. Vergleicht man jetzt (23) und (25), so entsprechen diese einander
in solcher Weise, daB aus je einem Glied im ersteren System das zuge-
horige im letzteren System durch Hinzufiigung eines Faktors

Mathematische Annalen. LXXVL 14
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1
E

aﬂx_e

1+

erhalten wird. Da dieser Faktor mit ¢ nie zunimmt, so liBt sich, nach
dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze, (25) als eine Folgerung
aus (23) auffassen.

Fiir n > ng wird es ein erstes Mal, etwa fiir n =, + 1, vorkommen,
daB man b, < a, erhilt. Offenbar ist n, < n,. Wir versuchen dann mit
einer neuen Wahl von #, indem wir

1

'r=2(n4=—l——:;-)a

setzen. Hierdurch werden ja, wie aus den soeben gemachten Auseinander-
setzungen folgt, die Bedingungen (14,), ebenso wie bei der vorigen Wahl,
von selbst erfiillt. Ist dasselbe auch hier nicht mit (14,) der Fall, so
machen wir noch einmal einen Schritt in derselben Weise, wie wir soeben
von n =n, zu % = n, hinaufstiegen. Da man hier stets » < u, erhilt, so
muB zuletzt auch den Bedingungen (14;) Geniige geleistet werden; wenn
nicht frither, so allenfalls fir » = n,.

Aus der Tatsache, daf r so gewdhlt werden kann, daff die Anzakl w
der Nullstellen, deren Betrige <r sind, beliebig grof wird, und aus den
in der 2. Nummer dargelegten Eigenschoften der Funktion F(2) folgt jetst,
da o, — o beliebig Klein gewihlt werden kann, unser Hauptsatz (3).

7. Noch genauere Resultate kann man erhalten, wenn man den von
Herrn Lindelof verallgemeinerten Ordnungsbegriff einfithrt. Dabei wird es
notig, besondere Abschitzungen von Funktionen wie

o

[l

n=2 n? (log n)“

auszufiihren. Im Falle ¢ = % und e, > 0 ergibt sich fiir diese Vergleichs~
fonktion, und mithin auch fiir gewisse allgemeine Funktionenklassen vom
1

der Ordnung ¢ = -, daB der Minimalbetrag fiir beliebig grofe »

—&

> ¢
wird, so daB also Ubereinstimmung mit den Funktionen von einer Ord-

nung ¢ < ~;~ eintritt,
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Der Fall der ganzen Funktionen von der Hohe O und der Ordnung 1
138t sich jetzt auch behandeln. Die Resultate, welche sich dann herleiten
lassen, erlauben den folgenden allgemeinen Satz aufzustellen:

Fis sei eine belichige ganze Funktion von der Hohe O und der Ord-
nung o (1 =) gegeben. Dann laft sich fir r eine unendliche Folge

Yyy Ty 0y Fay t ot (lim 7, = o0)

aufstellen, so daf3 die Ungleichung
m(r) M{r) > e*™*
bestitigt wird.
Auf den Beweis der in dieser Nummer mitgeteilten Sitze verzichten
wir hier.

Upsala, 11. Februar 1914.
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