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Zur  Theorie  der  l inearen funkt iona len  Differentialgleichungen. 

Von 

EMIL I~ILB in Wiirzburg. 

Es seien in der linearen funktionalen Differentialgleichung 

(:) fo,,)(x) + ~  ~ ko,fP)(x +hq) = g(z), 
0 0 

(wobei f(~ -= f(x), 0 = h o < h~ < h, < . . . <  h,, ist), 

die GrS~en kpq gegebene reene oder komplexe, die GrSBen hq gegebene 
reeUe Konstanten; g(x) sei eine {iir alle reellen Werte yon x defmierte, 
iiberall stetige Funktion, die fiir x----+ ~ nicht st~ker unendlich wird, 

# 

wie eine besfimmte Potenz yon x. Dann zeigt E. Schmidt*), daft diese 
Gleichung eine und nut eine LSsung f(x) hat, die fiir x ~ - _  oo nur wie 
eine Potenz yon x unendlich wird, wenn die Gleichung 

(3) 
0 0 

keine rein imagin~h-e Wurzeln besitzt. Die Gteichung (2) besitzt stets 
nur eine endliche Anzahl rein imagin~rer Wurzeln; nehmon wit an, es 
gebe k solche, jede ihrer Vie]fachheit nach gez~hlt, dann entsteht die 
allgemeinste LSsung yon (1), welche fiir z = • ov nur wie eine Potenz 
yon x unendlich wird, aus irgend einer solchen LSsung dutch Hinzu- 
addieren einer Funktion der Form 

k 

(3) 
1 

*) E. Schmidt, t~ber eine Klasse lineaxer funktionaler Ditforentialgleichungen, 
Math. Ann. 70 (1911), S. 499tf. 
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wobei die % willkfirliehe Konstanten sind und die 9u(x) ein gewisses, 
explizit angebbares System yon k linear unabh~ingigen Funktionen bflden, 
die dot homogenen funktionalen Differen~ialgleichung, welche aus (1) ent- 
st~hl, wenn man g(x)=--0 setzt, geniigen. 

Die Eigenschaft, dab die Gleichung (2) nur eine ealdliche Anzahl rein 
imaginiirer Wurzeln besitzen k,.nn, gilt nut, wenn man yon der speziellen 
Form (1) ansgeht, braucht, aber nicht mehr zu gelten, wenn man yon der 
nut wenig allgemeineren Form 

{} D 

k~,qf(~')(x + hq) = g(x) ,  

(wobei wie oben 0 ~- h o < h 1 < h t < .  �9 �9 < h~ ist), 

ausgeht, in welcher die gewShnliehen Differenzengleichungen 

k t'(x + =- g(x) 

als spezieller Fall enthalten sind. So fii]art beispielsweise die Differenzen- 
gleichung 
(6) f(x + 2) + f(x)= g(x) 
entsprechead (2) auf die Gleichung 

(7)  e ~ + 1 = 0 ,  

1 (2k+ 1)~i ftir k = 0, -r + 2, �9 besitz~. welche die Wurzeln z--- -y  , . .  

In diesem FaUe bleibt also die LSsung durch die yon E. Schmidt einge- 
fiitu4en Grenzbedingungen noch his auf unendlich viele, linear hinzutretende 
Funktionen unbestimm~. 

Es erscheint daher yon einem gewissen Interesse, die LSsungen yon 
(4) start dutch Grenzbedingungen durch Vorgabe yon f(x) in dem Inter- 
vane xo, x o + h~ festz-alegen mad f(x) durch eine filr alle x in einem 
beliebig groSen Intervalle der reellen x gleichm~$ig konvergente Reihe 
darzustellen. Es wird sich herausstellen, dab dadurch die natfirliche Ver- 
allgemeinerung der klassischen Integrationstheorie der gewShnlichen Dif- 
feremzengleichungen auf die linearen funktionalen Differentialgleiehungen 
(4) gewoanen ist. Da man dutch eine leichte, bier nich~ niiher auszu- 
fiihrende Modifikation der Methode yon Schmidt struts eine partilmllire 
LSsung yon (4) er~l t ,  so kSnnen wir uns auf die Liisung des entaprechen- 
den Problems ffir die homogenen (~leichungen (4) beschrlinken Das 
Hauptresulta~ yon Sehmid~ beztiglich dieser homogenen Gleichungen ergib~ 
sich dann als Zusatz aus der LSsung der obigen Problemstellung. 
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Ffir die spezieUe lineare funktionale Differentialgleiehun~ 

(8) f '(x + 1) -- af(x) 
hat F. Schtlrer*) die oben postulierte Darst~llung der allgemeinen LSsung 
gegeben, indem er f(x) unter Anwendung einer yon Herglotz**) gegebenen 
Reihenentwicklung in der Form 

1 

(9) f(x) =-~_,e ~'~ 1 +~,  e-~'~'f(t~)d# + f(1) 
0 

darstellt, wo die Summe fiber aUe WurzeLa der Gleichung 

(10) z ,d ' - -a -~O 
zu nehmen is~. In diesem Beispiele tritt jedoch noch IliCht die charakto- 
ristische Sohwierigkei~ hervor, welche bei der Darstellung yon f(x)im 
allgemeinen FaHe zutage tritt. Man erh~fl~ n~mlich, wie wit sehen werden, 
bei dem Ansatze der gesucht~n Reihenentwicklungen im allgemeinen Falle 
fiir jedes der n IntervaUe x o ,/z o + h 1; xo + hi, xo + ht ; - " ;  xo + h~_ 1, xo + h~ 
zun~chst lauter verschiedene Reiheneniavicldungen fiir f(x) und es en~teht 
die Aufgabe, die noch zur Vefffigung stehenden ET, twicklungen yon Null so 
zu bes~immen~ dal$ man ffir aUe diese Intervalle und dann ffir alle reelle x 
eine einheitliche Darstellung fiir f(x) erhiil~. Auf eine ganz entsprechende 
Aufgabe kommt man, wenn man die Reihenentwicklungen wfllkfirlicher 
Funktionen sucht, welche aus gewShnlichen linearen Differentialgleichungen 
entspringen, sofern man Ftir die Eigenfunktlonen q~,(x) an Stelte der 
liaearen Relationen zwischen den Werten der %(m) und ihrer Ableitungen 
in den beiden Randpunkten lineare Relationen zwischen den Werten der 
r und ihrer Ableitungen in beliebig vielen vorgegebenen Punkten vor- 
schreibt. Es entsteht so eine neue umfassende Gruppe yon hufgaben, die 
nach der im folgenden zu entwickelnden Methode behandelbar sind, worauf 
jedoch an anderer Stelle eingegangen werden soil 

w 

Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes aufReihenentwieklungen. 
Diese &nwendung wurde yon Cauchy***) selbs~ gegeben; da sie die 

Grundlage ftir die folgenden U.ntersuchtmgen bildet, so soll diese Methode 
hier im AnsehluB an Pieard kurz skizziert werden. 

*) F. Sehiizez, 0bar die Fnnktional-Differentialgleichung { ' ( x +  1)~--af(m). Bd- 
richte der kgl. s'~chs. Ges. der Wissensch. zu Leipzig. Man. phys. Klasse, Bd. 64, 
(1912), S. 167ff. 

~) Herglotz, Inbegralgleichungen tier Elek~onentheorie. Math. A ~ .  65 (1908), 
S. 87ff. 

***) Vgl. Picard, Trait~i d'Analyse H. Bd. (1. Aufl., S. 167ff., 2. Aufl.~ S. 179if). 
10" 
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Es sei F(z) eine eindeutige analytische Funktion der komplexen 
Variabeln 

und besi~ze im Innern eines einfach zusammenh~ingenden Gebietes, das 
yon der Kurve C begrenz~ werde, nut Pole z, mit den Residuen R,; auf 
C selbst sei F(z.) holomorph. Dann ist 

(11) 21~ f F(~,') dz= /~=t R,, 
C 

wobei das Integral tiber C entgegengesetz~ dem Uhrzeigersinn zu nehmen 
ist. Es sei nun speziell 

F(,) *(') j 
= ,c(z) '~ 

:r 

and zwar seien ~p(z) und g(z) ganze ~ranszeadente Funktionen yon .~, x 
und x 0 reelle Parameter und x o < x, f (g)  eine reelle stetige Funktion 
yon la, welche den Dirichletschen B~in$-angen ffir die Entwicklung yon 
f(u) in eine Fouriersehe Reihe gentigt. Wir nehmen nun an, es gebe in 
der Ebene der komplexen Ver~nderlichen z eine Folge yon Kurven C (~), 
C(~), ..., C(e), ... derart, dab 

a) ftir alle Pankte yon C(e) st~ts I z] eine behebig gro6e Zahl iiber- 
schreite~ wenn Q gro$ genug ist, 

b) da6 f'tir alle Punkte yon C(e) 

(13)  lira V(z) e,(=_=.)~ 0,  wenn -k a < (p < - -  - -  # 
e =  = ~ ( Z )  2 2 

und ~ eine beliebige kleine mit wa~hsendem 0 naeh 0 konvergierend~ 
Gr66e, 

u m  ,, = 1 (14) ,. V(z) 
e=.=~ (z) 

V(z)  (15) <M, 

3 wean -~-Fa < ~ < ~ z - - ~ ,  

2 
a _ _ ~ - T + a  oder 

und M eine feste Zahl ist. 

Wit  zerlegen nun C(e) in zwei Teile (it(e) und C~.~); 
fur die Punkte yon C~e) sei ~ ~ 0, 
ffir die P tmk~ yon U~(, ~) sei ~ < 0. 

Es sei ztmiichs~; ~ ~ 0. Dann folgr aus dem zweitea Mittelwer~satz die 
Existenz einer Zahl M1, so da6, wie gro6 auoh tzl sei 

(16) < M. 
z i  
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ist. Es ist also nsch (la) und (15) 
ag 

(17) ,~| ~i~-- c~ s ,(z)=(z) J~ofe~(~-~)fOt)dpdz 

----- 2. i~, =(,) f(p)dl~dz-= O. 

Es sei jetzt } < 0. Dann ist 
a~ 

(18) lira (~+i~)f~+'~'('-,">fO)d#=-- 
~'o 

a~so - a ~  (14) ~na (15) 

1 
2 f (x) ,  

(19) lira 1 ~ ~,(z) fe~(~_~, ) 1 ~ffi| ~-~ ~ d  t'(t~)dt~a~ = - - T  f(x). 
xo  

ts~ nun z, eine einfaehe Nulls~elle yon ~(~), so ist das zu z, gehSrige 
Residuum ~ .  yon F(z) 

a$ 

(20) /~, -- V(') / "'~' f(t~) dt~ =,(,,) e- Z" ~ 
x ,  

es folgt also aus (11), (17) und (19) 
x 

zo  

wobei die Summe fiber alle Nullstellen ~, yon ~t(z) zu nehmen [st. Auf 
die ~nderungen, welehe eintreten, wenn z,. eine mehffaehe NullstelIe yon 
~t(z) ist, soil zun~.ehst nieht eingegangen werden. 

Es sei jetzt 
(22) ~(z) + zip) ffi =(~), zl > x 

und ftir die Punkte der Kurven C(e) 

(23) wenn -ff + ~ < ~ < ~- = -- # ist. 

Aus (13) und (15) folgt 
~tg 

( 2 4 )  lira ;~ (z) = I ,  w e n n  - -  - -  ~- ,,~ < ~ < - -  - -  #, 

und die Exis~nz einer positiven Zahl M~, so dab 
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7r 

ist. Genau wie oben folgt also, wenn far die Punk~e z yon C~ r wieder 

~ O, far die Punkte z yon C~ ~) wieder ~ < 0 ist, 

(I~6) lira ~ u f(x), 
e=oo 

(27) 
X I 

1 f z(.) f e=** ~ ~(z) ~ e~C~- 

xx 

1 ~" ~(") e(~-~) fe(~-~') f (~)  d~ d~ = O, 
q =*o g~t) ~r 

xx 

~'(z,) e- e" ~. 
a~ 

Durch Addition yon (21) und (28) erhiilt man mit Benfitzung yon (22) 
die gesuehte Darstellung 

X l  

ist. 
xo 

~Is entsteht daher bei gegebenem ~(~) die Aufgabe, dieses so in zwei 
Summanden zu zerlegen, dab man die Kurven C(e) so bestimmen kann, 
dab (13), (14), (15), (23), (24) und (25) erf'O.11t sind. 

Von der Wahl dieser Zerlegung hi~g~ natfirlieh die Bestimmung 
yon x x ab, wenn x o gegehen ist, mit anderen Worf~n, es hRngt yon dieser 
Wahl die GriiBe des Intervalles far x ab, innerhalh dessen die Dar- 
stellung (29) gilt. Aus der Porderung a) far die Kurven C(e) folg~ fiber- 
dies, dab es zu der Bestimmung der K.urven C(0) genfigen wird, die 
asymptotisehen Werte yon ~(~), ~p(~) mad Z(~) fiir groge Werte yon 1~1 
heranzuziehon. 

w  

Erstes  Beispie l .  

Wir betmehten die Digerenzengleichung 

(30) aof(x ) § a~f(x + h,) + a~f(x + l~) .~. O, 
in welcher ao, ax, a s reeUe oder komplexe, h 1 und h~ irgend welche reeUe 
Konst~f~n sind, und zwar sei 0 ~ h I ~ h~. 



Lineare funkisionale Differentialgleichungen. 143 

Setzt man dann vorfibergehend 

(31) f ( x )  = d "~, 

so erhiilt man fiir z, die transzendente Gleichung 

(32) z t (z , )  = a o + a l e  h '~  +4- a~e 4 ~  = 0 

und es ist zu zeigen, dab sieh jede stetige L~sung yon (30), die den 
Diriehletsehen Bedingungen genfig~, durch eine innerhalb jedes noeh so 
groBen Intervalles der reellen x gleichm~iBig konvergente Reihe, die linear 
aus diesen partikul~ren LSsungen mit konstanten Koeffizienten zusammen- 
gesetzt isl, darstellen liiSt. Um dieses durehzufiihren, zerlegen wir ~t(z) auf 
zweierlei Weise in zwei Summanden ~p(z)+ Z(z), wobei das eine Mal 

t )  = % ,  

das andere Mal 

2) r = Oo + a~e "~, 
ist. Es folgt also im .Falle 1): 

(33a) lira vz(z) e~(~_~o ) = O, 
~=+~ ~(Z) 

V(z) --  1 (33b) lira ~-~F) -- , 

(33 r lira z(z) = 1, ~:+~ ~(z) 

(33d) li_m_ ~z(z) e~{x_~ = 0, 

I m  _lZ'alle 2) ist 

(34a) lira 
~=+ea 

(34b) 

~, (z) e" (x- Xo) = 0, 

lira ~,(z) : 1, ~=_.~ ~ (z) 

lim z(z---2 =I, ~=+~ ~(z) 

lira Z(z) ~=--~ ~ e'(~-~,) = 0, 

(34e) 

(34d) 

Z(S) = a,e' , '  

w e n n  x -  xo < h,, 

w e n n  x~ - -  x < h 1. 

wen-  x - -  xo < h ,  - h l ,  

w e a n  x l  - -  x < h i .  

Wenn also im Falle 1) x o < x <  x o + / h ,  d. h. 

xl ----xo + h i  
ist, so sind die Gldchungen (13) und (14) bezUglich (23) und (24) er~ll t .  
Das Gleiche gilt im Falle 2), wenn wir x o durch x o + hi,  x I durch x o 4-h~ 
ersetzen, ffir alle x, ffir welche 

Xo + hz < X < Xo + h, 
ist. Es handelt sich also nur noch darum die Kurven G(~) ent~prechend 
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der Bedingung a) des w 1 so zu bestimmen~ dag auBerdem noch in beiden 
F~llen (15) bzw. (25) erfiillt ist. Dieses fist gewiB der Fall, wenn wir 
die Kurven U(~) so" legen,, da6 l~(z)l stets grSBer fist als der dem abso- 
luten Betrage nach griiBte der drei Summanden yon ~(z)~ nachdem wir 
diesen mit einer geeignet gewiihlten festen Zahl multipliziel~ haben. 

Man kann zun~chst eine feste Zahl a so angeben, dab 

tao, i~(z)l > '~-2'a' ~,,, wenn ~ > a, l~(#)l > -~-, wenn ~ < -- a 

fist und dab dabei ~ bzw. a 0 die absolut gr~gte.n Summanden von~(z) sin& 
Wit betrachten jetzt die Folge der Zahlen 2/hk~ und 2hsk~ ffir k ~ 1, 2,..- 
und bezeichnen die kleinsten positiven Reste dieser Zahlen modulo 2~ mit 
KI, ~,... bzw. LI, Ls,.--. Aus der Folge der Zahlen K i, Ks,..- 
greifen wir dann eine Folge Ke~ , K~, .-. derart heraus, dab zu jeder be- 
liebig kleinen Zahl ~ ein # existiert, so dab K.~,. ~ E, wenn v ~ ~ ist. Die 
entspreehenden GrSgen Lo~, L~,.-- haben zum mindesten einen H~iufungs- 
punkt L, den man in der bekannten Weise festlegen kann. Wir greifen 
dann aus der Folge 0t~ 02,"" eine neue Folge at, as,"" derart heraus, dab 

wird, wenu u ~ ,s 1 , und ~1 eine bei gegebenem e geeignet gew:,ihlte Zahl 
ist. Es sei jetzt 

(35) ao + + = 

(36) % 4 a e,. + = %(,); 
wir bestimmen dann innerhalb des Rechteckes, das yon den vier Geraden 

~ +  a, ~ ~ 2~ri und 0, bzw. ~ + a ,  ~ - - 2 ~ r i  and 0 begrenzt wird, 

je eine einfache Kurve [" bzw. r ,  (z. B. eine Oerade), welche zwei passend 
gewiih!te Punkte auf den Seiten ~ ~ - +  a und ~ ~ -  a verbindet, derart, 
dab l~ngs dieser Kurven 19~,(~)t bzw. I90,(z)l oberhalb einer geeignet be- 

stimmten Zahl Ms liegt. Dann verschieben wit ['1 bzw. r in der Richtung 
der ~:Achse urn die Stficke 2#t~r, 2o~r, uaf. bzw. um -- 2 ~ ,  -- 2#~r usf. in 
die Kurven I "<~, fdo% . . .  bzw. r(~, ~o~), . . . .  Ist daher ~, grog genug, 

so bleibt l~ngs I -{~ and ~ ' )  gewiB ]~(z)l oberhalb eiuer festen Grenze, 
wiihrend die absoluten Betriige aller einzelnen Summanden yon z(z) unter- 
haib einer festen Orenze liegen, wenn -- a ~ ~ ~ + a ist. Es fist also fiir 

hinreichend groBe ~, 1Rngs der Kurven F (~ und ~(o0 (15) and (25) eft'tint. 
Au~rhalb des yon den Oeraden ~ ~ - •  a begrenzten Streifens genilgt es, 

im Anschlusse an die Kurven ['(~ bzw. F(#~) die iibrigen Teile yon U (~') 
so zu legen, dab die Forderung a) des w 1 erffillt fist; wit erreichen dieses 
etwa auf die folgende Wefise: Es seien Ao,, ~#,, Uo, und Do, die vier auf 
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den Seiten [ -  :t: a gelegenen Endpunkte yon i -(~ und F("), /)~, der- 
jenige yon den vier Punkten, der vom Koordinatenanfangspunkt 0 am 
weitesten entfernt ist, dann verlRngern wir OA~,, OB~, und OCt, his 
A '  C/ o,,~ ~ So dab 

und verbinden A'o,, B~, bzw. Cg,,, 1)o, dm'eh 

Kreisbogen, deren Mittelpnnkt 0 ist. Dann ~ 

erfiillen die Kurven C (~ welche aus den 

Kurven F (a'), F(~'), den drei Strecken A~A~,, 
B,,B[,~, C~, C~, und den beiden Kreisbogen Br 

A~, /~, ,  (7~ D~, zusammengesetzt sind, allege- rh~ 1 %  

wtinschten Bedingungen. Die so gewonnenen 1 
lelg. 1. 

Kurven bezeiclmen wit als C (e) (~ ---- 1, 2,-.-)*). 
Es ergibt sieh also unter der Voraussetzung, dab die (~leichung (32) 

nut einfache Nullstellen besitzt, aus dem im w 1 abgelei~eten Entwieklungs- 
theorem unter Zugrundelegung der Zerlegung 1) b~w. 2) 

.~(37) f(x) = ~  

zo+hx 

ao e" .  ~'(,,) 
~0 

(38) ,(,,) 

wenn xo < x < xo + hl, 

~+~ 

f( )d e , we xo+ <x<xo+h,. 
z o + ~  

Es entsteht nun die Aufgabe, diese Darstellung yon f(x) so nm97aformen, 
dal~ man zuniichst in den beiden Intervallen eine einzige einheitliche Dar- 
stellung erhrdt; man erreicht dieses, wie wit sehen werden, indem man zu 
(37) bzw. (38) Nullentwicklungen, d. h. DarsteUungen der Null hinzuaddiert. 
Es ist n~-mlich im FaUe 1) nach (33) unter Beriicksichtigung yon (15) 

(39) 

(40) 

also 

.._~, z~,d_ z(z) j 

lira 1--- f V(")fe'(:-~)f(p)dpdzffiO, 
0=a. 2=i ct~(o ~(z) 

w e n n  x -- x o < ] h ,  

w e n n  x -- x o > h~, 

Wie in w 1 zerlegen wit C (~ in zwei Teile C~ (*) rind Ct (o, so ~ ~r  die 
Punkt, e yon 07 ~ atets ~ =~ O, f~r die Punkte yon G2 (q'~ ~ < 0/st. 
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x o + h x  

/ , ( . , )  e - ' ~  f(tt)  dtt e , (41) O =  Z 
ar o 

ist. Entsprechend hat man ffir die Zerlegung 2) 
x~  + ha 

(42) lim _3_lu=i.l Z(:) f e~ 
e=~ ~(o ~--  ~o+~, c7 

Xo + ha 

lira 1 .  f_~?? f r  (=_ ,,,) f ( . )  ap  a .  = O, 
,>_| z~l ,] ~t~) ,.] 

-- (7 (#) :vo +/ix 

(43) 

al~o 

(44) 

w e n n  x o + h~ < x < x o + 7',. 

(455 

w e l l n  

w e n n  x < x o + hl, 

wenn x > Xo, 

o 

a G (~o) = ao e-:'(~~ + '~) f(xo + 4 )  -- aoe-""~ dxo 

+ a t e ~'' ~" e -  :,(*o + h~) f(xo + h2 ) _ at e-~'~~ f ( x  o + th).  

Es folgt aber aus (32) 

ao~:'('~ + ~) f(xo + 4 )  + at e ~':" e-:'(=" + *~ f (xo+4)  
= --  a.,.e:, ,l'~ e-:,(:,o+h~ f ( x o +  h,2), 

also wird 

dCT,(xo) ,, ~o 
(48) dxo = -- e- (%f(xo) + a,f  (xo + hO + a,f(xo + h,)) = O. 

(46) 

so ist 

(47) 

Xo < X < Xo + 4 oder xo + ht < x < xo + 4 .  
Die Summe ist dabei fiber alle Wurzeln z, yon (32) zu nehmen. Aus der 
Ableitung folg4 fiberdies, dab die Reihe (45) gleichm~Big konvergiert, 
wenn die Grenzpunkte der beiden lmtervalle dutch beliebig kleine Inter- 
valle ausgeschlossen werden. 

Wir zeigen jetzt, dab die Koeffizienten der Funktionen e ~'~ in der 
Darstellung (45) gar nicht yon x o abhiingen, sofern fix) eine Liisung der 
Differenzengleichung (30) isL Setzen wir, um dieses zu zeigen, 

Xo + h . X o + h t  

ao re-:'' f(~) d~, + ate~'"" f e -:'~' f (p)dl~ = C,(%) 
xo xo + l*i 

xo + h2 

o ao + fe-""r@)-" " ' ~  - -  a p e  , w e n n  x o < x ~ x  o + h  t- 
(zD J 

xo + h~ 

Dutch Xaaition ~on (37) u~d ( , i ) ,  b~w. (38) und (41) erh~l~ man a ~ e r  
die Darstelhmg 

r-" Xo+ hi  xo+ ha - I  

f ( x ) =  , ( : . ) tao j  e f(#)dp.-t-a,e ~': 
xo x o + h l  
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Da aLso die Koeffizienten der FuI~tionen e*vx in (45) yon x o unabh~ngig 
sind, so folgt durch dachziegelartige [lberdeckung der hchse dor reeUen 
x n)it IntervaUen der Li~ngen h 1 und h~--hi,  dab die Reihe (45) ffir alle 
reellen x konvergiert, und dab diese Konvergenz in jedem noch so groBen, 
aber festen In~ervalle eine gleichmiiBige ist. 

Wit  haben aLso die Fundamentalaufgabe gelSst, eine stetige l~sung 
f ( x )  yon (30), die innerhalb eines Intervalles xo <_~ x < x o ~ 1~ vorgegebeae 
stetige, den Dirich2etschen Bedingungen geniigende Werte*) annimmt, dutch 
eine fiir alle reelle x ~nvergente Reihe (45) darzustellen. Die ~ i h e  (45) kon- 
vergiert iiberdies in jedem belidoig groflen aber festen Intervafl der reellen x 
gleichmtiflig. 

Zusa tz  1. Setzt man in (48) f(g)----e%", so fol~ 

xo + h2 xo + h~ 

mo mo+h 1 

- -  mvx o 

_ _  e_E_____ (aoe% ~o + a~e% (~~ + a,e~(*~ 
Z v - -  Svx 

ist also ~,, eine Wurzel yon (32), so fo l~  

Zo+~ Xo+l" -~- 0 ,  w e n n  y + Vl, 

o l d  - -~'*" (~--("-%)f' (50) a + d d~ 

&us dieser Beziehung (50), welche den Orthogonalifi~tsrelationon bei den 
gewShnlichen Foarierschen Reihen en~sprich~, folg~ unmi~telbar, daB es nur 
eine einzige im Intervalle %, x o + h~ gleichm'XBig konvergentm Entwick- 
lung (45) gibt. 

Zusa tz  2. Besitzt (32) eine mehrfache Wurzel z,, so folgt aus dem 
Cauehyschen Residuensatze, dab sich nur die Form des z~ entsprechenden 
Summanden Knder~, dab dieser aber formal durch Grenz~ibergang aus den 
Summanden yon (45) erhalten wird, welche zu den zusammenfallender/ 
Wurzeln gehSren. Ist etwa z, eino doppelte Wurzel, so wird der ent- 
sprechende Smnmand yon (45) 

F- Xo + h~ xo + h~ -~ 

="(z,,) ao f(g),u dl_t + a x ( t t -- lh)  f (g)  dg  
xo xo ~- h~ 

r- xo + h~ xo + h~ 

xo+hz 

An allen anderen SehluBfolgerungen wird nich~ ge~mdert. 

*) Dieso ~u mfissen aber so vorgegeben sein, dal~ der aus (30) berechnete 
Weft yon f(x o + h~) sich st~$ig an die Werte yon f(x) Ffir. x < x o + ht anschliet~t. 
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w  

B e h a n d l u n g  der  a l l g e m e i n e n  l inearen  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g e n .  

Es seien in der Diffcrenzengleichung 

(51) aof(X ) + a l f ( x  + h 0 + . . .  + a . f ( x  + h,) = 0 

die GrSBen ao, at, . . . ,  a,, reelle oder komplexe, die GrSSen hx, ~ ,  . . . ,  h. 
beliebige reelle. Konstanten und zwar sei 

O < h ~ < ~ , < . . . < h , .  
Setzt man vortibergehend 

$1pX f ( x )  ffi e , 

dama erhKlt man ffir z, die ta'anszendent~ Gleiehung 

(52) ~(~,) = % + the ~'~" + ,, ,e ~'~" + - - -  + a . t " " .  

W i t  zerlegen nun ~(~) in zwei Summanden ~p(~)A-Z(~) mad 
folgende Weisen 

1) ~(z)ffi %, 
2) ~(z)  ffi% +a~e~G 

z) ,(~) ffi a. + a~t ~" +-.-+a~_,t'-', 

~) , ( . )  ffi ~ + ~ t , "  +... +a._,g ' - - - ,  

Im Fa~/e 1) ist 

(53a) | i ra  ,(z) o~=+. ~-(z-)(z) r176 = 0, 

(53b)  llm ,d, (z) ~ffi_. ~(s) = I, 

(530) l im Z(S) •ffi 1, 
~=+| =(z) 

(53d) lim z(x) e'r = O, 
t~= - .  ~-~ 

l m  Fa//e 2) ist 

�9 V(x) .,~{=_=.) = O, (54a) 1~+.. ,,(~)_ 

(54b) lira V(s) ----'1, ~=_ .  ~(z) 

(540) lim Z(Z__)) •ffi 1, 
~ffi+. =(z) 

(54d) lira z(z) e,t=-~) O, ~=,.. ~(.) ffi 

zwar auf 

Z(z)  = a~ e ~'* + a , r  "'~ + "" + a .  d ' . 5  

Z @ ) = at e~ " 4- " " -l- a. ea" 5 

x ( , )  = 

X ( z ) ~ a . e  . 

a~e h~ 4--.- A- a ,  e ~ ' ,  

w e - -  z -- % < h~ 

worm x~ - -  x < h~. 

wenn x - -  ~o < h~ - h 1, 

wen,, x~ - = < hs. 
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I m  Sagle l)  i~t 

(85a) lim ~,(z) ~= +| ~ e~(=-"o) = O, 

lira ~0) -= 1, 
~=_~ ,~(z) 

lira z(z__) = 1 ,  
~=+| =(z) 

lira z(z) ~=-.. ~-~) e:r O, 

(55b) 

(580) 

(55a) 

Im  Fcdle n) ist 

( 5 6 a )  l i ra  
~ffi+~ 

V(z) _..(,,,_ ~.o) ~(z) ~ ~ O, 

V(z) 
(56b) lim ~(z) = 1 

(56c) l i r a  z(.) ~=+~ ~ 0 )  = 1 ,  

Z(Z) -.(=-~a 
~i(s) e- ~, ~= O, 

w e n n  x - -  x o < h~ - -  h ,_  1, 

w e n n  x l  - x < h, .  

w e n n  x - -  x o <  h,, - -  h , , _ 1 ,  

worm xo + hx < x < xo +h,,  , 

~enn xo--}- hx < x < xo-t- k .. 

wenn x o < x < x  o + h  i, 
x,+~2 

a o + a,, d"-".' f . . . , , , , , , f ( g )  ~, ,,,,, , , . ] . .  a g e  ", w e n n  x o . - b h x < x < x o + h ~  , 
�9 ~ (z,) 

Xo + Az 
wenn xo + h~ < x < Xo+ h, , .  

(60) 

fih~tzt man in (II) 
ar~ -b h l 

(58) F(O *(") fe'C'-")fOOdt~, 
so fol~ 

xe+h~ 
" 

= ' ( # , )  
xo 

Die zwei/~ Zerlegmul liefert 
Offi 

(86 d) lira wenn x I -- x < h~. 

Die Bestimmung der Kurven C(0 erfolgt genau wie in w 2, nut dais 
das Auswahlverfahren wiederholt mazuwenden isk 

Es sei nun f(x) eine im Intervall xo, x 0 -[-h~ stetige, den Dirichlet- 
sehen Bedingungen gen~igende Funktion. Dann folgt aus der Zer/egu~j 1) 
vermittelst des Cauchyschen Sat~es unter Zuhilfenahme der oben zusam- 
mengestellten Grenzwerte (53) genau wie bei (37). 

xo+hx 

Z a~ f e-z'p . . x  
( 8 7 )  f(x)ffi - -  , , ~ , )  f ( g )  r ipe  , w e n n  x o < x < x o "k" ]h. 

xo 
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Die erste dieser Gleichungen (60) ertfftlt man r wenn man fiir die x 
des betreffenden Intervalles unter  Beracksicht igung.  der Gleichungen (54) 

�9 ~ .  ( 1 1 )  
~r + i*t 

(61) F(.) -- e'(=-~o fCtz) di+ 
Xo + h~ 

O 

]2) f (x)~.  

Offi 

trod aus der /etzten Zer/egu~uj 

einffihrr die z weite Gleichung wird gewonnen, wenn man in (29) x o 
bzw. z 1 dutch x o -t-hi bzw. x o 4- h 2 ersetzt, die dritte Gleichung fo]gt ffir 
die in Betracht kommenden x sus dem Ansatze (58), wenn als Grenzen 
des Integrals x o 4- ki mad x o 4- h t gew~hlt  werden. Ebenso fo]gt aus der 
1TM Zar/egung 

wenn xo<x<xo+ /+z_ l ,  
Xo+/tt 

a~ 4-a'e~''+'"'4-at-ie+t-x+" j-e-+'~' dl~e ''= wenn xo+h ~ t < x < x o + ~  ~ - -  , ~'(t$ ' - 

wenn  Xo+h~<X<Zo+, ' , , , ,  

xo+h++ 
O ~  ao+a,J"""  . ' a  ,.h,_,+, r .~ . . . .  , . _ , . v  l e_+,~, rr,,, ~ ,-- ~ j. ,~, dt~ e +'', 

f ( x ) . -  :o+.',,,,,_, 

wean x o < x < x o + h , _  t, 

wean xo+h, ,_~<x<xo+~ , 

Dutch Addition der Gleichungen (57) bzw. (59), (63) und der Glei- 
ehungen (62) far  1 = 2, 3 , . -  ; n - -  1 erh~lt man 

VAXo) e+, ~ (64) f(x) =.~,- 
[ -  xo + lt s xo + ~n ~ + hn "7 

�9 f 
Zo-l-h l L Xo Xo++._l _~ 

und zwar konvergiert  diese Reihe gleichmr~Big~ wenn bei be]iebig kleinem s 

Xo4-S~x'~__Xo4-t~--s oder X o 4 - l h 4 - s _ _ ~ x _ _ ~ x o - l - h s - - S  oder . .  

�9 . ~o + h._+ 4- +_< +_<_ xo 4- h . - -  + 

ist. W i r  zeigen nun, daft abermals die Gri~Ben G,(xo) yon z o u n a b ~ n g i g  
sin& In  der Tat  folgt, wean f(x)  eine LSsung yon (51) ist*) 

*) Die im Interva]le xo ~ x < Xo 4- lt~ vorgegebene Funktion muff ~ so gew~ihlt 
8ein, da~ der ~ 8  (51) bezeclmete Weft yon f@o + h~ sich stetig an die Werte yon 
f(x) for Z<Zo 4-h .  aaachlieat~ 
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r 
--1 ~ - - I  

a v ,  (zo) .., _ . .  - ~,(~o+ ~,,) ~,.o ' ,c~ . .  

0 0 

2' = - -  e - " ~  , a l f ( x  o + g )  .= O, 
0 

also spiel~ x o in (64) keine ausgezeiehnete Rolle, und dutch daehziegel- 
arfige Uberdeckung der die reellen x darstellenden Geraden fol~, daft die 
Reihe (64) in jedem beliebig gro~en, abet s Int;ervall der x gleich- 
m~i~ig konvergier~. ~)ami~ ist also auch flu" (51) die Fundamentalauf- 
gabe gelSs~. 

Zusatz  1. Wir zeigen wie in w 2, dab es nut eine eln~ige ha dem 
Interv~ll xo, x o -t-h~ gleiehmKflig konvergente En~rieldtmg der Form (64) 
gibt. In der Tat i~t genau wie dor~ 

n - - 1  at~ hJa x - - 1  

z ate a l l  = ate  ~ ~" 
0 Zo + h I g~x ~ f~  0 

0 

also 
x . §  

,~z  a~e k~"" e ('',-'')~' d/z 
0 z o + h  I 

-~ O, w e u n  v + ~ , l ,  

Zusatz  2. Der bisher ausgeschlossene Fall~ dab (52) mehrfache Null- 
stellen besitz~, erledigt sich genau wie i m w  2. 

w  

Zusammenbang mit der gewShnlichen Theorie der 
DflYerenzengleieh-ngen.*) 

Wit wollen nun zeigen, dab man die DarsteUung (64) ffir die LSsung 
der gewShnlichen Differenzengleichung 

(67) aof(X) + aaf(~+ 1) + . . .  + a , , f ( x + ~ )  = 0 

aus der ffir diese Gleichungen bekann~en Theorio direkt erh~t~ B~k~-nb. 
lich 1~1~t; sich n~,mlich die allgemeine LSsung von (67) dutch ~ linear 
unabh:,ingige LSsungen y l ( x ) ,  Y 2 ( x ) , "  ", y.(z), die also dutch keine lineare 

*) VgL hiersu A. Guldberg und G. We~Ienberg, Theorie der lineLren Di~erenzen- 
gleichungen', 1911, S. 79f. 
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~h~o. =,(,)y~(x) + ~,(x)y,(x) + . . .  + ~,,(x)u,(~) = o, (wob~i di~ =(~) 
stetige Funkfionen yon x mit der Periode 1 sind), verbunden sind, in der 
Form darstellen 

(68) f (x )  ---- eot(x)y,(x ) + ea,(x)y,(x) +. . .  + o.(x)y.(x). 
Dot Funkfionen ~0(x) sind dabei stetige Funk~ion yon x mit der Periode 1. 
Es entsteht dan~ die Aufgabe, die Funktionen v(x) so zu bestimmen, da~ 
f(x) in einem Intervalle yon der Gh'BBe n, also etwa im Intervalle 0 __<x__~ u 
mit einer vorgegebenen stetigen Funk~on f(x) zusammenf'allt, die den 
Dirichletschen Bedingungen genRgt und fftr welche*) 

a,,f(~) - - -  aof(O ) - a~ f(1) . . . . .  a._~ f( .--1) .  
let also 0 _ x ~ 1, so ert~lt man fRr die unbekanntea Funktionen e(x) 
alas Oleichung~system 

~(~)y~(x) +o,, (x)~,(x) +"" +~'~(:0 Y.(~) =f(~), 
o t (~)V#+X)  + ~ d ~ ) ~ , ( x + l )  + - - . + - . ( x ) ~ . ( ~ + l ) = f ( ~ + l ) ,  (~9) 
e1(x)y1(x+n,--1 ) + (as(z) y,(x-l-n-- 1 ) + ... + eo,,(x)y.(x-l-•--I ) =f(x+n-- 1), 

Die Determinan~ die~es Systems 
f~r i ~= 1, 2,. �9 -, n, 

1)(x) " 1 ) ( ~ ( x ) '  Y'(x)' " " Y'(x)) " l Y ' ( x + i - 1 )  ~ = 1 ,  2 ,  . . ., ,~ 

ist wegen der ]inearen yon Null 
verschieden und es ist 

(70) 
Es ist also 

Unabh~ngigkeit der Funktionen y~(x) 

D(x + i) ffi (- i)- 5/)(x). 
an 

(71) o~(z) = /)  @. (x) , y, (x), . - -, yk_ , (x) , fix), yk+1(z),--.,y.(x)). 
D ( y l  ( z ) ,  y ,  (z ) ,  �9 �9 -, y ,~_ ,  ( x ) ,  y k ( x ) ,  y,~+ ~(~),  - �9 -, 9 , , ( x ) )  ' 

da auch f(x) der Gleichung (67) genfigt~ so gil~ auch f~r den Z~hler die 
Gleichung (70), so dab die Funktionen a3k(z ) tats~chlich die Periode 1 
besitzen. Wir setze~ nun 

(72) "~ (~) " ~)- ~ y , ( x + , - 1 ) ,  

dann erh~tt man 

(73) ~(x) ~ ~i"(x)f(~) + ~i'~(x)f(~§ +... + ~i*~(x)f(~+s--1); 
(k=- I, 2,...,~). 

Es "lassen sich aber alle Fauktionen u~)(x) dutch die Funktionen 

1 ~D (74) ~ ( ~ )  -..~-~(~) . .  ~ a , ~ ( ~ _ ~ _ l )  

~) Eine entsprechende R a n d ~ g u n g  muff das vor~geY~ae f(x) l e~e l~ t~nd-  
l i~  bei aHon ~ d e R e n  Funktionalgleichungen ergfllen, vgl. w $ und w S. 



Lineare rm~tiomtle D i ~ ~ i e h u ~ e n .  153 

linear ausdr/icken. Betraehten wit- dabei der Allgemeinheit wegen die 
Gr~een a zun~ehst ~ Fnnk~ionen yon x, so folgt aus (70) and (72) 

(75) 

= .-~-A~+ i). 

~,(.+ ~) _ ~?>(.) = ".r ~.(.) ,~(z+i), 

,,i,)(~ + i) - ~,,)(~) =- ~'(") a-~3 u~(x+ 1), 

�9 . . o . �9 �9 �9 . �9 �9 �9 

, q ' - , ) ( , ~ +  z )  - , , . ( ~ )  = ~(:,,,) ~ ( ~ + l ) .  

Es gentigen daher die Funk~onen ut(x ) der zu (67) adjungier~n Dif- 
ferenzengleichung 

a . _  ~ (z) a , _ , ( ~ +  l) 
(76) ,,,(~) + % - ~  . , ~ + i )  + ~.(~+~) , , ,(x+9) + . -  

ao(z+.- - l )  a~ (x-F---~) u~(x-l-n--1) -t- u,(x-t-**) -- 0 

und es folgt ferner aus (75) 

(77) u~"-�9 =,~ a._,(x--,+j~--t) . . ( ~ _ , + ~ _ , )  u~ (z - s+p) , .  
e 

sJso 

o 

daher wird nach (7B) 

~(~-n+o+p), 

_ ~-, ~ o._,(=--+ ,+~-,) 
(78) ~,(~) /_ j j .?  g<~~~_-~-=,)u,(x-s+r162 

J 

o I 

Indem wir nun m~(x) in eine ge~hnliche Fourierreihe entwickeln, er- 
halten wir 

(79) 
-w e I 0 

+** s-- t m--p 

--*~ 0 t t  

~ k E a t l u t ~  a-~.1-- LXX'V/]I 

~(~-s +p+ D fO,)e-""~ ~,~. 

I I  
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Sind in der Di~erenzengleiehung (67) die a Konstan~n, so erh~lt man 
ein Yundamenhdsystem y~(x) ffLr ( k ~ - 1 ,  2, . . . ,  n) dure h die Funl~ionen 

r we die z~ .W.urzeln der Gleiehung 

(80) or(z~) ~ a o + a t d  ~ + aie  + . , . + a .e  -~ 0 

sind und etwa als die Hauptwerte der Logarithmen der n als voneinauder 
versetdeden angenommenen Wurzeln t~ der Gleiehung 

(81) ao + ~ t~ + a~t2 + . . .  + ~.t/= 0 

definiert sein mSgen. 
Eine elementare Reehnung gibt in diesem FaUe 

-'(zk) 

Setzen wit mater Berfieksiehfigtmg yon (82) 
in (68) ein, so erhalten wit die Darstellung 

o_::.___- 
(z,) ' 

wobei die Summe fiber alle Wurzeln 

den Wert yon ~k au.s (79) 

z,  = z,  + 2 m u i  

zu nehmen ist und 
(k-- 1,2,.. . ,n; re=O, + 1, • 2,...) 

~--I $r 

f ~  - g ~.  ,,2/,) e q' +~"''~'~ 

o o 

is~. 

(85) 
o 

so folgt dutch Addition 

(861 c,= ~of fo,)e-"" dr + 
6 

Ds abet na~h (80) 
s 

( , s - p ) ~  ~ ^ ~  . - ~ , ~ .  

0 - - 2 _ y a . _ ~ e  J tLt~)e at2, 
o 

~ d" f f(~) , - ' '  dr +.. 
I 

a e ( n - l ) %  / ~ ' /  ~ - ~'/~ 
"" 4- ._~ .) T ~ ) e  dt~; 

dieser Ausdruck wird abet mit dem yon C, in (64) identisch, wean man 
daselbst h~, h~, - - . ,  h ,_ l ,  .~, dutch 1, 2~ . . . ,  ~ --  1, n eraetz~. 
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w 

Formaler  Sbergang zu den Punktionalgleichungen (4). 

Um uns ein Bfld zu machen, welche Dsrstellung im Falle der all- 
gemeinen Funktionalgleichung (4) an die Stelle yon (64) tritt, ersetzen wir 
zun~chst (51) dutch die Gleichung 

# f -  zt ~ "3 

(87) ~ko~f(x+h~)+ -~l ~kl~f(z+h~+O) --~k~J(x+h~) t = O  
o _ o - o  J 

und lassen ~ nach 0 konvergieren, dann wird in (64) 

~88) 
~ + t . , , , + a  

c,- ~,~o,2':" f fo,);"'~, 
0 Zo+bq 

:dso 

(89) 

1 +~- 
~ + h ~ + $  zo+h~ 

It-- 1 ~'e + h~ 
k~ z v 

6=0  0 ~o"]-h 9, 

, , -1  =o+i,. 
'~-'~_ hq% l"J.. _ - - % p  

+ ~ . . . , . e  j t-u.), a~,- 
o :r,e +hq 

~,f(Xo +~,) ;...o 

= .~ .~# , , , e  , : f f (e)  - " " "  
o o xo+~q o 

Entsprechend erh~lt man, wenn man dutch Grenziibergsng zu 

(90) 

aufsteig~ 

(gt) 

[,% f(,)(x +h,) + ~/(,)(x +~,) + ko,f(x+ ~,)] = o 

0 0 zo4"kfl 

1 0 

~t 

p--1 --z~mo ,, - -Z rZ .  k,,,,, e r (~o+h, ) -~k~ , r ' (~o+~ , , ) .  
o 

und allgemein, wenn man zu 
II* 
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(92) ~ ~ / ~ .  f~)(~: + h~) =ffi 0 
0 0 

~ i ~ ,  

0 o Xo+ll 2 

m ~ p--t 

~g~ e x g p x + l  
1 0 

Man sieht .also, dab in tier yon Schiirer gegebenen Entwicklung (9) und 
g~nz allgemein in (93) diojenigen Olleder, die nur yon den Werten yon 
f(z) in den festen l~nkten Zo q-hq abh~gen, yon den dutch Grenziiber.- 
g~.g verwisohten Intervallen herr~hren. Wit wenden uns jetzt in den 
folgenden Paragraphen zu der direlden Ableitun~t yon (93) aus dem 
Cauchysohen Reaiduensatz. 

w 

Konstrukflon der Kurveu C{e). 
Es sei in der Gleichung (4) 

S 

(4) ~~k~,,f(P'(z+h,)ffi~O, 
0 0 

g~,+o, k,~=o, wenn q>q, ;  k,~+o. ~,.ffio. wo~ q<~,; 
/~qq + 0, k,~ = 0, wen, l0 > p~; k~q + 0, k~ = 0, wean lo < ~q is~. 

Setzen wit vor~bergehend 

f ( x )  = e z - ~  , 

so erhaltan wir tilt g~ die Oleichung 

0 0 

Wir haben nun die Kurven C~) so zu bestimmen, daft mit wachsendem 0 
ftir alle Punkta n yon C(e) tzl beliobig grog wird, dag andererseits eino 
festa Z~ld a oxistiert, so dag l~gs  G~ ) stats Ix(s){ gr~iger ist als dot 
m i t a  multipli~ierta, dem absoluten Betrage naoh jeweils grSSta Summand 
yon z(s). Sohliegen wit die ~-Aohse zwischen zwei dutch den Koordi- 
natananfangspunkt gehende Gerade ein, welche mit der ~-Achse den be- 
liebig lfleinen Winkel + 0  einschliegen, dann ist asymptotisch (~)  ffir 
groge Werte yon r, weam wieder 

g =ffi f e / ~  ~ 
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gesetzt wird, 

(95) e , sofern - -  - 

(96) ~(z) ~ / ~ o  z~., sofern -~-+ o ~ _ _ < ~ x - - O  ist. 

Die Schwierigkeit besteh~ also wesentlieh darin, die Kurven/7(r inner- 
z ~ 3 3 halb der Sektoren ~- -- ~, ~- ~ O und ~- ~ -  ~, ~ ~ ~- O geeignet zu 

wiihlen. Wir schlie•en zun~chst die ~-Achse durch zwei zu /In. parallele 
Gerade in endlichem Abstande so ein, dal} auBerha!b dieses Streffens 

i 2 2" i kmq bei positiven ~ oberhalb einer festen wesentlieh positiven 

z h -  i 
Grenze, bei negafivem ~ oberhalb lak,,,~,e ~m I bleibt, wenn ~ eine feste 
Zahl ist, die etwa kleiner als 0,5 sei. Die innerhalb des Streffens liegen- 
den Teile der Kurve U(O bestimmen wir vermittels des im w 2 einge- 
ffihrten Auswahlverfahrens so, dab wenn 

I 

z '  2 
(97) , ~  k~e  -~ s~ 

gesetzt wird, [sin[ l~ngs dieser Kurvenstficke oberhalb einer lessen (]renze 
liegt. 

Innerhalb des Streifens is~ dann l~ngs dieser Kurvenstiicke in ]x(z)t 
der Bestandteil Is,~z'~i ausschlaggebend, d.h. es existieren zwei positive 
7_~en a nnd b, so dab 

(os) a < < b t 
und dieses gilt ganz allgemein rechts dieses Streifens, so lange dort l~i 
sehr groB gegenfiber ~,~ ist. Wean jedoch dies letztere nich~ mehr der 
Fall ist, d. h. wenn e~, ~ yon derselben Gr~Benordnung ist~ wie ~, so sind 
die dem absoluten Beh~ge nach gr~Bten Snmmanden yon z(z) gewifl in 

(99) ~ -~ k , , ,  / "' 

enthalten. U m  nun die in ~ vorkommendeza, jeweils absolat gr~flten 8um- 
manden zu besfimmen, fragea wit ,  wana die absolu~n Beta~ge zweier 
darin aui~etender Summanden gleich werden, warm also etwa 

wird. Da-bei nehmen wit ]~[ sehr groB an, es sell sieh aber, um den 
Anschlufl an die inner.l~b dee Streifens dutch das Auswahiver~en 
gewonnenen Stfieke der Kurven C(e) leieht bewerkstelligen zu kSnnen, 
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yon einer bei restore 0 festen GrSBe ~Te um hSchstens + 20r unterscheiden 
dRrfen, so dab also 

(101) ~ =* ,/r + 2 0 ~ ,  wobei --  1 ~ 0 __< + 1 und lira r~,, = oo ist. 

Setzen wir vortibergehend e---| 

H k, .9~  = AV~_ ~ 

so muB, wenn (100) gelten soll, 

2 
sein. Es muB also ffir groBe Werte yon l~e] 

Fig. t. 

h~+,o ~ -- h+p, 

seim Wir ziehen zur woiteren Diskussion ein KoordinatensyBtem P, H 
heran und tragen auf der P-Achse die Gr6Ben p, auf der H-Achse die 
dazu geh6rigen Gr56en h,~ auf. Durch den Punkt m, h~m legen wit eine 

Parallele zur H-Achse und drehen diese entgegengesetzt dem Uhrzeiger- 
sinn bis ein odor mehrere Punitive p, h~ darauf fallen. Um den zu dem 

kleinsten io gehSrigen dieser P,m,~e drohen wir in demselben Sinne weiter, 
his neue Punktm auf die Gerade fallen; dieses Verfahren setzen wit fort, 
his die {}oracle durch den Punkt p~, h= geht. Die Winl~el, welche die 
Sei~n dieses Polygonzuges mit der/~-Achse einschlieflen, seien ut, us , ' "  ", 
ferner set, 

d ~ n  ist /~ < /~+1  und es sind, wenn 

(104) (# + ~j_~) lg % < ~ < (,%+~ - 0') Ig '~e 
ist, mater den zur 3 ~ Polygonseite geh6rigen Summanden yon ~ die ab- 
solu~ grSBten Summanden yon z(z) enthalten, sofern ~ eine positive Zahl 
ist, die beliebig klein wird, worm ]~/e ] groB genug ist. Wit betrachien jetzt 
eino Polygonsoite, auf welcher die P u n l ~  p~, h%; p~, h~,; . . . ;  p~, I~q2,~ 
liegen m~gen, so da~ 

(105) h ~ -  h = h ~ -  h~, "" = hq~,,--h~ V~ und io~ >~.~>--->1), 

ist. Die zu diesen Punk~en geh6rigen Summanden yon ~ hubert ah Summe 

(106) s~ ~ k~,qv ~ e + ~ , ,~  ~ e + . . . +  k~,,~# z e ~' 

V_ 
+ x.,..,,, kT/+"" + J 
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Setzt man dann 

(107) 
wobei eutspreehend zu (104) 

(lOS) 
so wird 

$ 

D 
( lO9)  - 7  - 

t i~l t-~/ iq 

.~J / /  = ~__~.#/ d u~ 

wo ]81i beliebig klein ist, wenn !~e[ groB genug ist. Durehliiuft t die 
Werte yon ~#-I his /~+I, so geht, wean [~e[ groB genug ist, Iv[ yon 
beliebig kleinen zu beliebig groBen Werten. Man k~nn aber zwei nur yon 
den k~ abhRngige GrSBen gl und gs so angeben, dab 

~ s j ] > u  1 kp, q~,~ e ~ , wean  I vl < gl and dab 

1 i "I p,, zhq 1 e p~ wenn Ivl>gs 

ist. Da nun der auf der rechten Seite yon (106) in eckigen Klammern 
stehende Ausdruck ein Polynom in v ist, so kann man nach (107) zu jedem 
Werte yon t, fiir dan g~ ~]vI< gs ist, stets O entsprechend (101) so be- 
stimmen, dab der absolute Betrag des Polynoms oberhalb ether festen 
Gr6Be liegl. Man kann daher in den durch (107) una (108) festgelegten 
Streifen die entspreehenden Stiicke der Kurven C(e) so w/iMen, dab f'tir 
die in cliesem Streffen liegenden Teile der Kurven C(e) die Ungleichheits- 
bedingungen 

(110) 
und 

gelten und dab diesp ferner auch f'tir I~I und [~(z)] efftillt sin& 
Da man dieselbe Konstruktion fiir das einer jeden Polygonseite ent- 

sprechende Intervall machen und entsprechend fiir negative ~ vorgehen 
kann, so folgt, dab wir die innerhalb der Sektoren 

u  = = u  und u  = = u  

liegenden St2icke der Kurven OcO entsprechend der am Anfang diesos 
Paragraphen aufgestellten Forderung konstruieren kSnnen. Da auBerhatb 
dieser beiden Sektoren J~(~)l fRr alle Werte yon z yon genfigend groBem 
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absoluten Betrage yon selbst die gewfinschten Eigenschaften hat, so kann 
man auflerha]b der beiden Sektoren die Kurven C(O beispielshalber wie 
in w 2 dutch die (trei geraden Li~ien und zwei Kreisbogen ergiinzen. 

Es  sei 

w 

Z w e i t e s  B e i s p i e l .  

m = 4 ,  n ---- 3 ,  

a | 8 o  
�9 s 

( k,,fc,,(, + h,) 
0 0 

• 0 .  

Wit ersetzen voriibergehend f(x) dutch e ~'~' und erhalten Fdr z,, die 
Gleichung 

(113) 
�9 S 

.( , ,)  
0 0 

yon der wir zuniichst annehmen, daft sie lautzr einfache Wurzeln besitze. 
Wir zerlegen d~n~ ~(#) in r auf folgende Weisen 

�9 �9 3 

,) 
0 0 1 

~) 
�9 1 41 $ 

+j,++ e + ,  Z(~) e h++, 
0 0 ') 2 

�9 2 4 

0 0 0 

Es sei nun f(x) eine im Intervalle x o < x < x o + h s viermal s tet ig  
differenzierbare Funk~on, dana e r l~ t  ma~ entsprechend der ZerZegumj 1) 

(114) 
4 ~. O~ p z 

,p++,,,o/P-" f ( +  O+o) +' r  +o) 
- 

~($ )  Z P ~ + I  
1 0 

i 1 ~ f f i  _ - ~  f ( . ) ,  

wenn :r o .<~ x ~ x o -~ h s, 
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(t15) tim ~,;; ~ y  

+.Z'~:, , u~,::,>,- ~,'-' f<"><:.+~,"':-:'-"!:,,+, Jt'~": ~. f(,), 
wenn % < x < xo + h,;  

.f+" 2, e =~ ()., ~ i 

(~1~) 

(u~) 

44,,~176 f(~)(~o +~)g(~-"-~,) l-I d~ ~ 0, 
+4"-~ -o" ~ -~ 

worm xo + h~ <: x <: % + h~. 

Aus (114) und (115) folgt genau wie i m w  9, i~d~m man zu~ Um- 
formung des ersteu Summanden noe.h (113) heranzieht, 

t +" e ~'~ -~ -%#~ . z~ f(~')(%) e-~'~" 

Z N  Z~ ~:,+, j 
i I 0 

wens ~o <: ~ < % + h~; 
e~tsprechend folgt aus (116) 

f i ~ + h ,  t r - 1  
e":' ~ ~j"-=,." ~,'~ f(~(~,)e -~'~" o = ~ . - ~ I Z , , , ~  ~ ,'(,.)<~,.-~"<,~ ,-----r,~-.+. 

, I  

+2J~,o,; ~ ,  �9 - '  fo,,)(~. ~ J 
+/~.).- ' , ,  (~+ ~) ]  

o 

wean x o + h x < X < x o +" h a. 

Geht man yon der Zer/e@u~g 2) aus, so er]~Rlt man, wenn x o dt~rcl~ 

x o + h l ersetzt wird 

(119) lira 41 . f I " ~  ~>~ "" :,==. =, Y,~ L ~ . ~ . - . ( - ~ - -  je~-,.>f(. ,o d.,, 
z ,  +,r 

wenil % + h~ < x < % + ~ ;  



(i~o) 

(191) 

(i~) 

(i~) 

1 6 2  E . H . . n .  

lira ~ x  I, ~ e'(=- ~) f(,a) d/l 
= * o  C (e) x 

t $ . p h,~ p--I -1 

f(x~ 

wenn xo < X < xo + h~; 

~ = . = ~ * d  ,~(~) ' o,-,,)f(ti) d/~ 
C (r 0 0 ~-o + h~ 

- Z Y L ,  q ~-~ , , ,+I  
1 0 0 

4 1 . p h2~ ~ - - 1  -7 
�9 ~ - i ~  e ~__ f(~)(~o+h,)r l 

_i 
we~ ~o + ~ < x <~o + ,l~; 

srD',D - ,o 2 ~ i  ~ ( z )  
t "=  C(#) L 0 II :eo+hz 

4 $ _ p hq~ i ) - - I  

1 2 0 

wenn Xo < X ~ .  Xo .-l- h = . 

i u s  (122) bzw. aus (119) und (120) bzw. aus ( i21)  erhRlt man daher 
die Darstellungen 

0 = ~ ~, e f(~)  d~ 

�9 ~cl -Fhi. 

4 a p- - I  

1 t 0 ZPI ' t "  1 

.~-,~ ~ , 
1 "P g ! l '  0 ~, 

w e n n  x,  < x < x o -F h~; 
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(:~:) 

(125) 

(:co) 

(I~7) 

(L~8) 

f(x) = ~  

0 ~  

'": #,:,r z,~ 2 ''' -:,~<fO)d~ ='(z,.) 
I_ 0 0 " Ze .i_ iI 

& 1 p - - I  
<"~ 

E pz -"1-1 
1 0 0 ~, 

t s l> " l , - i  /@~) +h,)e_:,,(~o+tl,.)- t 

wenn x o + h  i < x < x  o+]l~ 
" /+" 

~q" e-','/' f (lt) :.(:.) t .  =." <~, 
L 0 0 Xo + h:t 

i 1 io--I . . .  x - ,  
- e #  ~ .::C", =..<+. 

1 0 0 

i ~-~ /~ +#~,)e_=,,(Zo+~ ] 

1 O o 

wenn Xo + i~ < X < xo + h~ 
Die Zer/egung 3) liefert 

o-:~....x "t.~)) J~":-"~f@)<~t. 
�9 - -  C (e) 0 0 xo + ] t l  

4 2 ~ lo h q z  p - - I  

1 0 0 

wen,, xo + h~ < z < xo + hs 
r -  4, a ~ + h a  

lira 1 f k'3z'd"" fe("-~')fOl)d/t 
C (el z 

t Zp ]~ali p--I ] 
: m  .-,-, ~ -j d~, = : f(~) 

I 0 

wean Xo < X < :r,e + h 

lira=t" L'~o ~ :o+,., f~)d,,, 
(j = e~ 7~ "/gr 

t _ f ~ z  f - 1  
�9 f(Pi~/,.,. %.s (z-- x. -- h~) 

--7---~i p ;~(-~ ~"o ,i,,+~ 
llli.i~ .Io--I 

1 0 

wenn ~ < x < ~ + h 
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(1-~9~ 

(zso) t ' @ ) ~ . ~ - -  

(1st )  

E s  folgt daher av~ (128) bzw. (120) mad (127) 

~ hgzv --$~,iz 

O= -- ' (Z ' )  L a o ~+,~ 

$ Z  a s p L + I  

- -  t z ,  e ~ p ,  z + ~  i ' 
1 0 

wean x o <: x <: x o + h.~; 
Xo 4- ~a 

ez~x F �9 21 ~ f e 

,_. 0 0 xo + I~ 

t~ 2 p - - I  

1 0 o zp~. 4-1 

�9 p--I 

wenn x o + h: < x < xo + &. 

Dutch Addition yon (117), ( i23)  and (129) bzw. (118% (124), (129) 
b~w. 018), 025) (130) fotgt 

f(,~) = .(,,) - =  - , . (~, . ;  ,,.,"2~" - ~ . f ( ~ ) a , , ,  
L o o 

p - - 1  

we~m x o +  e ~Z__~ Xo+ h~-- e oder xo-t- hz-b e < : x  ~ X o +  h~-- ~ oder . . .  
oder x o + h._z + v <: x <: x o -t- h,, --  ~ ist, wo ~ eine beliebig kleine Zahl 
ist. Die Reihe (131) konvergier~ ffir dieso Werte der x gleichm~Big. 

Es sei jetzt, f(x) eine L~stmg yon (112), wele]te far alle reellen x viermal 
stetig diffexeazierbar ist. ~ind k~a und k~ ~ O, so diirfen wit  f(x) als w i ~  
kiirlic~, viermal steCig differenzierbare ~'u~lddr im I~tervalle xo ~_x ~ x o + h~ 
vorsd~reibe~, sofer~ die Wert~ der F u n ~  i~ : r  o + h: ~ur dvr Gleichu~l 
(112) 9eniiyen, in der x durd~ xo ersetzt i#t. I~g abet J['~o*) oder k~  Null, 
so wird im allgemeinen f(x),  am fiberall ~iermal ste~ig differenzierbax zu 
sein, iiberall, also speziell ffir x o ~ x _< x~ + h~, beliebig of~ differenzierbar 

*) Das Entsprechende ist z. B. in dem in der ginleitung erw~hnten, son Sch~rer 
heha~delten Bei~iele der Fall. 
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sein mfissen~ Die allgemeinste Form, die f(z) in diesem Falle hat, wird 
in dem Zusatz zu diesem Paragraphen gegeben. 

~achdem dieses vorausgeschickt, zeigen wit wieder, daft wenn f@) 
eine ffir aUe reellen ~ viermal stetig differenzierbare LSsung yon (112) ist, 
(~,(Xo) yon ~o unabh~ugig ist. In dot Tat ist 

i 2 

(132) d C.(~o) 

t S p-- i  

1 0 0 ~v 

$ P 

�9 i i  x " 

1 0 1 '~'  

t 2 

0 0 

Indem man nun den ersten Summanden vermit~ls~ (113)umformt 
und diejenigen Glieder des dri~en und vierten Summanden, die sich gegen- 
seitig wegheben, wegl~Bt, erh~lt man 

(133) dG.(:~o)=_ ~ 
dxo 

4 t 2 

0 0 O 

4 S t 

1 0 1 0 

t $ t 3 

0 O 1 0 

$ 
m 

7~o~f(x+s,,)~ = o .  
0 

Also konvergier~-die Reihe (131) in jedem noch so groBen, aber 
festen Intervall der x gleichm~d~ig, da wit jedes solche Intervall dach- 
ziegelarl;ig mit einer endlichen A~7~hi yon Te'dintervaUen ii'berdecken 
kSnnen~ innerhalb deren die Reihe (131) gleichm~Big konvergierf~ 

Zusatz. ]st f(x) eine fiberall ffinfmal stetig diiferenzierbare L~sung 
yon (11~), so ~t  au~h f '(x)  eine LSs~ng yon (11~), ~ a  es is~ f ( ~ )  in 
eine'in jedem noch so gro6en~ aber festen Intervalle gleichm~ig konver- 
genre Reihe entlarickelhar. Dutch Benfitzung derselben Umformung, die 
zur Herleitung yon (133) dient~, sieht man, da6 diese Reihe identisch ist 
mit der Reihe, welche man ert~lt, wenn man (131) gliedweise differen- 
ziert. Ist also eine LSsung yon (112) beliebig ot~ diirerenzierbar, so muB 
anch die Reihe (131) fdr aUe reelle x bsliebig oft differenzierbar sein und 



168 E. m~. 

umgekehrt befriedigt eine Reihe (131), die nebst ihren vier ersten dureh 
gliedweise DLfferen~iation gewonne~en Ableitungen in jedem beliebig grol~en 
Intervalle gleiehm~d~ig konvergiert, die Gleie~ung (1~1~). 

]~S Sel 

Ferner sei 

(is~) 

Der allgemetne Fall. 

0 0 
woboi h o : O, f(o)(z) = f(z). 

{iB7) 

~o,> = 2 ~  ~,,o,'>"-o _ o 

0 0 

und diese Gleich-~ m6ge ~un~hs~ nut einfache Wurzeln besi~zen. Ist 
dann f(x) eine hn IntervaJle xo, ~o + k~ vorgegebene, m-real stetig dif- 
ferenT.ierbare Funk~6n, so erh~l~ man wie in w 7 die Dsrstellungen 

r F m ?+~ m ~-I 

�9 ~,/c ,~ e-" ' f (~ a ~ - ~  
f~@.)~-,,:o 

1~6) f(x) 2 ~ wo ) 
xo 1 0 

m ~ p--i 

--~,~-- ~- ]~pg p ~l~gz',~,~ f (~)  (~. _~ ]~l)e-- zv(" + ~) x + l  

1 1 0 _ 

w e n .  ~o < x < x o + / h ,  

r-" m Xo+/h 

f(p,)(~o)e- :,,=o 
o =  -~ ~,o~; -""f(~,)d~,- ~,o~; �9 

femer folgt fib- ~/=. 1, 2, . .-,  ~ - -  2, 

(138) o-.~- e', 

m p - - 1  

, o ,~+' ]" 
wenn X o -]" }~ <m < ~o + h . ;  

Xo + J~r 

m p--I 

+ 2 2 ; ~ , , o ,  o z~, ,,,+, 
t ~M-I o 

" " .  _ ~ ' ,  P-~/oO(~o+h,+,)e-,,,(,o+~,~.,) ] 
j 

w e ~  xo < x < xo + h~r; 
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F ' ~ , ~  +=, , / + ~ + '  
L ~ o J~,,s, ++++" ..++.,,F "" f(~) d~ 

I 0 0 

~ .  , ,+.. ~+l ~(,,:o+~+,,+,)+-'.('.+++,+,~ 
1 J~'-i- 1 O t,' 

wenn ~o +h~<~<~o+J~+++~; 

(:t~) 

(t,+l) 

+[++ o = ~ -  ~ +,,,," r +-",,' f+,++, 

,m g ~0--I I"  (~.'I" ~ j ' ` + N - - h - e ' : ' l ~ ' + A a  

- . ~ Z '  +,,": :'+" o + r 

+ +S+++,,+++," ,,+, 

wenn zo + hN++ <:.x <: xo + h.; 
.nd sc~e+lich 

l ~ ~  +,,,: ~'" f +-"" fo+) + 0 ~ .(,,,) 
L 0 0 ~o+jt++_ ~ 

P ikslv $$~+1 +~,~,.,., ~ ,  ~+. +"+-.)'-"("+" 
:1 0 

, ~ .Z.;:'o r  J 
wenn ~o < x  < ~o + l~._t; 

t,m) f(+)=~ <'" '- " "-* f'+~' - +--~ L + ~ , ~  I,,, , :  ,r ,+" , - " , ' f ( p )+  
m,§ 

_~+,,,,.+ +,+++,.-0+-'-<"+'- 
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Ist zo + a < x < xo + lt~ -- a oder ao+h~+e<x<~o+hs--s,--. 
oder xe + h._~ + s < z < x o + h,- s, wo a eine beliebig kleine Zahl ist, 
so konvergiert die Reihe 

,,, . - i  ~+~,, 

='(~") ~-~-~') _ o ~.+~ 

1 0 0 ,., _J 

gleichm~iBig. Es sei nun f(z) eine L6sung yon (134), welehe flit slle 
reeUe z m-real stetig differenzierbar ist. Sind k~o =~d k~, vo~ ~V~/ ror- 

cliff, t e n ,  bare Fun~ion vorschre~3en, sofe~ die.se Fun]~i~m nut der Glei- 
chung (134) f'~r x ~ x  o gen~fl. Is~ dagegen k~, o oder k~,~ Null, so mull, 
wie i m w  7, f(~) ffir alle reelle x, speziell also filr x o ~ x __~ x e -[- h~, im 
allgemeinen beliebig oft differenzierbax eein. 

Es folg~ wieder, wenn f(z) eine ftir alle reellen x m-real stetig dif- 
i~renzierbare LSsung yon (136) ist, 

aO.(xo) ~ 0 
dx, 

und damus clio gleichmiillige Konvergenz der Reihe (143) le/ir alle reellen x 
in einem beliebig groBen, abet festen Intervall. 

Damit ist also die Funcl~mentalaufgabe der Theorie der lineaxen 
Funktionalgleichungen (134~ gelSst, es ist n~mlich eine fib" a~ ree.17~ z 

ff//Z~ge D~s~/~un9 ~er je~e~ o/~em~ne~ ~ v~ ( l a4 ) ,  we/the f / i t  
~ e  ~ed~en ~ m-mo~ stdig d i f f e r ~ b a r  ist, gewon~en. 

Wir zeigen nun .noch, dab es nut eine e/nz/ge gleichmiillig konver- 
genre Entwicldung der Form (143) gibt, indem wit, wie i m w  2, fur die 
Funktionen e*, �9 eine der Orthogonal~ts bei gew'dhnlichen 
Fourierschen Reihen analoge Beziehung aufstellen. In der Ta~ sei 

o 0 
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so folg~ 

0 0 

Also ist 

m ) t w l  

l 0 0 

~ t  

o % - - ~ "  o o %--~" 

I O 

. . . .  

0 0 $~'~ ~ ~ '  

o % s,  

1 o % -  s ,  

O, wenn v =~ ~'1, 
(146) S,,,~ ' z  

ffi - z (,), w-,- ,, - 1'i. 

Zusatz~ 1st f(x) fiLr alle reellen :v ~ +  l-real stetig diAere-~ierbar, so 
folgt wie im w 7, dais die Reihe, welche man dutch gliedweise ])ifferen- 
tiation yon (143) erh~lt, far ein jedes beliebig g ro l~  Intervall der reeHen x 
gleiehm~d~ig konvergiert. ]st also eine Igmung yon (134) fltr alle reel~n :v 
beliebig oft dltTerenzierbar, so daft man (143) beliebig oft gliedweke 
ditTerenzieren und umgekehrt liefert jede Reihe (14~), welche eben~ wi~ 
die dutch beliebig oitm~!~ge gliedweise Differentiation gewonnenen Reihen 

jedes noch so groBe Intervall der ~ gleichm~ig konvergieg 6 eine flit 
alle reelle x beliebig oft ditferenzierhare I~sung yon (184). 

w 

D er Satz yon Ehrlmrdt  8~.hmtdt. Fal l  mehrfaeher  Wurzeln. 

E. Schmidt macht die slz~ielle Yoraussetzung, ~ nut dne einzige 
der Gr6~Hm ~z.~) etwa ]r "/" 0 i ~  ~ ist a!~o in ~eaem Falle 

047)  = k . , g  + =. o, 
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so dab man die Achse der rein imsgin~ren s dutch zwei yon ihr in end- 
lichem Abstand gezogene Parallelen so einschlie6en kann, dab innerhalb 
dieses Streifens und speziell auf der A.chse selbst nur eine endliche An- 
zahl yon Wurzeln liegt. Wird dana f(x) und seine n -  1 ersten Ablei- 
tungen fiir x = + oo nur unendlich wie eine Po~enz yon x: so gilt nach 
(134) in dem vorliegenden Falle dasselbe f/ir f(~)(x). 

Nun ist aber nach (143) 

( 48) 
0 0 ~o+h~ l 

p - - 1  

1 0 0 

ist also der reelle Teil yon z, positiv, so kann man x o so groB positiv 
w~hlen, dab sicher ]C,~(Xo) 1 kleiner wird als eine beliebig klein vorge- 
gebene Zahl e, so dab also Q(Xo) , das yon x o unabh~ugig ist, verschwin- 
den muB. Ist der reelle Tefl yon z~ negativ, so folgt das Verschwinden 
yon C,(xo) , wenn wir x o einen absolut genommen gen~igend groBen, aber 
nega~iven Wer~ geben. Damit ist abet der in der Einleitung erwiihnte, 
die homogenen Funlr~ionalgleichungen betreffende Satz yon E. Schmidt 
bewiesen.*) 

Besitzt die Gleichung (135) mehrfache Wurzeln, so erh~lt man aus 
dem Cauchyschen Residuensatz direkt dieselbe Reihenentwicklung, auf die 
man kommt, wenn man diese Wurzeln in der Entwicklung (143) formal 
zusammenfatlen liiBt. Daraus folg~ unmfl~elbar olme neue Rechnung, dab 
auch in diesen F~llen die Koeffizienten der entsprechenden Dars~ellungen 
(143) yon x o unabh~ngig sind, ferner bleibt aueh die eben skizzierte Ab- 
leitlmg des E. Schmidtschen Sat~es bestehen, da bei dem Grenziibergang 
nut gew~hnliche Po~enzen yon F bzw. x o l~;n~u~reten, w~hrend C,(x) bei 
der Ablei~ng des Satzes wie eine Exponentialfuuk~ion verschwand. 

W~irzburg,  April 1916. 

*) Vgl. Schfirer, 1. c. S. 193--194. 


