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Zur Theorie der linearen funktionalen Differentialgleichungen.

Von

Exin Hins in Wiirzburg.

Es seien in der linearen funktionalen Differentialgleichung

m-—1

(1) F (@) +22 SO +h) =9,

(wobei fO(z) = f(z), 0 =hy < hy <hy <---<h, ist),

die GroBen k,, gegebene reelle oder komplexe, die GroBen h, gegebene
reelle Konstanten; g(«) sei eine fiir alle reellen Werte von z definierte,
iitberall stetige Funktlon, die fiir = + oo nicht stirker unendlich wird,
wie eine bestimmte Potenz von z. Dann zeigt E. Schmidt*), daf diese
Gleichung eine und nur eine Losung f(x) hat, die fir # = 4+ oo nur wie
eine Potenz von z unendlich wird, wenn die Gleichung

m-1 n

@) U(s) = "+ Db ik, 2264 =0
0 0

keine rein imaginire Wurzeln besitzt. Die Gleichung (2) besitzt stets
nur eine endliche Anzahl rein imaginirer Wurzeln; nehmen wir an, es
gebe L solche, jede ihrer Vielfachheit nach gezihlt, dann entsteht die
allgemeinste Losung von (1), welche fiir £ = 4 oo nur wie eine Potenz
von r unendlich wird, aus irgend einer solchen Ldsung durch Hinzu-
addieren einer Funktion der Form

k

3) Db 6,9.(),

* E. Schmidt, Uber eine Klasse linearer funktionaler Differentialgleichungen,
Math. Ann. 70 (1911), S. 499 .
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wobei die ¢, willkiirliche Konstanten sind und die ¢, (z) ein gewisses,
explizit angebbares System von % linear unabhingigen Funktionen bilden,
die der homogenen funktionalen Differentialgleichung, welche aus (1) ent-
steht, wenn man g(x) = 0 setzt, geniigen.

Die Eigenschaft, daB die Gleichung (2) nur eine endliche Anzahl re¢in
imagindrer Wurzeln besitzen kann, gilt nur, wenn man von der speziellen
Form (1) ausgeht, braucht.aber nicht mehr zu gelten, wenn man von der
nur wenig allgemeineren Form

@ S S 911 = 9(2),

(wobei wie oben O =hy < h, < hy <---<h, ist),

ausgeht, in welcher die gewohnlichen Differenzengleichungen

n

(5) Dik,f@+g)=g()

0

als spezieller Fall enthalten sind. So fiibrt beispielsweise die Differenzen-
gleichung

(6) fz+2) + f(z) = g(2)
entsprechend (2) auf die Gleichung
) e+ 1=0,

welche die Wurzeln s = 3 (2k+ 1)aé fiir k=0, +1, +2,-- - besitst.

In diesem Falle bleibt also die Losung durch die von E. Schmidt einge-
fihrten Grenzbedingungen noch bis auf unendlich viele, linear hinzutretende
Funktionen unbestimmt.

Es erscheint daher von einem gewissen Interesse, die Losungen von
(4) statt durch Grenzbedingungen durch Vorgabe von f(z) in dem Inter-
valle z,, z, + h, festzulegen und f(z) durch eine fiir alle # in einem
beliebig grofen Intervalle der reellen z gleichméBig konvergente Reihe
darzustellen. Es wird sich herausstellen, daB dadurch die natiirliche Ver-
allgemeinerung der klassischen Integrationstheorie der gewdhnlichen Dif-
ferenzengleichungen auf die linearen funktionalen Differentialgleichungen
(4) gewonnen ist. Da man durch eine leichte, hier nicht ndher auszu-
fiithrende Modifikation der Methode von Schmidt stets eine partikulire
Losung von (4) erhdlt, so kénnen wir uns auf die Losung des entsprechen-
den Problems fiir die homogenen Gleichungen (4) beschrinken Das
Hauptresultat von Schmidt beziiglich dieser homogenen Gleichungen ergibt
sich dann als Zusatz aus der Losung der obigen Problemstellung.
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Fiir die spezielle lineare funktionale Differentialgleichuny

(8) f'(z+1) = af(2)

bat F. Schiirer*) die oben postulierte Darstellung der allgemeinen Losung
gegeben, indem er f(z) unter Anwendung einer von Herglotz*¥) gegebenen
Reihenentwicklung in der Form

1
z

©) @)= Do oo ([emntan+ &)

0
darstellt, wo die Summe tiber alle Wurzeln der Gleichung
(10) 26" —a=0
zu nehmen ist. In diesem Beispiele tritt jedoch noch nicht die charakte-
ristische Schwierigkeit hervor, welche bei der Darstellung von f(z) im
allgemeinen Falle zutage tritt. Man erhdlt ndmlich, wie wir sehen werden,
bei dem Ansatze der gesuchten Reihenentwicklungen im allgemeinen Falle
fir jedes der n Intervalle x,, Z, + ky; %o+ hy, Zo+ ha; -5 Ty +hy_y, T+ 1,
zunéchst lauter verschiedene Reihenentwicklungen fiir f(#) und es entsteht
die Aufgabe, die noch zur Verfiigung stehenden Eutwicklungen von Null so
zu bestimmen, daB man fiir alle diese Intervalle und dann fiir alle reelle
eine einheitliche Darstellang fiir f(«) erhilt. Auf eine ganz entsprechende
Aufgabe kommt man, wenn man die Reihenentwicklungen willkiirlicher
Funktionen sucht, welche aus gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen
entspringen, sofern man fiir die Eigenfunktionen ¢,(x) an Stelle der
linearen Relationen zwischen den Werten der ¢,(«) und ihrer Ableitungen
in den beiden Randpunkten lineare Relationen zwischen den Werten der
»,(2) und ihrer Ableitungen in beliebig vielen vorgegebenen Punkten vor-
schreibt. Es entsteht so eine neue umfassende Gruppe von Aufgaben, die
nach der im folgenden zu entwickelnden Methode behandelbar sind, worauf
jedoch an anderer Stelle eingegangen werden soll.

§ 1.
Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes auf Reihenentwicklungen.

Diese Anwendung wurde von Cauchy®#) selbst gegeben; da sie die
Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen bildet, so soll diese Methode
hier im AnschluB an Picard kurz skizziert werden.

% F. Schiirer, Uber die Funktional-Differentialgleichung f'(z+1) =af(x). Be-
richte der kgl. sichs. Ges. der Wissenseh. zu Leipzig. Math. phys. Klasse, Bd. 64
(1912), S. 1671L. .

*) Herglotz, Integralgleichungen der Elektronentheorie. Math. Ann. 65 (1908),
S. 87f. .

**) Vgl. Picard, Traité d’Analyse II. Bd. (1. Aufl, S. 1674, 2. Aufl, S. 1791F).
10*
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Es sei F(z) eine eindeutige analytische Funktion der komplexen
Variabeln
2=E§+ in=re?
und besitze im Innern eines einfach zusammenhingenden Gebietes, das
von der Kurve C begrenzt werde, nur Pole 2, mit den Residuen R, ; auf
C selbst sei F(z) holomorph Dann ist

(11) . f F()dz= DR,

wobei das Integral iiber C entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn zu nehmen
ist. Es sel nun speziell

X

(12) Fa) = Y2 [ ee-nf(u)du
Zo

und zwar seien ¥(z) und =m(s) ganze transzeadente Funktionen von z, z
und z, reelle Parameter und z, <z, f(g) eine reelle stetige Funktion
von g, welche den Dirichletschen Bedingungen fiir die Entwicklung von
f(4) in eine Fouriersche Reihe geniigt. Wir nehmen nun an, es gebe in
der Ebene der komplexen Verinderlichen 2 eine Folge von Kurven C®),
C® ... 0@, ... derart, daB

a) fiir alle Punkte von C@ stets |7| eine beliebig groBe Zahl iiber-

schreite, wenn ¢ groB genug ist,
b) daB fiir alle Punkte von C®@

(13) lim “Yi =% =0, wemn — = + *P<o9 < - — 9

e"&

und & eine beliebige kleine mit wachsendem p nach O konvergierende
GroBe,

(14) lim E‘?-—l wenn —~+8<q><——:z 2,
()"”
(15) |28 <M, wemn —Z —9<p<—F+8 oder T —H<p< T+
(‘) ¢ ==q)=3 T

und M eine feste Zahl ist.

Wir zerlegen nun C©@ in zwei Teile C® und C{©;
fir die Punkte von C© sei £ >0,
fir die Punkte von C{9 sei £ < 0.
Es sei zuniichst £ > 0. Dann folgt aus dem zweiten Mittelwertsatz die
Existenz einer Zahl M,, so daB, wie groB auch {z] sei

(16) | E+in) feCrme-mifydn < M,
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ist. Es ist also nach (13) und (15)

x

(an dm 3 ) 36 ) cemR i dn s
cl® To

-—11 2’“ “8 e “’°)fe“("”°)f(y)dydz=0.
i %
Es sei jetzt £ << 0. Dann ist

also nach (14) und (15)
(19) })13‘11 é;lt_;fzg; e‘(-’v—u) f(y) dydz __1 f(w)
" C',e Z,

Ist nun 2, eine einfache Nullstelle von =(2), so ist das zu s, gehdrige
Residuum R, von F(2)

x

$ _ QP(Z,) ~ 2z, 2y X
(20) .R’, = ;(7”5 € #f(y:> dyfe

es folgt also aus (11), (17) und (19)

x

(21) L ;P((:; &  flu) du €77,

wobei die Summe iiber alle Nullstellen 2z, von z(z) zu nehmen ist. Auf
die Anderungen, welche eintreten, wenn z, eine mehrfache Nullstelle von
7(2) ist, soll zundchst nicht eingegangen werden.

Es sei jetzt
(22) ¥(2) + 1) ==(2), 2,>2
und fiir die Punkte der Kurven C®

(23) lim |22 ee-w)| =0, wemn F+O<g<gm—d ish
9 co

Aus (13) und (15) folgt

(24) h g; s wenn——;—‘-+8<q)<%-—&,

und dle Existenz einer positiven Zahl M,, so daB
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Z—9<p< T 49

2

@@l

ist. Genau wie oben folgt also, wenn fiir die Punkte # von C{® wieder
£>0, fir die Punkte s von Cff wieder £ <O ist,

Z,

. 1
(26) im g3z [ 5 [t ands = § o)
cf z
. 1 ) 1 =
(27) 21“5;,—, ,,((Z) eC-Lf(u)duds
c®

Zy

—lim L [ 2@ ez(z—xl)fezm—mf(y,) du dz =0,
0’(0) z

2y

(28) P2y ) e

Durch Addition von (21) und (28) erhdlt man mit Beniitzung von (22)
die gesuchte Darstellung

Z1

(29) f(=) =2 _ ) e flu)dper®, wenn z,<z <2 Iist

' (2,)

Es entsteht daher bei gegebenem =(5) die Aufgabe, dieses so in zwei
Summanden zu zerlegen, da man die Kurven C®@ so bestimmen kann,
daB (13), (14), (15), (23), (24) und (25) erfiillt sind.

Von der Wahl dieser Zerlegung hingt natiirlich die Bestimmung
von z, ab, wenn z, gegeben ist, mit anderen Worten, es hingt von dieser
Wahl die GroBe des Intervalles fiir z ab, innerhalb dessen die Dar-
stellung (29) gilt. Aus der Forderung a) fiir die Kurven C©@ folgt tiber-
dies, daB es zu der Bestimmung der Kurven (@ geniigen wird, die
asymptotischen Werte von =(2), ¥(¢) und g(#) fir groBe Werte von |¢|
heranzuziehen.

§ 2.
Erstes Beispiel.

Wir betrachten die Differenzengleichung
(30) af(@) + a,f(z +Ry) + asf(z + hy) = O

in welcher a,, a,, a, reelle oder komplexe, h, und A, irgend welche reelle
Konstanten sind, und zwar sei 0 < b, < h,.
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Setzt man dann voriibergehend

(31) flz) =7,
80 erhélt man fiir 2, die transzendente Gleichung
(32) 7(2,) = a, + a, 6" + a,e"” =0

und es ist zu zeigen, daB sich jede stetige Lésung von (30), die den
Dirichletschen Bedingungen geniigt, durch eine innerhalb jedes noch so
groBen Intervalles der reellen z gleichmiBig konvergente Keihe, die linear
aus diesen partikuliren Losungen mit konstanten Koeffizienten zusammen-
gesetzt ist, darstellen 1a8t. Um dieses durchzufiihren, zerlegen wir z(2) auf
zweierlei Weise in zwei Summanden v(2) 4 3(2), wobei das eine Mal

D) V(o) =a,, 12(2) =a,e"* + a,eh’,
das andere Mal
2) V(2) = ay + a;€4%  x(2) = azeh’
ist. Es folgt also im Falle 1):
(33a) Elixfw ;lf% ¢C@=%) =0, wenn z — z, < h,,

1 M _
(38 c) 5211,-100 %(2) 1,
(33d) Jim. % ¢e-= =0, wenn 2, —z <h,.
Im Falle 2) ist
(34a) Jim %‘; ¢E=0 =0, wenn & —z,< hy — hy,
O

im 2@ -
Mo g -,
(34d) Jim :—% ¢e=%) = 0, wenn 2, — z < hy.
Wenn also im Falle 1) z, <z <z, + A, d. h

T =Z + by

ist, so sind die Gleichungen (13) und (14) beziiglich (23) und (24) erfiilit.
Das Gleiche gilt im Falle 2), wenn wir z, durch 2, +%,, 2, durch z,+ bk,
ersetzen, fiir alle z, fir welche

o+ b <2<xy+ Py
ist. Es handelt sich also nur noch darum die Kurven C®@ entsprechend
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der Bedingung a) des § 1 so zu bestimmen, daf auBerdem noch in beiden

Fillen (15) bzw. (25) erfiillt ist. Dieses ist gewiB der Fall, wenn wir

die Kurven C®@ so legen, daB |z(s)' stets groBer ist als der dem abso-

luten Betrage nach groBte der drei Summanden von %(z), nachdem wir

diesen mit einer geeignet gewihlten festen Zahl multipliziert haben.
Man kann zunichst eine feste Zahl a so angeben, daB

|z (2)| > ;%3 ., wenn £ > a, !:z(z)]>—‘~;—°i, wenn £ < —a

ist und daB dabei a,€** bzw. a, die absolut gro8ten Summanden von z(z) sind.
Wir betrachten jetzt die Folge der Zahlen 2h,kx und 2h,kx fiir k=1, 2,.-.
und bezeichnen die kleinsten positiven Reste dieser Zahlen modulo 2x mit
K,K, - bzw. L,, L,,---. Aus der Folge der Zahlen K, K, - --
greifen wir dann eine Folge K, , K, - - - derart heraus, daB zu jeder be-
liebig kleinen Zahl & ein g existiert, so daB K, <& wenn » > u ist. Die
entsprechenden Gré8en Ly, L,,, - - - haben zum mindesten einen Haufungs-
punkt L, den man in der bekannten Weise festlegen kann. Wir greifen
dann aus der Folge g,, 0,,-- eine neue Folge g,, 6,,--- derart heraus, daB

K, <é&|L,—Li<s

wird, wenn v > u,, und u, eine bei gegebenem & geeignet gewiihlte Zahl
ist. Es sei jetzt

(35) Gy + Byht + ayartiE = g, (2),

(36) dy + 0,64° + a3€h* 0 = @, (2);

wir bestimmen dann innerhalb des Rechteckes, das von den vier Geraden
E=+4a, y=2=t und O, bzw. §=+a, =—2x7 und O begrenzt wird,
je eine einfache Kurve I baw. [, (z. B. eine Gerade), welche zwei passend

gewihlte Punkte auf den Seiten £ = 4 @ und £ = — a verbindet, derart,
daB lings dieser Kurven |g,(2)| bzw. |p,(2)| oberhalb einer geeignet be-
stimmten Zahl M, liegt. Dann verschieben wir I, bzw. I in der Richtung
der %°Achse um die Stiicke 26,7, 26, x, usf. bzw. um — 26, x, — 26, usf. in
die Kurven ™ [ ... baw. I, T, .. .. Ist daher v groB genug,
so bleibt lings M°” und I’ gewiB |z(z)| oberhalb einer festen Grenze,
wihrend die absoluten Betriige aller einzelnen Summanden von z(2) unter-
halb einer festen Grenze liegen, wenn — a < ¢ < + @ ist. Es ist also fiir
hinreichend groBe » lings der Kurven [“”und I (15) und (25) erfillt.
AuBerhalb des von den Geraden § = 4 a begrenzten Streifens geniigt es,
im Anschlusse an die Kurven Y baw. I die tbrigen Teile von C*
so zu legen, daB die Forderung a) des § 1 erfiillt ist; wir erreichen dieses
etwa auf die folgende Weise: Es seien 4 B,, C;, und D, die vier auf

oy?
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den Seiten =+ a gelegenen Endpunkte von ' und T“?), D, der-
jenige von den vier Punkten, der vom Koordinatenanfangspunkt O am

weitesten entfernt ist, dann verlingern wir 04, , OB, und OC, bis
A,,, Bs, Cs,, so daB

04, = OB, = 0C; = 0D, . b,

und verbinden A5, B; bzw. C;, D, durch /\ A/’J {,,

Kreisbogen, deren Mittelpunkt O ist. Dann
erfillen die Kurven C“”, welche aus den
Kurven [’ T’ den drei Strecken 4, 4, ,

ooy

B C.
B, B,, C; C;, und den beiden Kreisbogen 2 _ \
A; B, , C; D, zusammengesetztsind, alle ge- B, Lo | %
wiinschten Bedingungen. Die so gewonnenen
Fig. 1.

Kurven bezeichnen wir als C© (9 =1,2,-..)¥).

Es ergibt sich also unter der Voraussetzung, daB die Gleichung (32)
nur einfache Nullstellen besitzt, aus dem im § 1 abgeleiteten Entwicklungs-
theorem unter Zugrundelegung der Zerlegung 1) bow. 2)

Zo+ By
BT fa) == [ @ auer,  wem z<z<z+h,
s 2o+ A
(38) fla) = S}~ Lo f ¢ f(u) dp 677, Wenn gyt by <z <Tythy.
Tth

Es entsteht nun die Aufgabe, diese Darstellung von f(2) so umzuformen,
daB man zunichst in den beiden Intervallen eine einzige einheitliche Dar-
stellang erhilt; man erreicht dieses, wie wir sehen werden, indem man zu
(37) bzw. (38) Nullentwicklungen, d. h. Darstellungen der Null hinzuaddiert.
Es ist nimlich im Falle 1) nach (33) unter Beriicksichtigung von (15)

Zo+ Ay
@9) lim g, [ 39 [ee-nfapar=0, wem z—z,<h,
o Zo
Zot Ay
(40) lim 5 2,” ;”(‘:)) f ee-0f(u)dpds=0, wenn z— z,> hy,
o

also

* Wie in § 1 zerlegen wir € in zwei Teile O und C{®, so daB fiir die
Punkte von O stets £>0, fir die Punkte von C{” §<0 ist.
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41 0=Dv—

ist. Entsprechend hat man fiir die Zerlegung 2)

To+ Ry
?

P f((b) dy, e%x, wenn z, + h1 <zl Zy+ ,?,2

To+ha

(42) lim g—zz‘jiégfe’(” Mfw)dudz =0, wenn z < 2, + hy,

¢=e 61(0) Zot+My

2o+ ky
T |

(43) ‘1)13; fﬁg fe‘(”‘“‘)f(y) dudz=0, wenn z> x,),

N 02 To+ 2y
also

hy 2y Zotha
(44) 0O =2— = w-*;?%;yi)i—.fe—zy”f(@) due””, wemn z, <z <2+ k-
Zo+ 2y

Durch Addition von (37) und (44), bzw. (38) und (41) erhiélt man daher
die Darstellung

Zot by Zot by
) @)=y { f & f(w)du+a, ™ f e " f(w) du} ,
Zo Zot Ty
wenn *

o< x<@y+hy oder zy+h <z<zH+ by

Die Summe ist dabei iiber alle Wurzeln 2, von (32) zu nehmen. Aus der
Ableitung folgt iiberdies, daB die Reihe (4D5) gleichmdBig konvergiert,
wenn die Grenzpunkte der beiden Intervalle durch beliebig kleine Inter-
valle ausgeschlossen werden.

Wir zeigen jetzt, daB die Koeffizienten der Funktionen ¢*” in der
Darstellung (45) gar nicht von z, abhingen, sofern f(z) eine Losung der
Differenzengleichung (30) ist. Setzen wir, um dieses zu zeigen,

Zo+k, To+ha
(46) ay [ flu) du+a = [ () dp = C,(z,)
Xo xo+My

so 1st

dC,, 0 — 2y (To + /g 2y To ‘
(47) —ZZ&%) —=aye” T gyt hy) — age” T (%)

+a et (g L hg) — aye” ™ f(my+ Ry)-
Es folgt aber aus (32)
Gt (ror b ¢ (@ t+hs) + 0 fiivem g (@o+hs)

2yhy —3y (%o +hs)
=—ae"e " @+ 1),
also wird

dCV 0 4L %
(48) T — — o7 (af @) + @+ h) + 0y @t ) = O
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Da also die Koeffizienten der Funktionen e¢»* in (45) von z, unabhingig
sind, so folgt durch dachziegelartige Uberdeckung der Achse der reellen
z mwit Intervallen der Lingen %, und hy—h,, daB die Reibhe (45) fiir alle
reellen z konvergiert, und daB diese Konvergenz in jedem noch so groBen,
aber festen Intervalle eine gleichm#Bige ist.

Wir haben also die Fundamentalaufgabe geldst, eine stetige Losung
f(x) von (30), die innerhalb eines Intervalles z, < x < z, + hy vorgegebene
stetige, den Dirichletschen Bedingungen geniigende Werte*®) annimmt, durch
eine fiir alle reelle x konvergente Reihe (45) darzustellen. Die Reihe (45) kon-
vergiert iberdies in jedem beliebig groPen aber festen Intervall der recllen x
gleichmdifig.

Zusatz 1. Setzt man in (46) f(u) = e, so folgt

Zo+hy Zo +hy

(49) aofe”(z’—z”l)# du + alek"’fe_(z”‘z’l)"d!‘
B2 Zo+ hy

— 2, X,
y o
€

Z,— 2,

ist also 2, eine Wurzel von (32), so folgt

k Y/
(aoezylxo + alezyl (@o+Ry) + ag ezyl (®o + 'z)) :

Tothy ; Tot'a =0, wenn v <= v,
(50) aofe“("'°’vx)" du+a.e ‘z”fe’(z"'"‘x)"dy, )
4 - =—x'(2,), wenn v=yu,.

Aus dieser Beziehung (50), welche den Orthogonalititsrelationen bei den
gewohnlichen Fourierschen Reihen entspricht, folgt unmittelbar, daB es nuar
eine einzige im Intervalle z,, z, + h, gleichmifig konvergente Entwick-
lung (45) gibt.

Zusatz 2. Besitzt (32) eine mehrfache Wurzel 2, so folgt aus dem
Cauchyschen Residuensatze, daB sich nur die Form des z, entsprechenden
Summanden #ndert, daB dieser aber formal durch Grenziibergang aus den
Summanden von (45) erhalten wird, welche zu den zusammenfallenden
Wourzeln gehoren. Ist etwa 2z, eine doppelte Wurzel, so wird der ent-
sprechende Summand von (45)

= Zo+ A2 Zo-t-ha
26372 . -2, ey & -,
G [aofe e du+a,é ”fe ”(u—-hl)f(#)du}
Zo Zo+ by
xr To+ kg To+ ko
2 Gz" —Z, U s %2 —32,u
— 2 [ rw) dutae [ ) an |
="(2,) . J

An allen anderen SchluBfolgerungen wird nichts geindert.

*) Diese Werte miissen aber so vorgegeben sein, daf der aus (30) berechnete
Wert von f(z, + h,) sich stetig an die Werte von f(z) fir x <ux, 4 h, anschliest.
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§ 3.
Behandlung der allgemeinen linearen Differenzengleichungen.
Es seien in der Differenzengleichung

(51) aof(x)+a1f(x+h1)+"'+auf<x+hn)=0
die GroBen a,, a,, - - -, a, reelle oder komplexe, die GroBen i, hy, ---, h
beliebige reelle. Konstanten und zwar sei

O<h <h<---<h,.
Setzt man voriibergehend

»

f (x) = ez,z,
dann erhilt man fiir 2, die transzendente Gleichung
(52) 2(2,) = ay + a, €7 + age™ + - .- + a7

Wir zerlegen nun x(s) in zwei Summanden ¥(2) + z(¢) und zwar auf
folgende Weisen

1) ¥(2)=ay, 1(8) = a, €% 4 a,€n° .- +a e,
2) ¢(z)-—-a°+ale"x Z(Z)= a’eb,z_*_“__’_a“e-b,,:,
) w(z) = ay+ a, " 4 +a,_1e" ¥ y(e)= 0V 4t a

n) w(z) a,,+a,"*‘+ +a, _,e“- -1 () =a,é"

Im Falle 1) ist
(53a) sﬁm 'P?;e‘(‘—%) 0, wenn 2z —x, < h,;
o5 =-4e
m 2O
@ am ¥ -
im % -
(53¢) elilf, < 1,
(534d) glim zg;e‘(z“:) 0, wemn z, —z <h,.
Im Falle 2) ist
(54a) Elim é’; ee-% =0, wenn z—z,<h, —h,,
=4+®
- . P2 .
oy iR -,
m 20 _
(54¢) T 1,
(b44d) lim 22 g 0, wenn z, —z <h,.

—T0))
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Im Falle 1) ist

(55a) élim i—%e‘""ﬂ =0, wemn z —z,<h,—h_,,
= 4+

(55b) Jim :% =1,

@o i -

(554) Jlim f‘% £@-% =0, wenn 7, —z < k.

Im Falle n) ist

(563) Jim %e‘("’“’o) —0, wemn z—z,<h,—h_,,
=4

(56b) Jim ;ﬁ(ﬁg -1,
. 2()

(56¢) Jlim 22 —1,

(564) Jlim f%e‘(’“”ﬁ =0, wemn #, —z <h,.

Die Bes]:immung der Kurven C@ erfolgt genau wie in § 2, nur da8
das Auswahlverfahren wiederholt anzuwenden ist.

Es sei nun f(z) eine im Intervall z,, z, + &, stetige, den Dirichlet-
schen Bedingungen geniigende Funktion. Dann folgt aus der Zerlegung 1)
vermittelst des Cauchyschen Satzes unter Zuhilfenahme der oben zusam-
mengestellten Grenzwerte (53) genau wie bei (37).

Zo+ Uiy

BN f(z) =2— xf’("z )fe”"‘f(y) due™®, wenn z, <z <zy+ h,.
Setzt man in (11) )
Zo + Ay
(68) F(2) = %fe'(’“") f(p)dg, wenn z,+h, <z <ixy+h,,
o

so folgt
Zo+ 4y

(59) 0 =2:"-—- zf:;’) fe""‘“ fw)due™®, wenn zy+h <x<zy+1,.
z,

Die zweite Zerlegung liefert

0= wenn 2, <z <z, +1/,,
Zo+ 1y
e"x‘v —_z .z
(60) f(z) =2— &iﬂrg—,’)—fe Yf(w)due™®, wenn z,+h <z <zy+hs,
Zot+ iy

0= wenn z,+h, <z <zyth,.
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Die erste dieser Gleichungen (60) erbilt man, wenn man fiir die z
des betreffenden Intervalles unter Berticksichtigung der Gleichungen (54)

_in (11)
Jio'i"‘g
(61) Fo)=— 22 [oe-if() au
Zo+ Ay

einfiihrt; die zweite Gleichung wird gewonnen, wenn man in (29) z,
bzw. z, durch z, + h, bzw. 2, + hy ersetzt, die dritte Gleichung folgt fiir
die in Betracht kommenden z ans dem Ansatze (58), wenn als Grenzen
des Integrals z, + h, und 2z, + h; gewihlt werden. Ebenso folgt aus der

b Zerlegunyg
0= wenn 2, <x<2Zy+Hh;_,,
Zo+ 2y
. a. +a16klz‘v+...+a _ ehl—'lzv - ez
32) f(=) =2:—- i =0 i=1 f e f(u) due™” , wenn Zg+h,_,<z<zyt+h
) Zo+lhy_.y
0= wenn 2,+h<z<r,+,
und aus der lefzten Zerlegung
Zo+h,
0= ay+a, 1 fota _ fr1r wenn 2, <z<Zy+h,_,,
63) 2_ o “’(z) x—1 fe w“f(y)dy‘ev ,
f(.’l") = ’ v Zothy, gy wenn x0+hu—l<x<x0+k|

Durch Addition der Gleichungen (57) bzw. (59), (63) und der Glei-
chungen (62) fiir I =2,3,.- ., #—1 erhilt man

. C, (x,)e*®
(64) fiay = 33— &2
Zot b Zot Ay Tot+hy,
-2 “°f fw)e™ " dp+aye™™ f fp)e " dpt-ta, é= f )™ du | 5o
Zo Zot+ My Zothy_y 3

und zwar konvergiert diese Reihe gleichmiBig, wenn bei beliebig kleinem &

Tt eLa<ay+hy—¢ oder 7+ h +e< 22 +hy— ¢ oder -
Tyt h_ el cE T+ h,—¢

ist. Wir zeigen nun, daB abermals die GroBen C,(z,) von Z, unabhingig
sind. In der Tat folgt, wenn f(z) eine Losung von (31) ist¥)

*) Die im Intervalle x, < <z, + b, vorgegebene Funktion musf also so gewihlt
sein, da8 der sus (51) berechnete Wert von f(z, + h,) sich stetig an die Werte von
f(z) fir z <z, + h, anschliebt.
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n—1 n—1

(65) dC’, (%) =f(@+h,)e Tt Nig e o 2'392 & flc, +h)
0

0
_— e“'%Za,f(xo +h)=0
0

also spielt z, in (64) keine ausgezeichnete Rolle, und durch dachziegel-
artige Uberdeckung der die reellen x darstellenden Geraden folgt, daB die
Reihe (64) in jedem beliebig grofen, aber festen Intervall der z gleich-
miBig konvergiert. Damit ist also auch fir (51) die Fundamentalauf-
gabe geldst.

Zusatz 1. Wir zeigen wie in § 2, daB es nur eine einzige in dem
IntervBll z,, z,+ h, gleichmiBig konvergente Entwicklung der Form (64)
gibt. In der Tat ist genau wie dort

" J(on =) (awth) 322
Zy, 2y} (Xotly _
(66) hzZv f £nTi N gy = ! 2' aé Ry 2y
zo-i-hl -
-1
e(zvl - Z’,) %o < v kl z 6(2"1 - Z’,) Zo x (Z’,l)
— Eta,e "= ,
z, — 2, z, — 2,
0
also
n—1 FotAn 0
_ = wenn v v
Y kpy (zrl—-zv)y d ’ 4= 1
"o ¢ ¥ e — %'(2,), wenn v=1y, ist
0 2'°+ hl - v/? 1 ’

Zusatz 2. Der bisher ausgeschlossene Fall daB (52) mehrfache Null-
stellen besitzt, erledigt sich genau wie im § 2.

§ 4.
Zusammenhang mit der gewohnlichen Theorie der
Differenzengleichungen. ¥)

Wir wollen nun zeigen, daB man die Darstellung (64) fiir die Losung
der gewshnlichen Differenzengleichung

(67) auf (@) + af@+1) + -+ + a,flz+n) = 0

aus der fiir diese Gleichungen bekannten Theorie direkt erhilt. Bekannt-
lich 158t sich namlich die allgemeine Losung von (67) durch # linear
unabhiingige Ldsungen ¥, (2), %:(2), - - -, ¥,(¢), die also durch keine lineare

*) Vgl hierzu A. Guldberg und G. Wallenberg, Theorie der linearen Differenzen-
gleichungen, 1911, S. 79f.
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Relation x,(2)y, (%) + #,(2) $h(?) + - - - + #,(2) 9, (@) = 0, (wobei die z(z)
stetige Funktionen von z mit der Periode 1 sind), verbunden sind, in der
Form darstellen

(68) (@) = 0,(@) %, (2) + 23(2) %3(2) + - - - + @,(2) y,(2).
Der Funktionen o(x) sind dabei stetige Funktion von z mit der Periode 1.
Es entsteht dann die Aufgabe, die Funktionen o(z) so zu bestimmen, dad
f(z) in einem Intervalle von der GroBe », also etwa im Intervalle 0 <z <n
mit einer vorgegebenen stetigen Funktion f(z) zusammenfillt, die den
Dirichletschen Bedingungen gentigt und fiir welche¥)

aaf(”) = aof(o) - alf(l) — T n-—lf(”*'l)‘
Ist also 0 <2< 1, so erhilt man fiir die unbekannten Funktionen w(z)
das Gleichungssystem

o, (z)y, (z) + @y (%) Y (%) +-to, @)y =),

(69) SOBEHD FA@HEHD 4t 0, ~flet1)

ml(”)%(x'f"”—l)"l’ ws(x)ys(z+”—1)+ + (“’)%(9"'*'”"1) f (‘H'”"‘l)
Die Determinante dieses Systems

. fir +=1,2,-:,n,
D(z) = D(9,(x), y(x), - - -, ¥,@) = |y, (z+i—1)

kE=1,2,-

ist wegen der linearen Uuabhingigkeit der Funktionen y,(z) von Null
verschieden und es ist

(10 D(z+1) = (—1)* 2 D().
Es ist also - "
(71) wk(x) — D(yl (z)v Ys (x)' ] !h.--;(aﬁ), f(m)’ ykq.l(x), LIRS y.(x)) .

DYy (), Y (D) + < *s Yp 3 (0D YDy Yy 1 (), -« o, Yy (D) !

da auch f(z) der Gleichung (67) geniigt, so gilt auch fiir den Zihler die
Gleichung (70), so daB die Funktionen o,(z) tatsichlich die Periode 1
besitzen. Wir setzen nun

(s') oD
(72) y (2) = W’
dann erhdlt man
(18) 04(s) = @) + @D+ -+ @ +n=1);
k=12 --,n).
Es lassen sich aber alle Funktionen u )(z) durch die Funktionen

2D
(14) 4,(2) = u(@) ~ 5 @D

*) Eine entsprechende Randbedingung mu8 das vorgegebene f(x) selbstverstind-
lich bei allen bebandelten Fanktionalgleichungen erfiillen, vgl. § 2 und § 3.
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linear ausdriicken. Betrachten wir dabei der Allgemeinheit wegen die
GroBen « zundchst als Funktionen von z, so folgt aus (70) und (72)

—u)(e) = 2D w(e+1),
uf)(z+1) — u(2) = "*2:; (z+1),

(15) u(z+1) — () = 28 (@ +1),

u=N(a+1) — n(a) = ;g,,ﬁ’ (1),

Es geniigen daher die Funktionen u,(z) der zu (67) adjungierten Dif-
ferenzengleichung

(16) w(2) + S5

8, _s(=E+1)

;— ( )
1 ub( +1) + - a (@+1) ub(x+2) +--

o %((‘H%ﬁ w(@+n—1)+ 2EEIT B (o4 w) = 0

and es folgt ferner aus (75)

QY Oy p(T—8+p—1)
7 up=9(a) = D (e —s+p), -
also °

S0 p@—nte+p—1)
— odet 4
% (z) = 20 ’; au(@—nto+p—1) w(z—n+eo+p),

daher wird nach (73)

= l—e

) o) =3 e e sn E—mtetplEte=]

B=ar B

n— @—nteo+p—1)
=22 a,&:—n-{»g.’.p_l) t(z—n+o+p) f(z+e—1).

Indem wir nun @, (z) in eine gewdhnliche Fourierreihe entwickeln, er-
halten wir

2—12=-p 1

(19) o,(2) _2 e:.uzzgz}f ay_p(b—n+eo+p—1) t (-Ho-+p) f a0~ ) e-™mmtudy

aa(f“"”"'?'!‘?“l)

< < (9, (8—n+D)
-ge’-mﬁ f g taE—n+o+)f(p)e " dy.

Mathematische Annalam. LXXVIIL 11
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Sind in der Differenzengleichung (67) die a Konstanten, so erhilt man
ein Fundamentalsystem y,(x) fir (k=1,2,---,#) durch die Funktionen
¢*, wo die z,-Wurzeln der Gleichung

(80) x(7) = a, + a,¢" +a, Treitaet=0

sind und etwa als die Hauptwerte der Logarithmen der # als voneinander
verschieden angenommenen Wurzeln 7, der Gleichung

(81) @+ oyt + ot + - -+ a4 =0

definiert sein mogen.
Eine elementare Rechnung gibt in diesem Falle

£ —-skz
(82) u(2) = iﬁ,;@')-
Setzen wir unter Beriicksichtigung von (82) den Wert von @, aus (79)
in (68) ein, so erhalten wir die Darstellung

O’ z.,a:
(83) f@) =2 — 2
wobei die Summe iiber alle Wurzeln

z2,=5,+2mzxi (k=1,2,--,n; m=0,4+1,4+2,..)
zu nehmen ist und

a—1 R7F
(84) C _____“(z )Zf n—p a(,;k) —(zk—i—?mni),u (a p)zkf( )d

%1

== ff()

ist. Da aber nach (80)

LB s -
(85) 0=Dra,_ e " [Flu)e ™" dp
0

0

so folgt durch Addition

(86) Co=a, [ f@e ™ du+ae” [flw)e ™ du+
] 1

(n—1)z, > ~ dyp
“+a’s~1e ff([l’)e d!“’)

n—1

dieser Ausdruck wird aber mit dem von C, in (64) identisch, wenn man
daselbst h,, hy, -+, A, _y, h, durch 1,2,... n— 1, % ersetzt.
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8 5.
Formaler Ubergang zu den Funktionalgleichungen (4).

Um uns ein Bild zu machen, welche Darstellung im Falle der all-

gemeinen Funktionalgleichung (4) an die Stelle von (64) tritt, ersetzen wir
zunidchst (51) durch die Gleichung

(87) Z hf+h)+ 5| Z by f (5, +8) — 2 by fa+h) =0

und lassen 0 nach O konvergieren, dann wird in (64)

Zo+hy+ 0

38) €= Diky,et” [fwye " a
[) zo')"k
Zot+hy+ 0 Zo+hy+d 7
(h +9)z, Iy — 3yl
kx[ fwe ™ ap—e” [fw)e ™" dp |,
02 ;ﬁf}a ;{;. |
also
z—1 Zothy
(89) lim C, = Dik fwe **a
(9) Lm0, = Sk, [1 e
-1 Zo+ Ay,
+ sz,e  [fwe "‘du——Z’kl f@ath)e ™™
Zot+hy
1 n-1 Zot+hy
=§Z}k "8 [fwye " dp— qquf(xo-i-hge
6 0 Zot+hy

Entsprechend erhdlt man, wenn man durch Grenziibergang zu

90)  Dilka, fP(a+h) +Ey fO@+h) +ho f (@+h)] =0
aufsteigt

Zethy
A =229kms,e“ RECL”
zrl-bq
2 n »
= D Dby s € Flagth) — ik f @t hYe T
1 0 : 0

und allgemein, wenn man zu
11*
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(92) 22 ko f®(z+hy) =0
o 0
aufsteigt,
wm n-—1 Zothy
A,z —Zg M
(93) C, = ik, el | e " flu)da

m o p—1
— > Mok P —iy% 2 f(m)(zo‘{"hi}'
Z' Z 'pg &r € Z‘ gt
1 0 0 v

Man sieht also, daB in der von Schiirer gegebenen Entwicklung (9) und
ganz allgemein in (93) diejenigen Glieder, die nur von den Werten von
f(z) in den festen Punkten z, 1 h, abhingen, von den durch Grenziiber-
gang verwischten Intervallen herrithren. Wir wenden uns jetzt in den
folgenden Paragraphen zu der direkten Ableitung von (93) aus dem
Cauchyschen Residuensatz.

§ 6.
Konstruktion der Kurven C©.
Es sei in der (leichung (4)

4) D D0k, [P(z+h) =0,

Z'mpﬂ- 0, k,,=0, wenn g > g,; kﬁp+0’ ky,=0, wenn ¢<g,;
kp,a+0, k), =0, wenn p>p; k5,40, k,,=0, wenn p <P, ist.
Setzen wir voriibergehend

f(z) = €™,
so erhalten wir fir 2, die Gleichung
94) w(s) = 2 Dy e
4] [

Wir haben nun die Kurven C® so zu bestimmen, daf mit wachsendem o
fiir alle Punkte s von C@ |z| beliebig grof wird, daB andererseits eine
feste Zahl a existiert, so daB lings C© stets |x(2)| groBer ist als der
mit @ multiplizierte, dem absoluten Betrage nach jeweils gréfte Summand
von z(#). SchlieBen wir die %-Achse zwischen zwei durch den Koordi-
natenanfangspunkt gehende Gerade ein, welche mit der y-Achse den be-
liebig kleinen Winkel + & einschliefen, dann ist asymptotisch (~) fiir
groBe Werte von r, wenn wieder
g=1re?
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gesetzt wird,

By

(95) m(s)~k, 5 "e sofern — - + 9 <9< 5 — 9,
(98) x(s) ~F, 2%, sofern 2 4+ 9 <9< o @ — P ist.

Die Schwierigkeit besteht also wesentlich darin, die Kurven C® inner-
halb der Sektoren ";i -9, -g— 4+ & und —23~ x — &, 2 + & geeignet zu

wihlen. Wir schlieBen zunichst die 7-Achse durch zwei zu ihr parallele
Gerade in endlichem Abstande so ein, daB auBerhalb dieses Streifens

N 3

g zh
Grenze, bei negativem £ oberhalb {akmfm ewfmg bleibt, wenn « eine feste
Zahl ist, die etwa kleiner als 0,5 sei. Die innerhalb des Streifens liegen-
den Teile der Kurve C© bestimmen wir vermittels des im § 2 einge-
filhrten Auswahlverfahrens so, da wenn

bei positiven £ oberhalb einer festen wesentlich positiven

»

z2h
(97) r ;hamqe ‘—s,
gesetzt wird, |s,| lings dieser Kurvenstiicke oberhalb einer festen Grenze
liegt.

Innerhalb des Streifens ist dann lings dieser Kurvenstiicke in |=z(7)]
der Bestandteil |s,2™| ausschlaggebend, d. h. es existieren zwei positive
Zahlen a und b, so daB
(98) ale"s,| <|=(e)| <b[s"s,|
und dieses gilt ganz allgemein rechts dieses Streifens, so lange dort |%]
sehr groB gegeniiber ¢:% ist. Wenn jedoch dies letatere michs mehr der
Fall ist, d. h. wenn ¢ von derselben GriBenordnung ist, wie 7, so sind
die dem absoluten Betrage nach groBten Summanden von x(s) gewiB in

m

(99) §= Dok, Ze
[

thp
29,

enthalten. Um nun die in § vorkommenden, jeweils absolut groften Saum-

manden zu bestimmen, fragen wir, wann die absoluten Betrige zweier

darin auftretender Summanden gleich werden, wann also etwa

(100) ; Ko,g, £ e in ; = I K, g, e ’

wird. Dabei nehmen wir |%| sehr groB an, es soll sich aber, um den
Anschlu an die innerbalb des Streifens durch das Aunswahlverfahren
gewonnenen Stiicke der Kurven C®@ leicht bewerkstelligen zu konnen, g
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von einer bei festem p festen Grofe 1, um hochstens + 22 unterscheiden
diirfen, so daB also
(101) n=194,+ 20x, wobei —1 <O L+ 1 und hmﬁ = oo ist.

Setzen wir voriibergehend

H kf"qf!_- — APL"'P:
(2 L h') k?x I ’
so muBl, wenn (100) gelten soll,

(12 o) ; zi'?pz“k‘fm }

T (102) o] =4[l m7m )

Fig. 1 sein. Es muB also fir grofe Werte von [r,]
(103) ¢~ i{p; :f’ Ig Ty
Tpa P

sein. Wir ziehen zur weiteren Diskussion ein Koordinatensystem P, H
heran und tragen auf der P-Achse die GroBen p, auf der H-Achse die
dazu gehdrigen Griofen hy, anf. Durch den Punkt m, , legen wir eine

Parallele zur H-Achse und drehen diese entdegengesetzt dem Uhrzeiger-
sinn bis ein oder mehrere Punkte p, h darauf fallen. Um den zu dem

kleinsten p gehorigen dieser Punkte drehen wir in demselben Sinne weiter,
bis neue Punkte auf die Gerade fallen; dieses Verfahren setzen wir fort,
bis die Gerade durch den Punkt p,, b, geht. Die Winkel, welche die
Seiten dieses Polygonzuges mit der H-Achse einschlieBen, selen o, &, - - -,
ferner sei,

tg o, =u, (G=12,-+,
dann ist ;< p; , und es sind, wenn
(104) (@ +p1) g7, <E<(g;.,—0) 1z,

ist, unter den zur j*» Polygonseite gehdrigen Summanden von § die ab-
solut grioften Summanden von w(s) enthalten, sofern J eine positive Zahl
ist, die beliebig klein wird, wenn |,| groB genug ist. Wir betrachten jetat
eine Polygonseite, auf welcher dle Punkte p,, h? Y h, L3 By R,
liegen mdgen, so daf "

'v

- - — P,
(108) i =BTl = = B~y wd p > >,
Ipy Ip, 2, %, I, LT

ist. Die zu diesen Punkten gehiirigen Summa.nden von § haben als Summe

Py thp‘

.h
(108) 5=k, se "l+k,., ‘e P=+ “+ Ky, g,

3 z

» P12 Bi\m~py
_.zxe ‘?sz, +)‘ i..... +..n+k S.— .
- P1%p, Paip, P;-va z
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Setzt man dann

(107) E=tlgy,
wobei euntsprechend zu (104)
(108) Wyt 6<t<l"j+1—6:
so wird
z LA | Ml Rt
A i i Hj o 4§
el Mgt M ¢ _
(109) . £ =~ ="
“Lng T

wo |8, | beliebig klein ist, wenn |7,| groB genug ist. Durchliuft ¢ die
Werte von g;_, bis u,,,, so geht, wenn |7,| grof genug ist, |v| von
beliebig kleinen zu beliebig groBen Werten. Man kann aber zwei nur von
den %k,, abhingige GroBen g, und g, so angeben, da

zh
}sj’>%lkpxa,,,zple 7|, wemn |v]|<g, und daB

1 p, Sk
I~ L q
[s;] >3 lkp,%z e Py

, wenn [v]> g

ist. Da nun der auf der rechten Seite von (106) in eckigen Klammern
stehende Ausdruck ein Polynom in v ist, so kann man nach (107) zu jedem
Werte von ¢, fiir den g, < |v|<<g, ist, stets © entsprechend (101) so be-
stimmen, daB der absolute Betrag des Polynoms oberhalb einer festen
GroBe liegt. Man kann daher in den durch (107) und (108) festgelegten
Streifen die entsprechenden Stiicke der Kurven C®© so wihlen, daf fiir
die in diesem Streifen liegenden Teile der Kurven C®@ die Ungleichheits-
bedingungen

(110) ,sjf > M Isz e1h9p1 %
und

P, 2k
(111) ;i >Mlz e 2y

gelten und daB diese ferner auch fiir || und |=(z)| erfiillt sind.

Da man dieselbe Konstruktion fiir das einer jeden Polygonseite ent-
sprechende Intervall machen und entsprechend fiir negative § vorgehen
kann, so folgt, daB wir die innerhalb der Sektoren

x 1 3 3
- — 995+ wmd -9t P

liegenden Stiicke der Kurven C@ entsprechend der am Anfang dieses
Paragraphen aufgestellten Forderung konstruieren konnen. Da auBerhalb
dieser beiden Sektoren |z(z)| fiir alle Werte von 2z von geniigend grofem
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absoluten Betrage von selbst die gewiinschten Eigenschaften hat, so kann
man auBerhalb der beiden Sektoren die Kurven C@ beispielshalber wie
in § 2 durch die drei geraden Linien und zwei Kreisbogen ergiinzen.

§ 1.
Zweites Beispiel.
Es sei

also
4 ]

(112) D8 Dik,, fP(z+h) = 0.
o 0 ’

Wir ersetzen voriibergehend f(z) durch ¢*® und erhalten fiir 2, die
Gleichung

4 3
(118) w(8,) = Dp Drky, 2L M =0,
0 0

von der wir zunichst annehmen, daB sie lauter einfache Wurzeln besitze.
Wir zerlegen dann z(2) in v (2) + z(s) auf folgende Weisen

4 4 3
1) #(@) = Dpke?, 1(8) = D5 Dk, 8" &,
° 0o 1
4 1 4_ H]
2) (2 =2;Z; k,,2° ', 1(2) =Z;279 k,, 2" €',
0 0 9 2
4

¢ 3
3) v ==221 ky 8 €07, 1(8) = Drk, 52" ™"
o o0 o

Es sei nun f(z) eine im Intervalle g, <z <z, + h; viermal stetig
differenzierbare Funktion, dann erhilt man entsprechend der Zerlegung 1)

x

4
.1 kyo2? zm
(114) f,‘fi‘.wf [2 = J €T Wdn
Zo

c® 0
S ks KG f(g) fE 1
"t o |4 = — 5 @)
1 (]

wenn 7, < x < Z + hs,
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Zot+ i

(115) hm ”’ILZ‘ZE :(z;? fe’(‘*!‘)f(y)dp

* P

kzeq

f(l‘x) + 2{Z =2 — by}
*Z’ 2 e 2 S _%dz=32—f(w),

wenn X, < 7 < Ty + Ay

ot kyos® 2L f(m(z} +—20)

4 P
. 1 koz A
o) vk, (T35 fenmon3ay SIE0%
c(ﬂ

Xy

) 05? =t pm g 4 gy)e B %R
+2 w(e) Z" gl }d"" =90,

wenn 2, + & < & < 25+ hy.

Aus (114) und (115) folgt gensu wie im § 2, indem man zur Um-
formung des ersten Summanden noch (113) heranziebt,

Zo+ Iy

’ (29 - Zy Ty
(117) f<z>a2~—~<-z—;[2 ozr/ ”‘f(»)dwz'zw 2 bl e
() — 2y (5 +A)
~§2qu o0 e *05' £ (z”;ﬁ:ﬁhm ]
1 1 y

wenn %, < T < %y + hy;

entsprechend folgt aus (116)

Zo+

%.
5 p{m) 2y %
am  0=SI- mtzpkpez, f s~ Shest Z e

f(P;)(x Fhy)e e Zot )
# Sfhport S} IR,

wenn xo+1e1<x<a‘o+ha.
Gebt man von der Zerlegung 2) aus, so erhilt man, wenn gz, durch

+ b, ersetzt wird
(119) lim 52 [SZ T f s =P f(u) du
4;—'& c{g) 2.+b1
R

p—1 f(h)(xo_i_hl)e:(x—zo»b,}- _ 1
- S Jas=~ 370

wenn Zy + ky <z < %y + by
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? kqi e+h1.

4 ]
k_ 2 e
(120) lim 5 2 523 {2@;} T f e=(=~~>f(p)dy
k2 69 5 f(l’x)(zo_*_h’)c"(z"zo—"z) d
+22 7(2) Z;" proey z_—"f(x

wenn z, < 2 < %y + hy;

r hq Zothy

(121) hmé-}— f t " s f e@= () dp

2ot hy

kyo? ? e’ FOD (3, b, )e*E %)
‘ZZ %(2) 2 * Zhtl
L Gyr, T FP) (@, - hy) & T~ ka)
P o1 oo
S SP S e

wenn 7, + by <z < % + hy;

Zot+ Ry

(122) lim 5 f [ZE - f @i () ds

c® o+

- S
e SIS S gy o,

-

wenn 1, < 5 <z, + hy.

Aus (122) bzw. aus (119) und (120) bzw. aus (121) erhilt man daher
die Darstellungen

:,x‘ 4 1 To+ ha
(123) 0= ,——‘f—[ ISTE e fe"‘w“f(p)dy

4 3
2 o 2 O @ty vl
»
4 3 i
D I W L 2 1O @+ hyye= oo ot
sl st ’

wenn z, <z <z, + b3
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‘yT r 4 ! k2, fath
(129) f2) = 3= Zo5| 5 byl [t an
- 0 0 : zn+}'1

4
» n z,, f(Px)(zo_{_}ll)e”’v(zo‘i']‘z)
4
7» ) z,, f(P ($0+h,)e'z'(z°+h*)
i g% € B FT »
1 z,

wenn z, + b, < x < 7o+ A
Zo+ ity

a2) 0=31- a@,) [ > 2 b fg—zyuf(y,)dy

Zo+ Iy

4 1
- ? zpl+l
v
1) "zv(-"o'*"';)
4 qzv f(P (37 +h )6
+ E Eqk 2, E e zpr ’

wenn Zy+ 1, <z <z, + by

Die Zerlegung 3) liefert

(126) hm—— f{ZZk :(z; fg:(z—p)f(y)dgz

To+

4
1O @ +hy) 7% 1
—122 z(z) Z > R d5=—§‘f(x ’

wenn z, + by < ¥ < 2y + by

. 1

c®

Z 8 (2y) 7 (T —2=h;)
S s e L

wenn 2, <z <zy+h
5 Seths

— 4
k Y T
@29) tim o7, [ S e
= c(ﬁ o
L z c f("‘)(.’co-{-h,)c'(z—z‘-"’)
2 ® 2 e

4 2
kgt ¢ £ (- hy) & G 8
+2 =6 2 R dz =0,

wenn Z, < Z < %y + h




164 E. Hus.
Es folgt daher aus (128) bzw. (126) und (127)

4 8 Zo+ 3
Pt Az, —zy
(129) 0= — (z){ D2 Dik,, e f 7 fw) du
¢ 0 zo’i')fa

" 3,72 ,(Pl)(z°+h’)e'zv(zo+kz)

8 2y € zp1+1

£ k2, f(?x) (@, +hs )e"‘v(”o*‘hz) }
pkﬁ"’ v € 2 5?1'*"-

-

wenn z, < 2 < %y + hy;

wx I 4 e To 4 liz
v y Fig 2y —2y &t
(130) f(z)= Ev—;;—(z—)‘ E” Zﬂkpque ! fe “fu) du
vl [} To+ Tty

jzgk ? h z,zv £, 4 hy) e 2r ot b)
—_— . p - q pq ZPL‘*'I

2 (7)) —2y {2+ By)
PL " feh’ v Z' Pz 4hy)e ‘j
1

il
0 z,

wenn Iy + h, < & < Zy + k.

Durch Addition von (117), (123) und (129) bzw. (118), (124), (129)
bzw. (118), (125) (130) folgt

wz m 4 3 Lo+l
0y C,(z)e" * : T
(131)  f(=) = _S_’;— ,%33 -= "";,;8755& Z”; 2,9 k,ne? f “flw)du
. z°+b

33, S|

wenn 7, + e S xS Zo+ b, — & oder o+ b+ e L2 < xy+ hy— & oder...
oder 2, + b, ; +e<x <%+ h,— ¢ ist, wo & eine beliebig kleine Zahl
ist. Die Reihe (181) konvergiert fiir diese Werte der z gleichmiBig.

Es sei jetzt f(z) eine Losung von (112), welehe fiir alle reellen 2 viermal
stetig differenzierbar ist. Sind k,, und k5 + 0, so diirfen wir f(z) als will-
kiirliche, viermal stetig differenzierbare Funldion im Intervalle z, <z <z, +hy
vorschreiben, sofern die Werte der Funktion in z, + hy nur der Gleichung
(112) gentigen, in der x durch x, ersetst ist. Ist aber k, *) oder k,, Null,
so wird im allgemeinen f(z), um iiberall viermal stetig differenzierbar zu )
sein, Uberall, also speziell fir z, < x < x, + hy, beliebig oft differenzierbar

*) Das Entsprechende ist z. B. in dem in der Einleitung erwiihnten, von Schiirer
behandelten Beispiele der Fall.
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sein miissen. Die allgemeinste Form, die f(z) in diesem Falle hat, wird
in dem Zusatz zu diesem Paragraphen gegeben.

Nachdem dieses vorausgeschickt, zeigen wir wieder, daf wenn f(x)
eine fiir alle reellen z viermal stetig differenzierbare Losung von (112) ist,
C,(z,) von z, unabhingig ist. In der Tat ist

(132) S — ZZ‘ Epon €27 "M flaythy) — ZZL & f(@y+h)e
" 2, 23; 2, f‘?0<xo+hq) ¢ i
._2231 2 2 el ;{»q)e“v%

Indem man nun den ersten Summanden vermittelst (113) umformt
und diejenigen (Hlieder des dritten und vierten Summanden, die sich gegen-
seitig wegheben, wegliBt, erhalt man

(138) 9645 _ Z 5 () 2 2 P et )e
+§2¥1 o flgg+h) e 2 2 Py )
1
4 3
- —22 kpng f($°+h9 e +ZPZO; kp!zf f (930 + ]bg)e-"'"r“

3
+ Dt kg f@th)e ™ = 0.
z

Also konvergiert- die Reihe (131) in jedem noch so groBen, aber
festen Intervall der z gleichmiBig, da wir jedes solche Intervall dach-
ziegelartig mit einer endlichen Anzahl . von Teilintervallen iiberdecken
koonen, innerhalb deren die Reihe (131) gleichmiBig konvergiert.

Zusatz. Ist f(z) eine iiberall fiinfmal stetig differenzierbare Loésung
von (112), so ist auch f’(z) eine Lisung von (112), und es ist f'(z) in
eine in jedem noch so groBen, aber festen Intervalle gleichmiBig konver-
gente Reihe entwickelbar. Durch Beniitzung derselben Umformung, die
zur Herleitung von (133) diente, sicht man, daB diese Reihe identisch ist
mit der Reihe, welche man erhilt, wenn man (131) gliedweise differen-
ziert. Ist also eine Losung von (112) beliebig oft differenzierbar, so mufl
auch die Reihe (131) fiir alle reelle x beliebig oft differenzierbar sein und
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umgekehrt befriedigt eine Reihe (131), die nebst ihren vier ersten durch
gliedweise Differentiation gewonnenen Ableitungen in jedem beliebig groSen
Intervalle gleichmiifig konvergiert, die (leichung (112).

§ 8.
Der allgemeine Fall.
Es sei
(134) D ik, [P @+h) =0, wobei hy=0, fO(z) = f(2).
0 [
Ferner sei

(135) 2(2,) _2 2 Fyene ™ =

und diese Gleichung moge zuniichst nur einfache Wurzeln besitzen. Ist
dann f(z) eine im Imtervalle z,, z, + kb, vorgegebene, m-mal stetig dif-
ferenzierbare Funktion, so erhilt man wie in § 7 die Darstellungen

Zothy

136) f(@)= >} — (,)[kaoz, Je ""“f(n)du— ozv% e

Ly .
m » -1
—Dp Dtk sl € D {2 @+ by)e™ &+
'pg @y 1 Pt ’
1 1 0 v -
wenn 2, < & < %, + by,

Dotk

) P i ay f(Px) (z e Iy%y
(187) 0=Z—,—,@,—)[§kpoz: J< "f(u)dw-E mE e

~ 5y (% + 1)
+ E;’kfozg 2’;: £z (%‘Zﬁ_):l ]r
1 [} £
wenn 7, + b < 2 <z + b,

fernor folgt fir N=1,2,---, 2 —2

Zothyyy

%+‘N

n n -1 —
-y » hys, ’ Pz b e @ thy
-+ qk”z,, e D, .
Z
1 Nt [ ¥
m_ = -1 -
_SISL. 2 hysy f(p’)($°+kN+1)a 2y(Fo+ AN+ 1)
22 pe P € Zo g pres ’

1 N+41

(138)

wenn Z, < & < Z, + ha;



Lineare funktionale Differentialgleichungen. 167
Zot Ay, 1

(139) ﬁ(x) =L z(t) 22916 qu g"qi‘v fg—“v#f(“)dp

Tothy

55 (¥ +4y)
I3 FEEEE
—.22 ‘D9 f kg"z" f(")(zo’*‘th:)::‘v(&-l-b”t)

wenn , + by < 2 < 2y + by’

Te+ Ay

m N
Sy X Az, i
(140) 0=~ F5 | 2 Dt e” f & Flu) dp
0 a

Tethy

& e 2‘ f(Pﬁ(x...;.;‘ A Rt
Eq
5?1"'1

+§2k 2 o 2 f“'*’(&c.nthz ;x)::"(‘e*‘mx)

wenn Z, + hyi1 <2 < %+ by

und schlieBlich
“HT moa—il A g Ry
asy 0“2“;%5[2’2@9:&“ fe—w "
’ ° ¢ ZotAg—1
3 e O, b, _ e et
-+ ’k 2 Lo 59:4,1
™ p~1
P Agty £ (z, b rEetin
well!} ‘”o <$ <wo 'i" hﬁ—l;
oo (O a0
@) )= S~ | SISt [t an
‘ Tathn—1

a1 -1
# g%y S £O (2, b, )Pt
_22;" g%» € £ e

p ‘n‘r f(m)(x“.{-].,‘)g“‘r {@o Ay}
2 $.L 2y 2‘ 3f’~+1 ,
wenn zo+k““x<z<%+h“’
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Ist z,+ s <z <zy+hy—eoder Zy+h+e<a<z+h—e,--.
oder z, + h,_, + & <z <%+ h, —& Wo & eine beliebig kleine Zahl ist,
so konvergiert die Reihe

w_ x—1 Zothy
189) 1) - 2 - 265 =23 [2 Dl 6 J ¢ ) du
q
i3 S|

gleichmiBig. Es sei nun f(z) eine Losung von (134), welche fiir alle
reelle  m-mal stetig differenzierbar ist. Sind k,, und k,, von Null ver-
schieden, so diirfen wir f(z) im Intervalle xy < x < %, + h, als m-mal stetig
differenzgierbare Funktion vorschreiben, soferm diese Funktion nur der Glei-
chung (134) fir x = %, geniigt. Ist dagegen k,, oder %,, Null, so muS,
wie im § 7, f(x) fiir alle reelle z, speziell also fir 2, <z < 2, + &, im
allgemeinen beliebig oft differenzierbar sein.

Es folgt wieder, wenn f(z) eine fir alle reellen z m-mal stetig dif-
ferenzierbare Losung von (136) ist,

aC,(z,)

T dz,

=0

und daraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (143) fiir alle reellen z
in einem beliebig groBen, aber festen Intervall.

Damit ist also die Fundamentalaufgabe der Theorie der linearen
Funktionalgleichungen (134) gelost, es ist namlich eine fir alle reellen x
giltige Darstellung einer jeden allgemeinen Lisung vom (134), welche fiir
alle reellen z m-mal stetig differenzierbar ist, gewonnen.

Wir zeigen nun noch, daB es nur eine einsige glelchmaﬂlg konver-
gente Entwicklung der Form (143) gibt, indem wir, wie im § 2, fir die
Funktionen ¢»* eine der Orthogonalititsrelationen bei gewdhnlichen
Fourierschen Reihen analoge Bezichung aufstellen. In der Tat sei

m n—~1 Zg+ ey

(144) 8, _2,;237:,,,.% f ~r gk gy

o+]lq

S Siee) e

‘pl
z=x°+kq v
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so folgt
%—-1 m s-—l
Py (75, = 29} (Ze + hy) 3y, = 3y)2y g3y
(145) 8, , = Z«'x e s "z — 2 kpol e - _;‘ -
6 0 T Ve
h c‘*x“’"'ﬁ’
9553185 X L
= b gt ‘a’n Bm =) % ’—lk Y, €TI0 %
PhRon2y € 5, —¢, T 95,6 ; -3,
— (=Y
+ 2: _S_'kp ? ‘ 9% ("x r)"l (’r)
9 By, — 2y
ko %y c*"e’* *)% Sy k s’c"’f’*c@"-”)“
——22 + 5 i 2
zx-—ﬁ T ) ‘ﬂ’—"
m  n P s, (3, —5)%
) Lk
1 0 ’1,"'1
Y - k”::e"'c(" A%
T e S Ee
o o ‘1 ”‘1
Also ist
(146) s =0, wenn v == v,

"M = —a'(2,), wenn v =y,.

Zusatz. Ist f(x) fir alle reellen z m + 1-mal stetig difterenzierbar, so
folgt wie im § 7, daB die Reihe, welche man durch gliedweise Differen-
tiation von (143) erhilt, fiir ein jedes beliebig groBes Intervall der reellen &
gleichmiBig konvergiert. Ist also eine Losung von (134) fiir alle reellen 2
beliebig oft differenzierbar, so darf man (143) beliebig oft gliedweise
differenzieren und umgekehrt liefert jede Reihe (143), welche ebenso wie-
die durch beliebig oftmalige gliedweise Differentiation gewonnenen Reihen
fir jedes noch so groBe Intervall der z gleichmaBig konvergiert, eine filr
alle reelle x beliebig oft differenzierbare Ldsung von (134).

§ 9.
Der Satz von Ehrhardt Schmidt. Fall mehrfacher Wurzeln.

E. Schmidt macht die spezielle Voraussetzung, daB nur eine einzige
der GroBen k,,, otwa k_ =0 isi. Es ist also in diesem Falle

m—=1 =
(147) x(s) =k, o & +22k 2=,

Mathemasische Annalem. LXXVIIL 12
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so daB man die Achse der rein imaginiren 2z durch zwei von ihr in end-
lichem Abstand gezogene Parallelen so einschlieBen kann, daf inrerhalb
dieses Streifens und speziell auf der Achse selbst nur eine endliche An-
zahl von Wurzeln liegt. Wird dann f(z) und seine » — 1 ersten Ablei-
tungen fiir # = + 00 nur unendlich wie eine Potenz von z, so gilt nach
(134) in dem vorliegenden Falle dasselbe fiir f@™)(z).

Nun ist aber nach (143)

m n-—1 Zo+hy
(148) C,(a) = DF Dyl ¢ [ % plu) au
o 0 To+hy
S 2@, 41y
» Y (@y+ By T

ist also der reelle Teil von 5, positiv, so kann man z, so groB positiv
wihlen, dab sicher |C,(z,)| kleiner wird als eine beliebig klein vorge-
gebene Zahl ¢ so daB also C,(z,), das von 2, unabhingig ist, verschwin-
den muB. Ist der reelle Teil von sz, negativ, so folgt das Verschwinden
von C,(z,), wenn wir x, einen absolut genommen geniigend groBen, aber
negativen Wert geben. Damit ist aber der in der Einleitung erwihnte,
die homogenen Funktionalgleichungen betreffende Satz von E. Schmidt
bewiesen.¥)

Besitzt die Gleichung (135) mehrfache Wurzeln, so erhilt man aus
dem Cauchyschen Residuensatz direkt dieselbe Reihenentwicklung, auf die
man kommt, wenn man diese Wurzeln in der Entwicklung (143) formal
zusammenfallen lift. Daraus folgt unmittelbar ohne neue Rechnung, daB
auch in diesen Fillen die Koeffizienten der entsprechenden Darstellungen
(143) von z, unabhingig sind, ferner bleibt auch die eben skizzierte Ab-
leitang des E. Schmidtschen Satzes bestehen, da bei dem Grenziibergang
nur gewdhnliche Potenzen von g bzw. z, hinzutreten, wihrend C,(z) bei
der Ableitung des Satzes wie eine Exponentialfunktion verschwand.

Wiirzburg, April 1916.

*) Vgl. Schiirer, L. ¢. S. 193—194.




