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Die S t S r u n g s r e c h n u n g  i m  Diens te  der  Quantentheor ie l ) .  

L E ine  M e t h o d e  der  St6rungsrechnung. 
Yon Paul S. Epstein in Pasadena (Kalifornlen). 

Mit drel Abbildungen. (Eingegangen am 9. November 1921.) 

w 1. E i n l e i t u n g .  Die Methode, welche auf den folgenden Seiten 
dargestellt wird, wurde vom Verfasser vor einigen Jahren mit Riick- 
sieht auf die Behandlung des Heliumatoms ausgearbeitetS). Es zeigte 
sieh indessen, dag der Hauptgedanke derselben nlcht neu war 3) und 
schon einem yon D e l a u n a y  4) in der bIondtheorie verwendeten Ver- 
fahren zugrunde gelegen hatte: Wenu auch die Bogriffo des ,be- 
dingt periodischen Systems" und dot ,Winkelkoordinaten':  yon De-  
l a u n a y  nieht benutzt wurden, so ~ndert die Einfiihrung derselben 
doeh nur die formale Seite des Godankenganges: wir werden das 
Verfahren deshalb im folgenden als die , D e l a u n a y s e h e  M e t h o d e "  
bezelehnen. Inzwisehen wurden aueh yon anderer Seite Methoden der 
StSrungsrechuung in die Quantentheorie eingeffihrt: J. M. B u r g e r s  S) 
lehnte sich dabei an ein yon W h i t t a k e r  herriihrendes Verfahren an, 
wRhrend slch N. B o h r  6) mit dem Problem der quantentheoretiseh 
ausgezeiehneten Koordinaten in leieht gestSrten Systemen befaBte. 
Die yon B o h r  gegebenen Vorsehriften wurden yon K r a m e r s  7) mit 
groGem Erfolg zur Erkl~rung des allm~hlichen Anwaehseus des Stark- 
effektes mit dem elektrischen Felde verwendet. 

Diese Arbeiten machen aber die Mitteilung meiner Modifikation der 
D e l a u n a y s c h e n  Methode durchaus nieht iiberfliissig. Vielmehr glaube 
ich, da6 sic aus mehreren Grfinden Interesse beanspruchen kann: 

1) Das englische Original dieser Abhandlung erscheiut in Physical Review. 
s) Eine Darstellung der Methode nebst Anwendungen fiir das DreikSrper- 

problem gab Yerfa~ser schou im Oktober 1917 im Mfinchener phyaikal. Koilo- 
qulum. Die Resultate der vorlieg~nden Abhan~luug und der beiden folgenden 
wurden you ihm auf der Schweizeri~hen Naturflw.~cherversammlung 1919 mit- 
geteilt. (Referat: Verh. d. Schweizer. Naturforseher-Ges., 2. TeU, S. 83, 1920.) 

s) Wertvolle Literaturhlnweise verdanke ich einem Briefwecbsel mit J. M. 
Burgers im Herbste 1917. 

4) Delaunay,  Thd,~rie du mouvement de la lune (Mdmoires de rAcademie 
des Sciences .08, 29). Paris 1860, 1867. 

5) j. M. Burgers,  Ver.qlag~n Am.~erdam .06, 115, 1917. 
o) N. Bohr, KgL Danske Vedensk. Selsk., Naturvid. Afd., 8. Raekke, IF, 

1, 1918. 
7) H. A. Kramcrs,  Kgl. Danske u Selsk., Naturvid. Afd, 8. Raekke, 

HI, 8, 1919. 
I Zeltscbrl i t  fltr Physik,  Bd. V I I I .  16 
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E r s t e n s  ist dieses V:erfahron dadurch besonders fiir die Quanten- 
theorie'geeignet, da~ man es als s u k z e s s i v e  A u n i i h e r u n g  d u t c h  
b e d i n g t  p e r i o d i s e h e  B e w e g u n g e n  auffassen kann. Es wird ein 
Weg angegeben, eine Folge bedingt periodischer Systeme zu finden, 
welehe die wirkliehe Bewegt~ng immer besser approximieren. Allot- 
dings sind diese Syst~eme n~.eh~ yon dora yon S t a e e k e I  autersuehten 
einfaehsten Typus und es entsteht daher die Aufgabe, eine allgemeinere 
Art beding~ periodischer Systeme zu untersuchen (~ 4, 5). Indessen 
lassen sieh alle im Staeckelsehen Falle giiltigen Siitze auch auf den 
neuen Typus iibortragen, insbesondere bestebt die M~glichkeit fort, 
die Bewegung dutch ~Vinkelkoordinaten zu beschreiben (w 6). Die 
Ansiitze der Quantentbeorie, wie sic veto Verfasser 1) fiir bedingt 
periodisehe Systeme aufgestellt wurden, lassen sieb daher ohne weiteres 
auf diejenige Stufe der Approximation, die man als Endstufe w~ihlt, 
anwenden. 

Z w e i t e n s :  Auf jeder Ann~herungsstufe k6nnen zwei wesentlieh 
verschiedene Arten der Bewegung eintreten~ welohe fiir die Art  des 
Uberganges zur niiehsten Stufe ma6gebend sind. Auf diese Alter- 
native wurde sowohl yon D o l a u n a y ,  als aueh yon P o i n c a r g  2) hin- 
gewiesen, abet, wie es seheint~ nieht naehdriicklioh genug: wenigstens 
wird diese wichtige Unterscheidung yon der bereits erw~hnten 
W h i t t a k e r s c h e n  Modifikation 8) vollst~ndig ignoriert, woshalb letztere 
das Problem nieht erseh6pft und in vielen Fallen nieht anwendbar 
ist (w 9). Wir  legen daher besonderen Wel t  darauf~ den physikalischen 
Sinn der durehgeffihrten Transformationen klar zn maehen. 

D r i t t e n s  kniipfen die mir bekannten Durchfiihrungen der St~rungs- 
theorie an die Existenz eines kleinen konstanten Parameters ant naeh 
welehem man die St6rungsfunktion entwieke~ln kann. Ein soleher 
Parameter ist jedoch nich$ in allen Problemen der Quantentheorie 
vorhanden. Die W h i t t a k e r s e h e  Methode ist yon dieser Beschriinkung 
frei~ umfaflt aber, wie sehon erwiihnt~ nut  einen der zwei m6glichen 
F~lJe. Der Schwerpunkt unserer Ausfiihrungen l i eg t  darin, daft in 
ihnen gezeigt wird, wie man die numerischen Reehnungon im zweiten, 
yon der W h i t t a k e r s e h e n  Theorie nieht umfa6ten Fail ohfie Benutzung 
eines konstanten Parameters durohfiihren kann (w 7, 8). 

1) p. S. Epstein, Ann. d. Phys. ~0. 815; 61. 168, 1916. 
2) H. Poincar6, Les m6thodes nouvelles de la m~canique cdleste. Vol. iI, 

w ft. Paris 1893. 
2008).E.U T. Whi t taker ,  Pro~. London Math. Soc. 84, 208, 1902; Analytical 

Dynamics, S. 404. Oambrigde 1917. 
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Soweit liegt die Untersuchung auf dem Gebiete der aUgemeinen 
Dynamik und wird ffir den Astronomen nut teilweise neu sein. 

Vie r t  e ns aber erSffnet die Methode interessante quantentheoretiscb e 
Ausblioke, mit denen sich w 10 besehaftigt. Es zeigt sieh, dab die 
Frage der ffir die Quantelung bereeh~igten Koordinaten dutch des 
Verfahren ganz aut, omagisch gelest wird: man braucht nur yon Appro- 
ximation zu Approximation ~ortzusohreiten, um immer die riebtigen 
Variabeln zu fi~den, Im besonderen Falle, wenn die ungesterte Be- 
wegung periodisoh ist~ stimmen die nach unserer Methode gefundenen 
Koordinaten genau mit denen tiberein, die aus den fiir diesBn Fall vou 
B o h r  angegebenen Regeln folgen. Auch ffir einige andere, yon 
]3ohr betraehtete F~ile gibt uuser Verfahren sehr ahnliehe Resultate. 
Es sind jedoeh aueh Unterschiede vorhanden, denn Bol~r betraehtet 
die MSgliehkeit einer exakten Quantelung als Ausnahmefall und er- 
warier im allgemeinen fiir eine gest0rte Bewegung unbestimmte 
Energiestufen. Dagegen ist veto Standpunkte unserer Theorie die 
exakte Quantelung des ~ormale, und unbestimmte Werte der Energie 
sind zum wenigste n v i e l  seltener, als es B o h r  annimmt. Die Ent- 
seheidung zwischen den beiden Standpunkten diirfte im Bereieh der 
experimentel[en M6gliehkeiten liegen. 

w 2. Aus  de r  T r a n s f 0 r m a t i o n s t h e o r i e  de r  D y n a m i k .  Wir  
wollen einige Satze zusammenstellen, welche wit in.dieser und den 
folgenden Mitteilungen brauchen werden. 

Die Diiferentialgleichungen eines meehanischen Systems you f 
Freiheitsgraden seien in der kanonisehen Form gegeben: 

d lJi ~ H d q~ ~ H 
d~ - -  ~q~' -dY--- -b-~ '  ( i - :  1 , 2 , 3 . . . D ,  (1) 

we die H a m i l t o n s e h e  Funkfion H ( ~ - q ,  0 yon den Impulsen Pi~ den 
Lagenkoordinaten qi und der Zeit t abh~ngt. Dureh das Gieiehungs- 
system . 

Pi ~ 10i (PI"-" 1at; Q, . . .  Qf; t,), 
ql --~ qi (t)l '"-Pf; 01. . .  Qf; t), (9.) 

gehe man zu den Variablen P~, Qt tiber. Es wird danaeh gefrag.t, in 
wel0hem Falle die Veranderliehen P~, Q~ wieder kano-nisehe Koor- 
dinaten ~sind. 

Wir. werden: es im folgenden mi t . den  beiden Sonderfiillen z~a 
t u n  habea,  da~ die Funktionen (2) entweder yon de~Zeit unabhangtg 
sind oder die Zeit in Form eines linearen Summanden A~ t (bzw. Bit) 

".eathalten, w0.Ai und B~ Konstanten bedeuten. In diesen Fallen kann 
ltl* 
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das Kriterium dafiir; dab Pi, Qi kanonischo Koordinaten sind, mit 
Hilfe der sogonannten ,Lagrangesehen  Parenthesen" 

(a, b) = ~ \~- ~ ~ a  ~b/ (~) 

in der ~olgenden Weise dargestellt werden: 

i(QJ, Qh)-----0, (p,,Qh)__~ l~ f i i r j  + h, 
I(z'~, P~) = o, ,_  , j = h. (4) 

(h, j = 1, ~, 3 . . .  f).  
Wir wollen die boiden erwiihnten Fiille ge~rennt besprechen. 
1. Eine yon der Zelt unabhilngige Transformation: 

p~ = p~ (~'~... Pr; Q~ . .. Qf), (~') 
qi = q~ U'~. . .  Pf, Q~.. .  Qf), 

welehe den Beding,ngen (4) geniigt, bezeiehnet man als nBeri ihrungs-  
~ rans fo rma t ion"  2). Die wiohtigste Eigenscha~t derselben besteht 
darin, daiS die Systeme lai, q~ und :Pi, Qi die gleiche Hamil tonsche 
Funktion besitzen. Die H a m i l t o n s e h e  F u n k t i o n  ist  gegeni iber  
e iner  B e r i i h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  invar iant .  Aus derForm der 
Oleichungen (4) erkennen wir ferner, daiS dieselben yon der jeweiligen 
t tamil tonschon Funktion g~tnzlieh unabh~ngig sind und dutch ge- 
eignete Wahl der Transformationsgleiehungen (2') allein befriedigt 
werden k6nnen. Diesen bedeutsamen Umstand k6nnen wir in der 
Form des folgenden Satzes aussprechen: 

Es sei ein Sys tem yon Koord ina ten /~ ,  q gegeben ,  welche 
in b e z u g  auf  zwei v e r s e h i e d e n e  H a m i l t o n s c h e  F u n k t i o n e n  H 
u n d / / *  k a n o n i s c h s i n d .  Ge l ing t  es, e i n z w e i t e s K o o r d i n a t e n -  
sys tem/~ ,  Q zu l i n d e n ,  welches  in bezug a u f H k a n o n i s c h  ist,  
so is t  dasse lbe  auch in bezug auf  H* kanonisch.  

Nach einem bekannten Satz von Jacob  i geniigt zur Definition einer 
Beriihrungstransformation eine einzige Funktion der Variablen ia~ und qi 

W- - -  W(.Pa....Pf; qt . . .qf) ,  (5) 

aus weloher sich die Transformationsgleiehungen in der Form 

OW OW 

ableiten lassen. 
2. Den Fall, daiS die Gleiehungen (2) die Form annehmen 

P' ---" P; ( P t "  "-Pf; QI. .. qf) + A, ~'1 
qi = q; (1,,..._r,f; Q , . . .  Qf) + B~ t,I (~") 

1) Uber die Theorie der Beriihrungstransformationen vgI. z. B. E. T. 
Whittaker,  Analytical Dynamles, Chapter XI. Cambridge 1917. 
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we Ai und ~ Konstanten sind, und den Bodingungen (4) geniig~ 
wird, wollen wir als , D e l a u n a y s e h e  T r a n s f o r m a t i o n "  bezeietmen. 
Der Untersehied veto eben besproehenen Fall besteht darin, dal3 far 
die Hamil tonsehe Funktion keine Invarianz besteht; vielmehr sind 
die neuen Variablen in bezug auf eine ver~inderte Flamiltonsehe 
Funktion 

? 
n *  : ~ + ~ ,  (A, q, - -  ~,  p,) (~) 

1 

kanoniseh. Ein Blick auf die Bedingungen (4) lehrt ferner, dal~ die 
AuswahI dot Konstanten Ai~ .Bi dureh sie nleht eingesehritnkt wird. 
In den Anwendungen werden wir es mit dem Fall zu tun haben, daft 
nur die" Abh~ngigkeit dcr Lagenkoordinatcn qi yon der Zeit dnreh 
die Werte der Konstanten B~ (i ~ 1, 2 . . . f )  vorgegeben ist. Aus 
der eben gemaehten Bemerkung geht hervor, dab die Wahl der 
Gr61$en Ai dann ganz in unserer Willkiir liegt. Insbesondere ksnnen 
wh" diese Konstanten aueh gleieh Null setzen, und das ffihrt auf die 
folgende einfaehste Form der D e la un ay sehen Transformation 

p, = ~ '  (PI . . .  aof; q1.. .  Qf), ] 
q~ = q~ (PI. . .  Pf; Q1 qf) + B+ t, t 

f I (7) 
1 

Unter 10t, q* sind naeh obigen Funktionen zu verstehen, welche 
fiir sieh allein (d. h. bei Nullsetzen yon B~) eine Beriihrungstransfor- 
mation ergeben. 

w 3. Die D e l a u n a y s e h e  Methode.  Die Bewegung eines Systems 
sei dutch die Hamil tonsche Funktion 

11(pt...pr; ql ...qf) 
gegeben. Um die Betrachtungen nieht unnStig zu komplizieren, setzen 
wit konservative Kr~fte voraus, was das Fehlen der Zeit als expliziten 
Arguments von H zur Folge hat. Wit werden aber in der dritten 
Mitteilung sehen, daft sic ohne wesentliehe Anderung auf gewisse 
Formen der expliziten Abh~agigkeit yon der Zeit iibertragen werden 
k6nnen. 

Um die Integration dieses Problems durchztffiihren, benutzen wit 
mit D e l a u n a y  (1. c.) die folgende Approximationsmethode. Wit suchen 
eine bedingt periodisehe Bewegung mit der Hamiltonsehen Funktion 
H1 (Pl...Pf; qx... qf) so ausl ~ sie der vorgegebenen m6gliehst nahe 
kommt, und wenn wir die Funktion H in zwei Summanden zedegen 

-'- 111 + R1, (S) 
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der Rest oder die .St~rungsfunktion" //1 m6gliohst klein wird. Die 
Bewe~ng ,  welche dureh die Funktion 1/1 gegeben ist, wird als , e r s t e  
in~ermedi~ire  B e w e g u n g "  bezeichne$. 

Eine der charakteristischen Eigensehaften der bedingt periodischen 
Sys~ome besteht darin, dab man sie durch sogenannte , W i n k e l -  
k o o r d i n a t e n  u beschreiben kannl),  d.h.  man kani~ miStels einer Be- 
riihrungst rans~ormatiou 

~ W  ~ W  
W :  W ( u l . . . u f ;  q , . . . q f ) ,  pi  = D q ,  w,i - -  ~u~ (9) 

ein neues System kanonisoher Koordinaten (w~) und Impulse (u~) ein- 
fiihren, dem die folgenden Eigentiimlichkeiten zukommen: 

1. Der Zustand des Systems (z. B. die r~umlichen Koordinaten 
Pi, q~) ist eine periodische Funktion der Variablen wl, w~ . . .  wf  mi~ 
der Periode 24.  

2. Die Ver~inderlieheu ,wi sind iineare Funktionen der Zeit 

~----- ~2~t + (~. (10) 
Don Koeffizienten $~ bezeiehnet man als . m i ~ t l e r e  B e w e g u n g  ~. 
3. Die Impulse ui sind konstant, und zwar sind es gerade die- 

jenigen Konstauten~.welche in der Quantentheorie dem P lanekschen  
~Virkungsquantum h proportionM gesetzt werden~ 

h 
u~ ~ ~--~i, (11) 

we ni ganze Zahlen, die sogenannten nQuautenzahlen a, bedeuten. 
4. Naeh Ausfiihrung der Transformation (9) i s t / / e i n e  Funktion 

der Impulse ui allein und yon den Variablen w~ unabhiingig. 
Die Theorie der bedingt periodisehen Bewegungen (vgL auehw 6) 

gibt uns die Regeln, die Transformation (9) fiir die dutch die 
Funktion H t definierte intermedi~ire Bewegung aufzuste]len. Dutch 
Anwendung des in w 2 angegebenen Satzes erkennen wir jedoeh, dal~ 
die dureh diese Transforma~ionsgleichungen eingeffihrten Variablen~ 
sieh auch in bezug auf die ganze H a m i l t o n s e h e  Funktion / /  als 
kanoniseh erweisen. Allerdings geht dann ihr physikalischer Sinn 
verloren: auf das durch H definierte System bezogen, sind weder die 
Gr~iBen wi linear in der Zeit noch die ul konstant; da abet die Form 
der Abhiingigkeit festgeha|t'en wird, so bleibeu pi und qi, formal ge- 
nommen, naoh wie vet periodisehe Funktionen der Variablen wi. Falls 
die St~irungsfunktion inn erhalb des in Betraeht kommenden Variations- 
bereiches in den I0~ bud qi regul~ir :ist, wie wit es  voraussetzen wollen, 

1) Vgl. z.B.C.G. Charlier,  Die Mechanik des Himmels, I. Bd., S. 74. 
I~eipzig 1902. Auch P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 51, 176, 1916. 
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so wird aueh diese vine periodische Funktion der Winkelkoordinaten 
svin, die man in den moisten F~dlvn naeh denselben in vine f-faehe 
F o u r i e r s e h e  Reihe entwickeln kann. Jedenfalls setzen wir im 
folgvnden immvr vine solehe Entwiekvlbarkeit voraus. Anderersvits 
wird der Summand H~ der H a m i l t o n s e h e n  Funktion nach wie vor 
lediglieh von den Gr~flen ~i abh~ngen: 

~/ ~ HI (~1~ ~2,""" ~f) -]- ~ m t  ~ m 2  . . . .  ~ , m f  bml ' n, 2 . . . .  mf I 
cos ~ / (12) 

" sin (ml wl ~ - ' "  -~- ~ f W f ) ,  

wobei die Koeffizienten b Funktionen dvr Impulse ul, ui , . . ,  uf sind. 
Es sei b de rjenige der Koeffizienten, welchvr den gr~Bten nume- 

risehen ~Vert hat. Wir  betravhten das System, welches dutch die 
I-I ami l t onsche  Funktion 

cos 

bestimmt ist. Wir  werden in w 4, 5 beweisvn, da~ dureh vine solvhe 
Funktion wiederum vine bedingt periodisehe Bewegung definiert wlrd. 
Diese Bewvgung k6nnen wir als z w e i t e  i n t e r m e d i ~ r e  w~hlen, indem 
wir analog zu (8) 

U = + (u, (S') 

setzen, untvr /~2 den Rest der Four i e r sehen  Reihe verstanden. An 
Stellv yon u,w sind jetzt die Winkelkoordinaten d ,w '  der dutch (13) 
gegebenen bedingt periodisehen Bewegung einzufiihren: //2 ist dann 
nut yon den Gr6Ben u' abh~ingig, wiihrend R2 in vine neuv, naeh den 
Argumenten w' fortsehreitende Reihe umzuordnen ist. 

Dutch diese Umformung ist das numerisch st~rkste Glied der 
Fourierreihv wvggesehafft nnd zum apvriodischen Term gesehlagen 
wordvn. Dasselbv Verfahren, auf das niiehststiirkste Glied angewendet, 
fiihrt auf die d r i t t e in t e r m e di~ r e, bvdingt periodisehe Bewegung 
und sehaf[~ auch diesvs Glied weg. Auf solehe Weise sukzessiv~ vor- 
gvhvnd, k6nnen wir die numeriseh bedeutenderen Glivdvr der Fourier- 
reihe vines nach dem anderen (bis auf ihre aperiodisehen Bestandtelle) 
zum Versehwinden bringen und zu bedingt peri0disehen Bewegungon 
fortsehreiten, wvlehe die vorgegebene immer bvsser approximieren, 
bis der gewiinsehte Genauigkeitsgrad erreieht ist. 

Fiir die Qnantvnthvorie ist dieses Verfahren dadureh besonders 
geeignet, daft vs unmittelbar mit derjenigen Funktion operiert, auf 
wvlehe es fiir d i e  Zwvekv dvrsvlbvn ankommt. Fiir die quanten- 
theoretisehen Anwendungen hat man n~mlieh in der Regel den Aus- 
druek d e r  Energie dureh die Quantenzahlen (11) zu bestimmen, und 
das l~iuft einfaeh darauf hinaus, die H a m i l t o n s e h e  Fun]~tion der- 
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jenigen intermediiiren Bewegung, mit welcher man das Approximatiolts- 
verfahren abbricht, dutch die Impulse u~ auszudriicken. 

Es bleibt aUerdlngs die Frage often, ob das skizzierte Verfahren 
konvergent ist. Wit k6nnen nur darauf hinweisen, daft D e l a u n a y  
dasselbe in guter ~bereiustimmung mit der Erfahrung fiir die Moud- 
theorie benutzt hat, und daft die Quantentheorie bei weitem nicht den 
Genauigkeitsgrad anstrebt, weleher yon De l aunay  und seinen ~ach- 
folgern erreicht wurde. Wir gehen auf die Frage, ob die Reihen 
fiir die Gr61~en//, ~/i, ~i, zu welchen man (lurch unend|iehe Fortsetzung 
des Vel~fahrens gelangt, konvergent sind, noch kurz in ~ 10 ein. 

w 4. E r w e i t e r t e  T h e o r i e  b e d i n g t  p e r i o d i s c h e r  Be- 
wegungen.  Wir gehen nun daran, den Beweis nachzutragen, daft 
die durch Gleichung (13) des w 3 gegebene Hamil tonsche Funktion 
wirkl~ch ein bedingt periodisches System defmiert. Wit k~nnen un~ 
auf den Fall des Kosinus besehr~nken, da derjenige des Sinus durc.h 
eine einfache Phasenverschiebung des Arguments aus dem ersteren 
hervorgeht. Als Ausgaugspunkt benutzen wir den Energiesatz: 

. ~  = Hl (~.,,...,.V) + b( ,* , , . . . , , f ) eos (~ l  ~vl + . . .  + ~fwf)  - -  ~ (14) 
denn die Hamil tonsehe Funktion driickt bekanntlieh, sofern sie yon 
der Zeit unabh~mgig ist, die Energie ~ des Systems aus. 

Zuniichst mfissen wir Separation der Variablen herbeifiihren und 
erreiehen dies durch die einfaehe Beriihrungstransformatiou 1): 

~W ~W 
W-- -  ~'l (~l.Wl § ... § ~/wf) 2t- ~ i  ~;w, , ~i ~'-~wi, 'W; " - - - ~ i  , ([5) 

2 

woraus sivh ergibt: 

(16) 
Wl ~ m 1Its 1 §  § mfWf, ~ -'-- W S , . . .  'W k ~ Wf. J 

Wit fiihren die GrSl}en uj, w~ an Stelle der u,, w~ in unsere 
Gleichung (14) ein. 

tt2 = H; (u'~,...u'f) § b'(~'~,...u'f) eoswl ~--- g. (17) 

Nunmehr trill nur eine eiuv.ige Lagenkoordinate in der ]~nergie- 
gleiehung auf; die iibrigen Koordinaten gehen in die Hamil tonsehe 
Funktion iiberhaupt nieht ein und sind, wie man sagt, , zykl i sch" .  
Dies hat zur Folge, dab die ihnen zugeordneten Impulse (verm0ge 
der Hami l tonschen  Gleichungen /~ --- - - ~ H / ~ w ~ )  konstant sind. 
Dami t  ist  die T r e n n u n g  tier Var iab len  vol lzogen:  Gleiehung (17) 

1) Falls die ganzen Zahlen m i einen gemeinsamen Teller haben, sind sie in 
(15) und (16)durch diesen Tei|er zu divldieren. 
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gibt uns die Beziehuug zwisehen den beiden Ver~uderliehen "u~, w~, 
wiihrend die Gr6ften a,, u~,. . .u~ als Konstanten zu betrachten sind. 

Wir  wollen nun Gleichung (17) daraufhin untersuehen, ob sic 
eine bedingt periodisehe Bewegung darstellt. Eiuige Eigenschaften 
dieses Bewegungstyps haben wit sehon in w 3 erwiihnt. Das eigentlieh 
Charakteristisehe desselben aber besteht darin, daft die Koordinaten, 
welehe die Lage des Systems definieren, entweder von vornherein so 
besehaffen sind, daft der Zustand des Systems in ihnen p e r i o d i s c h  
ist~ wenn sie unbegrenzt waehsen (naeh Art  eines ebenen Winkels), 
oder daft sie , L i b r a t i 0 n e n  ~ ausfiihren, d. h. zwisehen zwei festen 
Grenzen bin und her pendeln. In dem Sonderfall, dab die H a m i l t o n -  
sche Fui~ktion in den Impulsen quadratisoh ist, sind die Bedingungen 
fiir das Zustandekommen soleher Bewegungen und ihre Eigensehaften 
von S t a e c k e I untersueht worden (vgh w 3). Insbesondere wurde 
yon S t a e e k e l  gezeigt, daft, sofern eine Separation der Variablen 
durchfiihrbar ist, man die Konstanten der Bewegung stets so wiihlell 
kann, daft sie die Kennzeiehen der bedingten PeriodizitRt annimmt. 
Wh" wollen beweisen, daft die VerhRltnisse fiir die dureh Gleiehung (17) 
gegebene Form der t t a m i l t o n s e h e n  Funktion ganz ~hnlich l iegen.  
Diese Form ist einerseits spezieller als die S t aeck e l s eh e ,  da die 
Abh~ngigkeit yon dot Lagonkoordinate ~v~ eine ganz bestimmte ist~ 
andererseits aber allgemeiner, da die Form der Funktionen H'  und b' 
ofFen gelassen wird. 

Zur Vereinfachung tier Schreibweise lassen wlr im folgenden die 
Striohe an den Buehstaben wieder weg. Da us, us, . . .  uf nur die 
Rolle yon Konstanten spielen, schreiben wit: 

H ~ - / / 1  (ul) ~- b (~1) cos wl ~ ~. (17 ~) 

Diese Gleichung liefert uns eine funktionelle Beziehung zwisehen 
~h und wl, von weleher wir auf Grund des" physikalisehen Sinnes des 
Problems und tier Bedeutung des Symbols ul als eines mechauisohen 
Impulses yon vornherein das Folgeude aussagen k~nnen: 1. u~ ist eine 
analytisehe, nieht unendlieh vieldeutige Funktion yon cos w~. 2. Hier- 
aus folgt, daft wir den ganzen Verlauf von ~1 kennen, wenn uns diese 
GrS~e im IntervaH 0 ~ w 1 ~ ~ gegeben ist. Die Werte in den 
Naehbarintervallen ~ ~ ~ wx ~ 0, ~ ~ wl ~ 2 ~ usw. ~ ergeben 
sich aus den ersteren dutch Spiegelung 3. ~ ist wenigstens in einem 
Teile des Bereiches yon 0 bis ~ reell. W i t  wollen festsetzen, da~ 
ul  in der Umgebung yon w ~ - - - 0  reell ist, was die Allgemetnheit 
uuserer Sehliisse nicht beeintr~ehtigt. 
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T r a g e n  wir in einem D i a g r a m m  wl als Abszisse,  ul  als Ordina te  
auf, so dr t iekt  sich die N e i g u n g s t a n g e n t e  in der  fo lgenden  F o r m  aus:  

d u~ i~ w~ 

Die  Maxima und Minima der  Kurve  sind also dnreh  die Be- 

d ingung  
~ H  

- -  - -  bl ( u l )  sin wl ~--- 0 ( 1 8 )  

gegeben ,  die U m k e h r p u n k t e  dureh 

~ H  ~H1 ~b  
~ u ,  - - - ~ - ~ - ~  + ~ e o s w x  - -  O. ( 1 9 )  

U m  die ~ b e r l e g u n g e n  zu vereinfachen,  wollen wir  voraussetzen,  

daft b(u,) keiue Nul ls te l len besi tzt  und u~ keine  unendl iehen W e r t e  

a n n i m m t ,  obwohl  unsere  Fo lge rungen  aueh bei  Zulassung dieser  

- - ~-.rC ~ -  =~ %------- , -  

Fig. 1. Fig. 2. 

M6gl ichkei ten  dieselben bl ieben.  Dann l iegen  die Maxima und Minima 

d e r  Kurve  be i  s i n w  I = 0, d. h. be l  wl = 0 und w I - - -  ~. V o m  

P u n k t e  w I - - -  0 ausgehend,  ~nder~ sieh der  W e f t  yon u 1 in monotoner  
We i se ,  bis die  Kurve  wl : ~ er re icht  oder  zu w I : 0 zuri iekkehrt .  
D a b e i  sind verschiedene Fiil le mSgl ieh:  1. ~H/~ul hat  im reellen 

In t e rva l l  0 ~ w 1 ~ ~ keiue Nul ls te] len ,  dann w~ehst  aueh die 
wl-Kom~dinate monoton  an (F ig .  1, K u r v e  I ) ;  2. ~H/~ul ha t  in dem 
erw~hnten In te rva l l  e i n e  e infache Nul ls te l le  w ~ dann keh r t  die K u r v e  

in d iesem P u n k t e  um (Kurve  I I ) ;  3. ~ H / ~ u l  b0sitzt  zwei l~Tullstellen 
(Fig .  2, K u r v e  I I I ) ;  4. ~H/~ul besi tzt  dre i  Nul ls te l len  (Kurve  IV)  usw.1). 

1) Wenn wir die Annahme, dais ul in der Umgebung yon wl ~ 0 reell ist, 
fallen lassen, kSnnen in den F&llen yon e i n e r  oder z w e i  Nullstellen der 
Funktion C)H/c)u 1 noch zwei weitere Kurventypen vorkommen. 



Die StSrungsreohnung im Dienste der Quantentheorie. 221 

Wir  steUen nun die Frage ,  ob es mSglich ist, durch geeignete 
Wahl der Konstanten ~ die F~tlle der Kurven I und I I  zu verwirk- 
lichen. Es ist mir nicht gelungen, die Frage  allgemein fiir beliebige 
Funktionen H 1 und b zu beantworten, aber in jedem speziellen Falle 
ist die Untersuchung leicht durchfiihrbar. 

w 5. E r w e i t e r t e  T h e o r i e  b e d i n g t  p e r i o d i s o h e r  B e -  
w e g u n g e n  (Fortsetzung). Wir  wollen zur Illustration des in w 4 
Gesagten zwei fiir die Probleme der Praxis typische Beispiele be- 
traohten. 

a) Gleichung (17') sei uns in dot Form gegeben:  

1 s_4_ ~ - -  2 (u, + u~) ~ (~' + "~)'~ cos ~ ,  = ~, 

wobei fl eine Konstante bedeutet. Ein Umkehrpunkt  kann nach (19) 
nur auftreton, wenn die Bedinguug 

1 
(~  + ~,), + ~ (~ + ~ )  cos ~f = 0 

erfiillt ist. 

Die Elimination yon ul ~- u~ aus diesen beiden Gleiehungen gibt  
fiir die Lage des Umkehrpunktes :  

~2 
e o s ~ f  = ~ (20)  

Wir  erhalten also das Resultat:  Is t  r > 1  fl I, so ist kcin Umkehr-  
punkt vorhanden, und die Kurve l~iuft nach dem Typus I monoton 
yon wl --" 0 his wl ~ ~t. Im  Falle t~ <}/~1 gibt  es einen Umkehr-  
puukt,  und zwar zwischen 0 und ~t n u t  e i n e n ,  denn cosw ~ ist ffir 
jeden W e f t  yon a dureh (20) e i n d e u t i g  bestimmt; es liegt daher 
die geschlossene Kurve  des Typus I I  vet. Die Falle I I I  und I V  der 
Fig. 2 lassen sich dutch keine Wahl  yon 0r verwirkliehen. 

b) Der Ausdruck der H a m i l t o n s c h e n  Funktion sei 

H ~ 1 - -  r ul -4- 2 ~ ]"ul cos wl = t~, 
2 (ul + u~)~ 

wobei ~ sehr klein sein und ul auch nur sehr kleine Wer tc  aunehmen 
m6ge. e~ bedeutet eine positive Konstante. 

Die Bedingtmg (19) fiir den Umkehrpunkt  lautet: 

1 ~ cos ~,~ (,,, ~- , , , ) ,  - ~ + ~ - ~  = o. 
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V~;ir entwickeln beide G.leichangen nach u~ und beschr~nkcn un~ 
auf Giieder erster Ordnung: 

2 o , ~ +  - -co  ~ --,- 
(21) 

Elimination yon % erhalten wit mit tier Abkiirzung Duroh 
~ 1 / u2 

Da ~fir reelle ~Verte yon wf die Bedingung 0 ~ cos 2 wf < l er- 
fiillt sein mu6, gelangen wir unter der Voraussetzung ~ ~ eo zu dent 
Ergebnis: In den Fiillen 

gibt es keinen Umkohrpunkt. Im gegenteiligen Falle 

- + 

ist ein Umkehrpunkt vorhanden. 
Machen wir dagegen die Voraussetzung ~ < ~, so miissen wir 

in den Unglelchungen die Zeichen ~ und ~ vertausohen. DaB es 
n i o h t  m e h r  a l s  e i n e n  Umkohrpunkt gebcn kann, geht aus der 
folgenden ~ber legung hervor: die Annahme u I - - 0  wiirde auf 

1 
- -  2 u---~ z fiihren und kann daher, wenn wlr v, nicht gerade diesen 

Wef t  zuschreiben, nicht erfiillt sein. Daher kann ~/u-1- das Vorzeichefi 
nicht wechseln, und man kann daher verm6ge der Gleichung (21) 
cos w ~ nut  ein einziges Vorzeichen beilegen. Die Grenzen, in denen 
ul eingeschlossen sein mul], we nn tier Fall der Kurve II  vorliegt, 
ergeben sieh, sowohl fiir ~ ~ ~ ais fiir , Q ~  ~, zu 

0 < ul < fl~. (23) 

Die Verh~ltnisse der Kurven I I I  und IV sind in unseren beideu 
Beispielen nicht vorwirklicht, l~berhaupt scheinen sio zu den selte- 
neren Ausnahmen zu geh6ren, denn sie sin d dem Verfasse~ in keinem 
der yon ihm untersuchten F~lle vorgekom~en.  Wir  k6nnen daher 
im folgenden yon diesen M6gliohkeiten absehen. 

Unser Ergebnis lliuft also darauf hinaus, dab in einem gewisse '~ 
Bereich der Werte  der Konstanten ~ der Fall der Kurvo. I vor- 
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liegt, fiir die iibrigen Wel~e der Fall der Kurve II .  Im  ersten Fall 
w/iehst die Variable wl unbegrenzt, denn naeh den kanonisehen 
Gleiehungen kann die Geschwindigkeit wl nur bei Erfiillung der Be- 
dingung ~/~,/~ul --" 0 ihr Vorzeichen wechseln, die wir bier ausge- 
schlossen haben. Der  Impuls ul ist dann eine periodisehe Funktion 
der Koordinate wl, die wir dureh eine Fourierreihe darstellen k~innen 

ul -~-- co ~- c: cos w~ § c~ cos 2 wl §  (24) 

Wit  bezeiehnen diesen FaU als den , p e r i o d i s c h e n  ~:. 
Im  zweiten Fall variiert Wl zwischen zwei festen Grenzen, oder 

s nach einer B~zeichnung yon C h a r l i e r ,  ,Librat ionsbewegungen" 
aus. Wi r  nenneu daher dieses Velhalten den , ,Fal l  d e r  L i b r a t i o n  ~. 
Das analytische Verhalten des Impulses im Falle der Libratlon tiber- 
sieht man am besten, wenn mau die Abh-~ngigkeit desselben you wl 
ins komplexe ~ortsetzt uud den Vedauf  der Funktion u~ in der kom- 
plexen wl-Ebene  uutersucht (Fig. 3). Im  Bereich der reellen Achse 
zwisehen den Punkten wl ----- - - w ~  und wl - -  w ~ hat ut, wie man 

@ -  
! :" 

Fig. 3. 

aus der Kurve I I  (Fig. 1) erkennt,  z w e i  reetle Werte.  In der Um- 
gebung der Umkebrpunkte  (u ~ w~) und (ut ~ - -w~)  kanu mau die 
Kurve I I ,  da hier die B~riihrung mit  der Vertikalen, naeh Voraus- 
setzung, eiue einfache let, dureh die beiden Parabeln approximieren 

d.h.  die Funktion Uz der komplexen Variablen w~ besitz~ im Inter-  
valle der ree llen Achse - -  ~ ~ wl ~ -~- ~ zwei Verzweigungspunkte 
w I --- W ~ and wl ---  - - w  ~ mit  den Exponenten 1/2, so dal~ man die 
Gesamtheit  der Wer te  dieser Funktion mit te ls"einer  zweibiiittrigen 
R i e m a n n s c h e n  Fl~iche darstellen lraun. Verbindet  man in der 
iiblichen Weise die Verzweigungspunkte durch einen geradlilSgen 
Schnitt, so nimmt die Fuuktion u~ aus dem unteren Ufer  des Schnittes 
eine Serie von lreellen Werten an,-auf  d~m obereu eine andere Reihe 
reeUer Werte,  die sieh in den Verzweigungspunkten stetig der ersteren 
anschliel~t. W~ir k6nnen dann die Anderung der Variablen ~ veto 
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Werte  - - w ~  bis + w ~ and wieder zurfiek als e i n e  U m k r e i s u n g  
des  V e r z w e i g u n g s s e h n i t t e s  auffassen. 

Zusammenfassend kOnnen wir sagen: Je nach dem Wert,  den 
wir den Konstauten ~ beilegen, sind zwei F~ille zu unterscheiden. 
I m e  r s t e n  w~chst Wl unbegrenzt, und ~ ist eine periodische Funktion 
v0n w 1 mit der Poriode 2 ~  (Fa l l  de r  l~er iod iz i t i i t ) .  Im  z w e i t e n  
pendelt wl monoton yon der Orenze - - w  ~ zur Grenze -I-w1 ~ und 
wieder zurfick, and der analytisehe Charakter yon u I kann in der 
komplexen wl-Ebene  mit Hilfe oiner zwelbl~ttrigen R i e m a n n s c h e n  
Fliiehe dargestellt werden (Fa l l  d e r  L i b r a t i o n ) .  Die Vorh$1tnisse 
stimmen a|so mit denen fiberein, welche S t a e o k e l  ffir die besondere, 
yon ihm untersuchte Form der kinetischen Energie gefunden ha h 
and es i s t  d a h e r  b e r e c h t i g t ,  auoh  d ie  d u r e h  d ie  H a m i l t o n -  
s c h e  F u n k t i o n  (17') bzw. (13) d e f i n i e r t e n  S y s t e m e  als  be -  
d i n g t  p e r i o d i s c h  zu b o z e i c h n e n .  

Durch die obigen Uberlegungen haben wit fiber das Verhalten 
der Variablen w 1 KIarhcit gewonnen. Wir  wollen abor noch einige 
Worte  fiber die zyklischen Variablen ws, w s . . .  wf sagen. Im gew6hn- 
lichen Fall einer in den Impulsen quadratischen t i a m i l t o n s c h e n  
Funktion k6nncn die zyklischen Koordinaten nut monoton anwachsen. 
Dagegen liegen in unserem Fall die Verh~ltnisse komplizierter, und 
es empfiehlt sieh zu doren Klarlegung yon der J a e o b i s c h e n  Wir- 
kungsfunktion auszagehen, welehe hier die Form gewinnt 

W = ~u~ etU'l + u2w2 + . . .  + ufwf. (25) 
Die Bewegungsgleiehungen lauten dann bekanntlich 

- -  2 , 3 . . . f ) ,  

we die Symbolo wl neue Konstanten bedeuten; odor naeh (25) 

- -  f ~ua d w~ , o , - , o ,  = - j 

Im e r s t e n ,  periodischen Fall,  wenn der Ausdruek (24) fiir u a 
gilt, ergibt  dies 

- -  ~ Co ~ oz 1 ~ sin 2 wx . . .  w ~  - -  w e  - -  ~ ul Wl - -  ~ u ~  sin wl - -  ~ ~ ui 

Der erste Term der rechten Seite w~iehst monoton und unbe- 
grenzt. Diesem einseitigen Wachsen fiberlagert sich eine periodisehe 
_~derung  yon dem Rythmus der Variabeln wt, so da~ dwi/dWl ffir 
verschiedene Werte  yon wx verschiedene Vorzeichen haben kann and 
die ~knderung yon wr nur im Mittel ei~seitig ist. Im  besonderen 
Falle, .wenn c o yon ~/ unabhiingig ist (Oco/~ul = 0), verschwindet die 
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mittlore /~.nderung yon w~, d.h.  wir habeu ein Schwanken zwischun 
zwei festen Grenzen: eine Libration. Die Periodo dieser Libratioa 
geht  mit der Variablen w 1 synchron, woraus wir schlieI~en kSnnon, 
dab dioser Fall nur in sogenannten , e n t a r t e t e n  ~ Systemen eintritt. 

•ieht viol anders gestalten sick die Verh~ltnisse im z w e i t e n 
Fall, in welohem wl oine Librationsbewegung ansfiihrt. Man kann 
daun ul, und folglich auch ~ u l / ~ ,  in einen r e g u l ~ r e n  Summanden, 
welohor auf beiden Ufem des Verzweigungsschnittes der Fig. 3 de.n 
gleiehen Weft  besitzt, und einen v e r z w e i g t e n  Summanden, bei dem 
die Vorzeichen auf boiden Ufern entgegengesetzt sind, zerlegen. Der 
Beitrag dos zwoiten Summanden zum Integral ist stets posi~iv, w~hrend 
derjenige dos ersten pe~iodisch ist und synchrou mit wt das Vor- 
zeichen weehselt. Librationsbewegungen haben wir dann, wenn der 
verzweigte Summand yon ~ unabh~ingig ist. Auch hier bluibt diese 
M6glichkeit auf F~ille der Entartung besehr~nkt. 

Es ist bekannt, da~ entartete Sys~eme sick immer auf nieh~ 
ontartote yon einer geringeren Anzahl yon Freiheitsgradon reduziere~ 
lassen~). Wir  denken uns diese Reduktion ausgefiihrt uud ~[iirf~n 
dann yon der MSglichkeit der Libration bei den zyklischen Koordi- 
naten absohon. Dann kSnnen wir zusammenfassend feststellen, dag 
diese Variablen zwar nicht immer monoton wachson, aber da~ ihre 
eventuellen Sehwankungen einen rege lm~ig  rythmischen Charakter 
~ragen, so dab ihr Verhalten mit dor Bezoiohnung ,bedingt  periodischc 
Systeme" im Einklang steht. 

w 6. E i n f f i h r u n g  de r  W i n k e l k o o r d i n a t e n .  Als eine der 
Haupteigensehaften bodingt periodischer Systeme haben wit die 
M6gliohkeit bezeiehnet, sic durch Winkelkoordinaten zu beschreiben. 
Wir  wollen jetzt  zeigen, dab man in unserem allgemeineren Fall die 
Winkelkoordinaten und die ihnen zugeordneten Impulse in genau der- 
selben Weise finde, kann wi~ in dem yon S t a e c k e l  untersuchteu. 
Ferner werden wit beweisen, dal~ siimtliehe in w 2 aufgez~ihlten Eigeu- 
sehaften dieser Koordinaten auch hior gfiltig bleiben. Um die Asym- 
metrie zu vermeiden, die daraus fliel]t, dab dor Impnls u 1 variabel, 
die fibrigen Impulse u~, u~, . . .  uf konstant sind, wollen wir den allge- 
meinen Fall betraehten und Koordinaten und Impulse mit q~,.., qf; 
P t , - . - P f ,  die Integrationskonstanten mit ~ . . . .  ecf bezeiehnon, wobei 
~i die Energie bodeuten mSge. Wie im S t a e e k e l s o h e n  Falle gehen 
wit yon der Wirkungsfunktion mit separierten Variablen aus: 

w(q....  . . .  = . . .  

1) Ygl. P. S. Epstein,  1. e., S. 179. 
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mit deren Hiife sieh die Bewegungsgieicbungen des Systems nach 
der J a c o b i s e h e n  Integrationsmethode in der folgenden Form aus- 
drficken 

fJ* = = J a a h  da , 

wenn fli (i --- 1~ 2, . . .  f) weitere Konstanten bedeuten. 
Ffir das Verhalten jeder einzelnen Variablen q~ batten wit in w 5 

zwei versehiedene Miiglichkeiten gefunden: entweder ist der Zustand 
des Systems in denselben periodisch mit der Periode 2 ~ (d. h. ihr 
physikaliseher Variabilitiitsbereich betdigt  2 ~), odor aber die Variable 
ftihrt eine Libratation aus, wobei der zugeh(irige Impuls pi eine in 
bestimmter Weise (Fig. 3) verzweigte Funktion yon qi ist. Im letzteren 
Falle tragen offenbar aueh die Ableitungev ~ i / ~ a h  denselben Ver- 
zweigungseharakter. Daher ~indert sieh des Integral 

w~ihrend qi einen Umlauf ausfiihrt und zum Anfangswert zuriickkehrt 
bzw. um 2 ~  wfichst, um den , P e r i o d i z i t ~ t s m o d u l "  

Der dureh den Kreis am Intogralzeiehen angedeutete Integrations- 
weg ist im Falle des verzweigten Integranden (Libration) eine be- 
liebige Umkreisung des Verzweigungssehnittes (Fig. 3 ) i n  der kom- 
plexen qi-Ebene, welohe jedoeh so zu ~iihren ist, daft sie keine weiteren 
Singularit~tten des Integranden einschliel~ Im Falle des unbegrenzten 
Anwachsans yon q~ ist es der reelle Integrationsweg yon lqull bis 2 ~. 

Kehrt  man dagegen die Gleiehang (27) urn, und betraehtet die 
Variable qi als Funktion yon slh, so ist qi eine p e r i o d i s c h e  
F u n k t i o n  dieser Grfl~e yon der Perinde ~ia~). Diese Art  der Ab- 
h~ngigkeit macht es m6glich, in der dureh W e i e r s t r a s s  angegebenen 
Weise neue Variable dureh die Beziehungen 

~ W  1 f 

2x  I (29) 
~W l f - a ~ =  /~h =~-~;~'~, 

1) Nach einem Weierstrassschen Satz (Monatsber. der BerL %kademie 
1866). der berei~s yon Staeekel  benutzt wurde. 
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so einzuffihren, da6 der Zuseand des Systems in denselben periodiseh 
yon der Periode 2 ~  wird a). Das sind die gesuehten Winkelkoordi- 
dinateu, welehe, wie man aus den Gleiehungen (29) sieht, aueh in 
diesem Fallo lineare Funktionen der Zeit siud. 

Aueh die den Winkelkoordinaten kanoniseh konjagiergon Impulse 
driiekon sich obenso aus wie im S t a e e k e l s e h e n  Falle. Veto Ver- 
~asser wurde n~imlieh bewiesen (1. c.), dab sie dort dutch die Ausdriicke 

1 
u,-= ~ - ~ p ,  dq,, (i = 1, 2, . . .  f)  (30) 

gegeben sind, wobe[ das Integrationssymbol dieselbe Bedeutung hal 
wie in Formel (28). Diese Gleiehungen lassen sich als f simultane 
Beziehungen zwischen den Konstanten a l ) a a ,  . . .  af) yon denen ja 
die Impuls~ abMtngen, auffassen, die man naeh diesen Konstan~en 
auflSsen kann. ])as liefert 

a~ = ~ ( u l )  u~, . . .  ur),  ( i  = 1, 2, . . .  f ) )  ( 3 1 )  

wobei der erste dieser Ausdriieke (i ~--" 1), wie wir gleich sehen 
werden, die H a m i l t o n s c h e  Funk~ion ausdrtiekt. 

Wi t  multipiizieren nan die Gleichungen des Systems (29) bzw. 
mit O~a/Ouk und addieren alle diese Gleiehungen 

f f ~ah (32) ~-.,aOW ~)ah 1 f 

1 O ~h  " b t~k " %  1 1 DUk 

Den Integrationsweg der Formeln (28) und (30) kann man ais 
lest und yon den Konstanten g/ unabhiingig auffassen) woraus man 

O at" 
O)ih : 2 ~ -  Oaa 

fotgert. Die zweite Summe der rechten Seite yon (32) sehreibt sich 
0u~ O~a 0u~ 

daher a - - .  ~--- ) wahrend sieh die linke Seite auf OW~Ou~ ~ah ~uk ~uk 

reduziert: 
OW .L.f 0u:  

= > : i  m w~. (32 ' )  
~uk i Duk 

Die Gr6flen ui sind unabh~ugig, deshalb verschwinden alle Ab- 
leitungen ~ut/Ouk mit Ausnahme des Falles i-----k, in welchem die 
Ableitung gleich 1 wird. Yon der Summe rechts, bleibt also das 
einzige Glied w~ iibrig. Wir  k6nnen daher den foigenden Schlu~ 
ziehen: W e n n  mau  im A u s d r u o k  (26) d e r  H a m i l t o n s e h o n  
F u n k t i o n  die  K o n s t a n t e n  ai m i t  H i l f e  d e r  B e z i e h u n g e n  (31) 

1) Die Uberlegungen sind dieselben wie im Staeckelsehen Fall. 
ZeitsebtHt far Physik. Bd. ~ 'I l I .  17 



~28 Paul S. Epstein, Die StSrungsrevhnung im Dienste der Quantentheorie. 

d u r e h  d ie  n e u e n  K o n s t a n t e n  u~ e r s e t z t ,  so  g e l t e n  d ie  R e -  
l a t i o n e n  

W----- W ( q l ,  . . .  qf; ~1, . . -  uf) ,  | 

- - ,  �9 J . ] P~ ~ Oqi wi ----- ~u~ 

Naeh w 2 sind" diese Gleichungen der analytisohe Ausdruck einer 
Beriihrungstransformation, welcbe den tYbergang yon den Koordi- 
naten Pl, qi zu den Koordinaten u~, u'i vermittelt. Es geht  daraus 
hervor, d a b  die letzteren Variablen k a n o n i s c h e  K o o r d i n a t e n  des 
Problems sind. Wir  haben bereits darauf hingewiesen, da~ die Koor- 
dinaten wi lineare Funktionen der Zeit und dab die Impulse ui Kon- 
stan~en sind. Die erste der Boziehungen (3I) zeigt uns sohlieillieh, 
dab die Energie al sich nut dureh die Impulse u~ ausdriickt und yon 
den Variablen wi nnabhiingig ist. 

P a s a d e n a ,  California Institute of Technology, September 1921. 


