
P. F u n .  ~ber die Abellche Integralgleichung. 1~9 

~ber  eine geometrische Anwendung der Abelschen 
Integralgleichung. 

Von 

PAul. FUNK in Prag. 

I. Fo rmul i e rung  der Aufgabe. In eine geometrisch anschauliche 
Form eingekleidet, lauget die Aufgabe, die wit bier behandeln wollen, 
folgendermal~en: Man denke sieh, es sei fttr jeden ebenen Schnitt, den 
man dutch einen Punkt O im Innern eines K6rpers K legen k&nn, das 
Volumen der beiden Hiilften, in die der K~rper zeffiillt, bekannt; was 
kann man dann iiber die Gestalt des K6rpers K aussagen? Wir denken 
uns die Gleichung der Oberfliiche yon K in gew6hnlichen rliumlichen 
Polarkoordinaten dargesteUt, den Punkt 0 wiihlen wit als den Ursprung 
des Koordinatensystems, r sei der Radiusvektor, u die Poldistanz, v die 
geographische L~inge. Dann kSnnen wit 

r | 
T =' 

als die gesuchte Funktion des 0rtes auf der Kugel betrachten und die 
obige Frage auch folgendermaBen ausdrltcken. Yon der Funk~ion des 
Or~s auf der Kugel ~(u, v) sei das tiber jede beliebJge Halbkugel er- 
streckte Doppelin~gral 

f ,  dk 

bekAnn~, wobei dk das Fliichenelemont bedeutet; inwiefern ist hierduroh 
die Funktion ~(u, v) selbst bestimmt? Ordnen wir den Weft des Doppel- 
integrals immer dem Polder Hslbkugel zu, ~Iber die es erstreokt ist, so 
erhalten wit eine als gegeben anzusehende Funktion des Ortes suf der 
Kugel ~(u,v), die die Eigonschaft haL, dab die Snmme der Werte in 
zwei diametral entgegengesetzten Punkten immer ein und denselben kon- 
stauten Weft V ergibt niimlich den Wert des fiber die gauze Kugel 
erstreckten Doppelintegrals, also das Volumen deB gesuchten KSrpers. 
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Sei nun F(x) eine folgendermaBen definierte Funktion yon x 

ftir O < x ~ l  sei /~ ' ( x )= l ,  
fiir - - l ~ z < O  sei .F(z) ffiffiO 

und deuten wir jetz~ x als den Kosinus der sph~irischen Entfernung zweier 
Punkte "auf der Kugel, also setzen wir 

x = cos u cos u ' +  sin u sin u' cos (v--if), 
dann kSnnen wir unsere Aufgabe auch in der Form einer Integralglei- 
ehung erster Ar~ ausspreehen: 

(~, v) ~f /V(cos  u cos u' + sin u sin u' cos (v--if)) @(u', v') dK', 

we4~ef das Integral fiber die ganze Kugel zu erstrecken ist und vf(u, v) 
det  Bedingnng genitgt: 

v( , ,  v) + + =) -- r. 
Die, ge~uchte Funktion kSnnBn wir uns nun in drei Bestandteile zerlegt 
denke~ 

1 ((~ (u, v) - -  r (~  - u,  v + ~)) O) 

v 

I)er erste Teil ist eine ungerade Funk~ion des Orbes auf der Kugel (d. ti. 
eine Funktion, bei der die Summe d~r Wert~ in diametral entgegengo- 
set~t~n Punkten gleieh Null ist). Wit wollen ihn kurz mit O~(u, v) be- 
zeichnen. Der zweite Teil ist eine germie Funktion des Ortes auf der 

Kugel (d. h, eine Funktion, boi der .~e Werte an diametral entgegon- 
~ e s e ~ e n  Pf i~:0n gleich shad). Ferner "~s~ ~r ' ihn  flas tiber jede beliebige 
J~'alb~gel erst~reokte Iutegral gleioh ~UlI~ somi~ ha~ dieser Best~nd~il 
"aiff"~n Weft yon ~ keinen EinfluB untl 'kann aiso" voBkommen wil|~tir- 
lich gew~thl~ werden. Der drive Tell bei der ol)igc~n Zerlegung ist als 
bekannt anzusehen. Den zwei~en Best~ndt~il woden wit zunRehs~ iden~iseh 
gleich Null w~hlen. 8ubtrahieren wit dann vo.n I (1) di e Iden~i~  

�9 r 

und bezeichnen wir ~F(u, v ) - -~  mi~ ~(u~V), so erlialt~nw[r 

wo jetzt O~ und ~, ungerade Funkti~en" "d~s Or~e~ :auf dot Kugel slnd. 
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II. Zurf ickf i ihrung der In~egra lg le ichung  mit  dora Doppel. 
in tegra l  auf eine I n t g r a l g l e i c h u n g  mi~ einem einfachen Integral .  

Setzen wir nun in der Integralgleichung (l s) u-----~, d. h. nehmen wit 

an, der Pol der Halbkugel, fiber die das Integral zu erstrecken ist, liege 
am Aquator~ daan erhalten wir 

-- f ( f 
,r 0 

Differenzieren wir jetzt nach v, so erhal~en wit 

_00v W* (-~' v) =/~, (u', v q- -~-)sinu' du" - / ~  (u', v--~) sin u" du'. 

Aus der Voraussetzung, dab r (u, v) eine ungerade Funktion sein soll, folgh 

O~/O,(u',v-+-~)sin 
O 

yg 

+fo  § 
und durch Addition der tetzten beiden Oleiehtmg~! ergil~: ~ ,  

Ov 
0 

Die soeben angeschriebene Gleiehung hat einen yon der speziellen Lage 
des benli~zten Koordinatensystems unabh~tngigen Sinn. Links yore Gleich- 
hei~szeichen steht der halbe Differen~ialquotien~ nach dem Bogenelemen~ 
der bekannten Funk~ion ~l(u, v). Rechts yore Gleichhei~szeichen stehtein 
Integral, das iiber einen halben OroBkreis zu erst~recken is~. Dieser halbe 
GroBkreis s~eh~ mit dem Bogenelemen~, nach dem differenziert wird, in 
der folgenden Lagenbeziehung. Legt man duroh das Bogenelement ein~i 
(~roBkreis und trlig~ auf ibm entsprechend dem Rich~ungssinn des B~e~- 

element, s -~ ~ auf, dann gelan~ man zum ~[albierungspunl~ des Halbkraiaes 

und es stehen dieser Viertelkreis u,,d der Halbl~r~is aufeinander sen~'ech~. 
Durch diese Lagenbeziehung sind einem }talbkreis zwei L i n i e n e l ~  
auf der Kugel zugeordnet, und zwar tieg~r~ ~ie ~ eb"~me~i'~l e ni~g~(.g~.~e~ten 
Stellen der Kugel, sic gehb'ren/ ~ and demselben ~61~ois  ~,~i~ 
Richtungssinn, den jedes, v ~ :  tim." en- ai~s~i" ~rb~h-eis zuordao~, ~ ,~t~er 

ale 
wird, eine ungerade FunlF~ion des Or~es auf tier Kugel, i~, ~ o ) ~ ~ ' ~  

9" 
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des Differengialquo~iengen bei beiden Bogenelementen derselbe. Under dora 
Integralzeiehen steht die unbekaun~e Funktion des Ortes, multiplizier~ mi~ 
dem Sinus der Bogenli~nge (gereehneg yon einem der Eekpunkte aus) und 
mit dem (mi~ positiven Vorzeichea versehenen) Liingenelemen~. Ffir jeden 
behebigen halben GroBkreis kiinnen wir also den Wert dieses Integrals 
als bekannt ansehen. 

III. Der Spez ia l f a l l  des Rota~ionskBrpers .  Wenden wir uns 
nun dem Fall zu, da~ die gesuchte ungerade Funktion die Variable v 
nieht enth~lt und setzen wir dann stat~ O,: tpt (cos u). Es entspricht dies 
dem Fall des Rota~ionsk6rpers. De.n halben GroBkreis, fiber den das be- 
trachtete Integral zu erstrecken ist, w~ihlen wit so~ dab seine Endpunkte 
am ~.quator liegen. 

Sei A die sph~irische Entfernung eines Punktes des ttalbkreises yon 
einei~:Entlp'dnkt aus und i der Neigungswinkel des ttalbkreises gegen den 
~quator~ so dab alle seine Punkte der Gleichung genfigen 

c o s  u - -  s i n  i s in  ~. 
Nach dem soeben ErSrter~en ist das Integral 

(2) f ~  (sin i sin ~) sin ; td l  = ~(sin i)*) 
0 

als eine bekannte Funktion yon i anzusehen. Setzen wit nun 

~in i sin x =- "IA;, sin i = ]/~ 
also 

1 dz 

sO verwandel~ sieh GIeichung (2)n~eh ~Iulbiplikagion mit sin i in: 

O 

Somit ist far diesen Fall unser  Problem t a ~ o l ~ o h  auf die Auflgsung 
  graglei h ni ) zut   gerdh . Aba 

angegebenen AUfNSsungsmethode erh~lt man 
. . �9 

V , j -  d 
] 

0 

*) Bezeiohnet msn flit dieson-~p~zialgal.1 die gegebeae Funl~ioa mi* "r (co, u) 
uta~ mit Yl, so ist: 

o = :i- du /u.ii  

"*) Abel, Crelles Journal Bd. i, S. 158. 'Vgh -~,r Goursab, - Court, d'Analyse, 
$. ed. S. 848. 
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und zwar ist dies, wie aus der Abelschen Schlul3weise unmittelbar hervor- 
geht, die einzige LSsung yon (2a). 

IV. Eine allgemeine Bemerkung fiber Integralgleichungen, 
in denen  eine F u n k t i o n  der  E n t f e r n u n g  zwe ie r  P u n k t e  der  K u g e l  
als  Kern  au f t r i t t .  Wie in einer anderen Arbeit, so werde ich auch hier, 
um eine bequemere Ausdrucksweite zu erzielen, flir einen in tier Theorie 
der Kugelfunktionen seit jeher gebrauchten Begriff eine kurze Bezeichaung 
einfiihren. Sei A ein beliebiger Punkt auf der Kugel. Betrachten wir ihn 
als Pol eines Koordinatensystems, das aus Meridianen und Psrsllelkreisen 
besteht. Es bedeute in diesem Koordinatensystem u und v wieder Pol- 
distanz bzw. geographische Liinge. r  v) sei nun eine beliebige Funktioa 

1 f r v)dv als ,,die des Ortes auf der Kugel. Dann bezeichne ich ;2~/ 
0 

Versteifung der Funl,'tion r fiir den Punkt A". In A ist der Weft der 
Funktion mad ihrer Versteifung derselbe. Von einer ,fiir den _Punkt A 
steifen Funktion" wollen wir sprechen, wenn die Ftmktion liiaags aller 
Parallelkreise, die zu A Ms Pol geh~ren, konstant ist. Sei nun F(~) irgend- 
eine im Interval1 -- 1 _< x ~ 1. integrable Funktion yon ~ und deuten wit 
x als Kosinus der sphiirischen Entfernung zweier Punkte auf der Kugel. 
Dann gilt folgender Sstz: Wean r der Integralgleichung genttgt 

(u, v) = f F ( c o s  ,, cos u' + sin u sin r cos (v -- r  ~ ( r  r  d K ' ,  

so geniigt die Versteifung yon r fiir irgendeinen Punkt .4 jener Integral- 
gleichung, in der rechts yore Oleiehheitszeichen start ~ die Versteifung 
yon ~ fiir A auftritt. Indem wir niimlieh auf beiden Seiten nach v inte- 
grieren, durch 2~ dividieren und auf der rechten Seite die Integrations- 
folge vertauschen, erhalten wir: 

2z~ 
, r  

j ~  (u, v) d v 
27r 

o 
2 z  

' f [ f  = ~-~ F(cosu eosu' + sinu sinu'cos(v--v'))dv r 
o 

Nun ist abet der husdruck in der eckigen Klammor yon v' unabhiingig, 
somit erhalten wir 

2zt 

0 

o 0 0 
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und nach der Vertauschung der Buchstaben v und v" kSnnen wir auch 
schreiben 

2 ~  

1 f V ( u ,  r) dv 
t /  
0 

womit die obige Behauptung bewiesen is~. 
V. Die Anwendung auf das vorliegeude Problem. Wenn also 

die ungerade. Funktion ~I so beschaffen ist*), dab es zu ~i eine ungerade 
Fun]Ri~)n ~ gibt, die die Integralgleichung (la) erffiUt, dann muB es aueh 
flir ~o V~zsteifung yon P~ f~ir einen beliebigen Punkt A eine L~Jsung 
tier" ~tes~gl~iehung (l a) geben, n~mlich die Versteifung yon ~'~r A. 
Diese mu~ ale Versteifung einer ungeraden F~mtrtion selbst eine ungerade 
Funktion sein. Sie ist somit naeh Ill. dureh Aufl~Jsung einer Abelschen 
In~egralgleiehung eindeutig bestimmt. Da in A der Wert yon 4)~ mit.dem 
-Weft der Versteifung gles ist, so ist auch der Wert yon ~ im Punkt A 
�9 eindeutig bestimmt. Um die allgemeinste L~sung yon (1) zu finden, kann 
man zu ~ wie im Anfang der Arbeit bereits erw~ihnt wurde, sine be- 
liebige gerade Funktion veto Mittelwert Null addieren, was bei der be- 
trachteten geometrischen Deutung darauf hinauskommt~ dab man die {}e- 
stalt des K~Jrpers dadurch eindeutig fesflegen Irann, wenn man auBer dem 
-~-.~en der beiden H~Iften filr jeden beliebigen Schnitt auch noeh bei 
~9in~ dieser-Sehnitte die Gestalt der einen der beiden H~ilften des K~Jrpers 
~la~gegeben: be~raeht~t~ 

Im An~ehluB an die im obigen behan.delte Aufgabe wollen wir noch 
zwei kleine Bemerkungen machen. 

1. Bezeichnet w die sph~rische Entfernnrg zweier Punkte auf dot 
Kugel~ so }st der iterierte Kern zu dem in der Integralgleichung (1) auf- 
tretenden Kern 2~v- 2w. Somit erkennt man, dab sich auch jene Inte- 
grargleichung, in der die sphRrische Entfernung zweier Punkte suf der 
Kugel selbst sls Kern auftritt, dutch zweimalige Aufl6sung einer Abelschen 
In~gralgrleichung auflSsen l~Bt. 

*) Jede hategrslglelchung, in der e/he Funktion der Entfernung zweier Punk~ 
auf der Kugel sls sin Kern aui~'itt, kann man n~tSzlich auch dsdurch auflSsen, dab 
man auf beiden Seiten der Gleiohung in sine Laplaoesohe Reihe yon Kugelfunktionen 
en~wickelt und die Koei~zienten vergleicht. ])arch Un~ersuchung der Kenvergenz 
k~unte man im vorliegenden Falle ~hnllch, wie lob dies in meiner Dissertation, 
G6t~ingen 1911 ,,Ober Fl~chen mit lauter geschlossenen geod~tisohen Linien" getan 
hsbe, hinreichende Beds f~r die Existenz yon ~ herleiten. 
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2. In engem Zusammenhang mit der soeben behandelten Aufgabe 
s~eht eine friiher yon mir behandelte Funkt/onalgleichung*) far Funktionen 
des Ortes auf der Kugel. Integriert man n~mlich eine Funktion e des 
Ortes auf der Kugel liings eines grSBten Kreises und ordnet man den 
Wer~ des Integrals den beiden Polen zu, die zu diesem grSBten Kreis ge- 
hSren, so bezeichnete ich die so erkliirte l~mt~ion ~a) Ms die Kreisinte- 
gra~funk~ion yon r Die Aufgabe, eine Funktion r zu bestimmen, deren 
Kreisintegralfunktion bekaunt ist, lii~t sich, wie dor~ gezeigt wurde, eben- 
falls auf die Aufl6sung einer Abelschen Integralgleichung zurttckfllhren. 
Es ist nun diese Aufgabe gewisserma~en der GrenzfaU einer gewSbn!ichen 
Integrslgleichung erster Art mit einer Funktion der Entfernung zweier 
Punkte auf der Kugel als Kern. Sei F(x, 8) eine folgenderma~en e rk l~e  
Funktion yon x und ~: 

filr -- 1 ~ tv ~ -- ~ und .fitr ~ ~ x ___ 1 sei F(x,, ~) ffi= O, 
1 

flit  - -  ~ < x < ~ sei F(tr, ~) ~- ~--~, 

0 < ~ < 1 ,  

dann kann man die Kreisinf~gralfunkfion auch folgendermagen definieren: 

Bildet man nun:sheraTon der Fun ktion ~(~) wieder die Kreisintegral- 
5m~ion und be~eiehnet man die so de~nlerte Funktion mi~ ~(~), dann 
h~in~~i"i i i i t~r durch eine Integrslgleichung ers~er Art zusammen. Man 
i l k ~  dies s0for~, wonn man zunlichs~ (q~(~)).=o berechnet. Es er- 
gibt sich: 

[ 2 ~('l(u, v) = J  -si~-d~ r v') dK'.  

Auch bei dieser Integralgleichung 1~$~ sich somit die LSsung durch zwei- 
malige Aufl~sung einer Abelschon Integralgleichung ermitteln. 

*) Vgl. meine bereits erwKhnte Dissertation ocler Math. Ann. $. 283. 


