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Uber eine geometrische Anwendung der Abelschen
Integralgleichung.

Von

Pauv Funk in Prag.

I. Formulierung der Aufgabe. In eine geometrisch anschauliche
Form eingekleidet, lautet die Aufgabe, die wir hier behandeln wollen,
folgendermaBen: Man denke sich, es sei filr jeden ebenen: Schnitt, den
man durch einen Punkt O im Innern eines Korpers K legen kann, das
Volumen der beiden Hilften, in die der Korper zerféllt, bekannt; was
kann man dann iiber die Gestalt des Korpers K aussagen? Wir denken
uns die Gleichung der Oberfliche von K in gewdhnlichen réumlichen
Polarkoordinaten dargestellt, den Punkt O wihlen wir als den Ursprung
des Koordinatensystems, » sei der Radiusvektor, w die Poldistanz, v die
geographische Linge. Dann kdnnen wir

1
—;— = ®(u, v)

als die gesuchte Funktion des Ortes auf der Kugel betrachten und die
obige Frage auch folgendermaBen ausdriicken. Von der Funktion des
Ortes auf der Kugel ®(u,v) sei das ilber jede beliebige Halbkugel er-

streckte Doppelintegral
f & (u, v)dk

bekannt, wobei dk das Flichenelement bedeutet; inwiefern ist hierdurch
die Funktion ®(u, v) selbst bestimmt? Ordnen wir den Wert des Doppel-
integrals immer dem Pol der Halbkugel zu, tiber die es erstreckt ist, so
erhalten wir eine als gegeben anzusehende Funktion des Ortes auf der
Kugel ¥(u,v), die die Eigenschaft hat, daB die Summe der Werte in
zwei diametral entgegengesetzten Punkten immer ein und denselben kon-
stanten Wert ¥ ergibt niimlich den Wert des tiber die ganze Kugel
erstreckten Doppelintegrals, also das Volumen des gesuchten Korpers.
Mathemstische Annalen. LXXVII 9
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Sei nun F(r) eine folgendermaBen definierte Funktion von 2

fir 021 sei Flz)=1,
fir -1 <z2<<0 sei F(z)=0

und deuten wir jetzt x als den Kosinus der sphirischen Entfernung zweier
Punkte auf der Kugel, also setzen wir

Z = cos % cos % + sin % sin 4’ cos (v—7'),

dann konnen wir unsere Aufgabe auch in der Form einer Integralglei-
chung erster Art aussprechen:

Y (u, v) = f F(cosu cos u'+ sinw sin «’ cos (v—2")) ®(«, ¢') d K,

wobel das Integral itber die ganze Kugel zu erstrecken ist und W(u, v)
der' Bedingung geniigt:

V() + ¥Y(m—u v+ )=V

Die, gesuchte Funktion kdnnen wir uns nun in drei Bestandteile zerlegt
denken

1) & (u, v =—1—(¢(u, 0) — O — %, v+ 7))

((D(u v) 4+ O(mr—u, v+ x) — —) + iT;

Der erste Teil ist eine ungerade Funktion des Ortes auf der Kugel (d. h.
eine Funktion, bei der die Summe der Werte in diametral entgegenge-
setzten Punkten gleich Null ist). Wir wollen ihn kurz mit ®,(u,v) be-
zeichnen. Der zweite Teil ist eine gérade Funktion des Ortes auf der
Kugel (d. b, eine Funktion, bei der die Werte an diametral entgegen-
geseﬁten Pun’k%en gleich smd) Ferner ist fiir ihn das tiber jede beliebige
"Halbkugel erstrepkte Integral gleich NuII, somit hat dieser Bestandteil
“aaf den Wert von ¥ keinen EinfluB und kann also vollkommen wilikiir-
lich gewihlt werden. Der dritte Teil bei der obigen Zerlegung ist als
bekannt anzusehen. Den zweiten Bestaridteil wollen wir zundchst identisch
gleich Null wihlen. Subtrahieren wir dann-von (1) die Identitiit

r _f(F(cosu cos u’ + sinu 8in ¥’ cos (v — v)) in dK'
und’ bezeichnen wir ¥(, v) — ; mit ¥, (u; v), so erhalten wir
(18)  ¥,(4,v)=_f F(cost cose’+ sinu sities cos (9— 1)) &, (', 0)d K,

wo jetzt ®, und ¥, ungerade Funktromen ‘des  ©Ortés ‘auf der Kugel sind.
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II. Zurickfihrung der Integralgleichung mit dem Doppel
integral auf eine Intgralgleichung mit einem einfachen Integral.

Setzen wir nun in der Integralgleichung (1a) u = —;5, d. h. nehmen wir

an, der Pol der Halbkugel, tiber die das Integral zu erstrecken ist, liege
am Aquator, dann erhalten wir '

e+”
2

Y, (%, v) = f (J%(u', v") sin ¥’ dw) dv’.

v-——lt
3

Differenzieren wir jetzt nach », so erhalten wir

5?;) ¥, (—275, v) =fx¢1_ (u’, v +—72f-) sinu do —f‘bl (u’,v—%) sinu’ dw’.
¢ g

Aus der Voraussetzung, daB &, (u,v) eine ungerade Funktion sein soll, folgt:

0 =J'<l>1 (u’,v + —;’—) sin u du +J<b1 (u',v ——’2‘—) sin «’ du’,
[
und durch Addition der letzten beiden (Fleichungeh: ergibt: sich:

—; 3% Y, (—’2‘—,0) =.-./’f¢1 (u’, v+—’-2’-) sin u du.
0

Die soeben angeschriebene Gleichung hat einen von der speziellen Lage
des beniitzten Koordinatensystems unabhingigen Sinn. Links vom Gleich-
heitszeichen steht der halbe Differentialquotient nach dem Bogenelement
der bekannten Funktion ¥, (u, v). Rechts vom Gleichheitszeichen steht ein
Integral, das iiber einen halben GroBkreis zu erstrecken ist. Dieser halbe
GroBkreis steht mit dem Bogenelement, nach dem differenziert wird, in
der folgenden Lagenbezichung. Legt man durch das Bogenelement eimes
GroBkreis und trigt auf ihm entsprechend dem Richtungssinn des Bogen*

elements 72—‘ auf, dann gelangt man zum Halbierungspunkt des Halbkreises
und es stehen dieser Viértelkreis und der Halbkréis safeinander senkrecht.
Durch diese Lagenbeziehung sind einem Halbkreis zwei Linienelemente
auf der Kugel zugeordnet, und zwar liegen %ie mir diametinl éntgegenyesetzion,
Stellen der Kugel, sie gehéren ein und demselben GroBEreis an, &6t
Richtungssinn, den jedes vofi ibmen digedin" GftoBkreis zuordnet, ist sher
verschieden. Da aber die Funktion, die nach dem Bogsuielgrent diffopptitadrt
wird, eine ungerade Funktion des Ortes aunf der Kugel ist, s0 iighilg }ﬁﬁﬁ»'
9‘
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des Differentialquotienten bei heiden Bogenelementen derselbe. Unter dem
Integralzeichen steht die unbekannte Funktion des Ortes, multipliziert mit
dem Sinus der Bogenléinge (gerechnet von einem der Kckpunkte aus) und
mit dem (mit positiven Vorzeichen versehenen) Lingenelement. Fiir jeden
beliebigen halben GroBkreis kounen wir also den Wert dieses Integrals
als bekannt ansehen.

III. Der Spezialfall des Rotationskdrpers. Wenden wir uns
nun dem Fall zu, daB die gesuchte ungerade Funktion die Variable o
nicht enthilt und setzen wir dann statt ®,: ¢, (cos ). Es entspricht dies
dem Fall des Rotationskorpers. Den halben GroBkreis, iiber den das be-
trachtete Integral zu erstrecken ist, wihlen wir so, daB seine Endpunkte
am Aquator liegen.

Sei 4 die sphirische Entfernung eines Punktes des Halbkreises von
eineii: Endpunkt aus und ¢ der Neigungswinkel des Halbkreises gegen den
Kquator, so daB alle seine Punkte der Gleichung geniigen

cOS % == gin ¢ 8in 4.
Nach dem soeben Erérterten ist das Integral

b4
) gy (sin i sin 2) sin 4 d1 = y(sin §)¥)
0

als eine bekannte Funktion von ¢ anzusehen. Sefzen wir nun
ginisin =)z, sini=Vz

also

1 az

PR Vx_:;’
§0 verwandelt sich Gleichung (2) nach Multiplikation mit sin ¢ in:

= Vea0= [

Somlt ist fir diesen Fall unser Problem: tatsaclﬁlch auf die Auflésung
einer Abelschen Integralglelchung**) zurﬁckgefﬁhrt ‘Nach der von Abel
angegebenen Auﬂosungsmethode erhalt man

d—(VE’ x (V;U))
®(y) = —x—————] =
A 0., Vy=z
*) Bezeichnet man fiir diesen Spgzialf)all die gegebene Funktion mit v, (cos u)

statt mit ¥,, so ist:
2 (8in §) = (‘ d ¢1 (cos’ u))
Y|

**) Abel, Crelles Journal Bd. 1, §.153. -Vgl. ~amch ‘Goursat, - Cours d’Analyse,
2. od. S. 848. '

di =

dx
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und zwar ist dies, wie aus der Abelschen SchluBweise unmittelbar hervor-
geht, die einzige Losung von (2a).

IV. Eine allgemeine Bemerkung iiber Integralgleichungen,
in denen eine Funktion der Entfernung zweier Punkte der Kugel
als Kern auftritt. Wie in einer anderen Arbeit, so werde ich auch hier,
um eine bequemere Ausdrucksweite zu erzielen, fiir einen in der Theorie
der Kugelfunktionen seit jeher gebrauchten Begriff eine kurze Bezeichnung
einfilhren. Sei 4 ein beliebiger Punkt auf der Kugel. Betrachten wir ihn
als Pol eines Koordinatensystems, das aus Meridianen und Parallelkreisen
besteht. KEs bedeute in diesem Koordinatensystem « und v wieder Pol-
distanz bzw. geographische Linge. ®(u, v) sei nun eine beliebige Funktion

-

2
des Ortes auf der Kugel. Dann bezeichne ich ;;; b/l & (u, v)dy als ,die

Versteifung der Funltion ® fir den Punkt A“. In A ist der Wert der
Funktion und ihrer Versteifung derselbe. Von einer ,fiir den Punkt A
steifen Funktion“ wollen wir sprechen, wenn die Funktion léngs aller
Parallelkreise, die zu 4 als Pol gehdren, konstant ist. Sei nun F(z) irgend-
eine im Intervall — 1 <2 <1 integrable Funktion von 2 und deuten wir
z als Kosinus der sphérischen Entfernung zweier Punkte auf der Kugel.
Dann gilt folgender Satz: Wenn & der Integralgleichung gentigt

Y (u, v) ———~fF(cos u cosu’ + sinu sinu’ cos (v — ")) ®(u,v)d K,

so geniigt die Versteifung von @ fiir irgendeinen Punkt 4 jener Integral-
gleichung, in der rechts vom QGleichheitszeichen statt ¥ die Versteifung
von ¥ filr 4 auftritt. Indem wir nimlich auf beiden Seiten nach v inte-
grieren, durch 2z dividieren und auf der rechten Seite die Integrations-
folge vertauschen, erhalten wir:
27
5}7; f Y (u,v) dv

0

2n
1 * ’ . : ’ ’ r o r
- ox l:‘[F(cosu cos %' + sinu sin u cos(v—-v))dv]d)(u,v)dK.

0

Nun ist aber der Ausdruck in der eckigen Klammer von v" unabhingig,
somit erhalten wir

2
1 t ]
a"/ ¥ (u,v) dv
0

Fid 2 l In
= f [ J F(cosucosu'+sinu sinu’ cos(v—2")) dv:l [2—1,—‘ f o(u,v )dv’] sinw’ du’
0 o 0
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und nach der Vertauschung der Buchstaben ¢ und ¢ kdnnen wir auch

schreiben
b F: 4

1
2—ﬂf‘l’(u, v)dv

® 2 ° b R4
— f { f F(cosu cosu'4 sinu sinu’ cos(v—1v)) [;—“ f O(u',v)d v] d v’} sinu'dw,
& ¢ 0

womit die obige Behauptung bewiesen ist.

V. Die Anwendung auf das vorliegende Problem. Wenn also
die ungerade Funktion W, so beschaffen ist*), daB es zu ¥, eine ungerade
Funktion ®, gibt, die die Integralgleichung (1a) erfiillt, dann muB es auch
fur die Versteifung von W, fiir einen beliebigen Punki 4 eine Losung
der Iniegrgf‘gléichung (1a) geben, nimlich die Versteifung von &, fir 4.
Diese muf als Versteifung einer ungeraden Funktion selbst eine ungerade
Funktion sein. Sie ist somit nach ITL. durch Auflésung einer Abelschen
Integralgleichung eindeutig bestimmt. Da in 4 der Wert von ®; mit dem
‘Wert der Versteifung gleich ist, so ist auch der Wert von &, im Punkt 4
-eindeutig bestimmt. Um die allgemeinste Losung von (1) zu finden, kann
man zu ¢,, wie im Anfang der Arbeit bereits erwdhnt wurde, eine be-
liebige gerade Funktion vom Mittelwert Null addieren, was bei der be-
trachteten geometrischen Deutung darauf hinsuskommt, daB man die Ge-
stalt des Korpers dadurch eindeutig festlegen kann, wenn man auBer dem
Volnmen der beiden Hilften fiir jeden beliebigen Schnitt auch noch bei
einétn dieser-Jehnitte die Gestalt der einen der beiden Hilften des Korpers
ala.igegeben: betrachtet.

Im Anschluf an die im obigen behandelte Aufgabe wollen wir noch
zwei kleine Bemerkungen machen.
|  1. Bezeichnet w die spharische Entfernung zweier Punkte auf der
Kugel, so ist der iterierte Kern zu dem in der Integralgleichung (1) auf-
tretendén Kern 27 — 2w. Somit erkennt man, daB sich auch jene Inte-
gralgleichung, in der die sphéirische Entfernung zweier Punkte auf der
Kugel selbst als Kern auftritt, durch zweimalige Auflosung einer Abelschen
Intagralgleichung auflésen laBt.

*) Jede Integralgleichung, in der eine Funktion der Entfernung zweier Punkté
auf der Kugel als ein Kern auftritt, kann man natiirlich auch dadurch auflosen, dad
man auf beiden Seiten der Gleichung in eine Laplacesche Reihe von Kugelfunktionen
entwickelt und die Koeffizienten vergleicht. Durch Untersuchung der Konvergenz
ktunte man im vorliegenden Falle &hnlich, wie ich dies in meiner Dissertation,

Gottingen 1911 , Uber Flachen mit lauter geschlossenen geodstischen Linien getan
habe, hinreichende Bedingnngen fiir die Existenz von @ herleiten.
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2. In engem Zussmmenhang mit der soeben behandelten Aufgabe
steht eine frither von mir behandelte Funktionalgleichung¥) fiir Funktionen
des Ortes auf der Kugel. Integriert man némlich eine Funktion & des
Ortes auf der Kugel lings eines grioBten Kreises und ordnet man den
Woert des Integrals den beiden Polen zu, die zu diesem griBten Kreis ge-
horen, so bezeichnete ich die so erklirte Funktion W als die Kreisinte-
gralfunktion von ®. Die Aufgabe, eine Funktion & zu bestimmen, deren
Kreisintegralfunktion bekannt ist, 188t sich, wie dort geszeigt wurde, eben-
falls auf die Aufldsung einer Abelschen Integralgleichung zurlickfiihren.
Es ist nun diese Aufgabe gowissermaBen der Grenzfall einer gewdhnlichen
Integralgleichung erster Art mit einer Funktion der Entfernung zweier
Punkte auf der Kugel als Kern. Sei F(x,d) eine folgendermaBen erklirte
Funktion von # und d:

fir —1 <2< — 40 und fir <2 <1 set Fi(z,0) =0,
fir —0< <0 gel F(x,6)=-§%,
0<o<l,

dann kann man die Kreisintegralfunktion auch folgendermaBen definieren:
WO (i) v Jim S F(cosw, 8) 0(w,v) dK".

Bildet man nun-aber:von der Fanktion ¥® wieder die Kreisintegral-
funktion .und -begeichnet man die so definierte Funktion mit Y@, dann
hangh YO it ‘® durch eine Integralgleichung erster Art zusammen. Man
hgrsaéht dles sofort wenn man zunichst (W®),_, berechnet. Es er-

gibt sich:
¥ (,0) = [ 2 0, ) K.

Auch bei dieser Integralgleichung laBt sich somit die Losung durch zwei-
malige Auflésung einer Abelschen Integralgleichung ermitteln.

*) Vgl. meine bereits erwhhnte Dissertation oder Math. Ann. S. 283.



