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11. -
Beweise einiger geometrischen Siitze.
(Von Herrn Th. Scheerer, Stud. math.)

N

Lehrsatz. Jede Ebene welche durch die Mittelpimcte Zweier ge-
geniiberstehender Kanten eines beliebigen Tetraéders gelegt wird, halbirt
dasselbe. (Gergonne’s Annalen.)

Beweis. ABCD (Taf. L. Fig. 11.) sei ein beliebiges Tetraeder, E-
und F seien die Mitten zweier gegeniiberstehender Kanten. Legt man
durch die Kante 4D und den Punct E eine Ebene, so wird, weil sie durch
den Scheitel 4 geht, und die Grundfliche BCD halbirt, das Tetraéder
durch dieselbe in zwei Hiilften getheilt:

1. ACDE = ABDE = % ABCD.
Wird eine Ebene durch den Punct /" und die Kante BC gelegt, so ist aus dem-

selben Grunde: 2. BCDF = ABCF = % ABCD,

Aus (1. und 2.) folgt: 3. A4CDE = ABCF.
Da aber 4CDE und ABCF das Tetraéder 4CEF gemein haben, so er-
giebt sich aus (3.): 4. CDEF — ABEF, '
Jetzt lege man eine beliebige Ebene LGFH durch E und F und fiille
aus den vier Ecken des Tetraéders die vier Lothe @, b, ¢ und d auf die-
selbe, so ist: e X EFH+d X EFH = CDEE,
b X EFG + ¢ X EFG = ABEF,
und deshalb nach (4.): \
' 5. (e+d)EFH = (b+c)EFG.
Da die Ebene EGFH die Kanten 4D und BC in der Mitte schneidet,
und die Neigungswinkel dieser Kanten unterhalb und oberhalb jener Ebene
gleich sind, 50 ist @ == ¢ und d =24, woraus folgt:
6. EFH =— EFG,
7. dXEF’H-—- beFG
8. DEFH = AEFG.
Aus (1.und 8.) aber folgt:
9. ACHEGF = BDHEGFPF.

1. Lehrsatz. Zieht man in einem convewen Vieleck alle mog--
lichen Diagonalen, und verlingert alle Seiten, dafs alle diese Geraden
einander wo miglich paarweise schneiden: so entstehen, im Allgemeinen,
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innerhalb des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als au-
Jserhalb, z.B. beim Zwanzigeck innerhalb 4845, aufserhalb 9690. (Ge-
genw. Journal, Band ITI. Heft 2. S.209.)

Beweis. Bei einem beliebigen 2 Eck werden, bei Verlangemng
der Seiten und Diagonalen, im Allgemeinen nur solche Durchschnittspuncte
entstehen, die von zwei Geraden gebildet werden. Nun kann man be-
kanntlich durch vier Puncte sechs Gerade legen, und diese schneiden sich
paarweise in drei Puncten, von denen einer innerbalb und zwei aufserhalb
der beiden Puncte liegen. Zu je vier Ecken eines 2z Ecks werden also
ebenfalls ein Durchschnittspunct in dem Polygon, und zwei aufserhalb des-
selben gehiren. So viel mal, wie man also vier verschiedene Ecken zu-
sammenstellen kann, so viel Durchschnittspuncte wird es innerhalb, und
noch einmal so viel aulserhalb geben. Es lassen aber n Elemente, zu vie-

ren geordnet verbunden, = (n—Vn—2(n—=3) verschiedene Verbindun-

1.2.3.4
gen zu. Daher giebt cs nn— i) (Z :22 (n—3) Durchschnittspuncte im 2 Ecke,
und 22 (n :XQ ;L(n =3, aulserhalb desselben. BeimZwanzigeck wiirden
dies z. B. innerhalb 22:2-18-17=4845, und aulserhalb 2 X 2:2-3-1 =9690 sein.

IIl. Aufgabe. Drei in einer Ecke zusammenstofsende Seiten-
kanten einer dreiseitigen Pyramide sind gegeben: man soll die der Ecke
gegeniiberliegende Seitenfliche so bestimmen, dafs der Inhalt der Pyramide
ein Maximum sei. (Gegenw. Journal, Band V. Heft, 3. Scite 318.)

Aufléosung. Da die Grolse einer dreiseitigen Pyramide von ihrer
Grundfliiche und Hohe abhiingig ist, so werden die drei gegebenen Kan-
ten nothwendig so zusammengefiigt werden miissen, dals die mdglichst
grifste Grundfliche und HGhe entstehet. Dies wird aber nur dann der
Fall sein, wenn zwei Kanten auf einander senkrecht stehen, und die dritte
auf beiden senkrecht ist. Denn sobald die dritte Kante mit den andern
keine rechte Winkel mehr bildet, ist die Héhe, und sobald die beiden iibrigen
Kanten nicht mehr senkrecht zu einander sind, die Grundfliiche Kleiner als
vorher. Sind a, b, ¢ die drei gegebenen Kanten, so miifste also, fiir das
Maximum des aus ihnen zusammengefiigten Tetraéders, nach einem bekann-
ten Lehrsatze, die gegeniiberliegende Fliche = } v (*4*4- o® c*-}- % ¢*) sein *).

#) Die nemliche AuflGsung ist auch von dem ungenannten Herrn Verfasser des
Aufsatzes Nr.7. in diesem Journal gefunden und dem Herausgeber fast zu derselben
Zeit mitgetheilt worden, als er die gegenwirtige erhielt, Anm d. Herausg.
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