
Eine neue Art yon Zetafunktionen und ihre Beziehungen 
zur Verteilung der Primzahlen. 

(Erste Mitteilung.) 

Von 

E. Hecke iu Ba~el. 

_Einige sehr verschiedenartige Fragen aus der Funktionen- und Zahlen- 
theorie haben mich zu der Er'keuntnis gefiihrt, dal] die bisher eingefiihrten 
Zeta- und L-Funktionen noch nieht ausreichen, um die Theorie in vollem 
Umfange angreifen zu k6nnen. Vielmehr mull noch eine Erweiterung in 
neuer Richtung eintreten, welehe dem u von Einheiten in 
den algebraischen KSrpern gerecht wird. Ich setze den Gruudgedanken 
am reellen quadratischen K~rper auseinander. 

Sei h die Klassenzahl, ~ die Grundeinheit. Msdann ordnen wir jedem 
Ideal a eine GrSBe ~ (a) zu vermSge dot Gleichung 

{ , i  logtCC } ( e x p x = e ' )  

worin die Zahl a (a' ist die Konjugierte) sich aus 
a ~  a h 

bestimmt. Ersichtlieh h~ingt ~ (a) nicht davon ab, welche der assoziierten 
Zahlen man fiir a w~hlt. ~ has den Betrag 1 und es gilt 

Daher ist die Reihe 
~ ( ~ )  f(e) = N(~)' ' 

worin r alle Ideale des KSrpers durchlRuf~, konvergent fiir ~ ( s ) >  1 und 
l~er gilt aueh noch die Produktzerlegung 
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(fiber die Primideale ~ zu erstrecken). Daraus geht hervor, da~ f(,) mit 
der Verteilm~g der Primideale zusammenh~ngt. Dieser Ansatz lal~t sich in 
naheliegender Weise verallgemeinern, indem man an Stelle yon ,~ eine Potenz 
von ~ mit ganzen rationalen, oder sogar mit gebrochenen Exponenten ein- 
setzt. Alle diese unendlich vielen verschiedenen Funktionen lassen sich 
nach meiner v o n d e r  Zetafunktion her bekannten Methode behandeln. 
Insbesondere zeigt sich, dal~ alle f(s) ganze transzendente Funktionen 
sind, die einer Funktionalgleichung des bekangten Typus genfigen, und 
im Punkte s = I (wie auch auf der ganzen Ger~den ~ ( s )  = 1) nicht ver- 
schwinden. Letzt~r liefert einen Existenzsatz etwa derart, dal~ eine in- 
definite quadratische Form auch dann noch unendlich viele Primzahlen 
darsteltt, wenn man die ganzzahligen Variabeln x, y in der x-y-Ebene 
auf einen beliebigen Winkelraum einsehr~nkt, der dutch zwei veto Nl~ll- 
punkt ausgehende Halbstrahlen gebildet wird. 

Zur obigen Definition yon ~(a) gelangt man ganz naturgem~il~, wenn 
man sieh die Aafgabe stellt, eine Funktion 2 (x) des positiven Argumentes x 
zu bestimmen, so dab 

In der vorliegenden Arbeit bringe ich in w 1 fiir einen beliebigen 
K~rper d~e Definition der 4, welehe ich Charaktere nach den Einheiten 
nenne. In w 2 fiihre ich die neuen Zetafuaktionen ein und beweise unter 
Vorwegnahme der Tatsache, da~ sie in der ganzen Ebene regulgr sind, 
ihr Nichtversehwinden auf der Geraden ~ ( s ) =  1; sodann gebe ieh in w 3 
den Existenzbeweis fiir PrimideMe, deren Charaktere in einen beliebig 
vorgeschriebenen Bereich fallen. Die Dir iehletsche Methode ist hier, we 
man unendlich vide Funktionen mit Charakteren hat, erst nach einer 
Modifikation anwendbar. In w 4 endlich, der nut formaler Natur ist und 
keinen neuen Gedanken bringt, fiihre ieh diese Zetafunktionen auI die Theta- 
funktionen zurtiel L woraus sich ergibt, dal~ sie galme transzendente Funk- 
tionen sin& 8chliel~lich behandle ich in w 5 einige Modifikationen am Bei- 
spiel des reellen quadratischen K6rpers, we ich aueh den Zusammenha~g 
dieser Theorie mit dem oben angefiihrten Satze fiber Primzahlen 'in in- 
definiten qu.adratischen Formen erSrtere. In einer zweiten Mitteilung be- 
absichtige ich, eine Erweiterung der Definition def, ~ vorzunehmen, worin" 
dann die konjugierten GrSl~en nicht nut mit ihrem absoluten Betrag auf- 
treten. 
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Charak te re  eines Idea ls  naeh  den E inhe i t en .  

Sei k ein algebraischer Zahlk6rper  yon n - t e m  Grade; miter  den Ken- 
]ugierten seien 

k(1), /c(2) . . . .  k(r, ) reell, 

k (  ~, + ~), . . . l #  ~, ~ ~'~ imaginiir 

und k(', +~) koniugier t  imagin~ir mi t  k(~,+~'~+~ ) f ib p 1, 2 . . . . .  r.~. 
Ich benutze dieselhen Bezeichnungen wie in meiner  Note iiber die 

L - F u n k t i o n e n  (GSttinger Nachrichten 1917, S. 299- -31g) .  
Sind e a , e~ . . . .  e, ein Sys tem yon Grundeinheiten,  so hat  die Matrix 

yon ( r -4-1}  ~ E lementen  

1 logic(," i . . . log~ e(~ ) 

l l o g l e ? l  ...bgi 7' 

1 log e~(+"f . . .  logi~ ~ ~x't 

eine von Null verschiedene De te rminan te  und die reziproke Matrix 

mSge sein: 
1 1 l 
7s e, he.., . . .  i i e ~ , l  

r q,, e(*' 
�9 " ' r + l  

. . . .  , , , ~ , 

�9 " " r + l  

Es'  be~tehen also die Gleichungen 

T 

(1) e,, + , e(qk ) ~,). ..... ,-, Z log t ; 
k = t  

r+l r ~-1 

1 q~_, - 1 ~-' e t') 
n e.q , q~=; q 

r+i 

(8) , 
p = 1  

( p , q  1 , 2 , . . . ,  r ~4 1 

0,  

( p :  1 , 2 , . . . , r  

( k ,  q =  1 , 2 , . . . , r  

Hierbei ist 6~q =-I, wenn p = q, sonst gleich Null. 

Unter dem log ist bier, wie auch sp~iterhin, der reelle Wert zu ver- 

stehen. 
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/gas (2) entnimmt man noeh die Werte yon eq 

e q = l  fiir q = l ,  2 . . . .  , r~ ,  

e q : 2  fiir q ~ > r l . + l .  

Wir ordnen nun jeder von 0 versehiedenen Zahl /~ des KSrpers b in 
folgender Weise eine Zahl yore absoluten Betrage 1 zu, die mit ~t ( p )  
bezeiohnet werde : 

Seien ml, m r , . . ,  m, beliebige ganze rationale Zahlen, so setzen wit 

dq) logl/~(~)i �9 (4)  ,i(l~) : exp 2~  m~ I, 

Fiir jedes feste System m i s t  so eine zahlentheoretische Funktion ~t(~) 
definiert, welehe ein Charakter  der Zahl  t~ nach den E inhe i t en  heifle und 
folgende gigensehaften hat: 

1) Fiir eine beliebige Einheit r? des K6rpers ist wegen (3) 

Also ist A(/~) dem Ideal  (/~) zugeordnet. 

2)  = 1, 

3 ) 2 (a- fl) = 2 ( a )- 2 (fl) Iiir beliebige yon Null versohiedene KSrper- 
zahlen a,  ft. 

4) Ist ~ (/ ,)  fiir alle ganzen KSrperzahlen, also fiir alle.KSrperzahlen, 
gleich 1, so ist notwendig m 1 = m~ . . . .  m r = 0. Denn setzt man dann 
1 + t#  cpl an Stelle yon /~'* und l~il]t t fiber rationale Werte gegen Null 

konvergieren, so Iolgt ~ m  e (q~--~0 fiir p = l , . . . r + l  und hieraus q lP 

p = l  
~'rtj, ~ . . .  ~ m r  ~--- O .  

Um die Funktion 2 auch flit Ideale zu erkl~ren, welehe nicht Haupt~ 
ideale sind, verfahren wit folgenderma~en: Das System der Idealklassen 
des KSrpers b (ira gewShnlichen weiteren Sinne genommen) denken w i t  
m ~  durch eine Basis dargestellt, deren Et~mente Primzahlpotenzgra~ ~ 
haben, aua jeder Basisklasse dann ein fiir allemal lest ein Ideal r~, ~ ,  .~ ~: 
gewghlt; endlieh seien cl, r . . . .  ihre Grade, also 

~ = ri e' ( i -= 1, 2 . . . .  ) 

K,Srperzahlen, vermittels deren wit die positiven Zahlen v~ .~) definieren 

( ~ t - - -  
z ? ) =  ~70[~, �9 (10~--1, 2, . . .  n; i - - 1 , 2 , . . . )  

Diese ~ gehSren natiirlieh nieht mehr "dem KSrper an. Is t  dann a 
ein beliebiges Ideal, so gibt es gauze rationale Exponenten a~ (die rood, e i 
eindeutig bestimmt sind), so dal~ 
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eine K6rperzahl ist. Alsdann setzen wir 

(5) 2    mqZe;~ . 

q = l  p = l  ' " 

DaB diese Zahl, wenn die r und m einmal fest angenommen sind, nut 
yon dem Ideal a abhiingt, erkennt man daraus, dab der kusdruek sieh 
nicht iindert, wenn man c~ durch eine assoziierte Zahl ersetzt, und dab 
er sieh auch nicht iindert, wenn man die ganzen Zahlea a~ irgendwie 
anders wi~hlt, also rood. c~ ver~indert. In dieser Arbeit denkea wit uns 
die z den Bedingungen gem~B auf irgendeine Art fast gew~hlt; die Zahlen 
m lassen wit dagegen noeh willkiirlieh. 

Die idealtheoretische Fanktion 2 (a) mag ein Ch~trakter yon a nach 
den Einheiten heil]en. Es gilt wieder: 

,2(a)!  --= 1, 

2 ( a . b ) = 2 ( a ) . 2 ( b )  fiir irgend zwei Ideale a, b des KSrpers. 

Jeder Charakter l~iBt sieh ersiehtlieh aus r Grundcharakteren 

_(q) 
~q(Q) = e x p  2;rti~____j -~ gp r?~a ~ rip)a.~ - -  (q = 1, . . . ,  r )  log / 

mlsammensetzen, welche entstehen, wenn man eine der Zahlen m --= 1, die 
andern gleich Null nimmt, und zwar ist 

(6) a(a) = (a). 
Einem jeden System yon Grundeinheiten des K6rpers entspricht 

natiirlieh eine bestimmte Art yon Gnmdeharakteren. 

I)~e Werte der r. Charaktere ;tq(a) in Verbindung mit der Zahl N(a )  
bestimmen das Ideal a eindeutig, indem offenbar d.er Satz gilt: 

Wenn zwei Ideale dieselben Grundcharaktere and &;e gleiche Norm 
beaitze~, so sind sie identisch, 

Der Satz ist fiir zwei Hauptideale unmittelbar aug der Formel (1) 
and GI. (4) abzuleseu, und daraus ergibt sich seine Richtigkeit auch fiir 
zwei beliebige Ideale a, 1~, indem man die Potermen a h, b a (h die Klassen- 
zahl) be~raehtet. 

Die Charaktere allein ohne Hinzunahme der Norm bestimmen da- 
gegen das Ideal nieht vSllig. Denn es gibt Zahlen #, wofiir nile 2(/*) = 1 
sind, ni~mlieh alle ~, anter deren Potenzen (/~k) rationale Ideale vor- 
kommen. 

Mathemati~che Zel~ch~|t. L 24 
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w  

Die Zetatunktionen mit Charakteren. 

Mit Hilfe eines Charakters 2(a) naeh den Einheiten bilde man die 
analytische Funktion der komplexen Variabeln s, welche fiir ~ ( s ) >  1 
dutch 

)V(~) ~ 

(zu summieren fiber alte ganzen Ideale ~ des K5rpers) dargestellt wird. 
Entsprechend definieren wit, wenn ~ ein beliebiges ganzes Ideal und Z(a) 
ein Charakter mod. I ist, 

L(s., ~, z) = Z ~(~) ~(~)~v(~), 

Beide Funktionen gestatten iiberdies wegen der Multiplikationsregel fiir 2 
und Z eine Produktdarstellung fiir ~ ( s ) >  1: ' 

: (s ;  ,~) =J - - / [1  --  2 ( p ) N ( p ) - ' ] - ' ,  
P 

(7) I L(s;2'2)=II[1--2(P)Z(P)N(P)-~]-~ 

und stehen daher mit der Verteilung der Primideale in Zusammenhang 
f P durehl~uft in dem Produkte alle Primideale). 

Ist 2 identisch 1, so haben wit es mit den gew6hnlichen r und 
L-Funktionen zu tun. Im andern Falle ist so zu jedem KSrper, der un- 
end]ich viele Einheiten enthglt, ei~le unendliehe Serio neuer :Funktionen 
definiert, welche yon Bedeutung fiir das Studium v0rborgenerer Eigen- 
schaften des KSrpers sind. Ich werde hier meine yon den r und L-Funk- 
tionen bekannten Methoden auf diese Funktionen anwenden, ohlle wesent- 
liohe Modifikation 1/~$t sieh die Reehnung wie bei jenen durchfiihren. Sie 
finder sieh im vorletzten Paragraphen dieser A_rbeit. 

Fiir die Anwendung auf die Verteilung der Primideale ist, wie zu 
erwarten, das Verhalten der Funktionen im Punkte s ~ i aussohlaggebend, 
sowie weiter auf tier ver~ikalea Geraden dutch 1. In dieser Hinsicht will 
ieh in diesem Paragraphen unter Vorwegnahme.der Tatsaehe, da$ tiir 1 ~-~ 1 
die Funktionen auf der Geraden 9%(s) = 1 du~ehweg regular sind, folgenden 
8atz beweisen: 

Die Funktionen ~(s;  2) und L(s; 2, g) sind fiir i='=_1 au/ der 
Geraden ~ ( s )=  1 durehweg yon Null verschieden. 

Zuns wird, um den Gedanken mSglichst klar hervortreten zu 
lassen, der Punkt s = 1 fiir sic}, erledigt, und zwar auf Grund einer 
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Methode, wie sie Herr de la ValiSe P o u s s i n  zum Beweise des Nieht. 
versehwindens der R iemannschen  ~-Funktion auf der Geraden ~ffLs)----- I 
ersonnen hat, in Kombination mit bereits bekannten S~itzen iiber die ge- 
wShntieheaa ~- uncl L-Funktionen. 

Sei s = l - L e ,  e > 0 ,  so ist 

m = l  IJ 

Da nun 2 eine Zahl vom absoluten Betrage 1 ist, so ist auf Grund der 
Kosinus- Ungleiehung 

3 + 4 c o s ~ q - c o s 2 q g - - 2 ( 1  ~ cosw) ~ ~ ' 0 ,  
(s) 8 + 4~(~) + ~(~)  ~ o, 
Mso 

ir162 + ~ ;  ~)i'-ir r ~.; ~.~) ::~1, 
oder 
(9) [,eC(l_~_,e)i:, ~(1-f-e;~.) t . . . . . . . . . ,  e- $:[1 *~'2"~,  ~ =>1'  

Wiire mm r 2 ) -=0 ,  we 2 nicht identisch 1, so ware, well : ~ ; 2 1  
regul~ir, der Grenzwert 

|ira :(l -~-, ; 2) ~'{1; 2i 
t - 0  

endlich, wiihrend lime~(1 q-e)  eine endliche von Null verschiedene Zahl 

ist, da die $-Funktion in 1 einen einfaehen Po] hat. Lassen wir daher in 
(9) ~ gegen Null konvergieren, so miiBte, da aueh der letzte Faktor re- 
guli~r ist, die linke 8eite gegen Null konvergieren, im Widersprueh mit 
der Ungleiehung. 

Also ist 
~(1; ; , ) §  o.  

Die entsprechende Tatsaehe fiir L (1; 2, Z) wird in iihnlieher Weise be- 
wiesen, indem wir uns auf den friiher yon mir bewiesenen Satz stiitzen, 

dab L (1, Z) + 0. 

Bilden wir ni~mlieh 

(10) F(~; ~ ) = / / L  (~; ~, z), 
Z 

worin d ~  Produkt tiber s~mtliche Charaktere y, mod. ~ zu erstrecken ist, 
so wird bekanntlieh 

~(~; ~ ) = / / [ ~  - ~ (~ )~ (~ ) -~ ' ] - ' ,  (~, f)= 
24* 
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worin e, f ganze rationale yon ~ abh~ngige Zahlen sind, deren Produkt 
gleieh der Anzahl h(f)  der Klas~en rood. f i s t .  

Ist nun 2 identiseh 1, so hat, wie sehon erwghnt, F(s;  1) bei s =: 1 
einen einfachen Pol. Ist ~, nicht identisch 1, so sind alle Faktoren in (10) 
also aueh F (s ; ~) regul~ir bei s = 1. 

Auf Grund dieser beiden Tatsaehen gestattet die wie oben zu be- 
weisende Ungleichung 

, . . ,4. i F ( 1  + ~ ; , ~ - . )  > 1 , F ( i  -~-~; i){ ~. F(1 + ~ ; ~ ) ,  = 

oKenbar den gleiehen Sehlul3 zu maehen, da$ ftir 4=-'-1 

F(1 ;  ~) § O. 

ist. Derselbe Oedanke ergibt aueh den Nachweis des Nichtverschwindeus 
dieter Funktionen auf der ganzen Geraden o--=- 1. Denn offenbar gelten 
fiir beliebiges reelles t auf Grund der Produktdarstellung und der Un- 
gleiehung (8) wieder fiir e > 0 die Ungleichungen 

! ~(1 -+-e)i s. i~(1 -+-e+  ti; ~)i 4. ! ~(1 q- ~ +  2ti;  2~)} > 1, 

!F(1 q- e)[ "~. IF(1 q- e q- ti; ~)'~. IF(1 -4- e q- 2ti;  ~) I  > 1, 

und wegen des reguli~ren Verhaltens der zweiten und dritten Faktoren 
bei e = 0 kann daher der zweite Fak~or nieht Null werden. 

w  

Die  Yer te i lung  der Charaktere  f i ir  Pr imidea le .  

Es soil jetzt gezeigt werden, wie das ~ichtverschwinden unserer 
~- und L-Funktionen wieder zu einem Satz tiber die Existenz unendlich 
vieler Primideale yon bestimmten Eigensehaften fiihrt. 

Die Werte der r Grundcharaktere 

sind komplexe Zahlen veto Betrage 1. Natiirlich gibt es nicht zu einem 
beliebigen System komplexer Zahlen x~, . . . ,  n, veto Betrage 1 sin Ideal a, 
dessen Oharaktere ~ ,  . . . ,  ~,~ diese Werte haben. Wohl abet gibt es Ideale a, 
derem Ch~rakgere mit beliebiger Genauigkeit mit ~ ,  . . . ,  n~ iibereinstimmen, 
and zwar kann man sogar fiir a Primideale einer beliebig vorgeschriebenen 
Klasse rood. ~ wiihlen. Das ist der in Aussieht genommene Satz, der also 
genauer so formtflier~ werdan mag: 

I. Sind ~x . . . . .  n, beliebige Zahlen" veto Be#age 1, ~ sine beliebige 
positive Gr~fle, so gibt es in ieder Idealklasse rood. ~ unendlich vide 
Primideale 1. Grades p, wofiir die r Une~eiehungen 

be_arsOn. 
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D a  r +  

-(~1 log . . 

so kSnnen wit unsern Satz auch so aussprechen: 

II. I s t  a ein /estes I d e a l  pr im zu ~. und  lao'sen wi t  p ulle Pri,m- 

ideale, wo/iir 

a p "~ 1 ~ rood. i),  also a p =- a eine Zah l . i e t ,  

durch lau /en ,  so liege~ im r-di~nensio~ale~ R a u m e  die Pu,~kte mi t  de,t 

Koord ina ten  
r + l  

Il l)  ~a)- - - -~-~e ,  '~ log ~ '~ '  (~ =-  1 . . . .  ~/  
p = l  

ii.berall dicht rood. 1. 

Reduktion von cq(p a) rood. I bedeutet offenbar Ubergang yon ~ zu 
einer geeigneten assoziierten Zahl. Nimmt man zu ( 11 ) noch die Gleichung 

r + 1 

und 15st das so entstehende Gleichungssystem naeh log a ~v~ auf, so kommt 
g 

log ~--~- -, - Cq ( fl ~ ) log i e,~ ( p -- 1, , r ' 1 i 
,77--, 

LglSt man daher a = ap siimtliehe Zahlen (aueh die assoziierten) durch- 
laufen, wo p ein Primideal mit ap  ~- 1 (rood. ~) ist, so hegen die r Zahle~ 

$ 

I - -  ' --} 

X l [ - ~ = ~ , ' ' ' , X T : : =  . /___~ 

im Bereich der positiven x iiberaU dieht. 

Dafiir endlich ls sieh aueh sagen: Sind a~, b~ (p = I ,  . . . ,  r) r Paave 
positiver Zahlen und a~ < b~,, so gibt es zu jedem a (prim zu [) unendlich 

viele Primideale p, derart, da~ 

~ p ~ l  (mod.~),  a~p~-- 
und 

! 

In der Formulierung II  will ieh den Satz jetzt  beweisen. 

Sei also ct ein beliebiges ~.u [ primes Ideal,  ~ ein Charakter nach 
den Einheite~, welcher nicht identiseh 1 ist, dann erkennt man zuniichst, 

dal~ die ~ mk t ion  
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,, N(~) ~ 

regulgr im Punkte s = 1 (sogar auf der Vertikalen ~ ( s ) ~  1) ist. 

In der Tat ist nach (73 

logL(s;2, Z) ~;~(~)z(V) x ( ~ )  ~ -~- g ( 8 ) ,  

regul/ir. Aus der bekannten Eigensehaft der we g(s) fiir ~ ( s ) > _ ~  
Gruppencharaktere rood. i: 

/ h ( i ) .  wenn m , ~  1 ( rood . ? )  

fo]gt daher dureh Summation tiber alle h(~) Charaktere Z mod. 

2(d)~'Z/(a) logL(s;  2, Z ) =  h(f) ~ S(~)'-~-(Y~)- 4- g,(s), 

a ~-1  (rood. l) 

worin die Summe rechts fiber die Primideale 0 mit a~ .~ I (rood. ~) zu 
a regular ist. Da nun nach dem erstreeken ist, gl (s) wieder fiir ~ ( s )  > 

vorigen Paragraphen die L (s; 2, Z) auf der Geraden ~ ( s ) ~  1 reguliir 
und yon Null versehieden sind, sobald 2 : :  1, so folgt unsere Behauptung 
fiber P ( s ;  2, a). 

Dagegen wird P (s; 1, a) bei Ann~herung an den Punkt 1 unendlich 
wiP 1 - 1, (f) log (<s 1). 

Um nun zu zeigen, dal~ in dem Einheitswiirfel 

f l 2) 0 ~ xq ~ 1 (q = 1 . . . . .  r)  

die rood. 1 genommenen Punkte 
r §  

% ( , ) - - ~  , log , , ' ,)  ( q =  1 , . . . ,  r)  
:p= l  

fiir (r iiberall dieht liegen, konstruieren wir uns eine endliche 
Fouriersehe Reihe naeh x~ . . . .  , xr 

welohe folgende Eigensohaften haben sell'. 

1. Sei d ein beliebiges Gebiet ira Innern des Wfirfels (12), etwa 
selbst ein kleiner Wfirfel, A sei der iibrige Teil des Wiirfels (12), der 
nieht zu J geh6rt; ~ sell nun durehweg reel1 sein und 

(13) m (x~ , . . . ,  x~) < 0 in A. 
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Also w~chst 
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PS 5r~PJ)~ 

fiber alle Orenzen, wenn s an 1 heranriwkt, die Redle mttl~ also tmemtlt,'h 
viele Elemente enthalten, und insbesondere nluB auch 

Z ' 
divergieren. 

Zum Beweise der beiden naheliegenden Vermutungea 

Z -  -1 log ' N(~j)~ h(~) s - 1  + g ( s ) ,  

Vz 
~3 (x) asymptotisch gleich h (~) log x'  

wo bedeutet: Vj das Volumen yon J ,  g ( s )  eine bei s - 1 endlich blei- 
bende :Funktion, n j  (x) die Anzahl der Primideale p j ,  deren Norm . x 
ist, reichen die Hilisraittel allein nicht aus, welche man bei den bislaer 
behandelten Problemen fiber die Verteilung der Primideale benutzt. Denn 
zum Beweise der genannten Behauptungen h~itte man an Stelle yon q~ 
diejenige unendl iche  Four ie r re ihe  zu nehmen, die in A gleich 0, in 
J gleich 1 ist, und in der Identit~t (14) h~tten wir auf der linken Seite 
dann eine Reihe, deren analytischer Charakter erst durch eine beso~dere 
Untersuchang festgestellt werden mfil]te. 

2. Das konstante Glied von ~ sei 

a o ~ O. 

Eine derartige Reihe kann man sich leieht versehaffen, wenn man die 
Four ie ren twick lung  einer Funktion, die in A negativ ist, wiihrend sie i~ 
J groBe positive Werte haben soll, an einer geeigneten Stelle abbrieht. 

Wir bezeichnen welter mit q~(p) den Weft der Reihe q~, den sie im 
Punkte c (a~)  hat,  und ferner mit py und ~ die Primideale, deren 
Zahlen cq(ap) entspreehend rood. I in J und A liegen. Dann gilt offenbar 
die Identit~t (flit ~ (s) > 1 ) 

a (,m~ m,. I P ( s; " """~ "~ 
. , , . . . ,  .. ~ . j  N ( ~ ) ~  ' m, ..... m, o~-i(i) 

Auf der linken Seite steht eine endliche Summe, die wggen a 0 > 0 positiv 
unendlich groB wird, wenn wit s fiber reelle Werte abnehmend gege~ 1 
konvergleren lassen. Die rechte Seite dagegen ist wegen (13) 

N ( V j ) s  ' ~ N(OA).  "- .=g~ N(Oj)*" 
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w  

Das analytische Verhalten der Zetafunktionen mit Charakteren 
und ihre Funktionalgleiehung. 

Es bleibt noch ztr zeigen, dal~ die oben eingefiihrten Zetaflmktionen 
ganze transzendente Funktionen sind und einer Funktionalgleichung ge- 
niigen, was nun genau nach der Methode geschehen soil, die ich bei der 
Dedekindsehen Zetafunktion angewandt habe. 

Ieh benutze dieselben Bezeichnungen wie in meiner fdiheren Arbeit, 
nur dab ieh die Grundeinheiten jetzt mit , start mit ~/ bezeichne. Ist 
# eine KSrperzahl, i(/~) ein Charakter nach den Einheiten (der als nieht~ 
identisoh 1 angenommen wird), so setzen wit under Benutzung der GrS$en 
e; aus w 1 (% = 1, .wenn k (p) reell, sonst = 2) zuniichst das einzelne Glied 
der Zetareihe in die Form 

I iv(~) I~ ~-1 

sodann fiihren wit mit Hilfe eines nachher zu definierenden positiven c 
flit den einzelnen Faktor des Produktes das F-Integral ein, und zwar 

fiir reelle KSrper k~): 

!~�89 ~t I~') q=~ "" ~ F --~ - n i  mee~  e) 
q = l  

e-Vt,,(P>~ t.p t~ "~  q = l  at_2p 
o t l ' '  

fiir imaginiixe KSrper den entspreehenden AuscLruek, aber mit 2c an Stelle 
yon c. In dem Produkt fiber die Indizes ~o treten dann die GrS~en auf: 

~,+1 �9 

~=I q=l 

~ + I  r 

7( i )  ----- exp {~ti log 2 ~ ,  .~ ,  raCe,q) }. 
P =~'t + I  f f= l  

Letztere GrSl~e, yon dem Faktor 2 bei imagingren k ~) herrtihrend, fist 
yon a,/~ unabhgngig und has den'Betrag 1. Wenn r e -----0, ist natfirlieh 
y = 1 zu setzen. 

Sei nun ~ irgendein ganzes Ideal des KSrpers + 1, g ( r )  ein eigent- 
l icher Charakter mod. ~, c ein festes Hilfsideal, so dal~ 
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( ~ 6 )  

w o r i n  

sine Zahl ist, so defmieren wir fiir jedes Ideal a die Thetafunktion 
n 

Z x exp t , ,  
,u,-~0 (ac) p =  1 �9 

(17) 

mit 

369 

speziell ist 
w ( z )  ~- z (b )  ~fir ~ - -  1. 

Naehdem so der AnschluB an die Formeln meiner friiheren "Arbeit 
hergestellt ist, nehme ioh c =: ~-*, also .o~ ~ 1, eine Vereinfaehung, die 
ieh damals tibersehen habe. 

Wit betrachten nun die Teilsumme 

welehe fiber alle Ideale r ( +  0) der Ktasse ct-*~ zu erstrecken ist, und 
erhalten auf dem alten Wege 

(~) A' r(8; z) t (~; ~, z, a ) =  (18) 

2 n  - t n_l:l , . na d u  

Die neuen Veriinderlichen u, xl, . . . ,  x,. hiingen dabei mit den alten 
$1 . . . .  , t~+, dureh 

(19) t , - - - - u e x p { 2 ~ z ,  qlogle?)l} ( p =  1 , . . . ,  r~ -  l )  
" q - - - - ' l  

w ( z ) w ( ~ ) - ~ l ,  

2~ 

c - -  c ( a ) =  ~7~N(~'r 

und die Summe fiber s~imtliche Zahlen ,u des Ideals a c zu erstrecken ist. 
Die Definition (16) soll fiir i--: 1 dutch folgende ersetzt werden: 

in der Summe tritt bier das Glied mit dem Exponenten 0 auf, mad ea 
ist in meiner friiheren Bezeichnung fiir [-----1 

In jedem Falle gilt die dort bewiesene Transformationsformel 

W(z) 0 1. 
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mlsammen, und A ~ ist die positive Zahl 

A = ( d N ( ! ) ~ - ' 2 - ~ ' g t  

Die Integration fiber x ~ , . . . ,  x r bringt, da nicht alle m Null sind, das 
Glied der Thetareihe mit dem Exponenten Null zum Wegfall, wenn ein 
solches in der Reihe auftritt. 

Das Integral fiber u wird zerlegt in die beiden Integrale fiber u yon 

~* bis 1 und von t his oc, im ersten [ als neue Variable eingetfihrt, die 

Transformationsformel ( 17 ) angewandt und endlich berficksichtigt, daft tier 
Integrationsbereich der x symmetrisch zum Nullpunkt liegt. So ergibt 
sich 

~2. [ r (~)A* ~'(8; ~) ~ (8; ~, z, a) = ~ (8; ~. z, a), / 

worm gesetzt ist 

f f . f  " ' { Z  } g~s;i,Z,a)~= ~ - ~ n / ~  #( t ;  g, a )uTexp 2~ i  mqxq dx r dx~d: . 
U----1 -~ q=l 

Daraus folgt 

das heiBt 

Z(8; ~, Z, ~) ist eine ganza tranezendente Funkt ion  yon 8, wenn 2 
~icht identisch 1 ist, und geniigt der Funktionalgleichung 

Nach seiner Definition hgngt ~ nicht yon a selbst, sondern nur yon 
der Idealklasse a ab. Dureh Summation fiber die sgmtlichen Idealklassen 
folgt daher: 

Die Funkt ion 

(2]) ~ (8; ~, z ) =  r ( i )A 'r  (8; ~)L (8; l, Z) 
iet eine ganze tranazencte~te Funlction yon e "und genikjt de~ Fun~iona l -  
gleichung 

~(i- 8; i, ~ ) =  w(~) i ( i~ )~(*;  i, z). 
Voraussetzung hierbei ist nur, da/~ i nieht idenfiseh 1 mad dab )~ ein 

eigentlieher Charakter rood. ~ ist, sobald [ ~= 1. 
Die ,,~rivialen" Nullstellen yon L(8;  2, ;g), de~ Polen yon F(8;  h) 

e~ltspreehend, liegen auf (~ ~- 1) Geraden, die parallel zur reellen hchse 
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dee s-Ebene verlauien. I~ wiire yon Interesse, featzustellen, oh diese 
( r  ~,- 1 l Geraden &lie voneinander verschieden ~in miissen, wie es z. B. beim 
quadratischen K6rper der Fall ist. 

Die Bedeu tusg  dieser FunL4ionen liegt, abgeseht, n yon den Anwen- 
dungen auf d~e Theorie der Vertei|tmg der Primidea]e, zuniichst aui dezll 
{;ebiet der Funl4ionentAe~rie.  Bei festem j hi|det aii|nlhq~ erst die t;, '- 
�9 -mmzheit slier L ~s; ~, Z } ftir nile Charaktere ein . .[quivalent/itr die T h e l t t -  
re ihe,  mit der sic durch ~20! verkniipft siad. Denn ersichtlh.h sind d ie  

r i, ~. o .~ nichts anderes sis die Fourier l~e / / i z ien te ,~  wm 

f "' ~'2"2~ G t , t ; z  I . . . . .  x . )  = Oi l ;  Z, c t ) u l  d . .  
14 

o 

sis  Ptmktion yon x , , . . . ,  x. betrachtet. (F  i it die t sind tinter dern 
Integralteiehen die u, x nach t lg) einzutragaLn.) ~brige~s its O. m e  
dutch gliedweise Integration dee Thetareihe folgt, ein spetidler Fall de r  
..Zetafanlctionen n-tee Ordnung", die bereits aus Untersuehung~n d e r  
Herren Leech, E p s t e i n  u .a .  bekaant sind. Aus (21~ folgt aber welter  
naeh dem Fourierschen tntegraltheorem die Umkehrtmg 

t 
~ U m  

n ( l i s ' . r  t, .I; ~tt "~ d~t, # t ;  Z ,  f t !  I t i  �9 " ' ' "  

eine Sehlut~wmse, deren Durt'hfldtrung tm tlebiet der analytisehe. Fttttk~ 
tionen wit den seh6nen Untersuehungen yon Herrn Metlin t) verdanke..  
8 e t ~ n  wit hier fiir fit die Fourierentwieklung mit den Koeffizienten 
d (s; i,  Z. a ~ tin, so erhilt  man eine Darstellung dee lrunktion 0 y o n  
t r-~- I )Variabeln dutch die Gesamtheit dee ~, aus welehen dann hervor- 
geht, dall die Funktionalgleirhung tier ~ ihrerseits die Transff~rmations- 
f o r m e l  der Thetafimktion zur Folge hat wie ca t~kanntliet~ bei dee  
Riemannschen Zeta[unktion dee Fall ist. 

Eine iihnliche Verwendung der Funktionen $ }tat reich nun dazu ge- 
fiihrt, fiir jeden algebraischen Zahlkfirper eiae ihm zqtgehlirige ( ;a t tung 
smalytiacher Funktionen yon n (oder weniger)Variabeln tn konstruieren, 
die vine Reihe sehr merlcwtirdiger Eigenschaften besitzen und ah ein Ana- 
logon rue Exponentiaffunktion and den elliptieehen Modttlfunktionen ins 
rationalen K6rper bezeichnet werden kfnnen. Besonders evident k t  d i e  
Analogie, wenn es sich um einen total eeellen K6rper handelt, File diesen 
haben die in R~te stahenden Funktionen eine nahe Beziehung zu d e n  

t~ AbriB einer einheitlichen Theorie dee (;aroma- und hyl~rgeometri~hen Ftmk- 
tionen, Math~ An,. 68 (|910), S gob--837. 
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Modu]_funktionen yon ~ Ver~inderlichen, die bereits 5fter untersucht worden 
siIs Meine Theorie liefert in dieter Hinsicht als wiehtigstes Re~ultat 
die E~,istenz und die Tran~formationsgleichung der~enigen Funktion yon 
n Variabeln, welche der $'unktion log ~ (w) entspricht, was ich mit den 
bisher lcekannten Hilfsmitteln vergeblich zu beweisea versueht habe. 

Eine ganz besondere Bedeutung aber gewinnen die Funktionen mit 
2-Charakteren flit die Theorie der Reziprozit~tsgesetze und der relativ 
Abelschea Zahlk5rper, wenn man in Verallgemeinerung bekannter Ge- 
dankeng~nge den Zusammenhang studierK der zwischen den Funktionen 
eines GrundkSrpers und deaen eines OberkSrpers besteht. Ich komme 
hierauf bei einer andern Gelegenheit ausffihrlieh zuriick. 

Es ist nun noch eine .-- mit einem engeren Aquivalenzbegrif[ zu- 
sammenh~ingende -- Ergiinzung notwendig, die ich fiir reelle quadratische 
KSrper im Iolgenden Paragraphen entwickle. 

w 

Reelle quadratische ZahlkiJrper. 

Fiir solche KSrper, unter deren Konjugierten auch reelle KSrper vor- 
kommen, lassen sich unter Umst~nden noch die Quadratwarzeln aus dan 
Charakteren 2 (/~) derart als Funktionen von ~ definieren, dab die Produkt- 
regel in ~iiltigkeit bleibt. Im reellen quadratischen K6rper mit der Grund- 

einheit e (8 ~ 1 ) z. B. lautet zun~ichst das Schema der GrSl]en ~ e~ a~ 
1 1 

Alle Charaktere sind Potenzen yon 

und die Funktion 

21ogt,I/ + [,I/" 
Nunmehr nehnaen wit an, dab die Norm der Grundeinheit gleich --1 sei. 
Setzen wit dann flit ]ede KSrperzahl /~ (=~ 0) 

wo m ga~LZ rational, so ~ d e r t  sieh 2 o (#) niche, wenn man /~ dutch eine 
assoziierte Zahl ersetzt, und ea ist wieder 
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$D 

Fiir gerade m st immt X omit den Charakteren 1~- iiberein. Wir wollen 
die Funktionalgleichung fiir die Fm~ktion L ableiten, welehe mit un- 
geradem m b e i  2 o gebildet sind. 

Zu diesem Zwecke entnehmen wit aus den Beziehungen, welehe ich 
als G1. ( 6 ) - - ( 1 0 )  in meiner Arbeit fiber die L-Funktionen bewies, fol- 
gende Formel: 

I , -O  tar -a)  

Hierbei bedeuten v, v' irgendwelche GrSBen, Z ist ein eigentlicher Oharakter 
rood. [ (falls [ + 1), und 

c = c ( a ) =  = ,), =~  

Differentiiert man die Relation (23) math v und dann nach v', ce~zt nachher 
v = v '  = 0, so ergibt sich eine Transformationsgleichung fiir die Funktion 

1 It (24) a'(*;z,.)=~-(-r) Z e x p ( - ~ 0 ' ~ e + ~ ' " * ' ) ) ~ ' z ( ~ ) ,  
,a----o (a[-~)  

n~imlieh 

, -W(z) , 1 I /25) x. (v. 

Nun ist fiir ungerades m 

~.o (,u) { log {. I -- log [/z'{ } sgn (/z~') 
iN(~)l ~ =exp ~im 21ogl~l [N(,u)}' 

=exp{~imlOg,,, l-log'/}} ~ '  _ 

2 log I,{ I~(,u)l ' + '  

= ~,,IF,{-',~ l~,,{ -~'+~) ,,,o~,,, 

Auf den dritten and vierten Faktor dieses Produk~es wenden wit die Um- 
formung mit dem F-Integral  an, fiihren zur Abkiirzung fiir Xo mit un- 
geraden m ein: 
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Damit wird fiir ungerade m 

=: ~-r + " ( a  N ( a~  - 1 ) ) ~  + ~, x i % , : 0 Z f _  l i - ~ ( . ~  I ~- . r ( s ;  ;.o) 

(/x} ~ o (a [ -1)  

+b 

- -  ~- O' (t; X, a) e:"imr 

und folglich wegen (25) 

2 o ( a [ - 1 ) " ( s ;  ~o' X, a ) ~  , ( s ;  2 o, 2, a ) -  " ( 2 ) g ( 1 -  s; ~o, ~, ~ ' f ) ,  

worin + �89 

g(s; ;%, X, a)-- w #' (t" x' a) e=~*u'+ ~-~ u 

Fiir r resultiert daher bei ungeradem m die Funktionalgleichung 

1 - - a ; i o , ~ , - a -  ~ =:-W(~) io( fb)r  z ,a) .  

Gauz dieselbe Funktionalgleichung finden wit flit ~dxa t i sche  KSrper, 
deren Grundeinheit die Norm -[-1 hat, sofern wir den engeren A_quivalenz- 
begriff zugnmde legon: Zwei Ideale heiI~e~ iiquivalent rood. [, wenn ihr 
Quotient gleieh e:,mr K6rperzahl gese~zt werclen kann, die ~ 1 rood. [ ist 
und positive Norm besitzt. Wit haben in den vorangehenden Fotmetn nut ~n 
dutch eine gerade Zahl zu ersetzen und X (/z) duroh Zo (/*) = Z (/z) sgn ( / , J )  
(Zo ist darm ein Charakter dieser engerr~.n Klasse~gruppe). 

Das Niehtverschwinden und das regul~ire Verhalten auf der Oeraden 
~ ( s ) =  1 ergibt sieh dann wSr~tieh wie friiher nun aueh flit die mit 2 o 
bzw. Zo geb]ldeten L-FunktAonen, worans dann' ebenso der Existenzsatz 
flit Primideale folgt: 

8ind e~, cq Basiszahlen yon a,  so liegen die Zahlen 

log r176 

bzw: 
41og [el 

(wenn N ( e ) =  -- 1), 

(wenn N ( 8 ) =  + 1) 
2 log  [~ 1 
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iiberall dicht rood. 1, wenn mah 

~o =: % x  + ~hY 

nur diejenigen Zahlen positiver Norm in a durehlaufen liii3t, wofiir 

, )  ( , J  

'L Primideal 
l i n d  

o) - -  Einheit (rood. I); 

I and a sind hierbei teilerfremd vorausgesetzt. 

Fiir i ~ 1 ergibt sich hieraus eine sehr elegante geometrisehe Formu- 
lierung: Dutch Multiplikation yon ~o mit einer geeigneten Potenz yon e" 
ira ersten Fall, yon e i m  zweiten Fall lassen sich die obigen Quotienaer~ 
auf eine einzige Art in das IntervMl 0 . . .  1 bringen, wenn iiberdies noah 
verlangt wird: 

o 9 > 0 ,  o ) ' > 0  

Fiir beliebiges positives 01 < 0., gibt es daher unendlieh viele ~o mit 

01 < ~ < &,, r~ Primideal. 
r t - r 

Diese Ungleiehung stellt aber in der x -y -Ebene  einen beliebigen 
Winkelraum lg dar, der dureh zwei I-Ialbstrahlen veto Nullpunl~t aus 
begrenzt wird. Somit ergibt sieh" 

I st a x ~ 4- b x y + c y'~ eine indefinite, 9anzzahlige Form, we b" 4 a c 
DiMcriminante eines q~xlratischen Kdrpers ist, so stdlt sic u~endlieh 
viele Primzahlen dar, auch wenn man die ganzzahligen Variabeln au[ 
einen Winkelraum W einsvhriin~. 

Ifm den Satz in dieser Form aueh fiir allgemeine Diskriminanten zu 
beweisen, ist es nStig, den engeren Begriff der Xquivalenz rood. ~ heran- 
zuziehen: 

Zwei zu I teilerfremde Ideale a, b heil~en ~quivalent rood. i, wenn 
tl 

man~-g le ieh  einer Zahl , setzen kann, we , total positiv, a _ 1 (rood. ~). 

Dabei ist dann in den Charakteren 2 an 8telle yon e die ,,Grundeinheit 
8"rood. ~" zu setzen, we e. ~ die kleinste Potenz, welche ~_ 1 (rood. f) ist. 
Die so en~stehenden L-Funktionen lassen sieh, wie man sofort sieht, prin- 
zipiell naeh den gleichen Methoden behandeln wie oben. Auf diese Weise 
ergibt sich: 

Sei f(x, y) = a x  ~ -~- b x y  + cy  ~ eine indefinite, ganzzahlige primitive 
quadratische Form, b ~ -- 4 a c kein Quadrat, d die Diskriminante des KSr- 
pars K ( 1 / b  7 -  4ac) ,  /erner k,  m,  n game Zahlen. Alsdann stellt der 
Ausdruck 

f ( k x  + m ,  k y  + n) 
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uncndlich vide Prlmzahlen dar, wenn x ,  y die ganzen Zahlen eines vor- 
gcgebenen Winlcdraumes W du~chlau/en, ttierbei gilt /i~r k ,  m ,  n noch 
die Be'dingung : 

k f(m, u) prim zu -~. (b 3 -- 4 a t ) .  

In diesem Zusammenhange is~ noch zu erw~hnen, dal~ derartige Funk. 

tionen wie Z f ( x ,  y)- ' ,  wo x, y auf W eingeschrRnkt ist, bereits in den 
/ 

X , y  

klassisehen Untersuchlmgen yon Herrn de la Vallde Poussin sowie in 

sp~i~eren yon Herrn L a n d a u  auftreten~), wo sie indes mit ganz anderen 
Mitteln behandelt werden. Unter anderem ist bekannt, daJ~ diese Fmlk- 
tionen bei ~ ~ 1 einen ei.n~aehen Pol besitzen, was ieh mit meinen Methoden 
nieht unmittelbar schlieBen kann. 

Basel ,  Februar 1918. 

s) Ch. de I a V~ 11 de Pous sin, Reoherches analytiqueasur la thdoris des hombres 
premiers, Ann. de la Soe, soient, do Bruxelles, t. 20/21, 1896/97, insbesonder~ 4. psrtle. 
- - E .  Landau, Neuer Beweis eines ~nMytischen Satzes des Herrn de t a Va]li~e 
Poussin, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), S. 250--278. 

(Eingegsngen am 14. l~ebrusr 1918.) 


