Additive Theorie der Zahlkorper. I

Von
Carl Ludwig Siegel in Gottingen?).

Die analytische Methode, welche Hardy, Littlewood und Ramanujan?)
fir die Untersuchung vieler Fragestellungen der ,,partitio numerorum<

) Diese Arbeit ist eih Abdruck meiner Gottinger Habilitationsschrift.
%) Vgl. die Arbeiten:

G. H. Hardy, Asymptotic formulae in combinatory analysis; Comptes rendus du
quatriéme congrés des mathématiciens scandinaves & Stockholm (1916), S. 45—58.

— On the expression of a number as the sum of any number of squares, and in
particular of five or seven; Proceedings of the National Academy of Sciences 4
(1918), S. 189—193.

— On the representation of & number as the sum of any number of squares and in
particular of five; Transactions of the American Mathematical Society 21 (1920),
S. 255—284.

G. H. Hardy und 8. Ramanujan, Une formule asymptotique pour le nombre des parti-
tions de 7; Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des Sciences,
Paris, 164 (1917), 8. 35-—88.

— Asymptotic formulae in combinatory analysis; Proceedings of the London Mathe-
matical Society (2) 17 (1918), 8. 75—115.

— On the coefficients in the expansions of certain modular functions; Proceedings of
the Royal Society, London, A 95 (1918), 8. 144—155.

S. Ramanujan, On certain trigonometrical sums and their application in the theory
of numbers; Transactions of the Cambridge Philosophical Society 22 (1918),
S. 259—276.

G. H. Hardy und J. E. Littlewood, A new solution of Waring’s problem; Quarterly
Journal of Mathematics 48 (1919), S. 272293,

— Note on Messrs. Shah and Wileon’s paper entitled On an empirical formula
connected with Goldbach’s theorem; Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 19 (1919), S. 245-254.

— Some problems of ,Partitio Numerorum¥®, I, A new solution of Waring’s problem;
Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géftingen, mathema-
tisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1920, S. 33~54.

— Some problems of ,Partitio Numerorum®, II, Proof that every large number is
the sum of at most 21 biquadrates; Math, Ztschr. 9 (1921), S. 14-27.
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gefunden haben, 1aBt sich sinngem&B erweitern, so dafl auch Probleme in
der additiven Theorie der algebraischen Zahlkorper zuginglich werden.
Allerdings scheinen die Sétze iiber die Zerlegungen natiirlicher Zahlen nur
in fotal reellen®) Zahlkorpern Analoga zu besitzen. Um die Methode klar-
zustellen, beschrinke ich mich in dieser Arbeit auf einen in rechnerischer
Durchfithrung besonders einfachen Fall; ich beweise nimlich asymptotische
Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen der ganzen Zahlen eines reellen
quadratischen Zahlkorpers als Summen von Quadraten ganzer Zahlen des-
selben Korpers. Anwendungen der Methode auf allgemeinere Fragen,
z. B. auf das Waringsche Problem in algebraischen Zahlkdrpern, méchte
ich in weiteren Arbeiten publizieren.

Das Hauptresultat dieser Abhandlung ist: Es sei s eine natiirliche
Zahl > 5, m eine quadratfreie natiirliche Zshl >2, K der durch Vm
erzeugte reelle quadratische Korper, d seine Grundzahl. Es bedeute » eine
total positive ganze Zahl aus K, welche im Falle m = 2 (mod 4) oder
m =3 (mod 4) die Form a+bVm (a,b ganz rational) mit geradem b
besitzt. Dann ist die Anzahl der Darstellungen von » als Summe von

8 Quadraten ganzer Zahlen aus K
8

S
7S N2

rige’

wo sich die asymptotisehe Absehéitzung auf N v — oo bezieht und © zwar
von » abhéngt, aber doch fiir jedes » zwischen zwei positiven, nur vom
Korper K abhéngigen Schranken gelegen ist.

Daraus folgt speziell fiir s = 5: Es gibt eine nur von K abhéngige
natiirliche Zahl n, so daB fiir jedes ganze total positive » die Gleichung

S )

n
eine Losung in ganmzen Zahlen &, ..., & aus K besitzt*).

%) Ein Zablkérper heiBit reell, wenn alle seine Zahlen reell sind; ein algebra-
ischer Zahlkérper heiBt total reell, wenn auch die Konjugierten aller seiner Zahlen
reell sind. In nicht reellen Zahlkérpern kann z. B. die Gleichung 224+ y%= 1 unend-
lich viele Liosungen in ganzen Zahlen haben, z. B. in K (y—38), weil 2°—3y®*=1 un-
endlich viele Lsungen hat. . ’ :

- 4) Der Satz ,Jede total positive Zahl eines quadratischen Zahlkdrpers ist Summe
von vier Quadratzahlen desselben Korpers® ist von E. Landau bewiesen worden in
seiner Arbeit: Uber die Zerlegung total positiver Zahlen in Quadrate; Nachrichten
von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physikalische
Klasge, Jahrgang 1919, S. 392—396. .Ich. habe ml%. elementaren Mitteln gezeigt, dal
sich jede total positive ganze Zahl eines total reellen Korpers darstellen 148t als Summe
solcher Quadratzablen des Kdrpers, deren Nenner einem endlichen, nur vom Kérper
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§ 1 bringt den AnschluB der Untersuchung an Heckes Thetareihen.
In §2 wird eine Formel abgeleitet, welche im Korper K der Funktional-
gleichung der Lipschitzschen verallgemeinerten (-Funktion entspricht. § 3
liefert auf Grund des Minkowskischen Satzes iiber lineare Formen e¢ine
fiir die ganze Untersuchung fundamentale Zerlegung eines zweidimensionalen
Bereiches, als Verallgemeinerung der bei den englischen Forschern auf-
tretenden Fareyschen Zerlegung. In § 4 wird der Gang des Beweises
skizziert, dieser selbst, soweit er die asymptotische Formel (1) betrifit,
in §§ 5 bis 7 gefiihrt. § 8 triigt rein arithmetischen Charakter; dort wird
die in (1) mit © bezeichnete GréBe, die in Gestalt einer unendlichen
Reihe (als Verallgemeinerung der ,,singular series von Hardy und
Littlewood) auftritt, in geschlossener Form summiert. Fiir den einfach-
sten Fall

m-1(mod8), 8+406==0(mod4), (v,2)=1
ergibt sich dabei
A (r)~C NP (0=2,8,...).

ti»
Hierbei durchlduft t alle Idealteiler von », die asymptotische Abschatzung
bezieht sich wieder auf N» -»oc, und C ist die rationale Konstante

4
C d )
. . G R o\ /4 n\
o2a. TLER! \1 [a .
(2 bd 20 (n) S'—'”‘1<d/
n=1
wo h*” die 20- te Bernoullische Zahl, (g-) das Kroneckersche Restsymbol,

Seo—1(2) das (26 — 1)-te Bernoullische Polynom bedeuten.

§ 1.
Heckes Thetatormel®).

Es sei K ein reell - quadratischer Zahlkérper mit der Grundzahl d;
a sei ein ganzes Ideal, ¢ eine ganze Zahl dieses Kérpers; es seien tund ¢’
zwel Veridnderliche, die den Bedingungen &t > 0, &t' <0 geniigen. Sind
u, u’ zwei Unbestimmte, «,a’ konjugierte Zahlen aus X, so soll unter
S(ua) (,,Spur von wet) stets die Summe u« - u'«’ verstanden werden;

; - ! . " .
entspréchend sei 8- = % +;‘:—,~. Diese Abkiirzung wird nur so verwendet

abhingigen Wertevorrat a.ngehiirer; ; vgl. meine Abhandlung: Darstellung total posi-
tiver Zahlen durch Quadrate; Math. Ztschr. 11 (1921), S. 246—275.

% Vgl E. Hecke, Uber die I.- Funktionen und den Dirichletschen Primzahlsatz fiir
einen beliebigen Zahlkérper; Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen, mathematinch - physikalische Klasse, Jahrgang 1917, S 299—318.

1*
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werden, daB kein Widerspruch gegen die iibliche Bezeichnung So = & 4 ¢’
entsteht.

Hecke hat fiir die Funktion

Slte ey et
it
9 (t,4; 0,0 Ze va vd :Ze ve
aleu alu
die folgende Formel bewiesen®):
Lo A2 Lo 0
1 ——‘tzszvl_d.'i*‘?ﬂ?,s;:d_
2 (8,8 0,0)= -— -— De ;
@ R ’
— A
a

darin bedeutet 3 (wie fortan stets in analogen Fillen), daB u alle
afp

Zahlen des Ideals o durchliuft, und unter V¢, Vt’ sind die Hauptwerte
zu verstehen.

Ist y eine Zahl aus K und n das ganze Ideal von kleinster Norm,
fiir welches das Ideal (y)n ganz ist, so heiit n der Nenner von y. Die
ganzen Zahlen aus K haben also den Nenner 1. Es habe nun y speziell
den Nenner a. Setzt man dann in der Funktion 9 (¢,¢';0,0) =& (¢,¢)

t=w-+2y, t'=w4+2y (Jw>0, Jw<0),
so gilt wegen (2)

27:1.5":/; S Sé:/l 72 --——~————(}'+g_2w
(8) Blw+2y,w+2y)=De Ze e
olu emoda all
. p2y+el
1 m,Sw\/_d LS —7&*—
T ety e e 5
.Z\Ta‘/w ‘/w’ }_Z\; QI%YG

darin bedeutet > (wie fortan stets in analogen Fillen), dall ¢ ein voll-
emodan

stindiges Restsystem modulo @ durchliuft, und es ist beriicksichtigt
worden, daf fiir a |4 die Zahl 1%y + 210y ganz, also § —2 By+2ley

‘/_. ganz
rational ist.

%) Die Bezeichnung ist der bequemeren Sehreibweise halber etwas anders als in
loc. cit.®) und bei E. Hecke, Reziprozititsgesstz und GauBsche Summen in guadra-
tischen Zahlkorpern; Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaffen zu Got-
tingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgarg 1919, 8. 265—278. Diege Arbeit
wird im folgenden kurz mit »Hecke, R.“ zitiert.
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§ 2
Aufstellung der Vergleichsfunktion.
Es seien ¢, w, w’ drei Parameter, die den Bedingungen
s>1, Jw>0, Jw' <O

geniigen. Es sei w,, w, eine Basis von K. Bedeuten dann x und y
zwei reelle Variable, so setze ich

f=zo,tyw, &=zu+ya)

grysWiets)

(4) F(o,y)= N(p+8&"e %
ut+geo

n > durchliuft u alle ganzen Zahlen aus K, fiir welche u -+ & tofal
p+E>0
positiv, d.ho u+&>0, '+ & >0 ist, und N(u+ &) ist die Norm

(v + &) (' + ¢&). DaB die rechte Seite von (4) konvergiert, wird so-
gleich bewiesen werden. BSie hat in z und y je die Periode 1. Zugleich
mit der Konvergenz will ich die Entwickelbarkeit von F(z,y) in eine
absolut konvergente Fouriersche Reihe

(5) 2/ 2 A es:ri(ma:+nv)

Mm=—% R —K

beweilsen.

Wegen

' w‘.éii’}

- A gm0 +E))

e |=¢ V¢
gibt es zwei nur von ¢, w, w', K abhingige positive Zahlen L, und L,
(dieselbe Bedeutung haben in diesem Paragraphen L,, ..., L;), so daf3
das allgemeine Glied in (4) absolut

i el L e"-LgS(H'f‘E}
(6) < Iy

ist?). Differentiiert man fiir ¢ > 4 das allgemeine Glied von (4) ein-,
zwei- oder dreimal nach seinen Variablen # und y, so erh#lt man eine
Summe von 2, 4 oder 8 Gliedern, deren jedes eine Abschitzung der
Form (6) gestattet. Ich darf also annehmen, dafl, falls s >4 ist, die
Abschitzung (6) auch fiir die absoluten Betréige der ersten, zweiten und
dritten partiellen Ableitungen des allgemeinen Gliedes in (4) gilt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w,> 0, wy>08%), ferner

) Dag allgemeine Glied ist = 0 nor fir w4 £>0.

d—
8) Es geniigt, w,=1, w,= ~——§‘—/—a: zu setzen.
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Wy 0y — wgo) ==~+Vd >0. Setzt man u=aw, ; bw,, so folgen aus
4 -1- &> die Relationen

(7) (e+2z)o,+b+y)w, >0, a- x> — g::’(bfy),

(8) o {(a+x)o;+ b+ y) o)) =(b+y) (0,0, —a,n!)
+oi{(a+z)o, 4 (bt y)o,} > (b+y)Vd

und

(9) (a+a)o{+(b+y)o; >0, bty>—"1(a+a),

(1) @i{(a+z) o, + (b-+y) 03} — (a + ) (0, ] — 0, @)
+o{late) o)+ (b oy} > (at2)Vd.
Von den beiden Zahlen a - 2 und b -+ y ist mindestens eine positiv.
Bei festem b -ty > 0 kommen nach (7) fiir ¢ -- x héchstens [3’2 (b —{—y)} +1

Werte < 0 in Betracht; nach (8) ist dann S(u -} &) > ‘/N(b +y). Bei
festem @ 4 # > 0 kommen nach (9) fiir b -}- y hochstens E:‘, (a—}—x) +1

Werte < 0 in Betracht; nach (10) ist dann S(u-} &) > (a + ).

Folglich ist der Beitrag, den zur Summe (4) bei festem b + y >0 die
negativen @ -z liefern, absolut

< L3 (b + Y + 1 ) e-»L;(bMJ);

ebenso liefern bei festem @ 4 x > 0 die negativen b4y zu (4) einen
Beitrag vom absoluten Werte

L, (a4 2 +1)e-Lelata),
Daher hat die Reihe (4) eine Majorante der Form

2 L, (a4 -+ ])e—Lg(a+x)+2’ L, (b4 y+1)e Loy

atxz>0 b+y >0

e 2’7 .S.,Ll e—Ia {@+8)Swy + G+ Swg) |

a+520 b+y 20

Diese Reihe aber ist gleichmiaBig konvergent fiir alle z,y, also auch die
rechte Seite in (4). Nach der oben gemachten Bemerkung gilt dies im
Falle s > 4 auch fiir die Reihen, welche aus F(z,y) durch gliedweise
ein-, zwei- oder dreimalige partielle Differentiation hervorgehen. Das all-
gemeine Glied von F(#,y)°% und (im Falle s > 4) seine ersten, zweiten
und dritten Ableitungen sind aber stetige Funktionen von 2 und y; folg-

%) Vgl 7).
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lich ist F(x,y) stetig und hat (im Falle s > 4) stetige partielle Ab-
leitungen erster bis dritter Ordnung.

Ist s >4, so 1aBt sich demnach F (x, %) in eine absolut konvergente
Fouriersche Reihe (5) entwickeln. Setzt man e, =0 fiir @ <0, =1 fiir
a > 0, so ergeben sich deren Koeffizienten aus

Qg S ’”55—)—9. tima+ny)

mn.‘_ff28u+g€u,+’N(M+§)s ' vd d:vdy,

wo liber alle ganzen u summiert wird. Wegen der vorhin bewiesenen gleich-
mafigen Konvergenz der Reihe darf man gliedweise integrieren. Fiihrt
man als neue Veridnderliche

’
) , f=xo,+yw, §&=z0 +yo,
ein, so wird

xVJ=Ew;~£'wg, @/V?ln-—_—-’—fw;t";‘&’w],a

ad(x,y) 1
a(5¢) vd’

: —smsi‘_’,";ﬂ’;_‘:l'_ﬁ”_f). anggltOmoi—nal)

1) erTmE_ Vi va ;

A (u+’é {w (m""""“’l)}
-1 = d 1
A"‘"ZZME“ reswry N(u+8)e ‘ —=déde’,
n \

wo iiber das Bild des Einheitsquadrates der zy-Ebene in der &£&’-Ebene
integriert wird. Es folgt

) W= (mwf-—now!
e i s{u2m im0l

4, == f f g (uw) e Ve dudu’

el > ] [ '
1 3 {W~ (maf-nol)}u _y " W —(moy-nan}u
=-qu e du | e V2 du’,

wo beide Integrale wegen Jw > 0, Jw’ < 0 absolut konvergieren. Also
ist schlieBlich

A= 10 (= 22 o—(maf — n ) (o) (2 = (my =m0, ))
P() vd 1 10
\/ds <2”> N{w—(mw{,—nw{)}s' )

19} Die s-ten Potenzen haben die Bedeutung

2ai
s slog (-—-—7__- {w-—(mw'—nw')})
(—-%—f {w-—- (m QJg ——nw{)}) = vd : '

(Fortsetzung der Fufinote 10 auf der nichsten Seite)

]
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Dies trage ich in (5) ein; dann folgt wegen (11)

2mesf—n )
YRR P it
\d

o Tt e o
Pen=3 3 Sy

M= —% f==-=»

oder, da «w;, — w; eine Basis von K Ist,

2 ‘Sw(ﬂ+&') e )d‘_% 2ai8 =
\ T s—1 @ — 8 e
(12) 2,/ N(,u—{—&) (2”)23 ZN(w__l)""

u+EF0

wo A alle ganzen Zahlen aus K durchliuft.

Die Formel (12) ist unter der Annahme s > 4 bewiesen worden. Daf
sie fiir jedes 8 > 1 gilt, erkennt man folgendermaBen: Es sei G ein ganz
im Endlichen gelegenes abgeschlossenes Gebiet der Halbebene $s > 1.
Dann gilt offenbar die Abschitzung (6) des allgemeinen Gliedes von (4)
bei geeigneter Wahl der Konstanten L, und L, gleichmiBig fir alle &
aus G. Die linke Seite von (12) konvergiert also gleichmaBig fiir alle &
des Gebietes &, stellt also eine dort regulire analytische Funktion von s
dar. Die Gleichung (12) gilt demnach sicher dann fiir s >1, wenn die
rechte Seite gleichmifig in G konvergiert. Wegen 0 < arc(w —4) << 7z,
— a < are(w’ —~ 1') < 0 geniigt es, gleichmifige Konvergenz von

o —Re — N s

(13) ) 2{<mw1+nw,—mw> +(3)'} T {mai+noi—Re')’ +(Jw )y T

m=- fi= 0

zu beweisen. Nun ist, wie geometrisch sofort einleuchtet, fiir jedes Paar
ganzer Zahlen k,! die Anzahl der Losungen der Ungleichungen

k<Limo,+nw,— Rw | <k-+1,
I<|mo+nw—Rw'| <41

in ganzen rationalen m, n kleiner als L., so daB (13) die gleichmiBig
lconvergente Majorante

£ {igugw ™+ SEgu i+ Srtiger e+ 3 San ey

k=1Il=1
besitzt.

Dk g slog (2_::1 {1’ --(m«»,«n«m})
Vi {w —(m%'—ﬂwx)}> =¢ va

3
N{w—(mof-n m{)}&= e2log {w—(mal-nwl)} +alog {w' ~(mwz—nw;)}

mit dem Bauptwert des Logarithmus,
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(12) bildet die Verallgemeinerung einer wichtigen Formel von Lipschitz )
auf reell-quadratische Zahlkérper. Fiir den speziellen Fall s =2, 3, ...,
x = 03 y == 0 ergibt sie sich auch aus einer noch nicht publizierten Formel,
die mir Herr F. Bernstein im Sommer 1920 mitteilte. Diese Bernsteinsche
Formel hat mich zuerst zu den Untersuchungen dieses Paragraphen ver-
anlaBt '%).

Setzt man in (12) =0, y=0 und schreibt noch —2‘?, %, ij—: an
Stelle von s, w, w’, so wird fiir s > 2, Sw>0, Jw' <0

§—1
=ist® p? (%) d?

8
(14) S te Vo2 3]
v b ON(w-24)
§ 3.
Zerlegung des Fundamental-Parallelogramms.

20 le,
.

In diesem Paragraphen schicke ich zwei Hilfsséitze voran.

Hilfssatz 1. Es sei w,, @, eine Basis des reellen quadratischen
Zahlkérpers von der Grundzahl d. Es seien « und-u’ zwei reelle Zahlen.
Zu jeder Zahl L >Vd gibt es vier ganze rationale Zahlen x,, z,, y;, ¥,
so daB die folgenden Ungleichungen gelten:

(g, 00, + YaWy) U — (x1w1 + zy0,)| S

P!

4

!<
8

| (y, 0, + Yy o05) '’ — (@0 + Ty05)| S 7
(g0, + o0 [ S L, |y, 0 + a0, | L, 410, + Y0+ 0.
Beweis. Die Determinante der vier linearen Formen in y,, ¥y, %3, %,

die in den Zeichen des absoluten Betrages auf den linken Seiten der ersten
vier Ungleichungen der Behauptung stehen, ist

[0, @, — @, — W
[ [ 4 ’ 4
w!u wiu’ — o, — w, 2
! ’ ' =(w1w~;"‘w2w;) = d;
w, O, 0 0
4 ’
w4 Wy 0 0

das Produkt der rechten Seiten ist gleichfalls d. Nach Minkowskis Satz %)

1) Vgl. R. Lipschitz, Untersuchungen der Eigenschaften einer Gattung von un-
endlichen Reihen; Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 105 (1889),
S. 127-156.

12) Wie mir Herr Hecke mitteilt, hat er bei den Untersuchungen iiber seine
Zetafunkbionen die Formel (12) ebenfalls gefunden.

1) Vgl. H. Minkowski, Geometrie der Zahlen; Leipzig und Berlin (B. G. Teubner)

1910; § 37.
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ither lineare Formen gibt es vier ganze rationale Zahlen y,, y,, z,, ,.
welche den ersten vier Ungleichungen gentigen und nicht samtlich 0 sind.

Wire nun y, o, + %, 0, =0, d. h. y, =0, y, =0, so wire
’ d
(0, + @, w,) (x1w1+x2w‘.:)i-—§ze'< 1,

also auch 2,0, + 2,0, =0, 2, =0, x, =0, was nicht zutrifit. Also gilt
auch die 5. Ungleichung der Behauptung.

Hilfssatz 2. Es seien y, und y, zwei verschiedene Zahlen aus K
mit den Nennern a, und a,. Man deute (y,, ;) und (y,, y;) als Koordi-
naten zweier Punkfe in einem rechtwinkeligen Achsenkreuz. Dann ist der

Abstand dieser Punkte grofer als

VINalN;;.

B ﬂa

Beweis. Essei y, = Ya== "y 0 ==, C;, €y ==0,Cy, Und &, , &, B, B,

gonz. Dann ist das Qua.drat des Abstandes

(15) r? ___(},1____},‘3) _’_( ) (:510‘2‘ “439“1) _{_(ﬂxﬁal‘;‘cﬁa—“x)
Nun ist
¢ 1B Co | Bas c1c2!ﬂ1“a_ﬂe“1+0’ c;céiﬁ 201

also .

(Byog—Byer,) (Biog— B4 °‘) ﬂx“&"‘ﬁ oy 1 1
(16) el e = ¥ (A g 2
Aus (15) und (16) folgt

2 1

"2 NoWa ” Vo Ve’
also die Behauptung.

Unter dem Fundamental-Parallelogramm E verstehe ich dasjenige
Parallelogramm in der ww'-Ebene, welches durch die Substitution
U=Tw, +Yyw,, ¥ =zw + yo, aus dem Quadrat

—gSr<ty, —3<y<+i
der xy-Ebene entsteht. Von den Ecken des Parallelogramms wird ‘nur
das Bild des Punktes (— 31, — ) der xzy-Ebene mitgerechnet, von den
Réndern nur die an jenen Punkt anstoBenden. Ich nenne zwei Punkte
der uu'-Ebene kongruent, (mod 1), wenn sich ihre Koordinaten um kon-
jugierte ganze Zahlen aus K unterscheiden. Jedem Punkt der uu’-Ebene
ist dann (mod 1) ein und nur ein Punkt von E kongruent.

Ich zerlege nun die % u’-Ebene folgendermaBen in ‘Bereiche: Eine
feste Zahl M >d sei gegeben. Mit sm bezeichne ich die Menge aller
Punkte (y, ') deren Koordinaten y, y’ konjugierte Zahlen aus K mlt
Nennern g, a’ von einer Norm Na < M sind.
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I. Ist (y,y’) irgendein Punkt der Menge 9, so lege ich um ihn als

Zentrum einen Kreis &, vom Radius —2——152—37 Zu verschiedenen Nennern a
\ a
gehéren also verschiedene Radien. Nach Hilfssatz 2 schneiden sich diese

Kreise nicht; sie lassen also einen Teil der wuu’-Ebene frei.

II. Ich betrachte die Menge 9 derjenigen Punkte, deren Koordi-
naten y, »" in der Form

(17) o Ty Ty @y )Tt zyef
?/1“’1‘*‘3/2“’2’. Y, 01 + Yy 0y

(%, %y, ¥, Yo ganz rational, y, w, -+ Yoo, == 0),

(18) |y1w1+y‘zw2’§‘/M’ [ylm{+y3co;}§VM

dargestellt werden kénnen; dies ist eine Teilmenge von . Da die beiden
Ungleichungen (18) nur endlich viele Losungen in ganzen rationalen y,, y,
besitzen, so gibt es fiir jeden Punkt von ) nur endlich viele solcher Dar-
stellungen. Jeden Punkt (», »’) von 9% umgebe ich nun fiir jede der end-
lich vielen Arten der Darstellung in der Form (17), (18) mit dem Rechteck

] Ve S vd__
;u yfg'?/1w1+?/s°’s[\/ﬁ’ }u 4 féf!h“’f'*‘%“’“\[ﬁ.
Zu jedem (7, y’) von I gehéren also endlich viele Rechtecke ®,. Jeder
zu (y, y') kongruente Punkt (7, 7’) gehort ebenfalls zu I, und 'da 7 — y
eine ganze Zahl aus K ist, so sind die Rechtecke R; den Rechtecken &R,
paarweise (mod 1) kongruent. , .
Zu jedem Punkte (u,u’) sind nun nach Hilfssatz 1 vier ganze ratio-
nale Zahlen z,, x,, ¥, , y, derart angebbar, da

&, @y -+ g @y Vd | gt __ B1 0] + 25004 \[E —_

_motane _, Jw—ndtae) o Vi

Y0, T4 02 | = |y 00+ yo0p [VH Y191+ Y@ Y of+ya0f VM
O<iy1w1+yzwsl§‘/ﬁ’ 0<iy1w£+yaw;i§VM

Z 0y + TaWy

Y10y + Ya 00
liegt in einem Rechtecke R,. Die Rechtecke iiberdecken daher alle Punkte

der Ebene; eventuell zum Teil mehrfach.

Die ganze Figur von Kreisen und Rechtecken geht in sich iiber,
wenn E in ein (mod 1) kongruentes Parallelogramm verschoben wird.
Von den Rechtecken (oder Rechtecksteilen) ®,, die in E liegen, lasse ich
zuniéichst diejenigen Stiicke fort, welche in die Kreise &, fallen. Sehneidenf
gith zwei der tibrigbleibenden Teile der R, in E, so lasse ich ferner bei
einem von beiden das gemeinsame Stiick fort. Da nur endlich viele J,
in E hineinfallen, so erhdlt man nach endlich vielen Schritten eine ein-
fache Uberdeckung des Fundamental-Parallelogramus.

ist. Setzt man dann y = , 80 gehért (v, y") zu WM, und (u, u’)
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Es sei § eines der endlich vielen Stiicke, in welche £ bei dieser
Uberdeckung zerfallt. Dann ist also ¥ Teil eines Kreises oder Rechtecks,
das um einen ganz bestimmten Punkt (y, y’) der Menge I oder M ge-
legt ist. Diesem Punkte (y,y’) ist (mod 1) ein Punkt (¥,7’) von E
kongruent; eventuell koinzidieren beide Punkte. Ich verschiebe nun das
Gebiet §, indem ich die Koordinaten aller seiner Punkte um % — y und
y’ — p’ vermehre; das durch diese Verschiebung entstandene, zu & (mod 1)
kongruente Gebiet ordne ich dem Punkte (7, ') von E zu. Dies fithre ich
fiir alle die endlich vielen Teile § von E aus. Das Ergebnss ist folgendes:

M > d sei gegeben. Die (endliche) Menge derjenigen Punkte von E,
deren Koordinaten y, ’ konjugierte Zahlen aus K mit Nennern a, a’ von
einer Norm Na < M sind, werde mit € bezeichnet. Jedem Punkte (y, y)
von § ist ein Gebiet {, zugeordnet (,,umbeschrieben*), welches sich aus
endlich vielen Polygonen zusammensetzt, deren Seiten Strecken oder Kreis-
bogen sind. Zeichnet man zu allen ¥, die ihnen (mod 1) kongruenten
Teile von E, so tiberdecken diese Teile das Gebiet E liickenlos und einfach.
%, enthilt den Kreis ®,; der iibrige Teil von g, (Wenn es einen solchen
gibt) werde mit ®, bezeichnet. Irgendein Punkt (w, u’) der Ebene liegt

1. entweder auBerhalb von (,; dann hat er nach I. von (y,y’) min-
destens den Abstand ——

1
\/M N a’
2. oder in &,; dann ist nach I.
1
| g — <
AN VM Na’
3. oder in ®,%; dann ist nach I fiir vier gewisse ganze rationale
Zahlen a,, a,, b,, b,

(19) ' =7 =5

__ %0y T +a2w2 yl . a, 0] + a, 0y
T b0, + b, bw!+b0f’

(20) (1b,0,+ by, | S VM, |bo)+bw)| < VM,
i 1< | N (b o+ by0,)| < M,
. \/?1~ oy < \/‘_i—
@) le—rispoanm YT S e
Diese Zerlegung in Bereiche §, nenne ich kurz die F-Zerlegung.

§ 4.
Gang des Beweises.

Es seien ¢ und ¢’ zwei Unbestimmte, die den Bedingungen ¢ > 0,
St < 0 gentigen. Dann ist fiir jedes natiirliche s

2 A
m's‘—‘-ﬁ 8 niS-f:t:

(22) (¢, ') = (Ze ‘/d) =ZAs(l)e v
olp

0|2
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wo A (4i) die Anzahl der Darstellungen der ganzen Zahl 1 als Summe
von ¢ Quadraten ganzer Zahlen aus K bedeutet. Ist u irgendeine ganze

Zahl aus K, so sind § ”% und 8 ’:/%” stets ganz rational, und zwar beide
\
= 0 nur fiir w=0. Nach (22) ist also
BEPILBASY: —paq g B Y0
A (r)=e va f fﬂs(t—i—Z(xwl—{—ywe), t'+2(a:w;+ycoé)) e Vi dxdy
-+ -1
: ~nig 2L ~2mi § 1L
=;/«=e ve ffﬂs(t+2u,t'—}-2u’)e 4 dudu';
[(
E
und folglich bei Benutzung der F-Zerlegung
Lo Mt s o VU
1 ___.,”S_E , , , -—2?1’58’7;1:- ,
(23) A,()=fe foﬁ (b+-2u, ' +2uYe Y dudu’,
Y ‘5’,

wo y alle Zahlen von § durchliuft ).
Es sei a der Nenner von y. Setzt man

Bnisﬂ
Gir)=2e ¥

oemod a

so ist nach (3) fir 0 < Jw—0, 0> Jw —0

'

8 e ' ’ G(y) iy 1“)
8 (0 2y, w+29") ~ (Nma\/z_v-ww?)'
In § 5 wird dies angewendet fiit w=¢ + 2(u—y), w' =t +2(u" — y"),
wo (u,%’) einen Punkt in f, bedeutet; dort wird némlich die Funk-f
tion #° (¢4 2u,t + 2u’) aus dem Integranden bei (23) ersetzt durch
( G () - )8. In § 6 wird diese Funktion unter Be-
NaVtt+2(u—y) Vj +2(w' =)
nutzung von (14) ersetzt durch die Reihe

aigh {242 (u=n}

Gy —= = 5 Nui e v

e 0
r(g)et

In § 7 wird schlieBlich jedes {&, wieder durch das ganze Fundamental-
Parallelogramm ersetzt und in (28) die Summe iiber ein vollstindiges
System (mod 1) inkongruenter Zahlen y'*%), nicht nur iiber die Zahlen y

1) Der Integrand hat in x, y die Perioden 1, 1; also darf das Integrations-
gebiet B durch die Gebiete {f, ersetzt werden.

) yw und \w’ haben ihre Hauptwerte. -

16) Zwei Zahlen aus K heiBen inkongruent (mod 1), wenn ihre Differenz nicht
ganz ist.
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der Menge &, erstreckt. Dann tritt an Stelle von A (») bei formaler
Rechnung der Ausdruck

vi o {tr2(u—-y)} LM U
- 48— s G 4 sy Ti8 - - -~ —2a{8 -
B'(y)z‘\/%e \dsz vvvvv = (N(z)) :N}‘z € e “dudu
» ‘2" pe _) 3 w>
r 5 d
sV %_ G‘(}') ] ..'H:S/,‘_;_
nt Ny \
pipvree A R
r(gle

Die auf der rechten Seite auftretende Summe ist gerade die in Formel (1)
mit & bezeichnete GroBe. (1) behauptet also

4,(») ~ B,(v),
fiir jedes 8 >5, »>> 0, N» —» 0o, wobei im Falle eines_geraden (also
durch 4 teilbaren) d die Zahl » von der Form a -+ bVd mit ganzen
rationalen a, b ist.
§ 5.
Abschitzung von & (¢4 2u, ¢’ -+ 2u’) in §,.
Zunichst untersuche ich die in (3) auftretende Summe
g&rted

2ats ——
9(7,1)~“~‘26 e g

emoda

hierin ist y vom Nenner a, i irgendeine Zahl des Ideals %, und p durch-
lauft ein vollstindiges Restsystem (moda). Es wird

. e ig @ Mletay+i) gﬁsf{f_i?'_glttf-_}
d N ‘a
(@4) 18(aP=) e o= D ‘
emoda cmodan rmoda smod a
gaig Zrted AL
- g'e vd Vd
rmoda omoda

In der inneren Summe hat 2zy = g als Nenner das Ideal a oder einen
Teiler von a. Ich unterscheide drei Fille:

1. a enthalte verschiedene Primidealteiler. Dann gibt es eine Zer-
legung @ = a, a,, (a,, ¢;) = 1. Es existieren zwei Hauptideale (&) = a, f,,
(&%) =agfs, 80 daB (f,fy,a)=1 ist. Durchlaufen 0,, 0, vollstindige
Restaysteme mod g, mod g,, so durchlinft o = o, e, + o, @, alle verschie-
dene Reste moda. Es wird

2xi S (295t 030m) f 22i8 LTS j_?-a, ; 02-/3;9—1

L1 a'_ﬂ T
CODPES)D P I J S
o -1 o3

Gy (7’

und die Nenner von B, und e, sind a, und a, oder.Teiler dieser Ideale.



Additive Theorie der Zahlkdrper. 1. 15

2. o ser Potenz eines Primideals: a = p*, £ > 2. Es gibt ein Haupt-
ideal (&) =pq mit (p, q) = 1. Durchlaufen die Zahlen o,, o, vollstiindige
Restsysteme modp, mod pf~1, so durchliuft o=:o0,«* 1+, ein voll-
stdndiges Restsystem mod a; und es wird

225828 Slf’xa “ltogp 2 ’Sﬂﬂf - souz" 'p

20) Je ¥ ZZe X Y.

m

wo «*-18 den Nenner p oder 1 hat.

24988

3. a sei ein Primideal p. Daunn ist 2 e 'Y=0, wenn g den
Nenner p hat, = Np, wenn f ganz ist").a

Aus diesem letzten Fall 3 ergibt sich mit Riicksicht auf (25) und
(26) fiir beliebiges a

23:682‘&
(27) Ze V& _ 0 fifr nicht ganzes f, = Na fiir ganzes f.
omoda .
Offenbar gilt dies auch fiir a = 1.

In (24) hat nun y den Nenner a; die Zahl f=2ry ist also ganz
nur fiir a{2z. Da 7 alle Reste moda durchlduft, so ist a|2z hochstens
fiir N2 = 4 Werte von t. Die inners Summe bei (24) ist also fiir hochstens
vier Werte von 7 von ( verschieden und dann = N a; also ist

(28) G(r,)['S 4Na,  |G(r,4)|<2VNa.
In (8) trenne ich von der rechten Seite das Glied 4 = 0 ab und schreibe

s vy Lried

29 S, == e Ve N'e vé :
(29) lii.i’o 2

q
dann ist nach (28)

( ” ..?.:) X

(30)  |&]SVFaTe = aVFa Y emsw,

= ‘z*o n;ﬁhrﬁ
wo

% o1 n 1

(1) ~7Se= aSe=’

gesetzt ist. o und o sind positiv wegen Jw >0, Jw' < 0.

1% Vgl. Hecke, R.
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Es sei ¢ > 1 die Fundamentaleinheit von K. Sind p und ¢ irgend
zwel positive Zahlen, so gibt es eine ganze rationale Zahl m derart, daB

32 L,<-2 em [ 1 pm
( ) 10 ‘/p—q 10 \/pq

ist, wo L, (wie auch weiterhin L,,, ..., L,,) eine positive nur von K
(und weiterhin evtl. von s) abhingige Zahl bedeutet.

Bekanntlich liegt in jedem Ideal a eine Zahl « == 0 mit
(33) |Ne| < L, Na.
Aus (30) folgt fir dieses «

lv

18| <2VFa Y e =,

0jA%0

wo 1 alle ganzen Zahlen = 0 durchliuft; also, wenn in (32) p = —

q= —15;,; gesetzt wird, wegen (32) und (33)
o

~ L 22 ‘/"” 84
(34) 18, L2VNa D e
0|izp0
Es sei nun » eine ganze total positive Zahl, fiir welche die Funktion
4, (v) abgeschitzt werden soll. Offenbar ist 4,(¢®v) =4, (), ich darf
also- okne Besehrinkung- der- Allgenreinheit- wegen (32)
(85) L, <

» I

VN7’ \/ Nv

voraussetzen. Ferner sei N»>d". Ich bilde die in § 3 beschriebene
F-Zerlegung mit M =VN» >d. Es sei (y,y’) ein Punkt der zu dieser

F-Zerlegung gehorigen Menge € und o der Nenner von y. Liegt danu
u, w') in §,, so ist, wenn

_ 0y @y Gy @,

u—y=0, u’~—y'=@’, y =

T b, @y + b,y w,
gesetzt wird, nach (19) und (21)
86) @< vd , 10 <L vd — (w,%')in &),
( ) ; lw!b1°-’1+bew2n4/—m 1 ¥_[b1“’1’+ba‘°&“vN” ( 7)
(87) |0| < ——r— 10| € —— ((w,u')in ®,).
\/Na'\/—; 2y Na Y Nv
Es sei

PR t = -~i:,
(38) { VNy’ Vi

w=1t1+20, w=t+2606,
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dann ist Jw >0, Jw' < 0, und nach (31)

L 1

L =

”=% IVNL“: v,z%,lwv
Vi 1 e ) !

N T8 Ay 748

Aus (36) und (37) folgt

/

w,<LmNﬁVNvV1 +40° ; _ 140"

Vyov
. Na (b @, + by @,)° /3, w1+}§";§ i
L13 | N (b, oy "f‘bewe)T. VN» +4 ]/ +4d
< fir (u,w’) in &,
Llsl/\/Ny+1l/ + 1 fiir (u, ') in &,.

Nun ist aber Na < M =VN» und ebenfalls
(byo, +b,0,)" <VN», (b0 +b,0;)° <VN»,

sowle
Na|N (b, w, +b,w,).

Bei jeder der beiden Mﬁglichkeiten fir die Lage von (u, »’) folgt also
(39) =< L,

\/vv' =

Setzt man in (84) 1 =m w, + 7 w,, so steht rechts im Exponenten eine
negativ definite quadratische Form in m und #; und mit Riicksicht auf
die Abschitzung (89) folgt daher aus (84)

B (T
|8, | L L, VNae " ¥o,

Aus (29) und (3) ergibt sich also: Liegt der Punkt (%, w’) in §,, so ist

—Lm"vv
o Na
10) 9 (t+2u, ¢ +20") = FL0 A < Ly;
darin ist gesetzt ¢ = — ¢’ --7~-~, w=t+2(u—1p), w=1t+2(u —y),
= - I, v="gl
v \/E v NEi
Sehreibe ich G'(y, 0) = G(y), so ist nach (28)
@(7) 2
4 < -y
( 1) Na | = \/Na’

Mathematische Annalen, 87. 2
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aus (40) folgt demnach fiir natiirliches s*

~Ly Y v
: Gy Y e V¢
(42) 79 (t+2u t +0 )h(i;v(:;\/w‘—') +H2~ T g {He ng‘:)
may (Na'ww’ )*?
wo (u,w’) irgendeinen Punkt aus §, bedeutet.
Nun ist
ww — k4

Na \/d\/NvNa]ww']
daher gilt, weil die Funktion z%e—* fiir festes a > 0 im Gebiet z > 0 be-
schrankt ist, fiir 8 > 4

..L"‘W 3 _
] Na <L Nyt 1_
(N lww'l)%m " (Nt
a
also
.‘." RAPEE I X
4 4 ’
w0 [ F i S
8, (Na|ww'))? *w-“(zv +4(”’?))(?\“;"’4<" =)
8
Nt
= Luo Far

Aus (23), (42}, (43) iolgt nun

A,(w)w«\-/%e- ‘-‘2 ‘U' G(r) 5 fdudu _}_Hszws}
2

IHSI § L-zo;

wo iiber alle y der F-Zerlegung summiert wird. Die Anzahl derjenigen
Zahlen y, die ein __f_ggxtes Ideal a zum Nenner haben, ist ¢ (a) < Na; ferner
ist NaXM=VNv», und daher

! 1
D yasS 2 5 <InlogNr.®)
y Nag YNy

Folglich gilt fir s 25

J'UQS*——-

(44) A,(r)-—:;}ie fo Gm - ‘qudu '+ H, Nv“ IOngj,

Il!

Iﬂil—s—Lﬁ‘

*) Dies folgt aus der bekannten Relation 2 1=0 (x) durch particlle Summation.
s war Nv>d*, Noga
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$ .
Abschiitzung der Vergleichstunktion.

Es sei (y,y") ein Punkt der F-Zerlegung. Ich umgebe ihn mit dem
Parallelogramm

w=y+ao, tya, W=y zol+yol,
1 1 1
——-Qéx(f,'*%—“a, mggy‘\“f*q'

Von diesem lasse ich denjenigen Teil fort, dessen Punkte denen von G,
kongruent (mod 1) sind. Das iibrigbleibende Gebiet werde %, genannt:
R, und ¥, zusammen heifle £,. In diesem Paragraphen soll die Reihe

(45) Sy=-- 1 (8= 4),
N (w—20))?
in der 4 alle ganzen Zahlen von K exkl. O durchléuft und
(46) w=4+2(u — ) =-.—-"~v~ 26, W=t 42U ~p)=— ;}i,-pze’
gesetzt ist, fiir alle Wertepaare (u, w’) aus E, abgeschitzt werden.
Nach (46) ist

47 Nw—20)" -{y, Feo—i7)(y, 468 =1)).

Ich werde zunéchst beweisen: Fiir jeden Punkt (%, »') aus E, und
jedes ganze A== 0 ist ‘
(48) max (| @ — 4], 10 —i']) > L.

1. (u,u') liege in M,. Fir jedes ganze A=1 o, o=+ 0 ist
mindestens eine der .beiden Zahlen 'l |, |l,| =1, also mindestens eine
der beiden Differenzen (= — I,|, |y — ly| = }; wegen
O —i=(z—b)w,-+(y — ), O — 1= (2 —1) o]+ (y—1) g
ist demnach max (| @ — 4|, |®' —1"|)> L.

2. (u,u’) liege in dem Teil ®, von F,. Dann ist nach (19)

: . 1 T 1 T
(49) r9~3§211§“gﬁﬁg>lﬂ*§s @ =4[ |d|—,.

Nun ist 1 ganz und = 0, also (14| =1, max ({4}, 4'[)21 und
nach (49) max (| @ —1],16'—2")> 1.

3. (u, ') liege in dem Teil & von &,. Dann ist nach (21)

a4 ’ 7 ¢ \/3-
16 —22]4]— Vi, o= ¥|z|¥|~

ibimx-*—bzm,%\fﬂf ibgw{+bemi,lm,
PA
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also nach (20)

O— il +]0 = 22|+ |1] - e

NavM
Fir |1 +'4|=>2Vd+1 folgt hieraus max (|@ —il, @ —i')) =}
ferner sind wegen ' © 0’| < <+ d ~ 1 die Differenzen @ — 4 und 0 — 1’

nicht zugleich 0, so daB fiir die endhch vielen 2 mit |4+ [4' | <2Vd+1
eine Ungleichung max (| ® — 1|, | 0" —1"|) > Ly, gilt.

>+ —2Vd.

In jedem der drei betrachteten Fille galt eine Ungleichung der
Form (48); also gilt (48) allgemein.
Die Anzahl der Losungen der Ungleichungen

EL1O—Al<k+1, 1Z10-1|<i+1

in konjugierten ganzen Zahlen 1,1’ ist nun kleiner als L,, (vgl. den
SchluB von § 2). Mit Riicksicht auf (47) und (48) folgt

(50) 8,S Lo |t S A
(ﬂz L“) 2 (vm
< L27Nv .
Aus (14), (45), (50) folgt

+22m~i

2 1)2 L= R

2 L) x‘Sﬁg 5
(51) ——=— T STINui Vi H,Not, | Hy| <Ly,

3, -e(ﬁ)dT peo
w?w r 5

fir (u,w’) in E,.

pole

§ 7.

Schlufl des Beweises.

Durch die Substitution =y - &, ' =y’ 4 @’ fiithre ich in (44)
6 und @ als Integratmnsveranderhche ein. Dadurch gehen die Gebiete
%,» R,, B, der uu'-Ebene in Gebiete §,, R,, E, der @ O'-Ebene iiber.
Dann smd die Punkte von. E, denen des Fundamental Parallelogramms E
kongruent (mod 1). Jeder a.uBere oder Rand-Punkt von §, hat von dem
Nullpunkt © =0, @ =0 nach den Eigenschaften der F-Zerlegung

. I 1 - L]
mindestens den Abstand = . Folglich ist nach (41
eVEN:  2vNsyNe @ ° (40
und (46)
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G( ) 8 —eniS:T: , ‘+t +»
2 2) ' Tt 4646’
> G peeaeisnye ]|
®’ ¢ ~o__ T 1 | ) ‘
7 W w Y {(m_r49a) (_ﬁ_;+49
_: 3 _
nggNa SNVQ dz —
]
Fir ¢ > 2 18t aber mit Riicksicht auf N g _S_ M VN«
4,—— 1-2
(59) [#  gn, (%)
e g e V¥a
E;f}’;‘:( + 2%)
(52) und (58) liefern
—Inis—- 9/e
G( ) ve ' “‘(“"") / 1
(Moléfff S LT LR W P L
w?w? ? Nt 4
Nun mt aber fiir s 2> 5
_— 1 ) ¥ 10
(85) 2“"1 =S Z‘Y ) '3<L33N’,; )
L ‘Vaﬂ 4 N(I(\\:V: Nn-‘
es folgt also aus (44) wegen (54), (55) die Gleichung
ve : PPPYSdlsd.dl
1T ' G(r)\'e Vi ,
s0) A=t N I [ () - asas
’ E; w w"

$ 3(e 3.1
+H‘szlogNr—l-H,Nr"'(rl)ﬁ‘},

|H (S Lags  [Hy| S Ly
Ich trage nun im Integranden die rechte Seite von (51) ein und
erhalte.

‘sv(y+0)
N ,
(57) ff @y i6a6
| i3
L5 ,ll“-#_’__?_) _’“‘sr(rﬁ-e)
]

= 1!' G(?) J‘fz “ le ﬁ e vé dedet
Iﬂ(a)d ’ I p>0

19) Vgl 1),

+H,i%(—?! Nv .
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Der Integrand auf der rechten Seite dieser Gleichung konvergiert
gleichmiBig fiir alle @, @'; ich darf also gliedweise integrieren. Er
dndert sich ferner nicht, wenn (@, ©') durch einen (mod 1) kongruenten
Punkt ersetzt wird; ich darf also iiber E an Stelle von E, integrieren.

Es 1st aber
(ge— v)()

- :_3‘_1 nis%tt -2:11}8:,';},; 2at8"
(58) DINu® e Ve “d”e g6 de’
o .

pneo

i }
TS~ LY ~z-zzS—-—

:Va_e \d sz e \d
und nach (41) fir s > 5
VGG I willR <l
EALIIED W NS N S
’ | 7 ]\702

Aus (56), (57), (58), (59) folgt fir s = 5

W) A T 3 )

(59)

|Hg!| < Ly,.
In der Summe 2 durchléduft y ein System solcher (mod 1) inkon-

gruenten Zahlen aus K deren Nenner a eine Norm Na < VN» haben.
Hebt man letztere Beschrankung auf, so dndert sich die rechte Seite von
(60) um eine GroBe vom absoluten Betrage

&

3 L anm

Nae>VNv A aé‘

-1

ol

(61) < L, Nv

Ferner ist nach (35)

v 1 v’ 1
LA LA .
VN» < Ly, \/Nv Ly,
also nach (38)
_niS—v_t—_‘ -—ni( T f_._>
LR P I B e [
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gilt, so folgt aus (60), (61), (62)

63) 4,00 = ”SN”T,; 2(%’;’) B E~:—0(Nv§_1>;
r(g)e

in der Summe durchliuft y ein vollstindiges System (mod 1) inkongru-
enter Zahlen aus K, d. h. ein vollsténdiges System von solchen Zahlen
des Korpers, deren Differenzen nicht ganz sind. Diese unendliche Summe
nenne ich die & - Rethe; sie soll im folgenden Paragraphen ndher unter-
sucht werden.

§ 8.

Summation der & -Reihe.

Zunichst wird die © - Reihe als unendliches Produkt geschrieben.

Setzt man fiir festes ganzes » und natiirliches s

' &
—-nis—:‘___

Z(G(a)) v

wo a ein ganzes Ideal bedeutet und 6 ein vollstindiges System von ¢ (a)
mod 1 inkongruenten Briichen mit dem Nenner a durchlauft, so ist fiir

§=5
&= H(a)

hierin durchléduft a alle (ganzen) Ideale.

Es seien a und b zwei teilerfremde Ideale. Durchliuft » ein voll-
stindiges System mod 1 verschiedener Briiche vom Nenner a, 4 ein voll-
stindiges System mit dem Nenner b, so durchliuft u = x 44 ein voll-
stindiges System mit dem Nenner ab. Folglich ist

ru 21531‘("'{*1)
N . G (n)\® \/d G(x+41) vd
(64) H(“b)_%v(NaJ € “‘2< Nab ) :
In
PPN Lk
G(x—+4)=De vd

setze ich ¢ = ¢ 47, wo o ein vollstindiges System mod a inkongruenter
durch b teilbarer Zahlen und t ein vollstindiges System mod b inkon-
gruenter durch a teilbarer Zahlen durchliuft; dann wird

n n+Tr82

(65)  Gx4+4)= Ze V4 = G(x)G(2).

omoda Tmodb
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Aus (64), (65) folgt

'S wi
2niS

H(ab):é’(%?)k V2 Z(G“)) Vé— H(a) H(b).

Demnach gestattet (fiir s > 5) die &-Reihe die Produktzerlegung
€=IJ(v), JW=1+H@)+HEP)+.... ™)

wo p alle Primideale aus K durchlauft.
Bei der Berechnung von J(p) behandele ich zunichst den Fall p | 2.
Es sei a eine natiirliche Zahl und 6 eine Zahl aus K vom Nenner p4.
Ist dann x» ganz und nicht durch p teilbar, so ist?!)

B i a
G(x0)=(2) 6(9),
wo (%) das quadratische Restsymbol bedeutet, und daher

vxd

—2x¢8

(66) H(pe) = (G_@.) 2 (3:)“6 va

»

hierin durchléuft » ein System von ¢(p%) mod p¢ inkongruenten zu p
primen Zahlen. Ist @ > 2, so durchlaufe g ein vollstindiges System von
Npe-! mod p2-! inkongruenten Zahlen, x, ein reduziertes Restsystem
mod p; ferner sei m eine genau durch p' teilbare Zahl und x=x, -} np,
dann ist

vxd ymyd s

2(%)“6 2uSVd :2 (%yzs 2718 T 26—2,—:;,5' ‘/_%_
Nach (27) ist nun 2 =0 f;ir peife, ) = Np““l fiir pe—1,»; also
x\%¢ —2::1,8:/—”:(1 ) a3 Jp v;%é

(67) ”Z' (;) e | =0 fiir ps? _I_,,y’ =Np“'“1x2‘1 <_b_> .

fiir pe~!|». Dies gilt auch fiir a =1.
20) Nach (41) ist

| H (a) [g_(‘/—;__f)’zva,
also .
I -1 € —2—,
Np® 1

so das II'J (p) fiir 825 absolut konvergiert.

81) Vgl Hecke, R.

) Sind ¢ und b zwei Ideale aus K, so bedeutet das Symbol @ + b, da8 b
nicht durch a teilbar ist, also das Gegenteil von a|b. Geht ein Primideal pin b
gensu zur k-ten Potenz a.nf, go wird dies (nach Hardy und Littlewood) durch p*|b
bezeichnet,
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Im Falle pe-!|» (der fiir @ =1 stets vorliegt) ist noch 3 zu be-
rechnen. Ist auch noch ps|», so ist v, & ganz und daher

(68) xZ (:;_1>a3 6_2" _2 ("z)“‘

also =0 fiir ungerades as, =Np—1 fur gerades as *%); ist dagegen
pe+ », so hat »»,6 den Nenner p und es ist

»x, 6

(69) Z (%) "o Ve G(— v6) fiir ungerades as,

1

= —1%) fiir gerades as.
Aus (66), (67), (68), (69) folgt
(70) H(pe)=0 fir po-t+w,

-_-_-Np“"‘i(%é})‘@(- »é) fir pe-1|», as ungerade,

= '—Np“-_l(%(%)’ fiir pe-1]|», as gerade,

= 0 fiir p%|», as ungerade,

= Nps-1(Nyp — 1)(G(6)) filr pe|v, as gerade.

a
Nun ist fiir gerades o die GauBsche Summe G(8) =N p?. Ferner
a-l
ist fiir ungerades a, wenn 4, eine genau durch p % teilbare ganze Zahl
a—1 : :

bedeutet und i, ein Bruch mit dem Nenner p * ist,

a—-1
G(8)=Np ¥ Q(i)9) *)
und

G (— v8) = G(— vil18) = (%1) G(—A28)  (pot|»),

also fiir ungerades a8 und pe-1|»
a-l a-!

o (8ot () (S I )

Ny " Np*

N quadratmche Reste und sz— 1 Nichtreste mod §.

) Es gibt
24) Wegen ,p-{—x, und (27).
) 'Vl Hecke, R

s0) Naohi{24), (27) ist

G(=A18) G (L) =1G () ' =Ny.
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Mit Riicksicht auf (71) geht (70) iiber in
(72) H(pe)=0 fir p*-'+» und fiir p®/», as ungerade,

l§v> (G(zfa))‘-lN A fir ga-t
== e ir pe—!]|», as ungerade,
( p VNp ’ bl 8
2 Py _al(s=2)
= — (%ﬁ) Np °® " fiir pa=1|v, aungerade, s gerade,
v :

a(s—2)

= —Np ®  fir po-t|v, a gerade,
2508 _ae=-2
= (9_(‘-_,1__Q) Np @ ' (Np —1) fiir p¢|», a ungerade,
VNp
8 gerade,
als—2)

=Np ¢ —1(Np—1) fir pe v, a gerade.

Nun ist, wenn kurz 1,6 = 4, gesetzt wird, 4, vom Nenner p und

am'se—’i_’i 1 —2rti$£f,—f-1
)= Y, (GHey=2e ¥,
o mod p emodyp
also
G (8)\* ~1\ |G (&) " —1
™ (G - G e~ (5,

Fiir gerades s folgt aus (72), (73): Geht das Primideal p + 2 in »
genau zur 7-ten Potenz auf, so ist

(1) I(p) =1+ 3H(p)

" al a (8—2) n+1s (n+1) (s—2)
Np—1 -1\, -%k® g —mELETD
=14+ 5L 3 (50) Ty -(5) "My

a=1

-5 5(5)

Fiir ungerades s folgt aus (72), (73): Geht p in » genau zu. einer
ungeraden Potenz n = 2k -}-1 auf, so ist

: k
(75) J(p) =1 +2Np-b(a-—2)—1 (Np — 1) — Np” (k+1) (s~2—1
b=1

k

1 1
= (1 - Nvl-l) 2 pr(.;z) ).

b=0
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geht aber p in » genau zu einer geraden Potenz n = 2k auf, so ist

=1 R+l =9 +1

k —
(76) J(p)=1+ng-b<’-2)—i<Np—1>+(%1)(:pl)“’ Ny’

$—1
k-1

| )
-5 S ()

wo 4, einen Bruch mit dem Nenner p* bedeutet.
Fiir gerades & > 6 ist nach (74)

1 2
J (p) > (1 - ,_"*) ’
. .1
Np?
also, wenn [z die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers K bedeutet,

¢rr) IV () >II<1----)>¢ (2 -1)2 )

pi8 pta Np?
und fiir ungerades & >'5 ist nach (75), (76)
1
J(p) 21— —1,
Np ®
@) w2l (1-—=)> (55Y) 2 e @)
pi2 y+32 Ny 7

Wegen (77), (78) liegt die &-Reihe dann und nur dann zwischen
zwei positiven von » unabhingigen Schranken, wenn dies fiir J (1) gils,
wo | einen Primideslteiler von 2 bedeutet. Ferner ist nach (74), (75), (78)
J(p) stets rational und fir p +»

(79) J(p) =] — — fiir gerades 8,
sz‘
-1
((—1) 2 v)
? .
=14 e fiir ungerades -s.
Np®

Fithrt man zur Abkiirzang die folgenden Zetafunktionen mit Charakteren ein:

1 v —y
Lile) = ZL} £a(8) =Z@ AOEPN &)
Na* '’ 3 =~ No*' AL A L
*) Fr k=0 ist i, =1 und -J(p) gleich dem Atiedruck ‘in der gdichweiften
Klammer réohts.




28 C. L. Siegel.

so ist nach (79), wenn ¢,, ¢,, ¢;, ¢, rationale Zahlen bezeichnen, die
zwischen zwei positiven von » unabhingigen Schranken liegen,

)  IIm)=—%
p+2 CK(‘2‘>

= fiir s=2(mod 4),

a(3)

«i ("3

R CE O fir $=1 (mod 4),.

g—1
qi(50) _
= ————>— fir 8=23 (mod4).

Tg(3—1) |
Die Summation der ©-Reihe ist damit zuriickgefiihrt auf die Ermittlung
der Werte der Zetafunktionen und die Summation von J(p) fir p =1[!2.
Das Primideal | gehe in 2 genau zur c-ten Potenz auf, in » genau
zur k-ten. Es sel a eine natiirliche Zahl, und zwar >k -+ 2¢ + 1 fiir
gerades k, > k- 2c¢ fiir ungerades k; ferner sei 1, eine genau durch

L1

fir s =0 (mod 4),

teilbare ganze Zahl und J eine Zahl mit dem Nenner [*. Dann ist

(81) G () =NI[%]_°G(135). 29)

Es sei 1, ganz und genau durch [*7*7! teilbar; ¢ durchlaufe ein voll-
stindiges Restsystem mod [¥**, »x, ein reduziertes Restsystem mod ["~*7*;
dann durchlduft » = 1, 0 4 %, ein reduziertes Restsystem mod [°, und es

gilt_nach (81).

v (hg o+xl) 6

| —2g ’”‘6 —2nt S
H() - 3 (G0 —22(6’“ =i .
NI L2 %
vald e 1'7206 "9)
__2( G (4 %,9) ) va Ze \F
A\ [2.]+° ¢

Die Zahl v4,0 hat den Nenner [; folglich ist ¥ = 0 und
e

k4 2c+1, k gerade,
82 H(1*)=0 fi >
(82) () o az{k—l—Zc, k ungerade.
) Vgl. Hecke, R.
) Ks ist 2 [—g—] —2c+a—lc—1-—ago,.also i} 2,8 ganz und

G (A} (Ao + %) 8) = G (A %, 8).
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Daher ist J(I) eine endliche Summe; und da ferner H (I*) fiir jedes a
rational ist, so ist J(I) selbst rational.
Nach (41) ist
] R
(83) H (1Y) ] < (19 (—2~> —2"(1— 3;) NI (51,
Ni®
Nun ist N]=2 oder = 4, und nach (83) fiir s > 5, N[ =2

1 g8—1 2

(84) | D H(I LI 8 <t v
= =3 2a(§_1) 23—2(25“1_1> 27 1
and fiir N{ =14
(1 3 % 1 3.9°-2 3
(85) |£H(I )! éZ Zaz? Qu(s 2) 28 2(23 2 1)é7

Durchlauft ¢ ein vollstindiges Restsystem mod [, so gilt das gleiche
von @2 denn aus o7 = g7 (mod I) folgt o, = * g, =0, (mod ). Hat é
den Nenner [, so ist also nach (27)

2nzSe 27”596
G(5)=e 23 o

und daher auch
(86) H(l)=0.

Zur Bestimmung von H (Ig), H (IB), ... erscheint es notwendig, auf
arithmetische Eigenschaften der Basis von K einzugehen. Der Kérper K
werde erzeugt durch die Quadratwurzel aus einer quadratireien natiirlichen

Zahl m > 1. Ist dann m =1 (mod 4), so ist ( , lf—ziﬁ) eine Basis des

Kérpers K ( Vﬁ) mit der Grundzahl d = m; ist aber m = 2 oder = 3 (mod 4),
so hat der Kérper K (Vm) die Basis (1, Vm) und die Grundzahl d = 4 m.
Ich unterscheide drei Fille:
1. m=5 (mod 8). Dann ist [ =2 Primideal in K (Vm) und
nach (85), (86)

(87) JH21—2=2.

2 m=2 oder = 8 (mod 4). Dann ist 2 =1 rQuadra.t des Prim-
ideals [ in K (Vm). Die Zahlen e=0,1,Ym, 14 Vm bilden ein voll-
sténdiges Restsystem mod I°, und es ist ¢?=0, 1,0, 1 oder =0,1,1,0

(mod 2). Fener bilden die Zahlen 3~ 1, 1_+2l/ﬂ oder =17, 1/%”— ein
vollstandlges System von (p([ ) mod 1 inkongruenten Briichen vom
Nenner 1°, und es ist |
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.99650,—;—,0,—;— und =0, 1+2‘[m,0, 1+2‘/m (mod 1)
oder
0?0 =0 0 und on V™ 0 (mod 1
— 32, 23 n — ’ '2 ’ (mo )'
Folglich ist
1A 14+ ym . ym .
a(%) =1, G<~—-é~—>_0, G(--Q-—)_o,
also
—enq 1_’1’_ At o v
H()—e V"
Die Zahl H (I°) ist also — +1 oder — — 1, je nachdem in
V=, +n,_,v%

der Koeffizient n, =0 oder =1 (mod 2) ist. Fiir gerades m, ist daher
nach (84), (86)

(88) JO=1+1—-V2=2-V2.

Fir ungerades n, 1aBt sich aber » garnicht als Summe von Quadraten
ganzer Zahlen darstellen®’). Dann geht ferner [ in » iberhaupt nicht
oder nur .in der ersten Potenz auf. Wegen (82) liefern daher alle zu
» (mod [°) kongruenten Zahlen 7 denselben Wert von J ({). Durchlauft
v eine Folge total positiver Zahlen mit Ny - co, so folgt aus (63) wegen

A,(i):
S=J() [[J(p)—o0,

p+e
also nach (77), (78)

J({)=0 (fiir ungerades m,).
Dasselbe folgt natiirlich bei direkter Berechnung von J(I).
3. m=1(mod8). Dann ist 2 =[I’ Produkt von zwei verschiedenen
Primidealen [,1". In diesem Fall 3 ist die Berechnung von H (I%)

(a=2,8,...) einfacher als in den beiden vorhergehenden Fillen; ich
will sie daher wirklich ausfiihren.

Zuniichst sei @ > 2 und gerade, 4, genau durch 12 " teilbar, A, genau
durch I". o durchlaufe ein vollstiindiges Restsystem mod[®"? x, ein
reduziertes Restsystem mod[®, also » = A0 & %, ein reduziertes Rest-
system mod[®. Dann ist, wenn § den Nenner [* hat, nach (81)

G (8) = NI%“G(zfo),

% In (a+b\/§;)9=a’+ b*m+2abym hat nimlich ym einen geraden Koeffi-
sienten; das gleiche gilt aleo von jeder Summe ganzer Quadratzahlen.
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also??)
288 an 2 2~uS Sqis’jl’-—el’ ’
I ACT) 7 G (A x,6 —~ TR
2= (D) 2(*(*“)) & 2
* * \ N2

Hierin ist 3’ =0 auller fiir [*"®|», und dann = N[°"®; im letzteren Fall
wird e
intS’“l

(89) R =2 "6 JEE T e

Nun sei ¢ = 2 und 6 vom Nenner [>. Dann ist

»
3 2::€Sk 8 97:;8—6— -—9::;5——-

G)=le YV =2(14e Y%, @(38)=2(1+e V9,
k=0

L 8

é 8
eniS— vé ~ne S — »d
Vd_ —-2xeS— \Id 2a¢S—

s
(-3)
= 2 cos’ (nS )cos 228 ———I.
vd vd
Aus (89), (90) folgt fiir gerades @ = 2, wenn & und 4, die Nenner [*

a
-— —] .
und {2~ besitzen,

(91) H(I*)=0 fir [* %},

P ){V2cos (nS
fiir (%7,

J etzt; sei ¢ >3 und ungerade, A, genau durch I ? teilbar, 4, genau
durch 1°. o durchlaufe ein  Yollsténdiges Restsystem mod ("™, x, ein
reduziertes Restsystem mod[®, 8lao x = 4, o + %, -ein reduziertes Rest-
system mod {®. Damn ist, wenn & den Nenner [° hat; nach (81)

a—8
| G(8)=NUT @(136);
fdlghah P) lap8
. , . ~g gl | —2aigtll
(92) H(I“):—-—-.Z'(%%i-‘;@)e “ 2 e V.
" ‘N1 B
.. \ . -1 (:8"‘
also = Onfiir 1°"° Ly, = 2“(6—8)(-.;*1) Z(ﬂ%t_"_) * 7:? fiir 1°7%.
*x e

) Vgi. die Ablefiting vor:(82).
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Endlich sei @ = 3 und 8 vom Nenner I°. Dann ist

2
T axisEd 2mS—"

G)=2e V=4e ¥,
k=0 :

8
(2”‘"‘9[) —2mns‘/— 27890 3 4nimeT2?
d

=927 %, vd E' Covd

nis=2?

=0 fir [*}(s—»), =2‘H Y fir %] (s — ).
Aus (92), (93) folgt fiir ungerades ¢ >3, wenn 4 und 4, die

a—3
Nenner [® und [ 2 besitzen,

(94) H((*)=0 fir 1"7° 4,
=0 fir [“®|v, [*4(s—98)),

s (s—vi?f)d

8 2nis
=2"“"’(“‘)e Vo gir 177y, (s —vdy).

(93)

ﬁll

1,8,5,7

In (91) kann 6 ~—( +‘/—> i"%g—z—‘/m gesetzt werden; dann ist

V2 cos (nS %) =1. Nach (91), (94) gilt daher fiir jedes natiirliche @ > 2

H(Ia) g . 2—(a—1)(§—1);
also mit Riicksicht auf (86) fiir s > 5

(95) J(I)>1—22-(“_1)(§"1)=1— .
) a=2 31 \/2
2 —1
Aus (87), (88), (95) folgt fiir jede der drei in Betracht gezogenen
- Moglichkeiten fiir m die Ungleichung J (1) >1— ‘7? dabei ist in den

Fillen m =2 oder =3 (mod4) die Zahl » in der Form a-—l—bVﬁ mit
geradem b anzunehmen. Wegen (80) existiert also ein nur von K ab-
hiingiges ‘positives L,,, so daB fiir alle total positiven ganzen »%?) die
&-Reihe > L, ist. Aus (63) folgt nun Formel (1).

Zu jedem 8 >5 gibt es daher ein nur von K und s abhéngiges
natiirliches L,, derart, daB sich alle total positiven ganzen durch 2 teil-
baren Zahlen, deren Norm > L,, ist, als Summen von s Quadraten ganzer
Zahlen darstellen lassen. Folglich ist fiir jedes ganze »>0 die Zahl

%) y =g+ bym mit geradem b im Falle m=2,8 (mod4).
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4L, v Summe von s Quadraten ganzer Zahlen, also » Summe von
s Quadraten ganzer oder solcher gebrochener Zahlen, deren Nenner in 2L,,
sufgeben. Fiir s = 5 ist dies der in der Einleitung genannte zweite Satz.

Die Berechnung der &-Reihe ist im Vorhergehenden auf die Be-
stimmung der Werte einer {-Funktion®®) fiir gewisse natiirliche Argumente
zuriickgefiihrt worden. Diese Bestimmung werde ich fiir den besonders
einfachen Fall 8 = 0(mod4) ausfiihren; dabei mache ich noch die Ein-
schrinkung m =d =1(mod8), da nur fiir diesen Fall die Gréfe J(I)
ausgerechnet worden ist. KEs sel 8 =4o.

Nach (74) ist fiir p 42, p"lw
J () -.=( o )(H- S Np,(,o_ﬁ . m_n).
femer ist naoh (91), (94) fiir p=1}2, " |y 34)

J(0) =14 (—1) ( 22““'”""*” 27*eY) fir > 0,%)

ax=1
=1 ﬁ.il' n==0.
Daher ist
1 .
&= ]I( )]I(1+T‘s‘;:i+---
b2 Iy Np
(=1 (—-1)° (—=1)°
u(ﬂo 1)) ( N[zn-1 + et N{n=DEe—1) - Wﬁ?ﬁi)'
Wegen
1
H( 80) = 2
+32 Np (1—#) CK('ZO)
folgt also
(96) N»2o-1Q = 1. Z:t Nt®e

(1-2%_") Eg(20) 1

wo t alle Idealteiler von » durchléuft und.sich das Vorzelchen vopn Nt
aus der folgenden Tabelle bestimmt: Es sei I°=g|», ['“ =8,|»,
(v) = 8,%,n;?) dann ist fiir®)

#) In den Hillen s Q(mod 4) tritt eine Zetafunktion mit Charakteren auf.
“)r Vgl.: die analoge Rechnung in der. bei %) ah; dritter Stelle zitierten Arbeit
von Hardy.

B T neel ist 2 0.

a=f

oty kit denrBEhon I+ » oder §. % v isind B, iodds ¥y durch 1 zm ersetien.
"’) Ist l+v oder-{" ‘g, 80 sitid: dié Bally §-~vtler--7. aunzusaitiefen.
Mathematlsohe Anmlen. 87 3
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%, |t, Vorzeichen +;

g +t, & +t, [I'|t, Vorzeichen -;
I4t, '+ t, Vorzeichen +;

2,'t, & +1t; U'|t, Vorzeichen (—);
g 1t, & +t, I|t, Vorzeichen (—)’;
g |t, I'"+t, Vorzeichen (—)"**;

L, [t, [+, Vorzeichen (—)°"!;

g, +t, I|t, I'+t, Vorzeichen —;

& +t, I'lt, [ 41, Vorzeichen —.

ovo 0o

© ® N>

Ist insbesondere @ = 8,-=1, also » zu 2 teilerfremd, so ist das
Vorzeichen stets positiv; in (96) steht dann rechts die Summe der 20 —1-ten
Potenzen der Normen aller Idealteiler von ».

Es bleibt noch (x(20) zu bestimmen?®®). Nun ist
T/ d) 1
(97) Cx(20)=5(20)2(7,);ﬂ,
n=1

o— h20 2 20
(98) £(20) = (— 1) R,

wo h®° die 20-te Bernoullische Zahl®) bedeutet. Ferner gilt fiir das
Bernoullische Polynom 8,,_,(x) *°) die Fouriersche Reihenentwicklung

(—1)°~ 1(2::)2" h%e 1 cos 2w N .
2 (26 —-1)! —{S,,,_ (z) + 20}22_”?.’_ (=21

n=1 n

(99)

nnd es ist

(100) (5)= 5 2 () eon 2= 49

) Vgl. H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen 1, S.134.
) Die Bernoullischen Zahlen werden durch die symbolische Formel
=1, (h+1)*=hr" (n=2,8,...)
bestimmt.
49) Fiir natiirliches « ist

E+1 k+1
Sy (2) = 0% 4 1% 4 ... (z— 1)k EFW)

k+1
41 Vgl. ¢. B, De la Vallée -Poussin, Cours d'analyse infinitésimale 2, 2. Aufl.,
Louvain- Paris (1812); 8. 871,

‘) Vgl 5. B. D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper; Jahresbericht
‘der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4 (1897), 8. 320,

(£=0,1,...).
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" (n'=1,...,d); dann folgt wegen (100)

aon S@L-IBHS

Ich benutze (99) fiir 2 =

_ 1 d\(=1)°"}(2x)"° hie
'“75,2'(?) 2(Ba 1)1, {S"“*( )+ zo} -
Es ergibt sich also schlieBlich aus (1), (96), (97), (98), (101)

(fiir d =1(mod8)) _
247 2(20)12(20—1) J&Z’i N0t

.(10;2) Ago(*) ~/ ty

{(26~1)1} d“"}(lw )k*"(ﬁs}"{?u}“ (m)sm-; %)

W=l
42:&3:!#“1
_ .ty
o ag— h%o e d n ’
e e S (@3
na=

wo _in V' das Zeichen £ die oben erklirte Bedeutung hat. In (102)

t)y
steht rechts eine rationale Zahl.

Gottingen, 15. September 1921.

(Eingegangen am 15, 9. 1921.)



