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(1) 

gefunden haben, 1/~l]t sich sinngem/~t~ erweitern, so da$ auch Probleme in 
der additiven Theorie der algebraischen Zahlkdrper zug~inglich werden. 
Allerdings scheinen die S/itze fiber die Zerlegungen natiirlicher Zahlen nut 
in total ~,eellen 8) ZahlkSrpern Analoga zu besitzen. Um die Methode klar- 
zustellen, beschr~nke ich reich in dieser Arbeit auf einen in rechnerischer 
Durehffihrung besonders einfachen Fall; ieh beweise n~mlich asymptotische 
Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen tier ganzen Zahlen eines reellen 
quadratischen ZablkSrpers als Summen yon Quadraten ganzer Zahlen des- 
selben KSrpers. Anwendungen der Methode auf allgemeinere Fragen, 
z. B. auf das Waringsche Problem in algebraischen ZahlkSrpern, mSchte 
ich in weiteren Arbeiten publizieren. 

Das Hauptresultat dieser Abhandlung ist: Es sei s eine natfirliche 
Zahl >_ 5, m eine quadratfreie natfirliehe Zahl ~ 2, K der durch ~/m- 
erzeugte reelle quadratisehe KSrper, d seinr Grundzahl. Es bedeute v eine 
total positive ganze Zahl aus K, welehe im Falle m =_ 2 (mod 4 ) o d e r  
m ~ _ 3 ( m o d 4 )  die Form a + b Y m  (a,b ganz rational) mit geradem b 
besi~z~. Dann is~ die Anzahl der Darstellungen" yon v als Summe yon 
s Quadraten ganzer Zahlen aus K 

8 

~t8 _N'v ~ 

F ~ g 

we sieh die asympf~tisehe Absehiitzung auf N ' r  -~ oo bezieh~ und ~ zwar 
yon v abh~ng~, aber doeh fiir jedes v zwischen zwei positiven, nur veto 
K/Jrper K abhiingigen $r gelegen ist. 

Daraus folg~ speziell f i i r s  = 5" Es gibt eine nut yon K abh/~ngige 
natiirliehe Zahl n, so dab fiir ~edes ganze total positive v die Gleiehung 

\ ~  / 

eine LSsung in ganzen Zahlen ~ ,  . . . ,  ~5 aus K besitzt 4). 

8) Bin ZahlkSrper heillt reell, wenn alle seine Zahlen reell sind; ein algebra- 
iseher ZahlkSrper heiB~ ~otal redl, wenn auoh die Konjugierten aller seiner Zahlen 
reell sind. In nicht reetlen Zahlk~rpern k~nn z. B. die Gleiekung xz+ ?]~= 1 ~t~tend- 
~ieh vide LGsungen in ganzen Zahlen haben, z. B. in K (V~---8), weft ~ - 3  y~= 1 un- 
endlieh viel~ LSsungen hat. 

') Der Satz ,Jede total positive Zahl eines quadratisehen Zahlk~rpers ist ~Summe 
yon vier Quadratzahlen desselben KGrpers ~ ist yon E. Landau bewiesen worden in 
seiner Arbeit: ~b~r die Zerlegun$ total positiver Zahlen in Quadrate; Nachrichten 
yon der K. GesellSehaft der Wissenschaften zu GS~tingen, mathematiseh-physikalische 
Klasse, Jahrgan~19~t9~ S. ~2,-3~q6..Ieh_ hahe~n~.elementaren M~tteln gezeigt, dab 
sieh jede total positive gauze ZahI eines total reellen K~rpers darstellen 1~115 als Summe 
soleher Quadra~ahlen des K~rpers, deren Nenner einem endlichen, nur yore KSrper 
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w 1 bringt den Anschlul~ der Untersuchung an Heckes Thetareihen. 
In w 2 wird eine Formel abgeleitet, welche im K6rper K der Funktional- 
gleichung der Lipschitzschen verallgemeinerten ~-Funktion entsprieht. w 3 
liefert auf Grund des Minkowskischen Satzes fiber lineare Formen eine 
fiir die ganze Untersuchung fundamentale Zerlegung eines zweidimensionalen 
Bereiches, als Verallgemeinerung der bei den englischen Forsehern auf- 
tretenden Fareyschen Zerlegung. In w 4 wird der Gang des Beweises 
skizziert, dieser selbst, soweit er die asymptotische Formel (1) betrifft, 
in w167 5 bis 7 geftihrt. w 8 triigt rein arithmetisehen 0harakter; dort wird 
die ia (1) mit ~ bezeiehnete GrSl~e, die in Gestalt einer unendliehen 
Reihe (als Verallgemeinerung der ,,singular series" yon Hardy und 
Littlewood) auftritt, in geschlossener Form summiert. Fiir den einfach- 
sten Fall 

m - -  1 (mod 8), s ---- 4 o -_-- 0 (mod 4), (~,, 2)=- 1 

ergibt sieh dabei 

A.~  . . .  C t '~  ( o - -  2, 3 , . . . ) .  

Hierbei durehlguft t alle Idealteiler von ~, die asymptotische Absehgtzung 
bezieht sich wieder auf N~ ..... ,co, und C ist die rationale Konstante 

C 4 d 
( 9 , ,7 1 )  ,, (~ ~ ,, . l ]t ? " Z '  ( d ) ( n ,  

" - 2"0- u S""-t d) 
n=l 

h ~~ die 2o - t e  Bernoullische Zahl, (d) das Kroneckersche WO Restsymbol, 
$2,,-1(x) das ( 2 0 -  1)- te  Bernoulli~ehe Polynom bedeuten. 

w  

Heekes Thetaformel "~). 

Es sei K ein reell-quadratischer ZahlkSrper mit der Grundzahl d; 
a sei ein ganzes Ideal, • eine ganze Zahl dieses KSrpers; es seien t und t' 
zwei Veriinderliche, die den Bedingungen : ~  ~. 0, : ~ t ' < 0  geniigen. Sind 
u, u' zwei Unbestimmte, a, a' konjugierte Zahlen aus K, so soll unter 
S(ua) (,,Spur yon ~a")  stets die Summe u a - t - u '  a' verstanden werden; 

~tspr6ehend sei S--(---~-F ~i. Diese Abkiirzung wird nut so verwendet 
, ~ l ! j  " 

�9 t ab]tw Wertevorrat angeh(Jren; vgl. meine Abhandlung: Darstellung total posi. 
tiver Zahlen dutch Quadrate; Math. Ztschr. II (192t), S. 246-275. 

b) VgL E. Heeke, Uber die L- Funktidnen und d~n Dirlnhl~ach~n Primzah]satz fiir 
einen boliebigen Zahlk6rper; Nachrichten yon der K. Gese|lschaft der Wissenschaften 
zu GSttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1.917, S 299-318. 

1" 



4 C.L. Siegel. 

werden, da~ kein Widersprach gegen die iibliche Bezeichnung S= ---- = + 
entsteht. 

tIeoke hat fiir die Funktion 

~i{!ff+e)"-t 

at,u 

die folgende l%rmel bewiesen")" 

a[,u 

(2) Z �9 e ; , e, N~-~-~ /~•  :, 

ol 
darin bedeutet ~ (wie fortan stets in analogen Fs da~ # alle 

alff 
Zahlen des Ideals a durchl~uft, und unter ~/-/, ]/~ sind die Hauptwerte 
zu verstehen. 

Ist ~ eine Zahl aus K und n das ganze Ideal yon kleinster Norm, 
fiir welehes das Ideal (7)lz ganz ist, so heil]t ~t der Nenner yon 7- Die 
ganzen Zahlen aus K haben also den Nenner 1. Es habe nun 7 speziell 
den Nenner a. Setzt man dann in der lrunktion O(t, t'; O, o)---v~(t, t') 

t=w+2r ,  t'=w'+2r' (~w>O, ~w'<O), 
so gilt wegen (2) 

S z i  z i  (3) v-"Z  " "  

o[ ~ ~ rood a a I;. 

darin bedeutet ~_~ (wie ~ortan ste~s in analogen FMlen), da~ ~ ein roll- 
rood 

stgndiges Restsystem modulo a durchlguft, und es ist beriicksichtigt 

worden, dat~ Iii~ a [i die Zahl ~ ;'~ ~, + 2 ~ ~) 7 ganz,  also S r + '2 ). o r ganz  

rational ist. 

6) Die Bezeichaung is~ der b~quemoren Sehreibweise halber etwas anders als in 
lee. cir. 5) und bei E. Hecke, Reziprozi~gtsgesetz und Gau~sehe Summen in quadra- 
~isehen ZahlkSrpern; Naehr~chten yon der K. Gesellschaf~ der Wissensehaf~en zu G5t- 
tingen, mathematisoh-1)hysikalische Klasse, Jahrgar~g 1919, S. 265--278. Die~ Arbeit 
wird im folgenden kurz mi~ ,Heeke, R." zitiert. 



Additive Theorie der ZahlkSrper. I. 5 

w  

Aufstellung der Vergleiehslunktion. 

Es seien s, w, w' drei Parameter, die den Bedingungen 

s > 1, ~w ~ 0, ~ w ' <  0 

geniigen. Es sei r o9~ eine Basis von K.  Bedeuten dana x und y 
zwei reelle Variable, so setze ieh 

= x % q- y % ,  x %  q- ym. 2, 
�9 , , w  ( a + i )  

$ : r l ~  ' . 7 :  - 

(4) u) + " ;  

in Z durehliiuft p alle ganzen Zahlen aus K,  flit welehe # q-~ total 

positiv,, d. h. lz + ~ ~ O, i~' + ~' > 0 ist, und N (/z -q- ~) ist die Norm 
(f~ + ~ ) ( / ~ ' q - ~ ' ) .  Daft die rechte Seite yon (4) konvergiert, wird so- 
gleieh bewies~n werden. Sie hat in x und y ie die Periode 1. Zugleieh 
mit dex Konvergenz will ieh die Entwickelbarkeit yon F ( x , y )  in eine 
absolu$ konvergente Fouriersehe Reihe 

(5) 

beweisen. 

Wegen 

gibt es zwei nur yon s, w, w', K abh~ingige positive Zahlen L 1 und L.~ 
(dieselbe Bedeu~ung haben in diesem Paragraphen L s , . . . ,  LT) , so dal~ 
das allgemeine Glied in (4) absolut 

ist r). Di~erentiie~t man fiir s :> 4 das allgemeine Glied yon (4) ein-, 
zwei- oder dreimal naeh seinen Variablen x und y, so erh~ilt man eine 
Summe yon 2, 4 oder 8 Gliedern, deren jedes eine Abseh~itzung der 
Form (6) gestattet. Ieh darf also annehmen, da~, iatls s ~> 4 ist, die 
Abschiitzung (6) auch fiir die absoluten Be~riige der ersten, zwei~en und 
drit~en partiellen Ableitungen des allgemeinen Gliedes in (4) gilt. 

Ohne Besehr/~nkung der Allgemeinheit sei r w~>-0 s), ferner 

~) Das allgemeine Glied ist ~ 0 nur fiir/x-~ ~ 0. 

d--v~" s) Es genii~t, %---1, w~ = 2 zu setzen. 
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/~ -t- r  die Relationen 

(s) 

und 

(0) 

C. L. Siegel. 

S e t z t  m a n  u =- a o h ~ b o).,, so folgen aus 

(a+x)og~ + ( b + y ) o ) : > O ,  a-; x > - -  ?)~(b-~y), 
o) 1 

co~ {(a + x)o); + (b + y) o);} = (b + y)((,~ o~; -- o)... o~;) 
+ w; {(a + x)o h + (b ~- y)e~,~} > (b + y) 1/d 

(a + z), (a--~-x)co;+(b--t-y)o)~>~O, b + y > - - o ~ ,  " 

o~.~{(a + x ) %  + (b-~- y)o)~} --(a -~- x ) (% o)~ -- % o~) 
+ w u { ( a + x )  eo; +(b-T y)o,;} > (a ~- x) ~/d. 

Von den beiden Zahlen a -~- x und b + y ist mindestens eine positiv. 

[%(b+y)t  + 1 Bei festem b -4- Y > 0 kommen nach (7) fiir a + x hSchstens ~1 

Werte < 0  in Betracht; nach ( 8 ) i s t  dann Z(/~-t-~)> ~-d-(b+y). Bei 
0)  1 

a + x > 0 kommen nach (9) fiir b-~- y hSchstens [~-:-(a+z)~--{- 1 festem 
t.~o,/ 

Werte < 0 in Betracht; nach (10) ist dann 8(#-~- r  ~ 

Folglich ist der Beitrag, den zur Summe (4) bei festem b + y > 0 die 
negativen a + z liefern, absolut 

< L~(b + y + 1 ) e-~'(b+v); 

ebenso liefern bei festem a + x ~ 0 die negativen b + y zu (4) einen 
Beitrag vom absoluten Werte 

< L~ (a + x + 1)e -L.('+~). 

Daher hat die Reihe (4) eine Ylajorante der Form 

Z 5 (a + x + 1 ) e -~(~'+~) + ~  L~ (b 4- Y + 1) e-Z,(~*~) 
a+x,>O b + y > O  

Diese Reihe aber ist gleichm~i$ig konvergent fiir alle z, y, also aueh die 
reehte Seite in (4). Nach der oben gemaehten Bemerkung gil~ dies im 
Falle s > 4 aueh fiir die Reihen, welehe aus F (x , y )  dutch gliedweise 
ein-, zwei- oder dreimaIige partieUe Differentiation hervorgehen. Das all- 
gemeine Glied von F (x,y)9) und (ira l~alle s > 4) seine ersten, zweiten 
and dritten Ableimngen sind abet stetige Funktionen yon x und y; folg- 

~) VgL ~). 
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lich ist $ '(x,  y) stetig und hat (ira Falle s > 4) stetige partielle Ab- 
leitungen erster bis dritter Ordnung. 

I s t s  > 4, so l~il]t sich demnach .F(x, y) in 
Fouriersche Reihe (5) entwiekeln. Setzt man e~ 
a ~ 0, so ergeben sich deren Koeffizienten aus 

i ~ o .~w(t~+~) 

f f z  = A,.,. = e,,+~ %,+u N ( #  + ~:)'-~ e ~a 
0 0 l* 

wo fiber alle ganzen/~ summiert wird. 
m~l~igen Konvergenz der Reihe daft 
man als neue Veriinderliche 

eine absolut konvergente 
= 0  fiir a < O ,  = 1  fiir 

2...ti(m~t+ny) 

d x d y ,  

Wegen der vorhin bewiesenen gleich- 
man gliedweise integrieren. Ffihrt 

ein, so wird 

~ ~ ~ O )  1 

~(z,y) 1 

- ~ s ~ ( ~ 7  "~') -~,,~s 

(,, + ~) {w -(  ,~.'.-,,,o;2} 

f f  ~.,~s _ 
/ t  

wo fiber das Bilcl des Einheitsquadrates der x y-Ebene 
integriert wird. Es folgt 

Jdudu '  A~n n ~ ~ eu %' 

~ q~ e d u  U,~- 1 e 

vff0 o 

~d~ d~' , 

in der ~ ' - E b e n e  

{~U r 

wo beide Integrale wegen ~ w  > 0, ~ u " <  0 absolut konvergieren. Also 
ist schlie$1ich 

- , - '  ( w , -  
g 

_ v ~ ( , )  (~-z~ 1 lo) 

~/-~ ~,.~-;~,, N { w _ ( m ~ _ ~ ) }  ~" 

~o) Die s- ten Potenzen haben die Bedeutung 

, s log( - ~-~--~ (w- l r~o~-n~)} )  
( _ 2 ~ i  { w _ ( m o ~ _ n o ~ ) l )  = ~ ,/-,i 

, 

(Fortsetzung der Fullnote lo  auf der nichsten Selte,) 
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( 1 3 )  

Dies trage ich in (5) ein; dann folgr wegen (11) 

. , ~ - ( m  o 9 - n ' a  I 
'--~ Va 

+| r '2" (s)d*-�89 e 

oder, da eo~,--~o~ eine Basis yon K ist, 
~.-,~ S ~" 

~ ' ~  s~(~"~) ~'~ (s) d '-�89 ~'~ 
( 1 2 )  ~_~-" N (~ --F ~)*-' e ,a _ * 

.,+~-o (2~)** ~ N(w-~)  

Wo ~ alle ganzen ZahIen aus K durchl~iuft. 

Die Formel (12) is~ unter der Annahme s > 4 bewiesen worden. DaIS 
sie  fiir jedes s :> 1 gilt, erkennt man folgendermallen: Es sol G ein g a n z  
i m  Endlichen gelegenes abgeschlossenes Gebiet der Halbebene 9 t ,  >" I .  
Dann gilt offenbar die Absehiitzung (6) des allgemeinen Oliedes yon ( 4 )  
be i  geeigneter Wahl der Konstanten L 1 und L~ gleichmiil~ig flit a l l e  s 
aus  G. Die linke Seite yon (12) konvergiert also gteichm~Big flit a l le  
des  Gebietes ~ ,  stellt also eine clor~ regul~re analytische Funktion y o n  s 
dar.  Die Gleichung (12) gilt demnach sicher dann fiJr s > 1, wenn d i e  
rechte Seite gleichm~iflig in G konvergiert. Wegen 0 < a r e ( w -  ) , ) <  ~ ,  

~t < a re (w ' - -  a') < 0 geniig~ es, gleichmiil~ige Konvergenz yon , 

+~,  + ~  - ~ #  ~ 9 ~ a  

Z 
t l ' l ' l  = t  - -  ~ 111~= - -  ~ 

zu  beweisen, l~un ist, wie geometrisch sofort einleuchtet, fiir jedes P a a r  
ganzer Zahlen k, l die Anzahl der L6sungen der Ungleiehungen 

k ~  m t o a + n a ~ - -  ~ w  i < k + l ,  

l <  mto~ + n ~  -- ~w ' [  < l + l 

in  ganzen rationalen m, n ldeiner als LT, so dalt (13) die gleichm~l~ig 
konvergente Majorante 

f x' - ' '  . 

k = l  | = t  k m l / f f i I  

beaitzt. 

( 2a t~  s s l o g [  2zt( { W ' - ( m t e a -  ~o~i)} 1 

rnit dora Hauptwert des LogariShmus. 
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(12) bildet die Verallgemeinerung einer wichtigen Formel yon Lipschitz 11) 
auf reell-quadratische ZahlkSrper. Fiir den speziellen Fall s -~  2, 3 , . . . ,  
x ~ 0, y ~ 0 ergibt sie sich auch aus einer noeh nicht ~ublizierten Formel, 
die mir Herr F. Bernstein im Sommer 1920 mitteilte. Diese Bernsteinsehe 
Formel hat reich zuerst zu den Untersuchungen dieses Paragraphen ver- 
anlal3t 1~). 

Setzt man in (12) x - ~ 0 ,  y = 0  und schreibt noch 2,  2' z an 

Stelle yon s, w, w', so wird fiir s >  2, ~w ~ 0, ~ w ' <  0 
S--1 

(14) .N,u i -  e ~/~= Y d~ 
z~s s" 

w 

Zerlegung  des Fundamenta l -Paral le logramms.  

In diesem Paragraphen schicke ich zwei Hiliss~tze voran. 

H i l f s s a t z  1. Es sei eo~, eo~ eine Basis des reellen quadratischen 
Zahlk6rpers yon der Grundzahl d. Es seien u und-u'  zwei reeIle Zahlen. 
Zu jeder Zahl L ~ Vd gibt es vier ganze rationale Zahlen x~, x~, Yl, Y:, 
so dal] die folgenden Ungleichungen gelten: 

( y ~  + y~ . . )  u - ( ~ o ~  + x,o~) I ~_-z-, 

( ~ '  + y ~ ; ) ~ ' - ( ~ ;  + ~,~;)t < ~z, 

y~ ~ + y~ ~ [ < L, I Y~ ~ + Y , ~  I _--< L, y ~  + y.~ ~ + o. 

B e w e i s. Die Determinable der vier linearen Formen in y~, y~, x 1 , x.~, 
die in den Zeichen des absoluten Bet rages auf den linken Seiten der emten 
vier Ungleichungen der Behauptung stehen, ist 

r r f f f J 

o~ co. 2 0 0 

' ' 0 0 0) 1 60~ 

_ -  ' -  co~;)  ~ d; 091 O9~ 

das Produkt ,der rechten Seiten ist gleichfalls d. Naoh Minkowskis Sstz la) 

ll) Vgl. R. Lipschitz, Untersuchungen der Eigenseha/ten einer Oat~ung yen un- 
endlichen Reihen; Journal fiir die reine und angewandte Mathema~ik 10~ (1889), 

S. 127-156. 
I~) Wie mir Herr Hecke mitteil~, hat er bei den Untersuchungen fiber seine 

Zetafunk~ionen die Formel (12) ebenfaUs gefunden. 
18) Vg]. H. YIinkowski, Geome~rie der Zahlen; Leipzig und Berlin .(B. G. Teubner) 

1910; w 37. 
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tiber lineaxe Formen gibt es vier ganze rationale Zahlen Yl, Ye, x~, x..,. 
welche den ersten vier Ungleichungen geniigen und nicht s~imtlich 0 sin& 
Wiire nun y ~ % + y o . w ~ = 0 ,  d .h .  y~ "--0, y ~ 0 ,  so wgre 

t d I + + o,0.)/< < 

also auch x 1 a2~ + x,~ eo~ = 0, xl ----- 0, x~ ~ 0, was nicht zutrifft. Also gilt 
auch die 5. Ungleichung der Behauptung. 

H i l f s s a t z  2. Es seien ~,~ und 70 zwei verschiedene Zahlen aus K 
mit den Nennem a~ und a~. Man deute (7~, 7;) und (70., 7~) als Koordi- 
naten zweier Punkte in einem rechtwinkeligen Achsenkreuz. Dann ist der 

Abstand dieser Punkte grSBer als 1 

/~1 a, a~ = ~h q % == % %, und %, c~.,, ,8~ fl~ Beweis .  Es sei 7~ = ~-~, ~'~= a~' ' - ' 

ganz. Dann ist das Quadrat des Abstandes 

Nun ist 

also 

(lo) (,St ~ -- ,8~ a::t) ~ (i8"a~--fl~a;)" (~t~--flgax~ g 1 I 

(zs) und (10) fo]  
2 

also die Behauptung. 

1 

Unt~r dem Fundamental-Parallelogramm E verstehe ich dasjenige 
Parallelogramm in der u u'-Ebene, welches dutch die Substitution 

l ca ~ x co 1 + y % ,  u '  = x eo~ + y e% aus dem Quadrat 

1 < x < + l ,  l < y < + l  

tier xy-Ebene entsteht. Von den Ecken des ParalIelogramms wird "nut 
alas Bild des Punktes (-- {,. - -  �89 der x y-Ebene mitgerechnet, yon clan 
R~ndern n ~  die an jenen Punkt anstoBenden. Ieh n enne zwei Punkte 
tier uu' .Ebane kongment  (rood 1), wenn sieh ihre Koordina~en urn kon- 
jugierte ganze Zahlen aus K unterscheiden. Jedem Punkt der u u'-Ebene 
is t  (:lann (rood 1) ein und nut  ein Punkt yon B kon~uent.  

Ieh zerlege nun die uu ' -Ebene  folgendermaBen in "Bereiche: Eine 
~ s ~  Zahl M > d sei gegeben. Mi~ ~ bezeiehne ich die Menge aller 
Punkte (r,  r ' ) ,  deren Koordina~en 7, 7 ~ konjugierte Zahlen aus K mit  
Nennem a, a / yon" einer Norm N a _ ~  M sin& 
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I. Ist (~,, y') irgendein Punkt der Menge !9~, so Iege ich um ihn als 

Zentrum einen Kreis ~r veto Radius 1 Zu verschiedenen Nennern a 

gehSren also verschiedene Radien. Nach Hilfssatz 2 schneiden sich diese 
Kreise nicht; sie lassen also einen Tell der uu'-Ebene frei. 

II. Ich betrachte die Menge ~ derjenigen Punkte, deren Koordi- 
naten y, ?' in der Form 

(17~ ~, , y~ ~o~ + y~ % y~ ~ + y~ o~ 
(x~, x.~, y~, y~ ganz rational, y, ~o~ + y~ o~.~ + 0), 

dargestelIt werden kSnnen; dies ist eine Teilmenge yon 2}~. Da die beiden 
Ungleichungen (18) nur endlich viele LSsungen in ganzen rationalen y~, y. 
besitzen, so gibt es fiir jeden Punkt yon ~J~ nur endIich viele solcher Dar- 
stellungen. Jeden Punkt (y, ~,') yon ~ umgebe ich nun flit jede der end- 
lieh vielen Arten der Darstellung in der Form (!7), (18) mit dem Rechteck 

Zu jedem (7, 7') von ~ gehSren also endlich viele Reehtecke ~ .  Jeder 
zu (y, ~,') kongruente Punkt (~, ~') gehSrt ebenfalls zu ~ ,  und "da ~ - - r  
eine ganze Zahl aus K ist, so sind die Rechtecke ~ den Rechtecken ~r  
paarweise (rood 1) kongruent. 

Zu jedem Punkte (u, u ' )  sind nun naeh Hilf~atz 1 vier ganze ratio- 
nale Zahlen x~, x~, y~, y~ derart angebbar, dal~ 

I u -- ~1~+x '% I < V~ 

o < + I < 

I 

! ? 

+ so geh6rt (r, r') zu und (u, u') ist. Setzt man dann ? = yl o~1 + Y ~ '  

liegt in einem Rechtecke 3~. Die Rechtecke iiberdecken daher a~te Punlcte 
der Ebene; eventuell zum Teil mehrfach. 

Die ganze Figur yon Kreisen und Rechtecken geht in aich tiber, 
wenn E in ein (rood 1)kongruentes ParaIlelogramm verschoben wird. 
Von den Rechtecken (oder Reehtecksteilen) ~r,  die in E liegen, lasse ich 
zuniichst diejenigen Stiicke fort, welche in die Kreise ~r fallen. Sehneiden 
sibh zwei der iibrigbleibenden Teile der ~Pt r in E, so lasse ieh ferner bei 
einem yon beiden das gemeinsame Stiick fort. Da nut endlieh viele 
in E IiineinfalIen, so erh/~lt man nach endlich vielen Schritten eine ein- 
lathe Uberdeekung des Fundamentat-Parallelogramms. 
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Es sei ~ eines der endlieh vielen Stiicke, in welche E bei dieser 
Uberdeckung zerf~llt. Dann ist also ~ Teil eines greises oder Rechtecks, 
das um einen ganz bestimmten Punkt (7, 7') tier Menge ~ oder ~ ge- 
legt ist. Diesem Punkte (7, r ' )  ist (rood 1) ein Punkt (~, ~') von E 
kongruent; eventuell koinzidieren beide Punkte. Ich verschiebe nun das 
Gebiet ~, indem ich die Koordinaten aller seiner Punkte um ~ - - 7  und 
7' -- 7' vermehre; das dutch diese Verschiebung entstandene, zu ~ (rood 1) 
kongruente Gebiet ordne ieh dem Punkte (~, ~') yon E zu. Dies fiihre ich 
fiir alle die endlich vielen Teile ~ yon E aus. Das Ergebnis ist folgendes- 

M ~ d sei gegeben. Die (endliche)Menge derjenigen Punkte yon E, 
deren Koordinaten 7, 7' konjugierte Zahlen aus K mit Nennern a, a' von 
einer Norm i r a  ~ M sind, werde mit @ bezeichnet. Jedem Punkte (7, 7') 
yon @ ist ein Gebiet ~y zugeordnet (,,umbeschrieben"), welches sich aus 
endlich vielen Polygonen zusammensetzt, deren Seiten Strecken oder Kreis- 
bSgen sind. Zeichnet man zu allen ~r die ihnen (rood 1) kongruenten 
Teile yon E, so iiberdecken diese Teile das Gebiet E liickenlos und einfach. 
~r enth~lt den Kreis ~ ;  der iibrige Teil yon ~y (wenn es einen solchen 
gibt) werde mit ~* bezeichnet. Irgenclein Punkt (u, u') der Ebene liegt 

1. entweder auBerhalb yon ~r; dann hat er nach I. yon (r,  7') min- 
1 

destens den Abstand 2 ~/~_ff~; 

2. oder in ~r; dann ist nach I. 

( i9)  ' ' " 

3. oder in ~*;  dann ist nach II. fiir vier gewisse ganze rationale 
Zahlen a~, ao., b~, b~ 

alto , -[-- a~ co~ 7' al c'~ [ -~ a~ a)'~ 
7 = b~ a h + b~ o ~ '  == bl co" + b~ a~.~' 

(~o) 
i <= + 

(2 i )  lu- ,l  [ - [ <  

Diese Zerlegung in Bereiche ~r nenne ich kurz die F-Zerlegung. 

w 

Gang des Beweises. 
Es seien t und t' zwei Unbestimmte, die den Bedingungen ~t  :> 0, 

~t  < 0 genugen. Dann ist fiir jedes natiirliche s 

o[~ o l  ,~. 
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we As(), ) die Anzahl der Dars~ellungen der ganzen Zahl )l sis Summe 
yon s Quadraten ganzer Zahlen aus K bedeutet. Is t  # irgendeine ganze 

ZahI aus K,  so sind S ~~ und S ~ stets ganz rational, und zwar beide 

----0 nur fiir ~ - - 0 .  Naeh (22) ist also 
Yt J. 1 

+ 2 + ~. _ ~ i S  r ( Z c a t + Y e ~ i )  

A~ (,,)---- e v ~ (t ~- 2 (xr + yc%), t'-{- 2 (x~o, +yw~.))e 

1 -.~,s z _ ( f f  -~.=,s"-~- - -  j j  t '  ') vd ~e  r ~ ( ~ + 2 u ,  + 2 u  e dudu"  
v','l 

und folglich bei Benutzung der / ' -Zer legung 

-~ -~ v ~ ( t §  + 2 u ' ) e  dudu ' ,  

we 7 alle Z-ahlen yon ~ durehli~uft~). 
Es sei a der Nenner yon Z- Setzt man 

e m o d  a 

so isC nach (3) Iiir 0 < ~ w - - ~ 0 ,  0 > ~ w ' - - * 0  

In w 5 wird dies angewendet fiiz w = t + 2 (u  -- 7), w' ----~ ~' + 2 (u '  -- 7 ' ) ,  
we (u, u ' )  einen Punkt in ~r bedeutet; dort wird niimlich die Funk -s 
tion ~ (t + 2u ,  t ' +  2u ' )  aus dem Integrandea bei (23) erset/t dureh 

N, Vt '+2(u-r)  ~ / t '+2(u ' -z ' )  " In w 6 wird diese Funktion unter Be- 

nutzung yon (14) ersetzt dutch die Reihe 

(G(r~ ~ =~ -~ v~ 
Na ; s-I Z N# ~ e 

In w 7 wird schlieBlich jedes ~7 wieder d~reh des ganze Fundamental- 
Parallelogramm ersetzt und in (28) die Summe iiber ein vollstiindiges 
System (mod 1) inkongruent~r Zahlen ),.~6), nieh$ nur fiber die Zshien 7 

~4) Der Integrand h ~  in x, y die Perioden 1, 1; also dart des Iategrations- 
gebie~ '~ dureh die Gebiete ~r ersetzt werden. 

~) ~/w und ~ h~ben ihre Hauptwert~. 
~) Zwei Zahlen aus / /  heiBen inkongruent (rood 1), wenn ihre Differenz nicht 

ga~z isB. 

dxdy  
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tier Menge ~, erstreckt. 
Rechnung der Ausdruck 

Dann trit t  an Stelle yon A~(~) bei formaler 

Die auf der reehten Seite auftretende Summe ist gerade die in Formel (1) 
,nit ~ bezeichnete GrSfle. (1) behauptet also 

jedes s_~ 5, ~ - 0 ,  N~- -*  cx~, wobei im Falle eines geraden (also 
durch 4 teilbaren) d die Zahl ~ von der Form a +  b V'd mit ganzen 
rationalen a, b ist. 

w  

t' Absehiitzung yon a (t § 2u,  + 2u') in ~y. 
Zun~hst  untersuche ich die in (3) auftretende Summe 

~g 
2~iS --?+8s 

,'" 
Q meal a 

hiarin ist 7 veto Nenner a, 2 irgendeine Zahl des Ideals I ,  und 0 durch- 

l~uft ein vollsts Restsystem (rood a). Es wird 

(24) va 
8moda amoda  ~moda amod6 

r rood ~ r mod.a 

In der inneren 8umme hat 2~ 7 ~ /9  als Nenner das Ideal a oder einen 
Teller yon a. Ieh unterseheide drei F~ille: 

1. a enthalte versehiedene 9rimidealteiler. Dann gibt es eine Zer- 
legung a = a~ ot, (aa, ~%) = 1. Es existieren zwei Haup~ideMe (a~) ---- a~ [~, 
(~)---- a,[~, so da~ (~, ~,, a) --- l ist. Durchlaufen o~, % vollstgndige 
"i~estsysteme mod a~, rood a~, so durchlOft (~ _--~z% + % e% alle verschie- 
dene Reste ,nod a. Es wi~d 

und die Nsnner yon /~ a~ and fl c 5 sind a~ and % oder.Teiler dieser IdoaJe. 

$ 
- - - 1  - ~ z ~ 8 ~  

= C-ffJ/  e 
, - - 1  
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2. a sei Potenz sines Primideals: a = p~, k ~ 2. Es gibt ein Haupt- 
ideal (e l  -= p q mit (p, q) ~ 1. Durchlaufen die Zahlen a~, os vollst~udige 
Restsysteme mod p, mod p~'-~, so durchls ~ =~ o~ ~ ~'- ~ q- a s sin voll- 
st~ndJges Restsystem rood a; und es wird 

wo a~-~8 den Nenner p oder 1 hat. 

3. a sei sin Primideal p. Daan ist ~_~-~ e , d =  0, wenn fl den 
O 

Nenner p hat,  = N V, wenn /? ganz ist1~). 

kus diesem letzten Fall 3 ergibt sich mi~ Rficksicht a u / ( 2 5 )  und 
(26) flit beliebiges 

(27) Z e - 0  fis nieht ganzes •, = hra fiir ganzes ft. 
amoda, 

O~enbar gilt dies auch ftir a = ]. 

In (24) hat nun y den Nenner a; die Zahl fl~ 2r? ist also ganz 
nur fiir a12~. Da z alle Rests mod a durchHiuft, so ist a l2z h~Imtens 
fib N2 ~ 4 Werte yon v. Die innere Summe bei (24) ist also fib h6ohstens 
vier Werte yon v yon 0 ve~schieden und clann ~ h r a; Mso ist 

(28) 41Va, la(r,i)l<2V . 
In (3) trenne ich yon dez reohten Seite das Glied i == 0 &b und schreibe 

Q 

dann ]st nsoh (28) 

a a 

wo 

(81) 

gesetzt ist. v und v' sind positiv wegen ~ w >  0, ~ w ' <  0. 

~) Vgl. Heeke, R. 
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Es sei e :> 1 die Fundamentaleinheit yon K. Sind p und q irgend 
~wei positive Zahlen, so gibt es eine ganze rationale Zahl m derart, dal] 

P e~m Lao< q k,~m 

ist, we Lxo (wie aueh weiterhin LIx , . . . ,  L~I ) eine positive nur yon K 
(und weiterhin evtl. von s) abh~ingige Zahl bedeutet. 

Bekanntlieh liegt in jedem Ideal a eine Zahl a + 0 mit 

(83) IiV~l <L,1Na. 
Aus (30) iolgt fiir dieses a 

Z a v 

Isll _-< ~ e , 

olx~=o 
V wo 2 alle ganzen Zahlen ~ 0  durehliiuft; also, wenn in (32) p--~-~, 

t~ p 
q ---- ~ gesetzt wird, wegen (32) und (33) 

-j51= ~-~-  S 

(s4) I sl I < 2r'~--a Z ~ �9 
olz~o 

ES sei nun ,, eine gar~e total posif~ive Zahl, flit welehe die Funktion 
,4.,(~) abgesohgtzt werden sol1. 0ffenbar ist A , ( e ~ )  -- A,(~),  ioh darf 
also- ohr~ Besehri~nktmg tier ~ AUgem~ir~iteit- wegen (32) 

(as) Z~o < ~ ,  Lie < ~--~ 

vorausset~en. Ferner sei N u  :> d ~. Ieh bilde ~ie in w 3 besehriebene 
$'-Zerlegung mit M = ~ > d. Es sei (7, 7') ein Punkt der zu dieser 
~'-Zerlegung gehSrigen Menge ~ und a der Nenner yon 7. Liegt dam~ 
u ,  u ' )  in ~r, so ist, wenn 

u - -  7 = O, u '  - -  7'---- 0 ' ,  

gesetzt wird, naeh (19) und (21) 

a I ~o x q- a~ c% 

(86) 1Ol < 

(37) Jot ~_ J e ' t < -  

(~s) 

Es soi 

v7 
I bl . ,t  + b, ,o. t~/-~7 

1 

i t ' - -  i 

W = t -+- 2 0 ,  w'  = t' + 2 0 ' ,  

((~, ~')in }*), 

((u,u') in ~ ) .  
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dann i s t  ~ w > 0 ,  ~ w ' < 0 ,  und nach (31) 

1 1 

~ 1 O~' ~ 1 " Nv+4 N---~" + 40 ''~ 

Aus (36) und (37) folgt 

ZTa /1 Oo. [/ 1 O, ~- 
iv-v-, < L~ Na  ~/~-; ] / ~  + 4 j ~,~ + 4 

< f~r (~, ~')in ~*, 
Na Na 

Nun ist aber N a ~_ M - - ] / N v  und ebenfalls 

(b, o~, + b~ ~ ) '  < ~/~V~, (b~ o~; + b~ ~.')~ ~ ~/N, ,  
sowie 

~-4d 

N a IN (b~ (o~ ~- b~ w.~). 

Bei jeder der beiden MSglichkeiten fiir die Lage von (u, u') folgt also 

(39) Na < L14. 

Se.~zt man in (34) ~ -- m eo 1 § n ~o~, so steht rechts im Exponenten eine 
negativ definite quadratisehe Form in m und n; und mit Riieksieht auf 
die Absehi~zung (39) folg~ daher aus (34) 

V~ 
-Zlo ~a 

A_us (29) und (3) ergibt sich also" Liegt der Punkt (u, u ' )  in ~r, so ist 

(~0) o ( t +  2u, t '+  2u') = G(r,o) 

lj v v'-'-7 
- I~le "~---g 

e 

darin ist gesetzt t - -  -- t '  == . . . .  

_. ~ , ~ 1  V'~ ~ ~ 1 
v = ~ 3  ~ w'  ~/~ ~ '"  

Sehreibe ich G(7, 0 ) =  G(7), so ist nach (28) 

2 

Mathematische Annalen. 87. 

i V~-;"' w = t §  w ' - t '+2(u ' - r ' ) ,  

2 
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a u s  (40) folgt demnaeb fiir natiirliehes s '  

8 

(42) 
In 

w e  (u ,  u ' )  irgendeinen Punkt  aus ~r  bedeutet. 

Nun ist 
---- �9 

d a h e r  gilt, weil die Funkt ion  z" e -~ fiir festes a > 0 im Gebiet z ~ 0 

s~bxgnkt i~t. ffir , > 4 

- A. "2~"~i .... 

& 

(~a lw~ ' [ ) '  
a l s o  

~%/P' 
- /a ,  -i~- 

C ' P  (43) j j ,  _dud"=<L" 

g 
.N'v 4 

_ L.. (X. !,~w' I) ~ ; 

IH~ < L l = ,  I 

b~- 

- ~ , ~ /  �9 �9 d u d u ' + H ~ N v  i l o g N v  .. 
~ 9  W~a 

- Nv4 
d u d u '  + Hs ~%~-j , 

Die Anzahl derjenigon 
Z a h l e n  2, die ein festes Ideal a z u m  Nenner haben, ist 9 ( a )  ~ -~ a; f e r n e r  
i s ~  _Ara _~ M = ~/N-v, und daher 

' 1 

Folg~oh g~l~ ~ir s ~ 5 

[ H,  [ "< L ~ .  

as) Dies fo]gt aus {let beksnnten Relation z~ 1 =- 0 (x) durch particlle Summation. 
Es war 2~,> a*. ~_K, 

~7~4 

1 - ~t8-'~ I -9=~SL-u 

= ~ , l J  ' , - R - d - /  , , 
2 ij;, ~ WP ~ 

w e  iiber alle Z der F-Zerlegung summiert wird. 

~---1 +~ +~ 
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w 

Absehiitzung der u 

Es sei (7, 7') ein Punkt der F-Zerlegung. Ieh umgebe ihn mitdem 
Parallelogramm 

u = r + x . , ~ - } - y o ~ . , ,  u ' = r ' - ~  z o , ~ + y . ~ ' . . ,  

~ ~ = -,~, - 2 K y .~ .  .~. 

Von diesem lasso ich denjenigen Toil fort, dossen Punkte donon yon ~r 
kongruent (mod 1 ) sind. Das iibrigblelbende Goblet worde '~}~r genannt; 
~r und ~, zusammen heil~e E r. In diesem Paragraphen sell die Reihe 

,~+.o t .,V ( t o  - 2a)t :~ 

in der i Mle gtmzen Zahlen yon K exkl. 0 durehlguft und 

i w' i ('9' (46) w=t+2(~t--r)--/--~+20, = t ' + 2 ( u ' - r ' ) = - ~ , v ; + 2  

gesetzt ist, fiir alle Wertepaare (u, u').aus E r abg~sehiit~t werden. 
.'gach (46) ist 

(47) N ( w - - 2 2 ) I  "~ - - Q W + 4 ( " - - 2 ,  /(.~, - t - 4 ( - - 2 ' ) ' ) .  

Ich werde zuniiehst beweisen: 
jedes ganze ~ .~ 0 ist 

(48) max (! O- -k ! ,  

1. (u ,u ' )  liege in ~7" F~ir 

Fiir jeden Punkt (u, u') aus-~r und 

jedes ganze ~ ~ l I m~ -~- l~ o h - ~  0 i s t  
mindestens sine dot .beiden Zahlen , l~ I, i lg J ~ 1, also mindestens eine 
der beiden Differenzen Ix - - / t ! ,  I Y -- lgl ~ "~; wegen 

_ = - ~ s '  z' (x h ) ~ ; +  (v z . ) . q  

ist demnach max ([ O -- 2 I, 1 O ' -  2'1) > L~,. 
2. (u, u') liege in dem Teil ~r yon ~r. Dana ist na~h (19) 

t '~' l ~, , l 
(49)  i e - 2 i > l ~ i - , ~ / ~ ; r  -, I v ' -  I > i ~  i -~ .  

]qtm ist 2 ganz trod + 0, also I ~ ;i' i ~ 1, max (I ~ ~t, ~, ~'t) ~ 1 und 
n ~ h  (49)  max (] O 2~t, 1 O ' - -  2' l ) >  ~- 

3. (~, u') liege in dem Toil ~ yon ~r" Dann ist nach (2I) 

1o'- 2't ~_ t ~ ' J -  i b--,r~. + b.~.' t q 'a  ' 
9" 
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also nach (20) 

~I + i~ ' i -  2~/~. 

Fiir I~ + : l '  l ~ 2 ~ / d + l  foIgt hieraus m a x ( ] O - ) ~ ] , , O ' - - ~ ' t ) ~ } ;  
d ferner sind wegen i O O ' [ ~ < 1  die Differenzen O - - 2  und O ' - - 1 '  

nicht zugleioh 0, so dab fiir die endlich vielen i mit 
eine Ungleichung max ([ O -- l I, I O ' - -  )l'1) > L~.~ 

In jedem der drei betrachteten F~lle galt 
Form (48); also gilt (48) allgemein. 

Die Anzahl der L6sungen der Ungleichungen 

k__<IO-~I<k§ l<--_lO'-~'l<l§ 1 

!~l§ <2Vd§ 
gilt. 
eine Ungleichung der 

in konjugierten ganzen Zahlen ~, i '  ist nun kleiner als L~s (vgl. den 
SchluB von w 2). Mit Riioksicht auf (47) und (48) folgt 

# 

Aus (I4), (45), (50) ~o%t 

(50) 

(51) ~ ~" Z ~ - ~  ~ + H ~ N ~ ,  IH~I<L~, 
S 8 $ - - 1  

fiir (u, u') in E~. 

w 
Schlufl des Beweises. 

Darch die Substitution u = y § O, u' = ~,' § O' fiihre ich in (44) 
0 und O r als Integrationsver~nderliche ein. ~ Dadurch gehen die Gebiete 

I ? # 

~ ,  ~ ,  E~ der u u'-gbene in Gebiete ~ ,  ~r ,  E~ der 00 ' -Ebene  iiber. 
! 

Dann sind die Punkte von~ E~ denen des Fundamental-Parallelogramms E 
? 

kongruent (rood 1). Jeder ~ttgere oder Rand-Punkt yon ~,  hat -con dem 
Nullpunkt 0 = 0 ,  0 ' ~ 0  nach den Eigenschaften der F-Zerlegung 

mindestens den Abstand I 1 = . Folglich ist nach (41) 

und (46) 
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(:,9.) 
? 

-o.=i.~"u 

- T ( /  ~ �9 dO dO'~i =< LssN a dedO" 

Ich trage nun 
erhalte. 

{$7) 

= __j')#C m (T~- Z ~ vs �9 ~I~' dO dO' 

q_ H~]O(~,) " - - ~ -  ] N v i . 

! 

, ,(;_,).: } 
+ H~/~ v g log hr v A- H~ N ~,i ~ , 

im Integranden die rechte Beite yon (51) ein and 

d ~ d O '  

~-~. ( l+z ' )  ~ 

Fiir ~ > 2 ist aber mit Riicksicht auf hra ~ M = 1/Nv 
$ 

(58) d~ 
. . . . . . . . . .  ,- ~ L,o ~ . ~ /  

~V-- (1 + =,)i 

(52) und (58) lidern 
v N  

' f . l " / O  ( r h ' ,  v ,  - , 

Nun ist aber tiir s > 5 

(55) 1 < -. <: L , , N ~ " "  ) 
---f s - - =  "s , 

es /olgr also aus (44) wegen I54), (55) die 0hichung 

_ j ~ r  v.Cr+.~. } 

(.s6). A. ( , , ) - -  - ~  ,,t ,, .~. / ,~;' ,,,~" d O d O '  
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Der Integrand auf der rechten Seite dieser Gleichung konvergiert 
? 

gleiehmiillig fiir alle O, 6); ich daft also gliedweise integrieren. Er 
iindert sieh ferner nicht, wenn ( 0 ,  O') durch einen (mod 1) kongruenten 
Punkt ersetzt wird; ieh daft also fiber E an Stelle von E~ integrieren. 
Es ist aber 

Z ---1 -~d-: - 2 " r i S - i , : z f ' f  2~ iS  ; ----- 
( 5 8 )  N / ~  ~2 e eJ lr e ~d d O  dO'  

:rib'-~.z s 1 - 2 ~ i S  ''y 
= l/-d-e ~ d N v'~ e ( d 

und nach (41) fiir s > 5 

r r Nae a Na: ~ 
i - -  

Aus (56), (57), (58), (59) folgt fiir s > 5 

(00) A , ( v ) - -  s - ~ N v ~  \ l v a  / e ,~ 
.I "'z d '~ r 

--:tiS vt 3 (s " 1 
Vd 2 - 1 )  -1- Hs e N v 4 log N v, 

[Hs I I < L~,,. 

In der Summe ~ '  durchls r ein System solcher (mod 1) inkon- 
r 

gruenten Zahlen aus K,  deren Nenner a eine Norm N a ~ 1 / N v  haben. 
Hebt man letztere Beschr~nkung auf, so s sich die reehte Seite yon 
(60) um eine GrSlle vom absoluten Betrage 

(61) 
8 8 

- - - - i  - -  

< L 3 7  Nv~ Z .... 1 _ . <  L3 s N v 4 .  
$ 

Nn> (~Vr Na 2 

Ferner ist naeh (35) 

also nach (38) 

(62) 

1 
- -  < - L ; - 0 '  

P 
11,, 1 

- - -  < L 1  o ' 

- ~ i s  v t  

Da nun fiir s :> 5 

s s 1 
u  

e 

v' i 

3Is 1 1 S l  
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gilt, so folgt aus (60), (61), (62) 

\ -~ -~  / 

in der Summe durehliiuft ~, ein vollst~indiges System (rood 1 ) inkongru- 
enter Zahlen aus K,  d. h. ein vollst~indiges System von solchen Zahlen 
des KSrpers, deren Differenzen nicht ganz sind. Diese unendliche Summe 
nenne ich die ~ -Re ihe ;  sie soll im folgenden Paragraphen n~iher unter- 
sucht werden. 

w 
Summation der ~ - R e i h e .  

Zun~ichst wird die ~ -  Reihe als unendliches Produkt geschrieben. 
Setzt man fiir festes ganzes ~, und natiirliches s 

--~.:ziS - -  

H(.):Z 

wo a ein ganzes Ideal bedeutet und ~ ein vollsthndiges System von T ( a )  
rood 1 inkongruenten Briichen m i t  dem Nenner a durchl~iuft, so ist fiir 
8 ~ 5  

{1 

hierin durchliiuft a alle (ganzen) Ideale. 
Es seien a und h zwei teilerfremde Ideale. Durchl~iuft x ein voll- 

st~indiges System mod 1 verschiedener Briiche yore Nenner a, ). ein voll- 
sthndiges System mit dem Nenner h, so durchl~uft tt ~ u ~ 2 ein voll- 
st~indiges System mit dem Nenner a b. Folglich ist 

(64) 

In 
t t  ~ , Z  

2~i8E n (x +).) 

E rood a~ 

setze ich E----a ~-T, wo a ein vollsthndiges System rood a inkongruenter 
dutch 5 teilbarer Zahlen und �9 ein volls~ndiges System rood b inkon- 
gruenter dutch a teilbarer Zahlen durehl~iuft; dann wird 

(65) 
a rood a �9 rood I~ 
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Aus (64), (65) fo]gt 
'IvX 'Y.,~ 

g 2 

Demnach gestattet (fiir s ~ 5) die ~-Reihe  die Produktzerlegung 
= ] - / J  (p), J ( p )  = 1 q- H (~) q- H (~0") q - . . . ,  ~o) 

we ~ alle Primideale aus K durchl~iuft. 
Bei der Berechnung yon J (~ )  behandele ich zun~ichst den Fall ~-~ 2. 
Es sei a eine natiirliche gahl und 6 eine Zahl aus K vom Nenner pa. 

Ist  dann g ganz und nieht durch p teilbar, so ist "1) 

(-~) das quadratisehe Restsymbol bedeutet, und daher w e  

v g ~  

hierin durehliiuft r ein System yon ~(p~) rood p~ inkongruenten zu p 
primen Zahlen. Ist a ~ 2, so durehlaufe e ein vollst~ndiges System yon 
2Yp a-1 mod p a-x inkongruenten Zahlen, x~ ein reduziertes Restsystem 
rood p; ferner sei zt eine genau dureh p x teilbare Zahl und ~ - - - - - ~  zt e, 
dann ist 

,~ ,,, - ~ . ~ , s  ~;*' - , . .~ ,s '~ '_~ 

~t g l  ~o 

Nach (27) ist nun ~ =  0 fiir p~-~ ~- v , ~ )  ---- hrp ~- '  fiir p~-~ iv; also 
~o 

_ 2 ~ i 8  ~'x~ _ 2 ~ i S  vxx~ 

(67) ~ (~)~'e ~--=-0 fiir ~"-~-[-,~,, ~ h r p " - ~  x~ (~)"~e  fu  

fiir p~-~Iv. Dies gilt auch fiir a =  1. 

~0) N~eh (41) ist 

lar(a) (g 
also 

2 �9 
J ( P ) -  1 I=~ 

- ~ - 1  
N~ z --1 

;o dal I I J ( ~ )  fiir s ~ 5  aI~olut konvergiert. 

~) Vgl. Heoke, R. 
~) Sind a und b zwei Id~le aus K, so bedeutet clas Symbol a ~ b, d ~  b 

nieht dutch a teilbar ist, also das Gegenteil yon a[b. Geht ein Primideal p in b 
gvmm mar k-ten Potenz auf, so wird dies (nsoh Hardy und Littlewood) dutch p~[ b 
be~telmet. 
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rechnen. 

(~s) 

Im Falle p a - l [ v  (der fiir a - - 1  stets vorliegt) ist noch .~ zu be- 

Ist auch noch p a i r ,  so ist v x 16 ganz und daher 

- 2 . ~ i ~  ~*~lJ  

~1 ~r 

also - - 0  fiir ungerades as ,  = N p - - 1  flit 
p~-~ r ,  so hat v xla den Nenner p und es ist 

(70) 

gerades a s  ~s); ist dagegen 

- - - - -G(- -~)  fiir ungerades a s ,  

- - -  1 ~) fiir gerades as .  

Aus (.66), (67), (68), (69) Iolgt 
H(p*) = o ~ ,  p.-~ + , ,  

k ~vp-/ 

= 0 fiir pa Iv, as  ungerade, 

---- ~pa -~  (Np - - 1 )  {G (~)-~ ' fiir pat~, 

a~ gerade, 

as  gerade. 

G 

Nun ist fiir gerades a die GauBsohe Summe ( / ( ~ ) -  Np  ~. 

8 ist fiir ungerades a ,  wenn X, eine genau dutch p 
a - - 1  

bedeutet und '~9 ein Bruch mit dem Nenner p ~ ist, 
a - - 1  

F e m e r  

teilbare ganze Zahl  

und 

also flit ungerades a s  und p a - l l ~  

(71) 

(~.-, I~), 

~s) Es gibt ~p - 1  quadratische Reste und ~ P - 1  Niahtrestr i f i~~.  
�9 2 ~ 2 

~) Wege~ ~ ~- x~ und (27). 
g~) !~f~l,; ~e~cke, S. 
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(72) 

also 

(73) 

bfit Riieksicht auf (71) geht (70) fiber in 

H ( p ~ ) = 0  fiir ~ - l ~ - v  und ffir p"iv, as ungerade, 
_(?) .,. ,,,1 
-- ~ ~/~: Np ~ far ~p.-lir, as ungerade, 

_ / O ! ~ ) ~ , N p  "('-').~ 1 fiir pa-l[~,, aungerade, sgerade, 

a ( s - 2 )  

= -- N~ 2 fiir ~"-l iv,  a gerade, 

--=- ~/~_ Np ' (Np- -1)  far oal~,, 

a ( s - 2 )  

= N 0  
2 

Nun ist, wenn kurz ).~ ~ = d, 

o(~,)= ~'e ~ ,  
e mod } 

a ungerade, 
s gerade, 

( N 0 - - 1 )  fiir O"iv, a gerade. 

gesetzt wird, (~ veto Nenner p und 

mod 

~-~-D-) ~i, " 

Fiir gerades s folgt aus (72), (73): Geht das Primideal p 4-2 in v 
genau zur n-ten Potenz auf, so ist 

(74) J(t~).= I-t- ~ H  (O ") 
a-----1 

$ 
n a -  a ( s -  2) 

= 1+ Np 1~ 
a = l  

8 s 

-----(1 ( _ ~ ) i ) ~  ((7)~I a 
Np ~ ~ ~=o ~-p~--1- /  " 

( n + l )  r  

l 

J ( ~ ) - -  1 - ~ X N p - b ( * - s ) - I ( N p -  1)- -  Np - I~+~)<'-~')-I 
b- -1  

-- 1 N~_ I ;. 

(75) 

Fiir uz~erades s folgt aus (72), (73): Geht )p in ~ genau zu einer 
ttnl/eraden Potenz n-----2k-4-1 auf, so ist 
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geht abet p in ~ genau zu einer geraden Potenz n = 21r auf, so ist 

b = l  
�9 

---- 1 X - _  1 = .~.p~(,_~ ~- 1 +  Np~c,_~), 

wo )~.~ einen Bruch mit dem Nenner p~ bedeutet. 
Ftir gerades ~ ~ 6 ist nach (74) 

J ( p )  > (1 1 ) '  
Hp~--t ' 

also, wenn ~ die Dedekindsehe ZetMunk~ion des KSrpers K bedeut~L 

und flit ungerades s ~ 5  ist nach (75), (76) 
1 

J ( p ) : >  1 ,_ , ,  
Np s 

/TV '~/ 

Wegen (77), (78) liegt die ~-Reihe dann uad nur dann zwischea 
zwei positiven yon ~ unabhiingigen Schrankon, wenn dies flit J ([) gilt, 

Ferner ist nach (74), (75), (76) wo I einen Frimidealteiler yon 2 bedeutet. 
J ( p )  stets rational und flit p + ,  

$ 

Np f 
t - - 1  

(79) J ( p ) =  1 

= 1 +  S--1  

flit gerades z, 

flit ungerades-s. 

.FLih~ man zur AbkLirzung die folgenden Zetafunktionen mit Chsrakteren ein: 

(-:) 

~7) ~flr :~ - 0 ist ";l, = 1 und .~r(p) gleich de'm ~A-~aruok.'in ~ler g~chweifl~ 
Klsmmer reoh~s. 
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so ist naeh (79), wenn c~, c~, c a, c~ rat ionale  Zahlen bezeichnen, die 
zwisehen zwei positiven yon v unabhiingigen Schranken liegen, 

(80) / / j ( p ) _ ~  e, fiir s - - O ( m o d 4 )  (.) 
__ __ c ~  fiir ~ = 2 (rood 4),  

= fiir s ~ l  (mod4) ,  C~(s-- 1) 

CK(S-- ~) 
Iiir s ~ 3 ( m o d 4 ) .  

(81) G(o) = N~-~-oa(~) . [ 1  ") 

Es sei ~ ganz und genau durch I ~-k-1 teilbar; 9 durchlaufe ein voll- 
stii.ndiges Restsystem mod l[ k+l, ~ ein reduziertes Restsystem mod l[ "-k-1 ; 
dann durchliiuft ~----22~ Jr-~1 ein reduziertes Restsystem mod ~, und es 
gilt. naeh (81 ) 

- 9. ~ i  8 -~ ~t $ - 2 z r i  S v ().2 ~o + x l )  )' ( )' Zf H ( I ~ ) - -  - 
, 

u 2 ~ o 6  

"~ \NI L~-J I e 

Die Zahl ~ g 6  hat den Nenner 1; folglich ist Z = 0 und 

(s2) H(~')=O 

~s) Vgl. Htvke, R. 

k + 2 c - 4 - 1 ,  k gerade, 
fiir a >  k + 2 c ,  k ungerade. 

~) Es ist 2 -2c-t-a--k--1-a~_O, also ~:~8 ganz und 

Die Summation der ~-Reihe  ist damit zuriickgefiihrt auf die Ermit t lung 
der Werte der Zetafunktionen und die Summation von J (~) fiir p = If 2. 

Das Primideal l[ gehe in 2 genau zur c-ten P~teuz auf, in v genau 
zur k-ten. Es sei a eine natiirliehe Zahl, und zwar > k ~  2c ~-1 fiir 
gerades k, > k ~ 2c fiir ungerades k; ferner sei ~t 1 eine genau durch 

f - t s l  

1[ [ ~ j - e  teilbare ganze Zahl und 6 eine Zahl mit dem Nenner 1[ a. Dann ist 
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Daher ist J ( l )  eine endliche Summe; und da ferner H ( I  a) fiir jedes a 
rational ist, so ist J ( [ )  selbst rational. 

Nach (41) ist 

(83) !s(~a) l ~Cf(~a) (--~_)$--~- 2s(1-- lrl)/u 
\NI~./ 

Nun ist NI  = 2 oder = 4, und naeh (83) fiir s ~ 5, NI [=  2 

(84)  I Z H ( [ a ) [  < 2 s - l Z  1 2 s-1 2 = - - -  < _ _  

a=3 a=a 2 a ~ -  2 ~ 2 s-" 2~--1_1 --1 

und fiir N I = 4 

(ss) 

yon ~ ,  denn aus Q~ -== ~ (rood [) folgt r ~ ---t- 0.~ ~- ~ (mod I). 
den Nenner ~, so ist also nach (27) 

2ztiS ~2~ 2xtiS Q~ 

und daher auch 

IZH(~a) < ~sa z i 3.2 s-~ 3 =_=_ ~ - -  
~---- 4 2a(s-2/ 2 s - 2 ( 2 s - 2 _ 1 ) =  7" a=2 a----2 

Durchliiuft ~ ein vollst~indiges Restsystem mod 1[, so gilt das gleiche 
H a t  d 

(86) H(1) = 0. 

Zur Bestimmung von H(I~),  H(18), . . .  erscheint es notwendig, auf 
arithmetische Eigenschaften der Basis von K einzugehen. Der KSrper K 
werde erzeugt dutch die Quadratwurzel aus einer quadratfreien natiirlichen 

(+()  Zahl m > l .  Ist dann m = - - l ( m o d 4 ) ,  so ist 1, 1 m. eine Basis des 

KSrpers K (gm)  mit der Grundzahl d = m; ist abet m == 2 odor ~ 3 (mod 4), 
so hat der KSrper g ( l /m) die Basis (1, l /m) und die Grundzahl d == 4 m. 

Ich unterscheide drei Fiille: 

1. m ~ 5  (rood 8). Dann 
nach (85), (86) 

(87) J ( I ) >  1 - -  3-__ - 4  
- -  7 7 "  

ist l =  2 Primideal in K ( l / m )  und 

2. m ~ 2  odor ~ 3  (mod4).  Dann ist 2=1[  9 Quadrat des Prim- 
ideals I in K ( l /m).  Di~ Zahlen e---= 0, 1, 1/-m, 1-4-l /~ bilden ein voll- 
stiindiges Restsystem rood I s, und es ist Q~-- 0, 1, 0, 1 oder ~_ 0, 1, 1,  0 

1 1 + ~/m- odor 8 = 1 ~/m- ein (rood 2). Ferner bilden die Zahlen ~ = 2 '  2 2 ' - 2 -  

Vollst/i.ndiges System von q~(i ~) mod 1 inkongruenten Briiehen yore 
Nenner I s, und es ist 
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oder 

also 

1 ' t~o.8 ~ 0, 1 ,  0, und ~ 0 ,  l + ~ f ~  O 

1 1 
t ~ 8 - - 0 '  2 '  2 , 0  

Folglieh ist 

~+Jm 2 ( mod 1) 

und := O, -~2-' - 2 - '  O (rood 1). 

G(1 +V'm ) ~ 0 ,  

-~o.is ~'�89 - ' ~  s ~- 
H ( I  ~) 

Die Zahl H ( I  ~) ist also = - ~  1 oder --  1, je nachdem in 

, ,  = + no. V m  

der Koeifizient" n,  ~ 0 oder ~ 1 (mod 2) ist. 
nach (84), (86) 

Fiir gerades n~ ist daher 

(88) J ( I )  ~ 1 -~- 1 - -  1 / 2 =  2 -- 1/2. 

FOr unqerade~ no. liillt sich aber. v garnicht als Summe yon Quadraten 
ganzer Zahlen daxstellenS~ Dann geht ferner [ in v tiberhaupt nicht 
oder nux .in tier emten Potenz auf. Wegen (82) liefern daher alle zu 

(rood I ~) kongruenten Zahlen ~ denselben Wert yon J (1). Durchliiuft 
eine Folge total positiver Zahlen mit N~--~cx~, so folgt aus (63) wegen 

A,(~)  = O 

~ --= J( l )  I]~J  (p)---.O, 
~+~ 

also nach (77), (78) 
J (1[) = 0 (fiir ungerades rig). 

D ~ e l b e  folgt natiirlich bei direkter Berechnung yon d( l ) .  

3. m -~ 1 (rood 8). Dann ist 2 = I I' Produk~ yon zwei versehiedenen 
Primidealen l , i ' .  In diesem Fall 3 ist die Berechnung yon H ( I  ~) 
( a =  2, 3, . , . )  einfacher als in den beiden vorhergehenden Fiillen; ich 
will sie daher wirklich ausfiihren. 

a 

Zuniichst sei a > 2 und gersde, 2t genau durch I ~ teilbar, ~o genau 
dutch I *. ~ durchlaufe ein vollstlindiges Restsystem mod l ~-~, x~ ein 
reduziertes Restsystem rood I' ,  also x = ~, Q -~ x~ ein reduziertes Rest- 
system mod[ a. Dann ist, wenn ~ den Nenner I a hat, nach (81)  

")In (a§ hat n~mlieh yr~ einen geraden Koeffi- 
zienten; d u  gleiohe gilt aleo yon jeder Summe ganzer Quadratzahlen. 
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also "~) 

�9 lVl" ) 

x - , / ~  ( ~ , ~  +)i" - ~~ ' s - -~  - . 

- - ~ , [  , - ]+  2T, 
m \ ~1++1 ] e 

ttierin ist ~x, ~ 0 artier fiir 
wird e 

Ia -~Iv ,  und dann = N i " - e "  $ im letzteren Fall 

Nun sei a ~ 2  und (i vom Nenner I ~. Dann ist 

O ((~) ~- ~ . ]e  q ' - - 2 ( l + e  (~(3~) = 2 ( 1 +  e ), 
k = 0  

( Y (9o) ~(ff)-- ~+~ /~ + ~+~_ 

, { +i),} 
Aus ( 8 9 ) ,  ( 90 )  

(1 

und l[ ~-~ besitzen, 

folgt fiir gerades a ~> 2, wenn (~ und ~1 die Nenner I a 

(91) H(la)- -=0 fiir ta-~-+,,  

"I~Iglich 

(,oe.) 

/ ,-, ~ '~)' { 

1' ~'1 ~ , , - - g n u s - - -  -~,,~e,"te~ a 
. _ ~ ( G "  (,l, xx{}) / ~, ~, . ~(.I ) - .  ~ ~ Z :  o a 

~1. \ .~i T j e, 
. ~xa 

,~ ,= u~,~r I"-" $,-~',.. ~ ~ "" ",~" , i -'~ e "- .~i.~ l"-sI~,. 
,~ .~ " .m / 

fiir I"-' tv. 
" - -8  

Jetzt sei a ~ 8 und ungerade, & gena u dutch I -V teilbar, )., genau 
dutch 18. ~ durchlaufe ein vollst~ndiges Restsystem mod l "-8, ~, ein 
reduziert~ Restsystem rood 18, also ~ --- & 0 -F ~ ein reduziertes Rest- 
system modl a. Dann ist, wenn~ den Nenner I" hat, nach (81) 

a--$  
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Endlich sei a - ~  3 und ~ vom Nenner Is. Dann ist 

k2~ 
2 r t i S  - - -  

7 2.~i8 ,/~ ~/~ 
G ( ~ ) = Z ~  = ~  , 

k=O 

~ t n S ~  vJ 2r t i s ( s -v )  J 

n=1,8 ,5 ,7  

= 0  

_ _ _  3 4 ~ i m 8  (s-~')~ 

m--~0 
{s-.)$ 

2 ~ i s - - - -  

fiir I ~- (s--  v), = 2~- 'e  vr fiir t~ ] ( s - -  v). 

Aus (92), (93) folgt fiir ungerades a_> 3, wenn J und J, die 
a- -3  

Nenner 3[ 3 und I ~ besitzen, 

(94) H (][~') ----- O ~ r  ][~ + ,.. 
][2 ~ 2 

= o  f~r  ][~ +(~ "'~,). 

2 z t i s ( s - v  6~) 

~- 2 e fiir ][ a - ~ l ,' , ][ ~ I ( ~ - " ,~ : ) . 

In ( 9 1 ) k a n n  8 ~---(l~v~) u -  14-m+2~/m16 gesetzt warden', dann ist 

V~ cos zt --- 1. Nach (91), (94) gilt daher fiir jades natiirliche a > 2 

H (~)____ - 2 - ( ~ - " ( ~ - ' )  

also mit Riicksicht auf (86) fiir s >  5 

(95) J(][) > 1--~_~-~2 - la- l ' (~- ' )  = 1  - , ~ 1 ,  
a=2 2~ --1 

1 
> 1 - - - -  

Aus (87), (88), (95) folgt flit jade der drei in Betraeht gezogenen 
1 

Mfgliehkeiten flit m die Ungleiehung J ( ] [ ) > 1 -  ~/--~; dabei ist in den 

Fiillen m --  2 oder ----- 3 (rood 4) die Zahl r in der Form a ~- b 1/m mit 
geradem b anzunehmen. Wegen (80) existiert also ein nur yon K ab- 
h~mgiges "positives L~o , so dab fiir alle total positiven garmen v 82) die 
~ - R o i h a  > L,o ist. aus (63) ~olgt nun Formal (1). 

Zu jedem s >  5 gibt as daher ein nut yon K und s abhiingiges 
natiirliches L41 darart, dat} sieh alle total positiven ganzen dutch 2 tail- 
baron Zahlen, daren Norm > L~x ist, als Summon von s Quadraten ganzer 
Zahlen darstellen lassen. Folglich ist fiir ~edes ganze v ~ - 0  die Zahl 

ss) v = a + b ~  mit garadem b im F~lle m~2,8(mod4). 
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9 4L~xv Summe von , Quadraten ganzer Zahlen, also v Summe yon 

s Quadraten ganzer oder ao/vher gelyrochener Zahlen, deren Nenner in 2 L ~  
aufgehen. Fiir s = 5 ist dies der in der Einleitung genannte zweite Satz. 

Die Bereehnung der ~-Reihe ist im Vorhergehenden au[ die Be- 
stimmung der Werte einer $-Funktion ~s) fiir ge~viase natiirlmhe Argumonte 
zuriickgefiihrt women. Diese Bestimmung werde ich fib den besonders 
einfachen Fall s -  0(rood4) ausfiihren; dabei mache ieh noch die Ein- 
sehriinkung m = d ~_ 1 (rood 8), da nur fib diesen Fall die Gr61~e J ([) 
ausgerechnet women ist. Es sei , = 4a. 

Nach (.74) ist fiir p + 2, p"[v 

J ( l~ ) -  I ar;~ l+ar~,~_~ § ar~o-,~ t-...-~ ~r~,~o-~ ; 

a=9  

---I fib n - -O.  

Daher ist 

H I(\ 2V;,o,I )phi/Iv (I ~,O'a-1-- I . ~ =  _ + r  . 

(-i) ~ 
F N , ~ , o _ : , ) H ( I +  l = . - _ i + . . ' +  

t~l, N 
Wegen 

Nl(n-z)~eo-~) hr l ~ o - n  ) �9 

folgt also 

(96) 

w e  

/ /1 

( l -~-G) ~(~  o) 

t alle IdoMteiler yon v dttr~liiuft .trod, sioh cl~ Vorzebhen yea N t 
der folgenden Tabelle bes~immt: Es sei 1 " = ~ [ ~ ,  [ " ' = ~ t l ~ ,  

(v) ~ ~ n ; ' .  s~) dann ist fiir z~) 

u) In den~FMlen s ~  0(rood4) tritt eine Zet~un~tfon mit ChKrska, mron suf. 
~')~ V@I.: di~ ~ &nMoge Reohnang:in d~r. bei ~) ~u; drifter Stotl~ z~tierttm Arbeit 

~on ShrO#i 

~.)':.1~r/~:=.I ist"~ = :0. 

;t,f. let .t+ ~ o~Iex';!i(~'~.~o Sl/id! dis l~lJr ~.--~r:~., ~tmNellt ie~. 
M s t h e ~ t l ~ h e  ~t~malel~ :87+ 3 
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1. ~1 ~ [ t, Vorzeiehen + ; 

2. ~l + t, ~ + t, l I ' l  t, Vorzeiehen + ; 

3. I + t, I' + t, Vorzeichen + ; 

4. !t, + t; t'lt, Vorzeiehen (--)~; 

5. ~ !t, s + t, I[ t, Vorzeichen (--)~; 

6. ~ It, 1 '+ t, Vorzeiehen ( _ ) , + l  

7. ~ t t, 1 + t, Vorzeiehen (--)~ 
8. ~a + t, I I t, 1' + t, Vorzeichen -- ; 

9. ~ +'t,  I'[ t, I + t, Vorzeiehen -- .  

Ist insbesondere ,~x--.~g ==1, also v zu 2 teilerfremd, so ist das 
Vorzeichen stets positiv; in (96) steht dann rechts die Summe der 2 o - -1- ten  
Potenzen der Normen aller Idealteiler yon v. 

Es bleibt noch ~ g ( 2 o )  ZU bestimmen3S). :Nun ist 

~ 2 o  ~ 
n = l  

(98) ~ ~2o) = (-- 1) 0-1 h~~ (2 ~)~~ 
2 (2o)! ' 

wo h ~" die 2o-te Bernoullische Zahl ag) bedeutet. Ferner gilt fiir das 
Bernoullische Polynom 8,o-1(x)~o)die  Fouriersche Reihenentwicklung 

(09) 2(2o- -1 ) !  n~- 
f t = l  

und es ist 
d �9 

( 1 0 0 )  : = c o s  - - - X -  

(0 "< x ~ 1) ; " )  

as) Vgl. H. Minkowski, Oesemmelte Abhsndlungen I, S. 134. 
so) Die Bernoullischen Zahlen werden dutch die symbolisehe Formel 

h ~  ( h + l )  n 
bestimmt. 

,o) Ffir natfirliches x ist 

8~ (z) = 0~+  l t + . . .  + ( z -  1) t =  

= h  s ( n = 2 , 8 ,  . . . )  

(x + h)it+Z_h k+l 
k + l  ( t = o , ~ ,  . . .) .  

,x) Vgl. S, B. De Is VaJIH Pouuin, Cours d'enalyse infinit~simsle 2, 2. Aufl., 
Louvain-Pa~ (1912); S. 871. 

*~) Vt#~ s. B. D.  HUbert, Die Theorie der ~lgebmieehen ZahlkSrper; Jahreeberieht 
der Deuteehea Msthem~tiker-Vereinigung 4 (1897), 8. 820. 
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Ich benutze (99) fiir x = oI ( n ' =  1, . . . ,d);  dann folgt wegen (100) 

(101) ~ ( ~ - )  

Es ergibt sich 
(.fiir d - :  1 (rood 8)) 

(~o~) A , . ( , )  ~ 

1-2( )2 ' 
n ~~ (n + ~d )  g~ n = l  k--O 

d d 

n'=l  ,,=1 = . n -  ~ d .  ~ 

d 1 x-'( a ' ~ ( - l ) ' - t ( ~ , , ? ' / ,  h*~ 
= ~ , ~ e J  ~ - - ~ :  t" ,-- ,(~:)+,~J �9 

also schlieBlich sus (1), (96), (97), (98), (101) 

t | -  . 

tt'=t I 

4 ~ f f ~ N i  lee-I 

�9 t l ,  

~tt=l 

wo in x, das Zeichen 
t l~ 

steht rechts eine rationale Zahl. 

:t: die oben erklik'te Bedoutung hat. in (102) 

O5t t ingen,  15. September 1921. 

(Eingegaugen ~ 15. 9. 1921.) 


