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Ueber die Entwicklung einer Function von beliebig
vielen Variablen nach Laplaceschen Funectionen
hoherer Ordnung.

(Von Herrn F. G. Mehler zu Danzig.)

Die beiden Sitze, auf welche man bei der Entwicklung einer Function
von zwei Variablen nach Kugelfunctionen die Bestimmung des allgemeinen
Gliedes zu grinden pflegt, sind von Herrn Cayley *) auf die von ihm definirten
allgemeineren, von beliebig vielen Variablen abhingigen Laplaceschen Functio-
nen ibertragen worden. Auf ganz anderem Wege sind diese Sitze spiter
von Herrn Heire in der Arbeit ,Die speciellen Laméschen Functionen erster
Art von beliebiger Ordnung“ *¥) abgeleitet, worin man ausserdem eine Reihe
von interessanten Eigenschaften der speciellen Functionen findet, welche in
der allgemeinen Theorie die Stelle der Kugelfunction P,(cosy) und ihrer Zu-
geordneten vertreten. Schon vor dem Erscheinen der soeben genannten Arbeit
war ich durch Uebertragung der Eigenschaften des Potentials einer Fldchen-
belegung auf ein vielfaches Integral zu einer Verallgemeinerung der Laplace-
schen Reihen gelangt. In dem zu Ostern 1864 ausgegebenen Programme
der Realschule zu St. Johann in Danzig habe ich die Form der Reihen fir
beliebig viele Variablen aufgestellt und den Fall dreier Variablen einer spe-
ciellen Discussion unterworfen. Ich sprach dort zugleich meine Absicht aus,
in einer spiteren Bearbeitung auf die Erorterung der Convergenz der allge-
meinen Reihenentwicklungen einzugehen, sowie auch auf die Betrachtung ge-
wisser neuer Reihen, welche aus jenen dadurch hervorgehen, dass man die
Zahl der Variablen unendlich gross werden, die zu entwickelnde Function
aber nur von einer beschrinkten Anzahl derselben in passender Weise ab-
hiangen ldsst. Die letzteren Reihen, bei welchen die Variablen nicht auf ein
bestimmtes Intervall beschrinkt sind, sondern alle moglichen reellen Werthe
annehmen konnen, erwiesen sich mir spiter als ein besonderer Fall der von
Herrn Hermite ***) schon am Anfange des Jahres 1864 veroffentlichten Ent-

=;)“Su;* vi:as fonctions de Laplace. Liouvilles Journal Bd. 13.

**) Bd. 62, S, 110—141 dieses Journals.

*#%) Sur un nouveau développement en série des fonctions. Comptes Rendus,
Bd. 58, 'S. 93-- 100 und 266 —273.
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wicklungen, indem sie sich aus denselben durch Specialisirung der darin auf-
tretenden quadratischen Form ergeben. Da mir der Nachweis der Verwandi-
schaft der Reihen des Herrn Hermite mit den verallgemeinerten Laplaceschen
Reihen und die Untersuchung der Convergenz der letzteren nicht ohne Wich~
tigkeit zu sein scheint, so glaube ich, dass die nachfolgenden Mittheilungen
auch neben den genannten Arbeiten noch Manches bieten werden, was der
Beachtung werth ist. Verschiedene, ohne den gewiinschten Erfolg gebliebene
Versuche, den auftretenden Convergenzbedingungen allgemein eine einfachere
Gestalt zu geben, haben mich von einer fritheren Veriffentlichung zuriick—-
gehalten.
§ 1.
Definition der Laplaceschen Functionen n'* Ordnung.
Die partielle Differentialgleichung
k K v
(1.) %"T+%’;—+--.+—£—:: =0
hat, wie bekannt, den reciproken Werth des Ausdruckes
R = [(z—a)+ (T, — @) + -+ (T — @, ) O
zum particuldren Integral. Es geniigt ihr also, wenn unter K’ eine beliebige
endliche Function der a verstanden wird, auch das (r»--1)fache Integral

. fK'da,da,...da,.+, . / K'de
o= R = R

vorausgesetzt, dass R fir keinen innerhalb der Integrationsgrenzen gelegenen
Werth der @ verschwindet. Fihrt man nun statt der « die Variablen g, ¢,,
@2y ... @, ein vermittelst der Gleichungen

.’Dl == 9005?1,
z, = gsing,cosqp,,
x, = gsing,sing,...sing,_c0s¢,,

T,y = @Sing,sing,...sing,_sing,,
so geht (1.) uber in:

1 06 .00\ 1 O (s O0YN
(2) gn—2 —éz; 4 -(9-()— +£ ¢,8in" @, 6‘?3 (Slll P aq)‘,) = 07

worin ¢, =1, und fir s> 1:

¢. = (sing,sing,...singp, ,)*;
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und wenn man der obigen Substitution entsprechend
a, = lcosi,,
a, = lsini,cosi,, etc.
und ausserdem
o, + x4 +a,, T, = lp.cosw
setzt, so wird
R = (P—2lgcosw+g?)iD,
dt' = I'sin"'4,...sin'4,_,dldA,...dk,_,dh,.
Die Function o soll jetzt so specialisirt werden, dass sie fir » =2 mit dem
Potential einer auf einer Kugel vom Halbmesser 1 vertheilten Massenschicht
zusammenfillt. Zu dem Zwecke verwandeln wir K’ in &': ¢, verstehen unter
k' eine von ! unabhingige Function der %, unter ¢ eine unendlich kleine
Grosse, integriren nach / von 1 bis 14¢ und nehmen O und = als Integra-
tionsgrenzen von ,, ... 4,_,, dagegen O und 2x als die von 4,. Indem wir
noch zur Abkirzung
r = (1—2¢cosw 4 ¢*):"",
do' = sin"4,...sin'A,_,dA,...dA,_,dA,

setzen, erhalten wir
k'da’
3.) o= / —

Bezeichnet nun R, (cosw) den Coefficienten von ¢™ in der Entwicklung von
r~' nach aufsteigenden, oder, was dasselbe ist, den von ¢~™"+!' in der Ent-
wicklung von r~' nach absteigenden Potenzen von ¢, und setzt man

(4) X, = [FR,(cosw)do,

dann gilt fir o, je nachdem ¢ <Z1 oder =1, die erste oder die zweite der
beiden folgenden Reihenentwicklungen:

3) o= X¢"X,,

m=0)

m=®

3") o= XgmrHX,,

m=0 >

und durch Einfihrung der einen oder der anderen in (2.) ergiebt sich fir
X,, die (schon von Herrn Ileine aufgestellte) partielle Differentialgleichung

s= 3 /.. OKX.
(5) m(m—}‘ﬂ—i)Xm—f-ﬁm W(sm @, afps) = 0.

21 *
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Eine jede Losung Z, dieser Differentialgleichung, welche, wie es mit X, der
Fall ist, eine ganze rationale Function (m'" Grades) der Grossen cosg,,
sing, cos g, etc. ist, moge eine Laplacesche Function =" Ordnung heissen:
unsere Aufgabe besteht dann darin, eine Function von » Variablen ¢, welche
fir alle Werthe von ¢,, ... ¢,, zwischen 0 und = und far alle Werthe
von ¢, zwischen 0 und 27 gegeben ist, in eine Reihe Zy+Z,+Z,+4--- von
Laplaceschen Functionen »'" Ordnung zu entwickeln.

§ 2
Ableitung der Reihenentwicklungen.

Fir =2 kann die Form der Reihe bekanntlich sehr leicht durch
Anwendung des Satzes erbalten werden, dass die zur Kugelfliche normale
Attractionscomponente beim Durchgange durch die Flache eine plotzliche Aen-
derung um eine Grosse erfihrt, die der Dichligkeit der Massenschicht an der
Durchgangsstelle proportional ist. Dem analog suchen wir in dem allgemeinen
Falle den Grenzwerth zu ermitteln, welchen die Differenz

0 g
7%)(9:.14-8)”(_8_:})(9:1—5) =D

fir ein unendlich kleines positives & annimmt. Diese Differenz stellt sich ver-
moge (3.) als der Unterschied zweier vielfachen Integrale dar, deren ent-
sprechende Elemente sich unendlich wenig von einander unterscheiden, mit
Ausnahme derjenigen, fir welche » der Null sehr nahe liegt. Da dies aber
nur fiir kleine Werthe von w staitfindet, so ist es zweckmassig, es so einzu-
richten, dass w eine der Integrationsvariablen wird. Indem wir deshalb von
den Variablen 4 fir den Augenblick wieder zu den @ zuriickgehen, erseizen
wir diese durch »-+1 neue Variablen b, b,, ... b, durch die folgende ortho-
gonale Substitution:

a, = cos g, b— sing, b,
a, = sing,cosg,b+cosg, cosq,b,—sing,b,
(6.)
a, = sing,...cos,b+ « ... « . —sing,b,
G,y = Sing...sinQ@b+ - ¢ -0 o0 +cos¢, b,,

worin die Coefficienten von b; aus denen von & durch partielle Differentiation
nach ¢,, unter Fortlassung des gemeinsamen Factors sing,...sin¢, ,, hervor-
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gehen. Aus diesen Gleichungen folgt:
b=a,cosp,+a,sing, cosp,+--- = lcosw,
und setzt man ausserdem
b, =lsinwcosw,, ..., b,=lsinw...sinw,_,,
so wird (3.) transformirt in:
41 2n . o .
v =/ .. / F(o)sin"*w,...sin'w, ,dw,...dw,_,,
0 V]
wenn

kKsin"lwdw

F(e) = (1——29 cosw + @i ?

so dass es sich jetzt nur um die Werthbestlmmung der Differenz F'(1+¢&)—F'(1—¢)
handelt. Differentiirt man nun F(g) nach g, setzt dann ¢9=1-+t¢, und zugleich
9 1 —n

A (1 1 z?)‘}n——l_ kK = k!,

cosw=1—4z

so erhilt man:

, wd 21 d
F'(1+¢) _‘f ¢ zi('»+1) +f : Za(n+1> '
(1+ 5= (14 ==

Das erste dieser Integrale andert swh, wie leicht zu sehen,‘ unendlich wenig,
wenn ¢ in —¢ verwandelt wird. Es kommt also nur das zweite in Betracht,
welches wir in zwei Theilintegrale mit den Grenzen O und J, & und 2 zer-
legen, wihrend wir J mit ¢ zugleich gegen Null hin abnehmen lassen, jedoch
so, dass der Quotient ¢ : 0 stets unendlich klein bleibt. Das zweite Theilin-
tegral ist, wenn H einen gewissen endlichen Werth bezeichnet, gleich

2 2edx 2¢

= H(5-—),
verschwindet also zugleich mit ¢, und das erste ist, wenn (4') den Werth
des &' fir einen gewissen zwischen O und J gelegenen Werth z, des z be-

deutet, gleich s
, & =+ 2¢eds
(h) 1+”__£;_ J 2(1 el )‘}(H—l) *
e g =\t

Aber der Factor von (k') vor dem Integralzeichen ist unendlich wenig von
1 verschieden, und das Integral geht durch die Substitution z = ¢~ ber in:
o At e dldt Yal(gn)

(A4Hie+D = (A4 ieDd T T
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Das Doppelte dieses Werthes mit (h') oder }(1—=)(k") multiplicirt ist gleich
der Differenz F'(14+¢)—F'(1—¢), und daher ist:

() D = ?;?:E‘in)) / / ” (K')sin"*w,...sin'w,_,dw,...dw,_,.

Es bedeutete (k') den Werth des &' fiir ein unendlich kleines w. Aber fir
w =0 folgt aus (6.), dass cosi, = cos¢,, sini, cosi,=sin¢g,cosg, u. s. w.,
und hieraus gehen unter der Voraussetzung, dass die ¢ keinen ihrer Grenz-
werthe O und 7 (resp. O und 2n) besitzen, fir die A die bestimmten Auf-
losungen 4, = ¢,, 4, = ¢, u. s. w. hervor, von denen sich die fir ein unend-
lich kleines w geltenden nur unendlich wenig unterscheiden. Wenn also die
Function &' = f(4,, ... 4,) fir das besondere Werthsystem 4, = ¢,, 4, = ¢, etc.
nicht vieldeutig ist, so nahert sich (4') der von w,, w, etc. unabhingigen
Grenze k= f(¢,,...®,), und die Gleichung (7.) kann dann durch die folgende
ersetzt werden: ’
4min+1)
(7") (8@ 1te é)g )1—8 m"—"Tj '

In Betreff der Grenzwerthe der Variablen wird die Bemerkung geniigen, dass
D fir ¢,=0 und ¢,=n von ¢,,,, ¢, etc. unabhingig, und dass fir ¢, =0
und ¢,=2n an Stelle von % das arithmetische Mittel der diesen beiden Werthen
enisprechenden Functionalwerthe zu setzen ist.

Indem man (7'.) mit (3".) und (3".) verbindet, darauf ¢ =1 und fir
X,, den in (4.) befindlichen Werth setzt, erhélt man:

szyz(::n:g) m§(2m+n-1 /}S'Rm (cosw)dd’,

m=0

L) k=

aber die Giiltigkeit dieser Entwicklung bleibt zweifelhaft, weil ihre Ableitung
auf der Annahme beruht, dass die angewandten nach Potenzen von ¢ fort-
schreitenden Reihen, welche fir ¢ =1+, resp. ¢ =1—¢, allerdings sicher
convergent sind, ihre Convergenz auch noch fir ¢ =1 beibehalten.

Die in dem allgemeinen Gliede auftretende specielle Laplacesche
Function R, (cosw) hat, je nachdem 7 eine ungerade oder gerade Zahl ist,
einen wesentlich verschiedenen Charakter; es ist ndmlich, wenn man z statt
cosw schreibt,

fir n =2u+1, ©u>0:

_ 1 d“cos(m+ p)w
®) = GrepTe e
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und fir » =2u+42, u=>0:

 Ya dPu,()
ST YRy R

in Betreff welcher Ausdricke ich auf die oben angefiihrte Arbeit des Herrn

Heine verweise. Die Reihe in (I.) fihrt also auf die beiden folgenden
Reihen:

(Ia.) S — = \/}‘(115 ) 12,4.,_1 d" COS(m‘*‘P")w T

(27‘:)“'“ m— 0 T ds® >
dv = sin*4,...sin'd,, dh,...dAy,,,
3 = COSW = COS, cOSA,|sing,sind,cosy,cosd,+ ---

+sing, sin, ... sing,, sin,, €08 (Pay 4 —Rgpq1).

1 "‘““’ arp,
() 8= @yt = m+:“+f)/f (A ... 2;4+2,—7tf‘—(z)d
Die Ausdricke fir dz und z in der letzten Gleichung gehen aus den voran-

stehenden durch Verwandlung von 2u in 2u--1 hervor.

S 3.

Ueber die Convergenz der Reihenentwicklungen.

Die wichtigen Arbeiten Dirichlets iiber die trigonometrischen und die
nach Kugelfunctionen fortschreitenden Reihen (im 4'" und 17" Bande dieses
Journals) bieten die hauptsichlichsten Hiilfsmittel dar, um auch die erhaltenen
allgemeineren Reihen zu untersuchen. Bezeichnet man durch S, die Summe
der m—pu+1 ersten Glieder der Reihe (I%), in welcher die Function f als
endlich vorausgesetzt werde, und bemerkt man, dass
sm sin(m+4}w —@,

sin %w

- cos(uw)+cos(u+1)w+- -4 cos(mw) =
wWo G eine ganze Function von 5 vom pu—1'"" Grade, so findet man:
e = g [l ) (S
und wenn man dieses Integral durch die Substitution (6.) transformirt und
P() = [Ty A s @y sint @y, do, . doy,
setzt, so wird(; U

_+.
A 5. = g [ (D)

sin ,w
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Wenn nun die Function #(w)sin®**~'w und ihre nach z = cosw genommenen
u—1 ersten Differéntialquotienten innerhalb der Integralionsgrenzen continuir~
lich bleiben und an den Grenzen selbst verschwinden, so ist es nicht allein
erlaubt, «mal hinter einander theilweise zu integriren, sondern es verschwin-
den auch die vom Integralzeichen freien Glieder, so dass man, indem man
zur Abkiirzung

(=Dt d [ad P (w)sin?lw
X(®) = S@nr 4w g1 ]
setzt, fiir S, den Ausdruck erhilt:
1 sm(m+ ) w
B s [ i,

Fir ein unendlich grosses m nihert sich derselbe, wie Dirichlet gezeigt hat,
sicher dann dem Werthe X(4-0), wenn dieser Werth endlich ist und X(w)
in dem Intervalle von O bis = weder unendlich viele Stetigkeitsunterbrechun-
gen erleidet noch unendlich viele Maxima und Minima besitzt*). Betrachtet
man nun ¥ (w) als den Quotienten von ¥(w)sin**'w und sin**'w, so ist,
weil diese Grossen nebst ihren u—1 ersten nach z genommenen Differential-
quotienten fiir w =0 verschwinden, %(+0) gleich dem Quotienten der u'"
Differentialquotienten beider fir w =0, wodurch man leicht findet, dass

X 1
Y’(+O)=~—(g£2—, wenn C=—I:g—%_%’fz—-

Es wird also S_= C¥(40), und diese Grosse ist aus den schon bei Gelegen-
heit der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen angefihrten Griinden gleich
f(P1y Pas -+ Pruy1), sofern dieser Werth nicht vieldeutig ist und keine der
Variablen einen ihrer Grenzwerthe besitzt.

Wenn dagegen irgend eine der Functionen ¥(w)sin®**~'w und ihrer
w—1 ersten Derivirten nach z fiir einen oder mehrere Werthe (¢) der Va-
riablen w innerhalb der Integrationsgrenzen unstetig, aber nicht unendlich,
wird, so kann man auf das Integral in (A4.), indem man es durch Einschaltung
von Zwischengrenzen an den unstetigen Stellen in Theilintegrale zerlegt, noch
immer das Verfahren der theilweisen Integration anwenden, aber es enthilt
alsdann S, ausser einer Anzahl von Integralen, deren Summe sich fiir m = »
wiederum auf X(+0) reducirt, noch eine Anzahl von Gliedern, die vom In-

*) In Betreff der irreguliren Functionen, fiir welche die letzteren Bedmgungen
nicht erfiillt sind, verweise ich auf eine Abhandlung des Herrn Lipschits, in Bd. 63
dieses Journals (S 296 — 308).
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tegralzeichen frei sind, und weil sie je einen der Werthe von
. . Y u—1 /gsin’ 1
Saehe (e L (e (g

als Factor enthalten, bei unbegrenzt wachsendem m unbestimmt oder unend-
lich werden. Es kann also hier von einer Convergenz der Reihe nicht die
Rede sein, und eben so wenig wird dieselbe in dem Falle, wo die Derivirten
von ¥ (w) stellenweise unendlich grosse Werthe annehmen, stattfinden konnen,
wenngleich sich dieser Fall nicht durch die ndmlichen Schliisse erledigen lisst.

Man darf dbrigens nicht ibersehen, dass wiewohl nach (6.) die a ste—
tige Functionen der b, d. h. (wenn wir /=1 setzen) die Grossen cosi,,
sini,cos 4, etc. stetige Funclionen von cosw, sinwcosw, etc. sind, dennoch
fir die Variablen 4 selbst nicht durchweg das Gleiche stattfindet, indem ins-
besondere Aoyt bei continuirlich sich &nderndem w plotzlich von einem der
Grenzwerthe O und 27 auf den andern iiberspringen kann, und diesem Um-
stande ist es, wie ich beildufig anfiihre, zuzuschreiben, dass fiir das specielle
Werthsystem ¢, = ¢, =++=¢,,;; =4n die Function #(w) bei w=in im
Allgemeinen eine plotzliche Aenderung erfihrt und dadurch eine Divergenz
der Reihe hervorbringt. Auf der anderen Seite aber ist das Folgende fest-
zuhalten: Wenn die Function f(4,,...4,,,,) als eine stetige Function g der
2u-+2 Variablen @, = cosi,, a,=sink,cosl, etc. betrachtet werden kann, und
wenn auch die simmtlichen nach den a genommenen partiellen Differential-
quotienten von g bis zu denen der w—1**" Ordnung inclusive stetige Functio-
nen der o sind, so ist die Function f, so wie ihre w—1 ersten Derivirten
nach w, auch in Bezug auf die Variablen w, w,, ... durchweg stetig, woraus
man leicht schliesst, dass dann die Bedingungen erfillt sind, unter welchen
die Transformation von (A4.) in (B.) moglich ist.

Was die Reihe (I°.) betrifft, so kann man dieselbe offenbar statt bei
m =0 auch bei m = —u beginnen lassen, und wenn man dann jedes Glied
derselben durch die Substitution (6.) transformirt, so wird man, unter der
Voraussetzung, dass eine u-malige theilweise Integration statthaft ist, auf ein
Integral von der Form

S =/nF(w)(%P0(5)+%PI(ZH"°'+%(2m+1)1’m(z))sinwdw

gefiithrt, dessen Werth, falls F(w) endlich, sich nach Dirichlet fir m = oo auf
F(4+0) reducirt, d. h., wie man zufolge der Bedeutung von F(w) finden wird,
im Allgemeinen auf f(¢;, ... o 0).

Journal fiir Mathematik Bd. LXVI, Heft 2. . 22
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S 4.
Die Reihen beliebiger Ordnung fiir Functionen einer einzigen Variablen.

Wenn die Function f nur von der ersten Variablen ¢, abhéingt, wih-
rend u beliebig bleibt, so darf man ¢, = ¢;=-..- =0 setzen, und die Reihe
(I*.) lasst sich durch Benutzung einer von Herrn Heine (a. a. 0. S. 141) ge-
gebenen Integralformel oder auch durch Benutzung der Differentialgleichung
(5.) in die Form bringen: ,

S = 2 gItm—p+1) dcos(mep)
n % ml(m+p) (deosg)s =™

T o e d# cos(md)
A, = [ disin*Af(a)
"/

(dcosh)* °

wobei ¢, 4 statt ¢,, 4, und m statt des friheren m-+u geschrieben worden
ist. Die Function ¥(w) vereinfacht sich jetzt in

Fw) = ¢f f(i)sin* o, dw
“/ 1 19

wo c¢ eine leicht angebbare Constante, und nach (6.) ist:

@ =c08A = cOSpcosw—singsinwcosw,.
Ist nun zunéchst ¢ =0, resp. ¢ =7n, so wird A =w, resp. = n— w, also von
w, unabhéngig, so dass #(w) sich nur durch einen constanten Factor von
f(4), resp. f(n—A4), unterscheidet. Die Reihe ist also fir die Grenzwerthe 0
und 7 divergent, wenn die Functionen f(1), f'(1), ... f*9(4) innerhalb des
Intervalles von O bis 7 nicht sdmmilich stetig sind.

Wenn dagegen ¢ von O und 7 verschieden ist, so ist es fiir alle
zwischen O und 7 gelegenen Werthe von w erlaubt, die Integrationsvariable
w, durch @ auszudricken, und es wird, wenn man zur Abkiirzung setzt:

sin'~“ ¢ [sin’* @ sin*w — (cos pcosw —a)’ 1~ = M,
. cos(p—w
sint o Pw) =cf
cos(p+w)
Die wiederholte Differentiation dieser Gleichung nach z = cosw ergiebt mit
Riicksicht darauf, dass M und die u—2 ersten Derivirten von M fiir a=cos(¢p—w)
und @ = cos(¢p+w) verschwinden:
d* P (w)sin®* 1w c0s(p—w) deM
o =c f(arccosa)——-da, (¢ = u—1).
cos(p-+w)
Dieses Integral aber ist selbst dann eine stetige Function des Parameters w,

/

)f(arc cosa) Mda.
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wenn f(arccosa) oder f(4) stellenweise discontinuirlich ist, und es verschwindet
ausserdem, wenn « sich dem Werthe O oder n unbegrenzt nihert. Diese
Eigenschaften reichen hin, um die Umformung der Gleichung (A.) des vorigen
Paragraphen in (B.) zu rechtfertigen, und die Reihe convergirt also, wenn
¢ weder =0 noch =, gegen den Werth von X(¢) fiir ein unendlich kleines
positives & d. h. gegen }[f(¢—¢&)+f(¢-+¢)], wie man findet, wenn man in
der vorangehenden Gleichung o = —1 nimmt und die entstehende Formel
nach w differentiirt.

Die Reihe (I°.) nimmt fir den Fall einer einzigen Variablen die Form an:

§ = 3 R4+ I'(m—p—+1) d“Pp (cosg)
# 2I'(m+p+1) (deosg)r ™2

Bm :/ﬂdlSiHQ-"'Hlf(l) dﬂPm(COSZ)

/ (dcosd)m

und erweist sich dann als im Wesentlichen identisch mit der Entwicklung
einer Function nach den Zugeordneten von P, (cos¢). (Vergl. Heine,
Handb. d. Kugelf. §. 52.) Wie ich einer gefilligen Mittheilung des Herrn
Heine zu entlehnen mir erlaube, kann diese Reihe und zugleich der Beweis
ihrer Convergenz fir zwischen O und n gelegene Werthe von ¢ sehr leicht
dadurch erhalten werden, dass man die Kugelfunctionenreihe, durch welche
nach Dirichlet jede endliche Funclion zweier Variablen dargestellt werden
kann, auf die specielle Function F(¢,y) = f(¢)sin“¢pcos(«wy) anwendet und
die daraus entspringende Entwicklung von dem Factor sin“¢gcos(u) befreit.
Aber fir ¢ =0 und ¢ =7 ist die Division durch diesen Factor unstatthaft,
und die Convergenz der Reihe bleibt zweifelhaft. Sie findet jedoch dann
allerdings sicher statt, wenn die u—1 ersten nach cosi genommenen Diffe-
rentialquotienten von f(i)sin**4, so wie auch diese Function selbst, stetig
und an den Grenzen = O sind, und wenn der u" Differentialquotient endlich ist.

§. 5.

Der Fall einer unendlich grossen Anzahl von Variablen.
Die Summe der unendlichen Reihe auf der rechten Seite von (L) in
§. 2 lasst sich, wenn man dem allgemeinen Gliede den Factor ¢™ hinzufigt
und ¢ << 1 nimmt, durch den folgenden geschlossenen Ausdruck darstellen:

11— T} 1 R —i(n ’
S = C %3:%("2+§?+ )/}t(i—29cosw+gz) 4D g,
22*
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Es bezeichne nun » eine ganze Zahl, die kleiner als »—1 ist, und es sei &'
von den Variablen ,,,, 4,,2, ... 4, unabhingig, dann ist es erlaubt ¢, , =
@,42 ="++-+=0 zu selzen, es wird

COSWw = COS¢P,COSA +--+sing,sink,...sing,sini, cosi, .,

und wenn man die Integrationen nach 4,,,, 4,.5, ... ausfihrt, cosi, ., = ¢ und

o "1 TS 1—2pcosw - p* \~i(»+D
J = ‘/—2—;(1—921_/1 (1— eyt (——2€22 0T ) gy

setzt, so ist:

‘/ Tin+1) ;

S = —/F—— / k'Jsin"14,...sin" A, dA,...dk,.
IR N ‘

Wir werden jetzt die bisherigen Variablen vermoge der Substitutionen

— 1. 2 — 1 2
(pl__‘ 2-71 & n 0 “ e ,,——2—71-'.’13,, 7,
2 2
A = 2‘-7!——3/11/7, e A, —_—-%n—y,,l/—n—

durch neue ersetzen, ferner statt &' die Function F(y,,...y,) einfihren, und
darauf die Zahl = ins Unendliche wachsen lassen, wihrend » einen gegebenen
endlichen Werth beibehélt, dann geht S iiber in:

LA £ -
my/.../F(gl,...y,)J.e Ydy,...dy,,
Y = gitgitotol,

und fiir J findet man, wenn man t=9+31/—72;- macht, durch eine keiner be-

S8) S =

sonderen Schwierigkeit unterworfene Rechnung den Ausdruck:

20p—02%g

9) J=(1=¢)Pe =,

worin:

p= glxsyw 9= gl(aﬁ"’yi)'
Es lasst sich nun J auch in die Form bringen:

! — __(f:_e;o__ . > (0% —Ys
@9y J= Ty’ wenn: ()—- iy )

und vermoge dieses Werthes von J geht (8.) iiber in

P FWeyy) 0
10) 8 / ek e Cdy,...dy,,
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und wenn man dieses Integral durch die Substitution

=0z +yl—¢’s, ... y,=oax,+yl—¢s,
transformirt, so findet man, dass dasselbe, wie es auch nach der Art seiner
Entstehung nicht anders zu erwarten war, sich fir ein unendlich wenig von
1 verschiedenes ¢ der Grenze F(z,,...x,) nihert, wenigstens sicher dann,
wenn die Function F fiir alle Werthe der Variablen endlich und F(z,,...z,)
nicht vieldeutig ist.
Kehren wir jetzt zu (8.) und (9.) zuriick und denken uns J in die Reihe
J = Jy+Jdo+ 0+
entwickelt, welche fiir ¢* <1 convergirt, so wird unter der Voraussetzung,
dass die durch Einfiihrung derselben in (8.) entstehende Entwicklung auch
noch fir g =1 convergent ist, die Function F durch die Reihe

(IL)  F(zy,...x,) = X+ X+ X+
dargestellt, deren allgemeines Glied

1 0 L)
X, = -n%—y/ .. / Flyiy...y,)J e Ydy,...dy,
eine ganze Function m'"" Grades der Variablen z,, ... x, ist und der Dif-

ferentialgleichung geniigt, die aus (5.) durch die Annahme ¢, = fn—=, ‘/%,
n = oo hervorgeht:

g ; a —x? aXm .
(11)  2mX,+ X ™ (e = 0.

ox,
Um nun J, in entwickelter Form darzustellen, zerlege man J in das Product:
(12) J = E@,y)E@,9) ... E(2,,9,),
wobei E(z,y) definirt ist durch die Gleichung:

20xy—0% (x*+y?) _ (ex—7)*
1—® e 10
13) E@¢)="—— =
Bei der Entwicklung von E kann man sich entweder der Differentialgleichung
OE OE , &E _
(14) 29 —%—23;_(_9—&“ +-%g— =0

oder, wie ich es vorziehen werde, des folgenden bestimmten Integrales be-
dienen, worin ¢ die Bedeutung von y—1 hat:

(15.) E(=z,y) = %/"e—(t—yi)’—(xﬂﬁ)’dt_
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Wenn man hierin die Exponentialgrosse mittels des Taylorschen Lehrsatzes
nach Potenzen von ¢ entwickelt und
dee—x?
(@) — (—_9)—a,x3
(16') T - ( 2) e d.’Da L)

(17) y(a) —_ zl;;/ e—{—yd? tedt

setat, wobei y® genau dieselbe Function von y, wie = von z, ist, so er-
giebt sich:

a——w 2a
(18.) E(z,y) = _U H(‘;) @ (@,
und hieraus folgt wegen (12.):
221 (ax)ygan) 2% 4 (az)ygaz) 2ayw£a'y)y£ay)
In = =1y M) 7 @y
wenn die Summe sich auf alle Werthe 0, 1, 2, 3 ... der « bezieht, fir

welche o,+:+a,=m. Vermioge dieses Ausdruckes verwandelt sich die
Reihe (IL.) in

aytota,
III ) F((D X ) - = 2 'A"l;-n Ty :B(al) w(a,,)
( . 19 ¢ v niyn(a‘) H(ay) 1 “ .. v 9
aa, —‘/ / F(yl, - yv)y(a‘) (“v) _Ydy .dy,,
wihrend fir e, ... o, alle Zahlen der Reihe 0, 1, 2, 3, ... zu setzen sind.

In dieser Form erweist sich unsere Entwicklung leicht als ein speciel-
ler Fall der von Herrn Hermite gegebenen, auf welche in der Einleitung
hingedeutet wurde. Um auch zu diesen allgemeineren Reihen in éhnlicher
Weise zu gelangen, wie wir zu (III.) gelangt sind, miisste man auf (8.) und
(10.) zuriickgehen und in @ statt der Summe der Quadrate der Grossen
0T, — Y1y OT—Y2, ... eine beliebige positive quadratische Form eben der-
selben Grossen einfihren. Man wird dadurch zunichst auf eine eirzige, der
Reihe (II.) analoge Reihe gefiihrt. Stellt man darauf das verallgemeinerte J
in (9'.), um es nach Potenzen von ¢ entwickeln zu konnen, durch ein »-faches
Integral dar, in dhnlicher Weise, wie in unserem speciellen Falle J vermoge
(12.) und (15.) durch ein Product von » einfachen Integralen dargestellt wurde,
so erhalt man fir J, eine Zerfillung in einfachere Bestandtheile, deren jeder
das Product einer Function der « in eine davon verschiedene Function der
y ist. Da aber der Entwicklungscoefficient J, in Wahrheit in Bezug auf
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die  und y symmetrisch ist, so ergiebt sich durch die Vertauschung dieser
Grossen noch eine zweite, von der ersten verschiedene Darstellungsform des-
selben, und auf diese Weise entstehen die beiden von Herrn Hermite gege-
benen Entwicklungen, deren inniger Zusammenhang auch hierdurch aufs
Deutlichste hervortritt.

Zum Schlusse mogen noch einige Notizen iiber die Function = Platz
finden. Durch das Integral in (17.) erhdlt man sehr leicht die bekannten
Relationen:

dz(®)
dx

a
= az, go@ = 2D 2 gD,

Die zweite ist ein specieller Fall der folgenden:

a:(a)m(ﬂ) — m(a—}-ﬁ)_*_ azﬂ glets—2) + a(a _12) i(ﬂ_i) w(ﬂ+l3—4)+ ceee

Nach Potenzen von x geordnet ist:

a(a—1) zo? | a(ea—1)(c—2)(a—3) o
1 5 -+ —_—e

(a) @ ___
r=2 1.2 24

Den Werth des Polynoms «=® fiir ein unendlich grosses « hat Herr Hermite
mit Hiilfe der Differentialgleichung

d’z@
da’®

d$(°‘)

—Re——+2aa® = 0

bestimmt. Um denselben vermittelst des bestimmten Integrales in (17.) abzu-
leiten, bringe man dasselbe in die Form:

A7) 2@ = -‘/273*?/ et 1 cos (2tx — Lom) dt

0

und transformire es durch die Substitution t=‘/g—+3, so wird:

z® = If/ %"~ cos Rz I+ zy2e—tan)dd,

“Vie

K = ——ct(5)'e", 0=9/2a—alog(1+9)2)-
Das in K multiplicirte Integral zerlege man in drei andere T,, 7,, 7, mit
den Grenzen ——1/—;'— und —m, —m und m, m und co, wobei m positiv und

< ‘/-02‘— Da 6 innerhalb der Integrationsgrenzen bestindig positiv ist, so sind
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T, und T; verschwindend klein, sofern nur m mit & zugleich unendlich wird.
Man kann aber m so langsam zunehmen lassen, dass in T, bestindig 6 = 9*
ist; es wird also:

, = cos (z/2e — %an[%‘” *cos(2x9)d9 = 1/ —’21 e ¥ cos (20 — fon),
und somit: ' '
@ = yRete (—oi)%ae*"’ cos(¢y2e — fan)
= 3 Lan).

Danzig, im Mai 1866.




