
Uber ein Minimalproblem der mathematischen Physik. 
Von 

T. Carleman in Upsala. 

Ich werde im folgenden ein Variationsproblem be~reffend die Kapa- 
~itgt eines Zylinderkondensators behandeln. /kls Hilfsmittel dient die 
Theorie der konformen Abbildung zweifach zusammenhs Bereiche. 

Unter einem Zylinderkondensator versteht man bekanntlich ein 
System yon zwei leitenden Zylinderfi~ehen mit parallelen Erzeugenden, 
yon denen die eine ganz im Innern der anderen enthalten und durch 
das Vakuum oder einen Isolator yon ihr getrennt ist. Ferner sollen 
die HShen der Zylinder grol~ gegen die Querschnitte sein. Die Kapazit~t 
definiert man als ElektrizitKtsmenge pro HSheneinheit des ianeren Zy- 
linders, wenn dieser das Potential Eins hat, wKhrencl der AuBenzylinder 
zur Erde abgeleitet ist, d.h.  das Potential Null besitzt. 

Bei der mathematischea Behandlung betrachtet man die Zylinder 
als unendtich lang. Das Schnittgebilde unseres Kondensators mit einer 
Ebene senkrecht zu den Erzeugenden mSge aus zwei geschlossenen, weder 
sieh selbst noeh sich gegenseitig schneidenden Kurven, 'der ~uBeren C O 

uncl clef inneren O1, bestehen. Das Zwischengebiet nennen wit .Q. ]~s 
wire1 im folgenden stets angenommen, dab der Isolator zwischen den 
Zylinderflgchen iiberall dieselbe Dielektrizit~tskonstante D besitzt. Be- 
deutet nun U diejenige harmonische Funktion, welehe auf G o und C x 
die Randwerte 0 bzw. 1 annimmt, so ist die Kapazitgt dutch 

i1) K 4~,30n ds  
o 

gegeben. Dabei bedeu~et G eine beliebige C 1, umsehliei~ende Kurve, die 

nieht auBerhalb G o verl~uft, und ~ eine Ableitung in der Riehtung 
der nach C 1 weisenden Normale. 

Betreffs der Variation der Kapazit~t bei )~nderung der Zylinder- 
fl~ehen mSge Iolgende~ Satz zur Orien~ierung dienea: Die Kapaziti~t K" 
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eines Kondensators, dessen Querschnittskurven C~ und C~ nicht auger- 
halb D verlaufen, ist grSl~er oder gleich K. Gleichheit besteht nut 
dann, wenn das Kurvensystem C~C~ mit CoG ~ i4entiseh ist. 

Es geniigt, den Satz in folgenden beiden Spezialfiillen zu beweisen: 

1. C~ identisch mit Co; 
2. Ci . . . .  C1. 

Dean bezeichnet man die zu einem Kurvenpaar CoC 1 gehSrige Kapaziti~t 
mit K(CoCI), so Iolgt aus 

K(C~O~) -- g(CoC,)  ~ O, 

K (OPo'Oi) -- K(C'o Ca) ~ 0 
die Ungleichung 

K(0~ g~) -- K (Yogi) > 0. 

Im Falle 1. ist U ' - - U  (unter U' die zu U analoge Funktion fiir das 
Kurvenpaar C~ G; verstanden) eine im Gebiete zwisehen 0 o uncl G~ har- 
monische Funktion, die auf g o versehwindet. Auf G~ hingegen gilt 
U ' - - U  ~ 0, denn in ~ ist iiberall U <: 1. Hieraus folgt, dal3 auf 0 o 

0 
(2) (u '  - u )  Z o 

ist. Das GleiohheitsT.eiehea kaan nur dann iiberall gelten, wean U ' - - U  
idenr versehwindet, d .h .  wenn C[ mit C~ zusammenfgllt. Aus (1) 
und (2) folgert man nun 

?-; (V' --  V) ds  > 0 ,  
0o 

w. z. b .w.  Der l~all 2. liil]t sieh in genau analoger Weise erlecligen. 
Wenn C1 und C o Kreise mit den Radien R~ bzw. R o und dem Mittel- 

punktsabstand d sind, so bereehnet sieh die Kapazitgt aus dot Gleiehung 

1 = log(2RoRa ) _ log ~, 

= R~ + R~ -- d ~ -- ~/i(Ro + R~) ~ -- d '~] [(R o -- R~) ~ -- d~']. 

Fiir konzentfische Kreise bekommt man 

K = - - L  
Re * 2 log ~ -  

Wir lassen jetz~ die Kurven g O und O~ variieren mit der Bedingung, 
dab die I~ngen konstant bleiben. Es ist einleuehtend, dab die Kapa- 
zitgt beliebig hohe Werte annimmt, wenn g o und g a sieh beinahe be- 
riihren, Dies lggt ~ioh iib~igens mit Hilfe der Formel (3) und des voran- 
gehenden Satzes s~reng beweisen. Da~ die Kapazit~t beliebig kleine 

14" 
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Werte annehmen kann, sieht man etwa folgendermal~en ein. Es sei 
Y ein Kreis mit dem Radius R, der ira Innern yon C O liegt. Um dessen 
Mittelpunkt beschreiben wir einen anderen Kreis y~ mit beliebig kleinem 
Radius e. Nun kSnnen wir immer innerhalb y~ eine Kurve C 1 yon be- 
liebiger L/inge konstruieren. Die zu CoC ~ gehSrige Kapazitgt ist abet 
gemRB dem oben bewiesenen Satze k]einer als die Kapazit~t eines 
Kondensators mit den Querschnittslinien 7 and re, d. h. kleiner als 

1 

2 log - -  -~ ' 
8 

was m i t e  gegen NuI1 strebt. 

Hingegen gilt folgender Satz: 

Unter allen Zylinderkondensatorcn, deren Auflen- und Innenzylinder 
konstante Quer~ehnittsfldehen besitzen 1), hat der~enige die kleinste K a ~  
zitdt, welcher aus zwei konzentrischen Kreiszylindern besteht. 

Wenn man ~2 auf ein anderes zweifaeh zusammenh~ngendes Oe- 
bier f2* konform abbildet, gcht U in eine harmonische l%nktion U* 
iiber, die auf C~ und C~ 0 bzw. 1 wird. Bedeutet z * =  f (z)  die ab- 
bildende Funktion, so hat man 

OU* 1 OU 

an* I f ' ( z )  l on'  

= I f'( )lds. 
Daraus folgt 

= ~-/d~-~ as = 4 ~ J O n  = K .  
C* G' 

Die KapazitKt ist also eine Invariante gegeniiber konformen Trans. 
formationen. 

Wit betraeh~en nun diejenige konforme Abbildung, die Q auf einen 
Kreisrirg mit den Radien l und 1 (l < 1) transformiert, l i s t  bekannt- 
lich dutch G' o und G~ vSllig bestimmt. 

Wit kSnnen also gemMl (4) unser Problem such so formulieren: 

Fiir Welche Kurven CoG~, die l~liiehenstiioke yon konstanten In- 
haI~en begrenzen, wird l ein Minimum? 

Sei iv(z) diejenige analytisehe Funktion, welche den Kreisring auf 
abbildet. Wit entwickeln iv(z) in eiue L a u r e n t - R e i h e  um den ge- 
meinsamen Mittelpunkt der Kreise: 

1) Dieser Satz gilt such bei der allgemeineren Nebenbedingung, dab der ~uf]ere 
Inhal t  yon U 1 und der inhere Inhalt  yon Go vorgeschriebene Werbe behalten. 
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+ ~  + ~  

+r %~ 

= ~ (a~ cos n~  -- ft, sin n~)  r"-~ i ~ ( a ,  s inn~  -t- fl, cos n~0) r" 
- o o  - Q o  

.=X§  
Der Kreis mit dam Radius r (l < r < 1) geh~ in sine Kurve C fiber, 
welche eine Fliiehe vom Inhalt~e 

O 0 ~ = - ~  q = - ~  

umgrenzt. Wegen bekannter Orthogonali~tsbeziehungen erh~lt man 
hieraus 

+ ~  + ~  + ~  + ~  

q I  ~--- - -  ~ n - - - - - q }  - -  t ~  - -  a V  

= ~ Z 1 c l 6 n t U r  2" ,  

letzteres wegen 

Nan kann ohne Sohwierigkeit zeigen, daft die Reihe reohter Hand 
in irormel (5) fiir r----1 konvergiert und den inneren Inhalt yon O o 
repri~sentiert. Ebenso erhi~lt man fiir r - - l  den i~ufteren Inhalt yon O~. 
Dail die Kurven O o und 01 Fliiehen mit kons~an~em Inhalt :tR '~ bzw. ~t~ ~ 
({) < R) umgrenzen sollen, kann also duroh die Gleiohungen 

-I-~ -I -t~ 

ausgedriiokt warden. 
Dieses Gleichungssystem kSnnen wir aueh folgendermaSen schreiben: 

(8) 

Wegen l < 1 ist 
l ~ > l' > l ~ ~ . . . ,  
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mithin aueh 

. = 1  . : 1  

Das Oleiehheitszeichen gilt nur, wenn 

(10) c~ = c s . . . . .  c,, . . . .  = O. 

1 
Ferner  haben wit wegen ~.~ > 1 

1 ~ . v ~ l  ~ .i~. 
~=I n = l  

Gleichheit findet dann und nur dann statt, wenn 

@-I---~C-s ~ - ' ' "  ~C-n=''" =0. (11) 
Aus (9) folgt nun 

z , Z  ~ j~.I'__> ~ + ~ Y  ~ I ~_.1 ~ , 
S=I ~=i 

woraus man unter  Beriicksichtigung yon (8) erhs 

12 > .----I 

und schlielllich wegen 0 < R 

l~>__ ~ .  

ce 

1'1.=1 

Das Oleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn sowohl (10) als 
auch [11) erfii/lt sind. In diesem Falle ist abet F ( z ) = % - ~ - ~ l z  uncl 
somit G O und C 1 konzentrische Kreise mit  den Radien R bzw. ~. Da- 
mit  ist unsere Behauptung bewiesen. 

Z i i r i oh ,  Oktober 1917. 

(Eingegtmgen am 0.9. November 1917.) 


