Uber ein Minimalproblem der mathematischen Physik.

Von
T. Carleman in Upsala.

Ich werde im folgenden ein Variationsproblem betreffend die Kapa-
zitét eines Zylinderkondensators behandeln. Als Hilfsmittel dient die
Theorie der konformen Abbildung zweifach zusammenhingender Bereiche.

Unter einem Zylinderkondensator versteht man bekanntlich ein
System von zwei leitenden Zylinderflichen mit parallelen Erzeugenden,
von denen die eine ganz im Innern der anderen enthalten und durch
das Vakuum oder einen Isolator von ihr getrennt ist. Ferner sollen
die Hohen der Zylinder groB gegen die Querschnitte sein. Die Kapazitit
definiert man als Elektrizititsmenge pro Hoheneinheit des inneren Zy-
linders, wenn dieser das Potential Eins hat, wihrend der AuBenzylinder
zur Erde abgeleitet ist, d. h. das Potential Null besitzt.

Beil der mathematischen Behandlung betrachtet man die Zylinder
als unendlich lang. Das Schnittgebilde unseres Kondensators mit einer
Ebene senkrecht zu den Erzeugenden moge aus zwei geschlossenen, weder
sich selbst noch sich gegenseitig schneidenden Kurven, 'der iuBeren C,
und der inneren C,, bestehen. Das Zwischengebiet nennen wir Q. Es
wird im folgenden stets angenommen, daB der Isolator zwischen den
Zylinderflichen iiberall dieselbe Dielektrizititskonstante D besitzt. Be-
deutet nun U diejenige harmonische Funktion, welche auf C, und C,
die Randwerte 0 bzw. 1 annimmt, so ist die Kapazitit durch

D [aU
1) K’"‘Z’};‘fa%‘ds
[

gegeben. Dabei bedeutet C eine beliebige €, umschlieBende Kurve, die
nicht auBerhalb C, verlauft, und 5% eine Ableitung in der Richtung
der nach ¢, weisenden Normale.

Betreffs der Variation der Kapazitit bei Anderung der Zylinder-
flichen mdge folgender Satz zur Orientierung dienen: Die Kapazitit K’
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eines Kondensators, dessen Querschnittskurven C; und ) nicht auBer-
halb £ verlaufen, ist grofler oder gleich K. Gleichheit besteht nur
dann, wenn das Kurvensystem C;C; mit C,C, identisch ist.

Es geniigt, den Satz in folgenden beiden Spezialfillen zu beweisen:

1. €5 identisch mit Cg;
2.0 » o Oy

Denn bezeichnet man die zu einem Kurvenpaar C,C, gehorige Kapazitat
mit K(C,C,), so folgt aus

K(Cy0)— K (C,0,) =0,

K(Cy0) —K(C,C) =20
die Ungleichung

K(Cy01) — K(C,C,) = 0.
Im Falle 1. ist U’ — U (unter U’ die zu U analoge Funktion fiir das
Kurvenpaar 03 C; verstanden) eine im Gebiete zwischen ¢, und € har-
monische Funktion, die auf O verschwindet. Auf C; hingegen gilt
U —UZ=0, denn in £ ist iiberall U < 1. Hieraus folgt, daB auf C,

. s ,
(2) U —=U)z0

ist. Das Gleichheitszeichen kann nur dann iiberall gelten, wenn U'— U
identisch verschwindet, d.h. wenn (] mit C, zusammenfillt. Aus (1)
und (2) folgert man nun

D {0
K’—Kzaf'a—ﬁ(U’“‘ U)ds;O,
Co
w.z b.w. Der Fall 2. 1laft sich in genau analoger Weise erledigen.
Wenn O, und C; Kreise mit den Radien B, bzw. R, und dem Mittel-

punktsabstand d sind, so berechnet sich die Kapazitit aus der Gleichung
1
(3) g =log(2R,R,) —log ¥,

¥ =R} + R —d® — V[(B,+ R,)® — d*] (R, — R,)*— d?].
Fiir konzentrische Kreise bekommt man

) E=_1

L&oj.
B,

Wir lassen jetzt die Kurven C,und O, variieren mit der Bedingung,
daB die Léngen konstant bleiben. Es ist einleuchtend, daB die Kapa-
zitét beliebig hohe Werte annimmt, wenn C, und O, sich beinahe be-
rithren, Dies 1aB8t sich iibrigens mit Hilfe der Formel (3) und des voran-
gehenden Satzes streng beweisen. Dafl die Kapazitit beliebig kleine
14*

2 log
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Werte snnehmen kann, sieht man etwa folgendermaBien ein. Es sei
y ein Kreis mit dem Radius R, der im Innern von €, liegt. Um dessen
Mittelpunkt beschreiben wir einen anderen Kreis y, mit beliebig kleinem
Radius &, Nun kénnen wir immer innerhalb y, eine Kurve C; von be-
liebiger Lange konstruieren. Die zu C,C, gehorige Kapazitit ist aber
gemiB dem oben bewiesenen Satze kleiner als die Kapazitit eines
Kondensators mit den Querschnittslinien y und y,, d. h. kleiner als

1

H

2 log _?
was mit ¢ gegen Null strebt.

Hingegen gilt folgender Satz:

Unter allen Zylinderkondensatoren, deren Aufen- und Innenzylinder
konstante Querschnittsflichen besitzen ), hat derjenige die kleinste Kapa-~
zitdt, welcher aus zwes konzentrischen Kreiszylindern besteht.

Wenn man £ auf ein anderes zweifach zusammenhingendes Ge-
biet Q* konform abbildet, geht U in eine harmonische Funktion U*
iiber, die auf Cg und CY 0 bzw. 1 wird. Bedeutet 2* = f(2) die ab-
bildende Funktion, so hat man

aU* 1 aU
m* I (2)] on”
ds* =|f'(z)|ds.
Daraus folgt

D (aU* D [aU
* o 2| *=———— ——— =
K* = 4nf8'n* ds 4vzf8n ds=K.
c* c¢

Die Kapazitit ist also eine Invariante gegeniiber konformen Trans-
formationen.

Wir betrachten nun diejenige konforme Abbildung, die 2 auf einen
Kreisring mit den Radien ! und 1 (? <1) transformiert. [ ist bekannt-
lich durch €, und C, véllig bestimmt.

Wir konnen also gemi8 (4) unser Problem auch so formulieren:

Fir welche Kurven CC,, die Flichenstiicke von konstanten In-
halten begrenzen, wird ! ein Minimum?

Sei F(z) diejenige analytische Funktion, welche den Kreisring auf Q
abbildet. Wir entwickeln F(z) in eine Laurent-Reihe um den ge-
meinsamen Mittelpunkt der Kreise:

1) Dieser Satz gilt auch bei der allgemeineren Nebenbedingung, daB der duflere
Inhalt von O, und der innere Inhalt von C, vorgeschriebene Werte behalten,
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P~ 3o Setipgmons

+ o +®
=2(ancoano—ﬁﬂsinncp)r”+iZ(an sinng + f,co8 ng)r»

=X+1Y.
Der Kreis mit dem Radius r (! <r < 1) geht in eine Kurve C iiber,
welche eine Fliche vom Inhalte

27 +®

fXdY—*—f Zr”(a 008 po — B, sin py) quﬂ (a,cosqp — B singe)de
¢

0 p=—-w g=—®

umgrenzt. Wegen bekannter Orthogonalitidtsbeziehungen erhdlt man
hieraus

) fXdY*n Znanra"—i—n Znﬁzrg"*nZna o —J,—nZnﬂ B

n=-—o n=—0w
=7 Z’n\cn\”r“’",
n=—®

letzteres wegen
+w + o
2 ne, e = 2 n,p_,=0

Man kann ohne Schwierigkeit zeigen, daB die Reihe rechter Hand
in Formel (5) fiir # =1 konvergiert und den inneren Inhalt von C,
reprisentiert. Ebenso erhslt man fiir r-=1{ den &ufleren Inhalt von C,.
DaB die Kurven C, und C, Flachen mit konstantem Inhalt nR* bzw. ng?
(¢ < BR) umgrenzen sollen, kann also durch die Gleichungen

(6) Dlnle,lP= R, Dl nle, [PB = g?

ausgedriickt werden.
Dieses Gleichungssystem kénnen wir auch folgendermaBen schrejben:

™ Snle, =g +2nl ¢l
n=1
®) Zlnicﬁw-———ngnxc_m-

Wegen 7 <1 ist
BP>t>00>...,
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mithin aueh

®) Dnle Bz nleFEr=e 4+ nle,l 5.
n=l n=1 n=1

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn

(10) cz=cs=...=cﬂ=...=0.

Ferner haben wir wegen ?,—‘ >1

w© @x

ancnnlelgn__,g I —nig'

"=

[

Gleichheit findet dann und nur dann statt, wenn
(11) ¢
Aus (9) folgt nun

y=Cp=...=c¢,=...=0.

23 njc, Pz 0+ nlc, I,
n=1 n=1

woraus man unter Beriicksichtigung von (8) erhilt

ot 3ol

p>_—*=1

Rt +2 | Cmni?
und schlieBlich wegen ¢ < R "
r> =

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn sowohl (10) als
auch (11) erfiillt sind. In diesem Falle ist aber F(z)=c, ¢,z und
somit U, und C, konzentrische Kreise mit den Radien R bzw. g. Da-
mit ist unsere Behauptung bewiesen.

Ziirich, Oktober 1917.

(Bingegangen am 29. November 1917.)



