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Zur Theorie tier elliptischen Functionen. 

Von B. Igel in Wien. 

Die Arbeit yon W e i e r s t r a s s  ,Uber die Entwicklung der 
~odularfunctionen"~ welche gleichsam als Beispiel ftir die Theorie 
tier Abel 'schen Functionen im Bd. 52 yon C r e l l e ' s  Journal und 
in den ,,Mathem~tischen Werken" separat als erste Abhandlung 
abgedruckt ist~ gliedert sich folgendermafien: 

I. Wird die Msglichkeit~ dass die elliptischen Functionen als 
Quotienten je zweier nach ganzen Potenzen yon u fortschreitenden 
and bestgndig convergierenden Reihen~ deren Coefficienten ganze 
Functionen des Moduls sind~ ausgedrttckt werden kSnnen: welche 
~Sglichkeit schon A b e I angedeutet hat, streng bewiesen. 

II. Werden partielle Differentialg!eichungen entwickelt; mit 
deren Httlfe die Coefficienten der Reihen bestimmt werden. 

III. Wird gezeigt~ wie man die Z~thler und ~enner tier 
elliptischen Functionen in Four ier ' schen Reihen entwickelt. Diese 
Entwickelung geschieht auf zweierlei Weise. Erstens~ indem ge- 
zeigt wird~ dass die Zghler nnd Nenner Functionalgleichui~gen 
gentigen~ welche die F o u r i e r ' s c h e n  Reihen vollstandig charak- 
terisieren. Zweitens, indem eine partielle Differentialgleichnng ab- 
geleitet wird, der die in Rede stehenden Zahler und ~enner ge- 
nttgen und aus welcher mit Zuhilfenahme der ~ullwerte der 
]etzteren die Bestimmung der Coefficienten der Reihen erfolgt. 

In neuerer Zeit ist fiir die Darstellbarkeit der elliptischen 
Functionen als Quotienten bestandig convergierender Potenzreihen 
ein yon dem W ei e r s t r a s s' schen verschiedener Beweis unter- 
nommen worden. (S. K n e s e r ~  Mathem. Annalen, Bd...32.) Es 
ist aber ttbersehen worden~ dass I : I e rmi t e  in seiner ,,Ubersicht 
der Theorie der elliptischen Functionen" schon einen Beweis an- 
gedeutet hat~ der sich noch enger an die Rechnungen der ,,Fun- 
damenta nova ~ anschliel~t. 

Die Deductiorr H e r m i t e ' s  lasst sich kurz wie folgt wieder- 
geben. Die Functionen snu~ cnu: dnu  kt~nnen bekanntlich ~tir 
Werte yon u, welche kleiner a]s Eins sind~ in Reihen nach 
Potenzen der Variabeln entwickelt werden, deren Coefficienten 
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ganze Funetionen yon k ~ mit rationalen Coetfieienten sin& ]:)as 
Gleiehe gilt offenbar yon den Integraltunetionen: 

u ~t 

o o 

Die ExponentialgrSl3e 

e o 

ftthrt aber zu ether eonvergenten Entwiekelung ftir jeden Wert  
yon u. Wenn nun gezeigt werden kSnnte~ dass der Nenner der 
drei elliptisehen Funetionen 

A l (u) = e o 

set und dass die Ziihler, die Al(u)l , Al(u)~, Al(u)3 heil~en mt~gen, 
aus Al(u) entstehen, wenn man u mn gewisse Gr(513en vermehrt~ 
so wttrde der verlangte Beweis geliefert sein. 

Die Ausfahrung dieses Beweises gebe ich in w 1~ indem ieh 
far die Al(u)i auf die einfaehste Weise Funetionalgleiehungen ab- 
leite. In w 2 zeige ieh~ dass die zweite 3/fethode yon W e i e r -  
s t r a s s, aus der partiellen Differentialgleiehung, der die Al (u)i 
gentigen~ die F o u r i e r ' s e h e n  Reihen abzuleiten, sehon J a e o b i  
bekannt gewesen~ was W e i e r s t r a s s  entgangen za sein seheint. 
Den Gedankengang~ den J a e o b i  nur andeutet~ f~thre ieh im 
Jaeob i ' s ehen  Sinne auf die einfaehste Weise aus. Im w 3 driieke 
ieh die Al(u)i durch die Sigma aus and gelange auf diese Weise 
zu ether h(iehst interessanten Formel. Im w 4 kntipfe ieh einige 
Bemerkungen an die Abhandlung yon B o r e h a r d t  ,,ISber das 
arithmetiseh-geometrisehe Mittel" (Borehard t ' s  Journal, Bd. 58). 
In w 5 wird ein yon J a e o b i  implieite ausgesproehenes Princip 
erSrtert und dadureh eine Stelle in den :~Fundamenta nova" erklitrt~ 
die sonst ganz unversti~ndlich erseheint. 

Aus dem Additionstheorem far das Integral zweiter Ordnung 

(1) E(u)-@E(v)--E(u@v)-~-kSsnusnvsn(u@v) 

folgt mit Bentitzung einiger bekannten Formeln unmittelbar 
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(2) 

E(v-]- iK') = E(v) 

E(v + K) = Z(v) 

E(v + 2iK') --~ E(v) 

E(v + 2 K) 

Fiir 

ergibt sich daher leicht 

(3) 

cnvdnv ~ iEK '  
8?~ V V" 

]c~snvcnv { -E  
d~&V 

2 i EK'  "~i 
K K 

= E(v)-[- 2 E 

2 -z 
2 K  

E 
Z(v) = E(v) - -  Rv  

j Z(v-~-iK') 

z (~ - i -  K)  = Z(~) 

I 
z(~ + 2 K)  = Z(~). 

Z(v) 1 8 n  v 

/C28~V c n v  

dn v 

K 

77t 

2K 

Aus diesen Funetionalgleiehungen s die Formeln: 

(~) Z(~K') = ~ Z (2 iK ' )  = ~ 
K" 

Da shy durch ein Brueh darstellbar ist, dessen Zahler seine 
Nullwerte nnd dessen Nenner die Nullwerte besitzt~ far die es nn- 
endlieh wird~ so kann man setzen: 

(5) s n v  = A .  O (v) '  

wenn 0 und H dureh s Gleiehungen detlniert sind: 

Y 

/ (6) 
I (~) ~. O ( v + i K )  

0 (o) - -  o (o) 

Arts den Gleiehungen (3) s 

i ,'2" t~ 

(7) O ( v ~ - 2 i K ' ) = - - e "  K.O(v). 
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(8) 

Und da aus denselben Gleichungen die Gleichungen 

Z ( 2 i K ' ) - -  rci 
K 

~ K  r 

O ( 2 i K ' ) = - - e -  ~ 0(0) 

~K '  
{olgen~ so schliel~en wir~ dass ~ - -  K ~  sodass 

~- ( K  r - -  iv )  
(9) o (v - / 2  iK')  = - -  e . 0  (v) 

ist. Aus dieser Gleiehung~ in Verbindung mit 
dass auch die Gleichung 

7g 

(10) H(v  @ 2 i K ' )  -= - -  e ~ (K,-~,). H(v)  

dem Umstand% 

bestehen mttsse, wenn snv  die Periode 2 i K '  haben soil, folgen 
die Gleichungen 

o (~ + iK')  = ie ~-~ ( K , - . ) .  ~(~) 

H(v  @ i K')  -= ie ~ (K,-~ ~) . 0 (v), 

aus wdchen die Bestimmung yon c sich ergibt. 
Was die Constante A betrifft, so ergibt sich dieselbe inMge 

der Formel sn(K)- -~  1 in der Form 

H ( K )  
(11) A - -  0 (K)" 

Setzt man 

ol iv) ---- o (v + K) 
H1 (v) = H iv + K), 

so ergib~ dieselbe BeWaehtungsweise die Formeln 

cu (v) = 0 (0/ /-/', (v) 
iK) O(v /  

i12) 0 (0) 01 (v) 
d,,(v)_ o(K) H('O" 

Und es ergeben sieh leicht die Gleichangen 

/ oi (v + 2 cK') = ~: (~'- "). ol (~) 
(13) ] Y~ K j  Z , ( v + 2 i K , ) = c ~ e ~ - " )  < ( ~ ) .  
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Durch die Gleichungen 

o (v + 2 K) = o (~) 

K (E, 
o (v + 2 iK') = - -  e~ - ") o (~) 

(14) 
~(~  + 2 K)  = - -  ~ (v )  

o-c 

H(v + 2iK')  = - -  e g (~:' -iv)It(v) 

sind aber bekanntlieh 0 und H als F o u r i e r 'sehe Reihen be- 
bestimmt. Auf die verschiedenen Arten~ diese Reihen zu be- 
stimmen~ komme ieh bald zurtiek. Far jetzt sollen die W e i e r -  
s t r a s s' schen A1 @)2. abgeleitet werdea. 

Setzt man 
v 

2=.f ~:sn~vdv, 
0 

so ergeben sich aus den Gleichungen (3) ftir diese Function fol- 
gende Functionalgleichungen : 

{ 2 ( v + 2 K )  = Z ( v ) + 2 J  

].(v @ 2 i K') = Z(v) -@ 2 iJ', 
(t5) 

w o  

ist. Setzt man 

J = K - - E  
c] r J 7= 

K - ~  2 K  

/ . - - / Z ( v ) d v  
Al~v)-q-e o 

so erhldt man leicht die Gleichungen: 

(16) { A I ( v +  2K)  =e- :J ("+~: ) .A l (v )  
Al(v  -~- 2 iK' )  = --- e -2~J'('+IK') 

Setzt man ferner 

J 

so erh~tlt man 

(17) 

~ ( ~ + 2 K )  = J ( v )  

(Kr 
jo(~ + 2 i K ' )  = - -  

�9 A l ( v ) .  

J (v) .  
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Aus diesen Gleichungen geht hervo B dass 

(18) 

ist und daher die Formel 

(19) A l (v)  = e 

Setzen wir nun 

o (v) 
(~) = o(o) 

. j  
~ ~ O (v) 

o(o)" 

(20) 

Al(v)~ 
.4 z (,~) 
A l (.v)~ 
A1 (v) 

dn v -~ A1 (v).~ " 
Al(v) 

so ergeben sieh leieht die Formeln: 

(21) 

J 

i - ~ "  H(v) H(K) 
J 

- 2K-- ~ g~ (v) o (o) 
t A l (v )~=e  " O(0) "H(K) 

J 
- ~ . :  o~ (v) O (o) 

~ ( v ) ~  = e  " oCO) "O(K)" 

Hiermit ist der von H e r m i t e  angedeutete Beweis ffir die 
Darstellbarkeit der drei elliptischen Functionen dutch Quotienten 
yon Reihen~ die in Bezug auf v und k s rational sind und ftir jeden 
Wert dieser Gr0Ben cofivergieren~ vollstandig durchgefiihrt. 

~, ~~ 

Der Bequemlichkeit wegen fithre 
O, H, 0~, H~ die Functionen 

ioh hier an Stelle yon 

~)o,, ~}1,, 9o0, ~)1o 
" " C e  ein. Ftir diese bestehen die t~unetlonalglemhunt, en: 

(22) / ~,,,. ( v §  1~. = e - ' <  0~, ,~ (v) 
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aus denen bekanntUeh die partielle Differentia]gleichung 

~'~' 4*:i g'r12 ----- 0 (23)  0 v 2 0 w 

abgeleitet wird. Infolge der ersten Gleiehung ( 2 2 ) k a n n  man~ 
nach bekannten Prineipien~ 

~ C O  

setzen. Zu Bestimmung der A N bedient sieh Herr K S n i g s b e r g e r  
(Vorlesungen tiber die Theorie der elliptisehen Funetionen~ Bd. I~ 
p. 323) tier zweiten Gleiehung (22) .  Setzt man in (24) v @ w  
start v~ so folgt mit Beriicksichtigung der letzen Gleiehnng 

oder 

~ ~7- ON3 ~ O O  

A e 2"(~ e--(2v+w')~i'~ .Av e2vv"~' 

v ~  cxD ~ -  s 

woraus~ wenn man auf der linken Seite statt v v - - 1  setzt und die 
Coefficienten yon e ~'=~ einander gleieh setzt~ die folgenden Rela- 
tionen zwischen den zu bestimmenden Coefficienten folgen 

A ~ - -  j~v - -1 )w~i  
v "['J-v--1 U' 

oder 
A e -v2w:zl ~ -/lv 1 e - ( v -1 ) :w~ i  

d. h. die Gr013e A ist yon v unabhi~ngig~ undes  wird somit~ wenn 
A 0 eine Constante bedeute b 

A v ~ No ev'w~i 

sein. 1)oo hat also die Form 

0oo (v) = Ao Xe": ~'~'. e ~ ' ~  

_d o "~ e ~ ( 2 , + ~ , ) ~  _ _  _ _  

~ A o  e ~ ~ . e  ~ 
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Ftthrt man die GrSl~e 

ein~ so hat man 
~ : e  

(v) = Ao q"'d 
,(25) 

Herr W e b  e r in seinem Buche ,Elliptische Functionen ~ ver- 
folgt bei der Bestimmung der A einen ganz anderen Weg~ indem 
.er aus der Differentia]gleichung (23), die far die A die Gleichung 

ergibt, folgert~ dass 

0oo( ) = ( " e  

and dann aus der zweiter~ Gleichung (22) die Gleichung 

ableitet. Wir haben in der Einleitung eine zweite Methode yon 
W e i e r s t r a s s  kennen gelernt~ die wesentlieh darin besteht~ die 
Differentialgleichung (23) unabh~tngig yon den Functionalgleichan- 
gen (22) zu beweisen, aus derselben die erste der Functional- 
gleichungen abzu]eiten und dann mittelst der Bedingungen~ unter 
welchen die Functionen verschwindett sollen, die GrSl3en A zu 
bestimmen. Diese Methode deutet schon J a c o b i  in seiner be- 
rtthmten Arbeit ,Uber die partielle Differentialgleichung~ welcher 
die Z~thler and Nenner der elliptischen Functionen Gentige leisten ~ 
an. Zum Sehlusse derselben sagt er n~imlich ,VermSge der 
partiellen Differentialgleiehung erhslt die iiir 0 anzunehmende 
Reihe die Form 

A'@ 2 A~ ~ cos 2v -~ 2 A ~  eos 4 v -~- 2 A3.qg eos 6v @ @, 

wo A~ A~ A 2 etc. Zahlencoeffieienten sind~ und es gibt die Be- 
dingung~ dass diese Reihe s 

1 (r, - -  i lg ~) v-----~ 

verschwinden soll, die Werte 

A ~ A  1 = A  2 ~ e t c .  :" 
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Um diesen Gedankengang im Geiste J a e o b i' s auszuftihren~ 
namlieh zu zeigen, wie aus der partiellen Differentialgleiehung die 
Funetionalgleichungen sieh ergeben, recuriere ieh auf einen yon 
J a e o b i  in einer der unter dem Titel ,,Suite des iNotices etc." 
verSffentliehten Abhandlungen (Ges. Werk% Bd. I) aufgestellten 
Satz~ der~ wie ich glaub% noch nieht gehSrig berticksichtigt worden 
and aus dem Franz~sisehen iibersetzt folgendermaBen lautet: 

Sind ~ uncl @ zwei Integrale der Differentialgleiehung 

O~z ~z 
- - 4  

Ox'~ Ow ~ 

so lasst sich die due  dureh die andere in folgender Weisa 
darstellen: 

r  ~ x - -  , 

K'  
wo w = - - l g f f = = ~ -  ist. 

Fiihren wir ff start w ein~ so bestehen demnaeh die Glei- 
ehungen 

(26) 

, ~ i 1 . 

i 4 i x  

Aus diesen Gleichungen leitet man bekanntlich durch u  

tauschung yon x mit x ~ - 2  lg ~ die Gleiehungea 

9 (x + i lg ~) = q-~ e ~ ~' ~ @) 
(27) 

- - 1  2 w l  ! ~ ( x - [ - i l g r  ~ v(z) 

ab~ d. h. die zweite Ftmctionalgleiehung in (22). 
Aus dem Umstand% dass e i ne  Funetion~ welehe der par- 

fiellen Differentialgleichung gentigt~ die Nullpunkte 2 n - ~  1 
2 = +  

_j 2 m ~- 1 i lg q hat~ folgt~ wenn man die Gleiehungen (26) beriiek- 
2 �9 

siehtigg dass die iNullpunkte der iibrigen der Differentialgleiehung 
gentigenden Functionen durch das folgende Schema gegeben sind = 

n r. -~- m i lg 

(28) nn ~-  2 m 2-~-~ 1 i ig~ 

2 n +  1 
2 ~: -~- mi lg ~. 
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Es sei nan Z(x) die Function~ f~tr welche die Oleichung be- 
steht 

(29) Z (n= @ mi Ig 9) -=- 0, 

so verschwindet sie offenbar aueh fttr x = 0. Daraus folgt~ dass 
~ttr Z (x) die Functionalgleiehung besteht: 

Z (~' -q- '~=) = f .  Z (*)- 

Der Factor f bestimmt sieh aus den Gleiehungen (27) und 
ist ~ 1. Aus den Gleiehungen (26) geht hervor~ dass alle Fune- 
*ionen~ welehe der partielteu DifferentiMgleiehung gentigen~ den 
Funetionalgleiehungen (22) gentigen. 

Wie J acob i  sein ~undamentales Theta dareh die Gleiehung 

O' (u) __ ['Z(u) du~ 
0 Cu) ! 

definiert W e i e r s t r a s s  sein f~ndamentales Sigma durch die 
Oleichung 

o(u) J Vs" 

Es entsteht nun die Frag% ob sich nieht die iibrigen Sigma's 
atff ahnliehe Weise ausdVacken lassen. Far % findet sieh die 
Formel 

<ao) i 
(u) 

bei S c h w a r z  (Formeln und Lehrs~ttze et% Art. 39). Die Ab- 
leitung derselben finder sich in dem Buehe yon E n n  e p e r  fiber 
elliptisehe Functionen (zweite Auflage, pag. 221). 

Setzen wit in den @leiehungen (20) ] /e , - -e3u fttr u una 
maltiplieieren die erste derselben mit 

1 

.so erhalten wir 
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(31) 

A l ( ] / e  I - -  e 3 U)l 1 

]/e~ - -  e3 Al  (Ye~ - -  e~ u) 

A l  (Ye i --e3 u)2 __ 

A l (Ye  1 - -  e s u) 

A~ (Ve~ - - e  3 u)3 __ 

V c  1 _ c 3 

s n (1/e~ - -  e~ u) 

cn (l% --e= u) 

= d n  ( V c ~ - -  e3 u).  

Vergleiehen wit diese Formeln mit den folgenden (S. 
S e h w a r z ~  Art. 26~ 2) 

(u) = 1 s~  ( ] /e~--  e~ u) 

(32) z 1 (u) __ cn (Yel--e z u) 
~ (u) 

~ (u) d~ 0/e~--e~ u), 

so erhalten wir 

(33) 

(34) 

Es ist als0 

~3 (u) = ]/e~ - -  e3 A I  (Ye~ - -  e[u)  

z 2 (u) = Y e ~ -  e3 A l ( g e ~ -  es u)3 

( . )  Z A1  ( ] / e  1 - -  ~3 U) l .  

Vergleieht man diese FormeI mit der Formel (30)~ so erhltlt 

Bedenkt 

(36) 

man die bemerkenswerte Formel: 

(35) + 

wo A die Grille bedeutet, f i r  welche z~ (u) Null wird. 
man dass 

Z ( l % - - e s  u) = E ( l %  - - e ~  u ) - -  E -- ~ ]/ e 1 - -  e 3 u 

ist und berieksiehtigt die Formel 

E 1 -~@el  
- -  e l  - -  e 3 

so geht die Formel (35) in iolgend e fiber" 

- - e  s e / z - ( V ~ . )  d,. 
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In der Arbeit ,,LTber das arithmetisch-geometrisehe Mittel '* 
( C r e l l e ' s  Journal~ Bd. 58~ p. 127--134) stellt sieh B o r c h a r d t  
die Aufgabe, yon dem arithmetiseh-geometrisehen ]~'[itteI als dem 
Grenzwerte~ auf welehen die wiederholte algebraisehe Operation 
ftihrt~ auszugehen and die Bereehnung desselben auf die Be- 
stimmnng des elliptisehen Integrals zurtiekzuftihren. Dureh ~tul~erst 
seharfsinnige Betraehtungen gelangt er zu der Differentialgleiehang: 

dy  
(37) x ( 1 - - x ~ ) ~ @ ( x + y i ( 1 - - x y ) = 0 ,  

WO 

n ~ Of .  O~ 
- - _ _ - -  . 

m ,~ On ~m Y 

ist. Dureh die Substitution 

V ~ 

(I) v -  v + ~'i~) 

wird d~nn die Differentialgleiehung in die naehstehende tiberf~hrt: 

~. d~v dv 
(38) (x - x ) ~ + ( 1 - -  3 x~) ~ - -  x v  = o. 

Eine elegante Deutung der Substitution (I) ftihrt ihn auf die 
Formel 

(II) v - -  - 

mit deren Hilie und infolge der Nebenbedingung~ dass far m = ~ 
auch w ~ m~ oder~ was dasselbe ist~ dass t~ir x ~---1 aueh v ~ 1 
wird, B o r c h a r d t ~  indem er den Ausdruck (II) mit dem be- 
kannten vollstgn&gen Integrale 

(Ill) v = OF(x) + Cl r@,  ) 

vergleieht~ die Formel erh~lt 

2 

m 2 - 2 m F dqo 
(39) V ~ w ~ 2 ' ( x l ) ~ - r ~  j l / m 2  eosS ~ @ n2 sin2 c p 

o 

Ich will den nmgekehrten Weg beiolgen~ yon der Sub- 
stitution (I) und der Differentialgleichung (38) ansgehend direkt 
die Bestimmung des arithmetiseh-geometrischen Mittels zu bewerk- 
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s~elligen und dann zur Darstellung von v durch w zu gdangen. 
Ftihrt man an Stelle yon F(x) und F(x~) die J a c o b i ' s c h e n  Be- 
zeiehnungen K und K '  ein~ so erhalt (I)~ wenn man (III) bertick- 
sichtig% die Form 

[ OK OK' }Ow 
(40) OK OK' t Ow 

Aus dieser Gleiehung folgt 

~ u, ( ~ K ~ O K'~ 

(41) 
Ow [ K' ( O K  OK'I] 
~ = - - p  C K + C ,  -4-k C ~ @ Q  Ok/J" 

0 w 0 w 1)~o ~ C muss nun gleich Null sein~ dz ~ und ~ yon der ( - -  
~b 

Ordnung sind und deshalb nur von - -  abhi~ngen. Es ist also 

Ow ~K' 

(42) a w 

wobei 

2 

0 

2 

= / '  k sin 2 q)d~ 

�9 (1 - - k  '~ sin 2 ?) 1/1 - - k  '2 sin ~ ? 
o 

Bilden wit" den Ausdruek 

Ow Ow 

so erhalten wit 

2 

(43) w =  ClpmK' @ Clpm f f (1 - 
0 

= Q pinK' .  
Monatsh.  f. l~a themat ik  u. Physik,  VI I .  ffahrg. 

//2 sin 2 ?) 1 / ~  -~ - i s in2  ? j  

11 
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Es kann abet w als v o n d e r  Ordnung Eins in m and n nicht 
g'leich inK '  sein~ es mtCss also 

1 
? - -  ( A K , ) ~  

sein. w hat also die Form 

q 1 
(44:) w = - -  

A ~ K 

]/m 2 cos 2 ? @ ~ sin ~ ? 

d a  

ist. 

2 

- -  ' j  l/m2 e o s ~  sin-~;; 
0 

Da nun v die Form 

2 

f d~ v = q m  Vm 2cos 2~@~2sin~r  
0 

hat~ so ist das Product w. v 

c: 
( 4 5 )  w .  v = ~ ~ .  

Fttr l~ ~--- 1 ist w ~ ,m: m = Jb folglich ist in diesem Falle 

A ~ 

~ ~ ist~ Nun ist in demselben } alle, da K '  rc 

Y~ 

v=-q2~ 
folglich ist 

d. h, 

(46 )  

2 A '~ 

2 2 

Es geht daher aus (45) die Schlussformel hervor 

W 



Zur Theorie tier elliptischen Fanctionen. 163 

Damit eine Function F(x~ y) dnreh die gleiehzeitige Sub- 
stitution yon q)(x) und 9(y) an StelIe yon x and y nicht geandert 
werd% ist nothwendig~ dass~ wenn man die Wurzeln yon 

F(x, u ) = O  

mit :q~ bezeiehnet~ dieselben in ~(ri) t~bergehen~ falls man tttr x 
~? (x) setzt. Und man sieht leieht ein~ dass diese Bedingung auch 
hinreichend sei. 

Wenn man daher in der Theorie der lV[odulargleiehungen zu 
1 1 l - - k '  1 - - l '  

beweisen hat~ dass die Substitution/~, 1 ~ 1 @- k' ~ 1 @ l' oder irgend 

welehe nach demselben Gesetze gebildeten Ausdrgeke f~ir /~ nnd l 
die Modnlargleichungcn nieht andern~ so braneht man nach diesem 
Prineipe nut zu beweisen~ dass die Wurzeln derselben die Form 
q0(l) annehmen~ wenn man an Stelle yon k ~(/s) setzt. Dieser 
Beweis 1/~sst sieh aber mit Hilfe eines leieht einznsehenden nnd 
yon mir 1) rein algebraiseh bewiesenen Satzes leieht fcthren. Dieser 
Satz lantet: 

Bei einer zusammengesetzten Transformation kommt es 
anf die Ordnung der Zusammensetzung nieht an. 
Nehmen wit der Kttrze wegen eine ans zwei primitiven 

Transformationen zusamnaengesetzte Transformation nnd setzen die 
zn der einen Transformation gehSrige Nodulargleiehung 

/ ( g  = o 

and die zu der anderen Transformation gehsrige Modnlarg]eiehnng 

? = o7 

so ist ein Theil der znr zusammengesetzten Transformation geh~rige 
ModulaNleiehnng entweder dureh 

? (z, v) - -  o 
oder dureh 

f ( ,% ,,) = 0 

dargestellt~ jenaehdem man yon der ersten oder yon der zweiten 
Transformation ansgeht. Dies heil~t aber niehts anderes~ als dass 
l in ~(l) ttbergeht, wenn man in f@l) statt Ic p .=0(k) ,  d. h. 
eine Wnrzel yon ~ (k~ ~ ) =  0 einsetzt. 

Das Prineip sowie die ganze Beweisftthrung deutet J a e o b i  
am Sehlusse des w 31 der Fundamenta nova an. Naehdem er 
den berahmten Beweis dafar gegeben hat~ dass die Substitution 

1) Monatsheite Bd. 3. 
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1 1 
]/~ ~ an Stclle yon /r und l die Modulargleichung nicht ~ndert, 

fi~hrt er dann fort: 
Adnotabo adhttc ubi secundum eandem transformationis legem 

quampiam simal transformantur 1~ in ]~('~)~ 1 in l(~)~ quoties ]c (~) 
loco ]~ ponatur etiam l in l (~) abire; unde aequationes modulare% 
~lbi simal 1~ in /~(m) l in l (~) mutantur, immutatae manere debent. 

Generaliter autem de compositione transformationum probari 
potest~ transformationibus duabus aut pluribus saccessive adhibitis 
~d eandem perveniri~ quocunque iilae adhibeantur ordine. 


