Sui gruppi di sostituzioni lineari con coefficienti appartenenti
a corpi quadraticl immaginari.

Di

Luier Biancur a Pisa.

Prefazione.

La presente Memoria tratta dei gruppi di sostituzioni lineari:

(1) 7 = W‘Z{I‘g

sopra una ‘variabile complessa 2, i cui coefficienti «, 8, , 0 percorrono
tutti 1 numeri intere di un corpo quadratico immaginario Q, assogget-
tati alla sola condizione

() @8 — By = 1.%)

Essa & una continuazione del lavoro da me pubblicato nel Vole XXX VIII
di questi Annali, ove gia & indicata la generalizzazione, che qui

trova 1l suo effettivo svolgimento. *¥)
Ogni numero intero o frazionario in Q ha la forma:

(3) m -+ iny' D,

*) B visibile la ragione perche, studiando il gruppo totale (1) in cui i
numeri interi «, §, y, & sono legati dall’ unica equazione (2), c¢i restringiamo
alcaso di un corpo quadratico immaginario. In un corpo quadratico reale, ed in
ogni altrocorpo di numeri algebrici di grado superiore, esistono infatti numeri
interi, diversi da zero, con modulo piccolo quanto si vuole. Tali gruppi, con-
tenendo sostituzioni infinitesimali, p. e. della forma 2 =2z - §, sono quindi
umpropriamente discontinus e non ammettono la rappresentazione geometrica di
per altro separare da questi gruppi dei sotto gruppi propriamente discontinus.
Poincaré. 8ipuo’ E' appunto allo studio di sottogruppi di questa specie, pelcaso
di un corpo quadratico reale che il Sigr Fricke ha dedicato tre interessanti
lavori pubblicati nei Vol' 38> e 89° di questi Annali, Per i corpi di numeri
1gebrici di grado superiore ¢i troviamo qui davanti ad un promettente campo
di ricerche affatto inesplorato.

*¥) Veggasi la nota del Sig® Picard nel Vole 880 di questi Annali e la mia
nota del 5. Luglio 1891 nei Rendiconti della Ra-Accademia dei Lincei, — Le
citazioni che si riferiscono alla mia memoria nel Vole 38 dei presenti Annali
saranno segnate con (A),
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dove D & un numero razionale intero positivo & privo di fattori
quadrati ed m, n indicano numeri razionali variabili, Fra i numeri
della forma (3), se non ¢ D =3 (mod. 4) sono interi algebrici quelli
soltanto in cul #e, # rappresentano unumeri interi ordinarii. Ma nel
caso D == 3 (mod. 4) sono anche interi quel numeri (3) pet quali m, n
sono ciascuno la metd di un numero intero ordinario impari. Riuniamo
i due casi ponendo

VD R -
o = P o D=3 (mod. 4), ®=iy/D in tutti gli altri casi;

il nostro gruppo G comprende allora tutte le sostituzioni (1) a determi-
nante «d — By =1, nelle quali «, 8, y, 0 percorrono i numeri della
forma m - nw, essendo m, n interi ordinarii.

Nella prima parte di questo lavoro, giovandomi della rappresen-
tazione geometrica del Sigr Poincaré (Acta Mathematica Bd. 3) e del
principio dell’ ampliamento del gruppo per riflessione, principio il eui
sviluppo & dovuto principalmente al Sig' Fricke, fisso gli effettivi
poliedri fondamentali per gli undici seguenti valori di D:

D=1,23,5,6,1,10,11, 13, 15, 19,

Per i gruppi G corrispondenti, colla effettiva determinazione del
poliedro fondamentale, resta altresi dimostrato che basta ogni volta
un numero finito di sostituzioni elementari a generarli. Pel caso generale
la risoluzione delle questioni corrispondenti deve rimanere riservata a
studi ulteriori.

Una circostanza notevole si osserva nei poliedri fondamentali qui
determinati. Se diciamo vertice singolare di un tale poliedro un vertice
sitnato sul piano &#, o all’ infinito,*) in clascuno dei poliedri fonda-
mentali per i nostri gruppi, dopo lampliamento per riflessione, si trova
che: Il numero dei vertici. singolari eguaglia i numeyo delle classi
degli ideals nel corpo quadratico corrispondente. Tale proprieta sembra
intimamente connessa coll’ altra, dimostrata ai §§ 2, 3, secondo la
quale il detto numero rappresenta anche il numero delle classi dei
numeri frazionarii in Q. Ne segue che nella rete di poliedri, che da
la divisione della meta superiore dello spazio corrispondente al gruppo
considerato, tutti e soli i punti del piano &7, indici di numeri frazio-
narii in Q, figurano come vertici di poliedri della rete.

Nella parte seconda, seguendo il metodo del libro del Sigr Klein, *¥)

come gia ho fatto nella memoria precedente pei casi (1,9), (17 H;%l/ﬁ),

*) Nella determinazione metrica non-euclidea sono questi effettivamente
tutti e soli i vertici a distanza infinita.

#*) (Klein-Fricke) Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunc-
tionen. II. Abschnitt, 3. Capitel.
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stabilisco la teoria delle forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite
con coefficienti e variabili interi mel corpo Q. Qui la presenza dei
vertici singolari introduce qualeche nuova difficolta, che si riesce per

altro facilmente a superare.

La parte terza & dedicata allo studio di una particolare classe di
forme quadratiche, sulle quali vengono eseguite le sostituzioni del
gruppo riproduttivo di una forma indefinita di Hermite. Questa teoria
raggiunge per le funzioni aufomorfe, corrispondenti al detto gruppo,
lo stesso effetto che quella delle forme quadratiche ordinarie per le
funzioni modulari nella teoria della moltiplicazione complessa delle
funzioni ellittiche. Riserbandomi di ritornare in seguito su questo
argomento, rimando, per la trattazione di un caso particolare, al terzo
lavoro teste citato del Sig® Fricke.

Parte 1%

Gruppi e poliedri fondamentali.

§ 1.
Discontinuita’ propria del gruppo pei punti fuori del piano £%.

A base delle nostre ricerche poniamo, come nel lavoro antecedente,
la rappresentazione geometrica del Sig® Poincaré per le sostituzioni
lineari
(1) z=;‘jjr‘§, «d — fy =1
le cui formole occorre qui ricordare. Distendiamo 1 valori della variabile
complessa # = § - ¢n sul piano §n e aggiungiamo ai due assi coordi-
nati 0f, On un terzo asse Of ortogonale ad ambedue. Ad ogni
sostituzione (1) facciamo corrispondere univocamente una trasformazione
della metd superiore § > O dello spazio, per la quale ogni punto
(Em&) si trasporta nel punto (§'%'¢") le cut coordinate sono date dalle
formole: *)

rz, — *ay, +2ady 4 2,Byo+ B0
Ryyot+2y0)+2y,0 400,

PR oyt 2000 +2p,y+ a0

) 0 ®yyo+F2y8, + %y, 0 -+ 84,°

2)
02 = Qtaoy+ 2afy+ 2y 81 B
*Yyo +2y0o+ 27,0+ 00, ’
¢ = 1 ‘
N Yo+ 2y8s+ 47,0+ 00, ’

*) Becondo la notazione di Hermite, V'indice zero apposto ad una qnantita’
complessa ne indica qui, come sempre in seguito, la coniugata.
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ove si & posto: @*=E -+ 5?2+ ¢% o 2=~E2+L 924 £'2. Si osserverd
che pei punti del piano § =0 queste formole si riducono all’ unica
formola (1).

Considerando ora la totalith delle sostituzioni (1) appartenential
nostro gruppo &, diremo equivalenti rispeffo a G due punti p, p’ della
meta superiore R dello spazio, se vi ha in G una sostituzione che
trasporti p in p’. Poiché nel corpo Q non esiste manifestamente che
un numero finito di numeri interi con modulo inferiore ad una quantita
arbitraria fissa, nel gruppo G non sono contenute sostituzioni infini-
tesimali. Dalle ricerche generali di Poincaré (l. ¢.) segue quindi che
nell' intorno di ogni punto in R¥*) fuori del piano £7 il gruppo G
¢ propriamente discontinuo, cioé un intorno sufficientemente piccolo
del punto non contiene alcuna coppia di punti equivalenti fra loro.

Ma senza riferirci al teorema generale di Poincaré daremo qui
una dimostrazione diretta di questa proprieta affatto analoga a quella
che il Sigr Hurwitz ha fatto conoscere pel gruppo modulare.**)

Prendiamo due coppie arbitrarie di piani paralleli ai piani coordi-
nati ¢, E¢ e siano

§===l, g =m, =1, 77=m’
le loro equazioni e del prisma jindefinito racchiuso da questi guattro
piani consideriamo la regione (V), situata in R al di sopra del piano
§=¢
parallelo al piano £, essendo & una quantits positiva, arbitrariamente

piceola, fissa. Dimostreremo il teorema, che include la proprietd
enunciata: Nella regione (V') definita’ dalle diseguaglianze

l<tE<m, V<yp<m, §>e¢,
non pud esistere che un numero finito di punti equivalents ad un dato
punto p = (§n§) in B.
Sia infatti o’ = (§'%'¢’) un punto di (V) equivalente a p=(§4§)
e sia (g’ g) una sostituzione che porta p in p’, talche valgono le
formole (2). La quarta di queste, 'essendo per ipotesi §' < ¢, ci da:

¢
0277 + 270, + 27,0 + 09, < =

ovvero
(3) Ery, + (2+9) (Yo2y+00) < ’gg

La somma del primo membro consta di due términi essenzialmente
positivi ed essendo £, 3, £, & quantith fisse, ne segue subito che il

*) Con R si indicherd sempre la metd superiore { > 0 dello spazio.
*#) Grundlagen einer independenten Theorie der Modulfunctionen. Math.
Annalen Bd. 18.

22%
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pumero intero p nel corpo quadratico Q, e conseguentemente &, non
pud avere che un numero finito di valori compatibili colla (3). Sia
y’, 0’ una tale coppia di valori, che a causa della relazione

(4) 0 — By =1
dovranno essere inoltre primi fra loro. Se «’, f° & una coppia speciale
di valori per a, 8 che soddisfano la (4), ogni altra tale coppia & data
dalle formole )

«=o +ky', fp=4F k0,

dove % & un intero arbitrario in Q.¥) Se sostituiamo questi valori di
o, § nella 12 delle (2), troviamo:

2" == 920"’}’0,”,‘ za’'d) + 78 v + 5'30: + L
2y vy 2y 0y + 2,70 0"+ 070, ?

e poiché la 1* parte della somma nel 2° membro & fissa mentre la
parte reale e il coefficiente dell’ immaginario in 2’ debbono giacere
fra i rispettivi limiti assegnati I, m; " w/, ne concludiamo che il
numero intero % e conseguentemente ciascuno dei numeri &, § non
pud assumere che un pumero finito di valori. Cosi adunque il numero
delle sostituzioni supposte & necessariamente limitato c¢. d. d.

A complemento della proprieta dimostrata aggiungiamo il teorema:
Appena D > 3, nella regione di R definita dalle disequaglianze

—rcscl, P2y ID sy

non esiste alcuna coppia di pumtc equivalenti.
Se & possibile, sid (:ﬁ : g) una sostituzione di G che porti il punto
p = (§98) di questa regione nel punto p" = (£%'¢’) della regione
stessa. Abbiamo per ipotesi

{>1, £>1, <l
ma per la 42 delle (2)

1
7 =%+t % (v2+9) (o2 +0y),

onde yy, < 1 e perd y == 0. A causa di «d — By =1, non esistendo
nel corpo Q, per D > 3. che le due unitd 4 1, si ha necessariamente
@=--1, d = -1 e la sostituzione supposta avrebbe la forma

E4in =&+ in+ B;

*) Da (a—a)d" = (8—p’)y’ segue in fatti che y' dividendo il prodotto
del 1° membro ed essendo primo con & divide &« — o’ ete.
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ma giacendo &, & fra i limiti --.;_ e -+ é_ ed n, o fra i limiti
D VD .. 1. .y .
,,—V'é—— e -+ = (1 limiti esclusi), deve essere § =0 e perd (;f; g)

¢ I'identitd e 1 due punti coincidono.

§ 2.%)

Equivalenza dei numeri frazionarii in Q.

Serivendo an numero frazionario in Q sotto la forma %, essendo

a, b interi in Q, intenderemo sempre che esso sia sotto forma érredu-
ctbile, che cioe @, b non abbiano un divisor comune realmente esistente
in Q. Salvo per quei corpi Q nei quali esistono solo ideali prinecipali,
¢ido non implica affatto che @, b siano primifra loro, ma soltanto che
Pideale P massimo comun divisore di @, b non sia un ideale principale

né ammetta un tale ideale per divisore. Al contrario quindi di quanto
£
d
possono essere eguali senza che sia a =+ ¢, b= d.**) Ora supposta

accade nel corpi pilt semplici, due frazioni ambedue irreducibili % ,

. @ C . . . . . .
Veguaglianza — =, sia P Yideale massimo comun divisore di a,b e ()

quello di ¢, d; avremo:
o= P4, b=PB; c¢=C, d=¢D,

essendo A, B, C, D coppie di ideali primi fra loro. Da 4D = BC,
essendo 4 primo con B, segue che A divide C come inversamente C
divide 4 e perd A = C e similmente B = D; dunque: Gl ideali
P, Q moltiplicati pel medesimo ideale A danno ideali prencipali e sono
quindi fra loro equivalenti.

Inversamente ad ogni frazione irréducibile %c——-% in cui P sia

lideale massimo comun divisore di @, b, ove sia @ un ideale qua-
. . o ¢ A
lunque equivalente a P possiamo sostituire altra eguale Ezugfx‘"

nella quale il massimo comun divisore del numeratore e del denomi-
natore é l'ideale €.
Cid posto, se diciamo equivalenti rispetto a G due numer: frazionari

%, %T in Q quando siano fra loro legati dalla relazione

*#) Le denominazioni di questo paragrafo e dei seguentl sono quelle date
dal Sigr Dedekind nella sua Teoria dei mumeri inters algebrici, come & esposta
nell’ Appendice alle lezioni di Dirichlet. B

1+4+14V5 3

*%) Per es. nel campo (1, z 1/3) le due frazioni eguali SR :ﬁ

sono ambedue irreducibili.
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g + 8

a
TS e,
vy +9

o o . oye ..
essendo (y, g) una sostituzione in G, stabiliamo subito il teorema:
)

Se la frazion: % , %" sono equivalenti, gli ideali P, P, che sono
rispettivamente il massimo comun divisore di a, b e di a’, b, sono
altrest equivalenti fra loro.

r

. . . b . 1 .. . .
S; ha infatti 7‘}:%, e poiche ogni ideale che divida si-

multaneamente @, b divide anche aa -+ b e ya 4 0b, come inversa-
mente ogni ideale divisore comune di «a -+ b, ya - 0b divide anche

O(ea 4 fb) — f(va + 9b) = a,
— y(eo + Bb) + a(ya 4 0b) =10,
la proprietd enunciata risulta da quanto e detto superiormente. Ora

andiamo a dimostrare inversamente: Se nelle due frazioni irreducibili
a
—5‘:
massimo comun divisore del numeratore e del denominatore, sono equi-
valenti, anche le due frazioni sono fra loro equivalenti.

-g,— gli ideali P, P’, che per ciascuna fragione rappresentano il

. . . a . o .
Come abbiamo visto, alla frazione 4 possiamo sostituirne un’ altra

eguale per la quale P’, venga surrogato da P, sicche & lecito supporre

senz’ altro P’ = P. Noi dimostreremo allora che le due frazioni

a d . . . . o qs
7 77 Sono equivalenti ad una medesima terza frazione e quindi

fra loro.

Osserviamo in primo luogo che alla frazione % possiamo sostituirne
un’ altra equivalente :_:_T“.—f% nella quale il denominatore sia reale.
Basta percido prendere p. e. a, 8, p, 0 reali assumendo p, 0 in guisa
che ya - 0D sia reale, cid che evidentemente & sempre possibile. In
seguito supporremo dunque che sia b reale.
1+4+iVD

2
per D =3 (mod. 4) comportando una trattazione del tutto analoga.

Tratteremo distesamente il caso di w==4)/ D, l'altro caso o=

§ 3.
Continuazione.

L’ideale P, come modulo finito, pud ricondursi ad una base di
due termini e sia questa [e,, @,], dove dunque ey, @, sono interi in
Q e tutti i numeri in P si ottengono dall’ espressione fe, |- ue,
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percorrendo £, % i numeri interi razionali, Sia ora m il pid piccolo
numero razionale (intero) e positivo in P; avremo

m==pe; + ga,,
dove i pumeri razionali interi p, g saranno primi fra lore, giacche,
se avessero un divisor comune 0 > 1, anche %f—< m si troverebbe
in P. Prendiamo ora due interi (razionali) p’, ¢° che soddisfino alla
condizione pg” — p'q¢ = 1 e i due numeri
m=pa + gy, r+is)D=pe +qa

costituiranno una nuova base di P, talché potremo scrivere

P={[m,r+ isyD],
essendo me, », s interl ordinarii. Ma poiche P & un ideale, i due
numeri s/ Dm, Y/ D(r + isy D) debbono pur trovarsi in P e si
avra percio _
iVDm=pm-4q (r +isyD),
i/ D(r + isyD) =pm + q(r + isy'D),
dove p, ¢, p’, ¢’ sono nuovamente razionali interi. Queste ¢i danno
m=gq’'s, r=—ps, pm-tqgr=—sD, r=4q's
dalle due prime segue che s divide simultaneamente m, r e perd ogni
numero in P, in particolare @, b, quindi, essendo 2 jrreducibile dovremo

b
avere s = -} 1 e senza alterare la generalitd potremo fare evidentemente

s=1, Cosl le seconde danno
1) »2 4 D =—pm

per tal modo la base di P & ricondotta alla forma [m, » 4 s/ D] ove
r? = — D (mod. m). Idue numeri

=“1+£“2V—ﬁ; b =",
appartenendo a P hanno la forma
(2) a=hm <+ a,(r +iyD), b=h'm,

ove h, i, ay sono interi razionali, Dimostreremo che si possono trovare
in Q quattro interi &, 8, , 0 tali che si abbia

(3) @ = a(r+iyD) + pm, b=yp(+iy/D)+ om
e inoltre
(4) ad — By =1,
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dopo di che il mnostro teorema sarda provato risultando con ¢ip %

equivalente alla frazione fi'—;}/—ll, che dipende solo dall’ ideale P.¥)

Scindendo @, B, 7, 0 nella loro parte reale ed immaginaria, poniamo
o«=a,+ie,)/D, B=2p + i,V D, y=1v+irVD,
8 =20, +i0,/D.

Per soddisfare le (8) dobbiamo anzi tutto determinare e, y dalle
congruenze

(e + i)' D) b - i)/ D) =0y (r + iz/ﬁ)} (mod. m),
(i + v,V D) (r + ZVD) =0
che si scindono nelle altre
ra, — Do, =ra, ry, — Dy, =0
{ 0 + ro,= a, (mod. m), { y L oy =0 (mod. m).

In ciascuna di queste coppie di congruenze pud omettersi la prima,
che, a cdusa di #? = — D (mod. m), & una conseguenza della seconda;
cosi dobbiamo porre

B ey=a,—ry+mz, ay=y, py=mt—ru, p,=u,

essendo z, y, ¢, u interl reali. Dopo cid le (3) ove si sostituiscano
per a, b 1 valori (2) e per «,, «,, ,, p, 1 valori precedenti danno

5*) pp=h—py—ra, By=—z, 0, =h—pu—rt, 8,=—1
Ora la condizione (4) si scinde nelle due

{“161 — Deaydy, — 1y, + Dpyy, =1,

0y + 0,0, — By, — oy, =03

queste sostituendovi i valori (5), (5*) si traducono nelle due seguenti
equazioni lineari nelle incognite z, y, ¢, u:

{(hm—}—azr)t + (Gp—hr)u — Wmz + Wry="~a, — 1,
ayt + hut — By =0

Se mella prima sostituiamo ad %'y il valore tratto dalla seconda,

r4iVD

1
) I1 punto p

€, per la (1), indice della forma quadratica a deter-

minante — D:

ma? — rey — py?;
la forma opposta y—rys

max? 4 2rxy — py?
corrisponde precisamente nel senso di Dedekind (Dirichlet, Zahlentheorie 3. Auf-
Jdage §176) all’ ideale P. Queste due forme sono primitive (di 12 specie) Cf. ibid.
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vediamo che restano da determinarsi @, ¢, u in guisa che risulti sod-
disfatta l'equazione

(6) (km+2a27)t+%pu-——k’mx:h’% —1
e insieme la congruenza
(7N @yt 4 hu =0 (mod. &),

dopo di che il teorema sara provato. Considerando anche la (6) come
una congruenza rispetto al modulo /4, abbiamo il sistema simultaneo
(8) (hm42a,7)t 4 aypu=—1, a,t + hu=0 (mod. ),

che ammette certamente soluzioni se il determinante

hm -+ 2a,7, a
’ 220 = h(hm-4-2a,7) — a,p

Uy ’

¢ primo con }. Ora si dimostra con facilitdh che cid avviene necessa-
riamente per lipotesi ammessa che a, b abbiano appunto per massimo
comun divisore lideale P, onde segue che ogui numero in P, in
particolare m, si pud porre sotto la forma Ag - pb, essendo 2, u
interi in Q. Dovremo dunque avere per convenienti valori interi reali

di 4;, 4,, u;, @y
(hm + “2“"‘!‘7;“21/‘_5) (’11'}‘“21/ﬁ) ~+ h'm({«bx‘f'?;ﬂzl/ﬁ) ==,

ossia
(hm—4-ay,r)dy — Daydy + K'mp, =0,

aydy + (hm—+ayr)Ay + B mp, = 0.

Da queste eliminando successivamente 4,, 4, e dividendo ogni volta
per m risultano le altre:
9 {h(hm~+2a,7) — a2p} 4 =  hwm + ayr + Ko,
©) (h(hm-+-2a,7) — a2p} dy = — a, + W'z,
essendo 6,7 razionali interi. Un divisor comune di A (hm--2a,7) — a,%p
e di & dividerebbe per le (9) anche a, = hm -+ a,7 e a,, quindi
anche a, b contro l'ipotesi.

Sia ora ¢’, ' una coppia di numeri che soddisfano le (8) e poniamo

(hm—2a,7)t" + apu’ =HWec—1, at’ + hu' = Wd
=t +hT, u=u +NWU;
allora la (7) & identicamente soddisfatta e la (6), divisa per K, diventa
(hm-+2a,7)T + a,pU — ma = a, — ¢.
Questa & certamente solubile in numeri interi poiche i tre numeri
hm 4+ 2ay7, G,p, M

non hanno un divisor comune. I infatti essendo m, @, primi fra loro

(perche altrimenti per le (2) anche a, b avrebbero un effettivo divisore
comune) un tale divisore dividerebbe anche m, 27, p mentre come
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si & osservato nella nota superiore, la forma quadratica (m, r, — p)
¢ primitiva di 1* specie.
. 1+:VD . .
Nel caso D =3 (mod. 4), & = +21-/-—- vale una dimostrazione

affato simile che basterd qui accennare. L'ideale P si ridurra in questo

D41
caso alla base [m, r -} w] essendo »* - r | ;}' = mk, con m, r, I

razionali interi, Avendosi ora
a=hm-+ a,(r+w), b=~rm
possiamo determinare i quattro interi x, y, f, u dalle equazioni
{hm + Cr+4+1Day} ¢t — aku — Wmx="a,— 1,
a,t + hu — hy=0

e ponendo

o=a, — (r+1)y 4+ mzx + yo, B=h—rz+ky— 2o,
{y=——(r+l)u+mt+um , 0=~ —rt+ku—to

avremo
a=c(r+a)4 pfm, b=y@rteo)4 dm, «d—py=1,
a
b
primitiva di 2* specie 2ma? — 2(2r4 1)ay - 2ky?, a determinante
— D la cui opposta corrisponde all’ ideale P.

Dimostrato cosi il nostro teorema, osserviamo che se ripartiamo
1 numeri frazionarii in Q in classi, ponendo nella medesima -classe
tutti e soli quelli che sono equivalenti fra loro, il risultato conseguito
pud anche enunciarsi cosi: Il numero delle classi dei numers frazionarii
m Q eguaglia il numero delle classi degli ideali, cioé il numero delle
classi delle forme quadratiche primitive a determinante — D se non é
D =3 (mod. 4), e invece il numero delle classi delle; forme primitive
di 2% specie se D = 3 (mod. 4).

Y . . r N . . .
cio¢ < risulta equivalente a ':,;w che & l'indice della forma quadratica

§ 4.
Discontinuitd impropria del gruppo G pei punti del piano £y.

Il gruppo G, che abbiamo dimostrato essere propriamente discon-
tinuo per i punti di R fuori del piano &% (§ 1), & al contrario im-
propriamente discontinuo nell’ intorno di ogni punto del piano &g
Esso non appartiene quindi alla classe di gruppi immediatamente
utilizzabili per la teoria delle funzioni (gruppi automorfi), ma contiene
bensi infiniti tali sottogruppi (fra i quali una classe soltanto verrd
studiata nel presente lavoro.)

L’ enunciata proprietd segue snbito dai risultato dei precedenti §§,
giacché ogni porzione comunque piccola del piano En contiene infiniti
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punti indici di numeri frazionarii in Q e questi appartengono soltanto
ad un numero finito di classi.

Ma senza ricorrere al teorema generale del § 2, basta qui al nostro
scopo riferirci a quella parte del teorema che riguarda I'equivalenza:

. . e € . . ..
di due frazioni 0 g 1o Q, ove a, b, come ¢, d. siano primi fra loro.

Stabiliamo nuovamente l'equivalenza di due tali frazioni perche le
considerazioni relative ¢l saranno poi utili in seguito.

Essendo a, b primi fra loro possiamo trovare in Q due interi g, 8
tali che sia @8 — ba = 1, come pure due altri interi , & che soddisfino

la condizione ¢8 — dy = 1. Le sostituzioni (g: %) (ﬁz’ 3’) i @
?

. .. . . . , a , '
trasportano quindi rispettivamente il punto 2 = oo in 2 = 8 =g

Componendo dunque la seconda sostituzione coll’ inversa della prima si
ottiene la effettiva sostituzione di G:

G Ga =z —mtay,
14
.

Ora consideriamo in particolare le frazioni della forma

che trasporta —g- in
r+4isVD

p H
ove p sia un numero primo reale di cui — D) sia non-residuo quadratico
ed r, s due interi arbitrarii non divisibili simultaneamente per p.
In queste frazioni il numeratore & primo col denominatore perche
72 4+ Ds? non & divisibile per p; esse sono quindi tutte fra loro
equivalenti. Ora, secondo il noto teorema di Dirichlet, esistono infiniti
numeri primi p di questa specie e perd in ogni porzione del piano &y

cadono infiniti punti, indici di quantita della forma _@:I—_g_s_@_’ che sono

tutti fra loro equivalenti.

§ 5.
Relazione fra i grappi totali G, G’ nei campi (1, ! +;VP_)7 (1,:VD)
per D=3 (mod. 4).

Come gia abbiamo detto nella prefazione, il gruppo G di sosti-
tuzioni lineari

(1) z':ﬂ—_‘:ﬁ_ aa.—.—.ﬁy:],

che noi consideriamo nel caso D = 3 (mod. 4) & qx.lello.completo, ove
i coefficienti percorrono tutti i possibili numeri interi della forma

m—}—n-li-%l/—g— con e, n razionali interi. E chiaro per altro che se
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nella (1) @, B, 7, 0 percorrono soltanto gli interi del campo (1,iy/D),

che entro il campo totale (l, i—-—t;—@) forma un cosi detto ordine,

avremo altresi un gruppo, che si indicherd con G', e sard contenuto
in G come sottogruppo. Dimostreremo che G & sottogruppo d'indice
finifo in G; ne segue che, appena determinato il poliedro fondamen-
tale per G, conosceremo altresi quello di G'. Basterd quindi limitarsi
alla ricerca del primo poliedro, che sara In ogni caso pid semplice.
La condizione perché un numero intero in @ appartenga all’ ordine
(1, YD) si pud esprimere con una congruenza rispetto al modulo 2,
essendo per cid necessario e %ufficiente che il detto numero risulti
congruo (mod. 2) con un numero reale. G’ & adunque sottogruppo
congruenziale di G, caratterizzato da cid che le sue sostituzioni sono
congrue (wod. 2) con una sostituzione der sei tipi seguenti:

1O /0 1y /1T 1\ (11 (OI) 10

(01 1o/lo1)J1o 11(11'
Ne segue che se valutiamo il numero N di sostituzioni in G incongrue
(mod. 2), Vindice del sottogruppo G’ di G sara precisamente eguale a
%T—' Il numero NN risulta diverso secondo che

a) D=3 (mod. 8), o b)y D=7 (mod.38),
casi che tratteremo quindi separatamente.*) Osserviamo che in ogni
caso 1 quattro numeri O, 1, w, 1 4 ® formano un sistema completo
di resti (mod, 2),

Caso a) D =3 (mod. 8), Avendosi

(2) @t — o+ 2FL —0,

sussiste qui la congruenza @' = w -} 1 (mod. 2) e la congruenza

B = y(mod. 2)
per i valori 1, @, 14 @ di § e un valore arbitrario di y ammette
ogni volta una sola soluzione,

Ora le sostituzioni di G essendo assoggettate (mod. 2) all’ unica
condizione «d — By =1 (mod. 2) ne risulta che per quelle di esse
in eu1 4==0 (mod. 2), &« pud assumere 4 valori incongrui e § 3, la
coppia scelta per o, § individuando ciascuna volta . Abbiamo dun-
que in G:

4><3 = 12 sostituzioni incongrue con 0 = 0 (mod. 2).

*) L'oltima ragione di questa differenza sta in cid che nel primo caso il

nuipero 2 & un numero primo nel campo (1,1—:—#—;@) mentre nel secondo
caso ¢ scindile in fattori (ideali).
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Se non ¢ 0 =0 (mod. 2), possono si B che y assumere 4 valori
incongrui e dai valori scelti per §, y, 0 risulta individuato e; vi sono
quindi in G: 4><4><3 = 48 sostituzioni incongrue con 0 =1, o,
1 4+ o (mod. 2).

E poiche @, come ora si dimostrerd, contiene effettivamente sosti-
cuzioni di tutti questi caratteri (mod. 2) si vede che il numero N cer
tato ¢ eguale a 60 se D = 3 (mod. 8).

Fra queste 60 sostituzioni scegliamo le due

o 14w 10
A=(m 0 >, B=(1 1)’
osservando che G contiene certamente sostituzioni di questi caratteri

(mod. 2). Per la 2* & evidente e per la sostituzione 4 basta sostituirvi
I’altra congrua (mod. 2) esistente in G:

3D+ 7
3¢ D47
( @ . g v 1 -{—;7) se D =3 (mod. 16),
ovvero

D45
(w 8 7 1+w> se D =11 (mod. 16).

—o — 2

La sostituzione A, considerata (mod. 2), ¢ a periodo 5 e la B a
periodo 2 mentre la loro combinazione
1 1 0
4B=(y ' 5°)
ha il periodo 3. Pel noto teorema del Sigr Dyck il gruppo generato
da A, B consta ‘effettivamente di 60 sostituzioni ed, astrattamente
considerato, coincide col gruppo dell’ icosaedro.

Nel caso attuale adunque: G’ é sotto gruppo d’indice 10 i G ed
ha in G lao medesima giacitura che il gruppo diedrale di 6 sostituzioni
nel gruppo dell icosaedro. Si osserverd che nello stesso tempo
riconosciamo in G lesistenza di altri sottogruppi d’indice finito corri-
spondenti ai varii sottogruppi dell’ icosaedro.

Caso b) D =17 (mod. 8). In forza della (2) sussistono qui le
congruenze:

0’=0, (@-+ 1)2:'"—-— w1, @ (e - 1)=0 (mod. 2),
onde si rileva facilmente che la congruenza
2y = k(mod. 2)

ammette 9 soluzioni diverse per % =0, 3 soluzioni per k-=a o
k= -1, ed una soltanto par k= 1. Dopo di cio si vede subito
che il numero N delle possibili sostituzioni di G incongrue (mod. 2)
¢ dato da N = 36.
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Fra di esse consideriamo particolarmente le due
w41, 1 70, 1\,
a=("1% a) 2= 1)
a periodo 3 ciascuna e permutabili fra loro che generano quindi un
gruppo [y colle 9 sostituzioni seguenti

EDEDEYET D LT (ot
b (37 (8 D)

Scriviamo esplicitamente le altre 27 sostituzioni ordinandole nel noto
modo rispetto alla sostituzioni di Iy:

EDEYEYE I Gy

GERBIEFHICEES

P ETEDEYED o) (1

CERISFS LIS

G @) (T80 G o) (3.t
30 )6 ad) (i d) G

Queste 36 sostituzioni, considerate (mod.?2), formano un gruppo nel
quale Iy & contenuto quale sottogruppo eccezionale d’'indice 4. Resta
a verificarsi che G contiene effettivamente sostituzioni di tutti questi
caratteri (mod. 2), per il che, esaminando il quadro superiore, vediamo
che basta riscontrare in G lesistenza di una sostituzione congrua

(mod. 2) con (co _11_ 1: ;), questa si trova immediamente nella sosti-

D+5
tuzione (m '1_ 1, 20 —— ) Possiamo ora enunciare il risultato
) ()
finale:

11 sottogruppo G di G ha Vindice 10 o 6 secondo che D=3 o
D =1 (mod. 8).

Osservazione. In modo del tutto analogo a quello tenuto nel
presente paragrafo per lo studio del sottogruppe G’ di G, si pud
procedere alla ricerca di quei sottogruppi G, di G, nei quali «, 8, 9, 0
percorrono soltanto gli interi di un determinato ordime [1, k w], essendo
k un numero fisso razionale intero. In ogni caso G|, come sottogruppo



Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 347

congruenziale di G ha indice finito. Per tal modo ad esempio il caso

in cui &, 8,7, 0 percorrono gli interi della forma m - iny'D, ove D
ammetta fattori quadrati si riconduce a quello da noi esclusivamente
considerato in cui D & privo di tali fattori.

§ 6.
Doppio ampliamento del gruppo — Riflessioni,

Fino adora abbiamo considerato nel corpo quadratico Q soltanto

quelle sostituzioni
’ oz

® = iits
con coefficienti interi il cui determinante & eguale a - 1; ma @
chiaro che otteniamo un gruppo pilt ampio I, se esigiamo soltanto
che a0 — By sia un’ wnitd. Kecettuati i casi D=1, D =3 nei
quali vi sono rispettivamente 4 e 6 unitd, abbiamo in effetto le due
sole unitd 41 e perd G & sottogruppo eccezionale d'indice 2 in T.
Se riflettiamo poi che le sostituzioni (1) non sono alterate quando si
moltiplichino i quattro coefficienti per un medesimo fattore e per
questo prendiamo un’ unitd, vediamo che lo stesso accade per D = 1,
D =3. 1l gruppo I' formato da tutte le sostituzioni (1) con

@) 08 — By =41,
condizione questa che nel caso D = 1 si sostituird coll’ altra

ad — By =1 o ad—py=-3i,
sara indicato nel seguito con

~ (1+i1/13)

révs) o 1~ * 7 per D=3 (mod. 4)
ed anche talora pid brevemente con I'®) ed & di questo gruppo che
particolarmente ci occuperemo.

Procediamo ora ad un secondo ampliamento di @ ben pid im-

portante pel nostro scopo, all’ ampliamento per riflessione (Erweiterung

durch Spiegelung). Consideriamo percio insieme alle sostituzioni
lineari dirette (o di 1* specie) sulla variabile # le altre

;e
®) 7= yz:i g ’
%, essendo la coniugata di 2, sostituzioni che diremo di 2% specie. Le
formole per la relativa trasformazione dello spazio si ottengono da
quelle di Poincaré ((2) § 1) semplicemente scambiandovi z con 2.
Riguardando il mezzo spazio R come immagine (conforme) dello spazio
a curvatura costante negativa, le prime trasformazioni rappresentano
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un puro movimento e le seconde invece un tale movimento combinato
con una riflessione o simmetria rispetto ad un piano.

Se nella (2), (3) immaginiamqgehe «, B, ¥, 0 percorrano tutti gli
interi in Q che soddisfano alla condizione ad — fy =41 (o alle
altre ad — By =-+1, ad — fy =14 per D=1) otterremo un
gruppo che indicheremo con

=17 B
A2 o ™

)
nel quale @ & evidentemente contenuto come sottogruppo eccezionale
d'indice 2.
Per la determinazione del poliedro fondamentale dei gruppi
e I ha singolare importanza la ricerca di quelle sostituzioni di 2»
specie in. ™, che sono a periodo 2 cioé coincidono colla propria
inversa. Queste sostituzioni si diranno riflessioni (Spiegelungen). Gli
elementi per questa determinazione si trovano gia sviluppati da Fricke
nel citato libro di Klein (p* 196 s. s), al quale qui ¢i riferiremo.
L'inversa della sostituzione di 2* specie

r_ @518 S g = — 892 + Bo
y2 -0 Yo% —

e perché le due sostituzioni coincidano oeccorre che si abbia:
— 0y =ka, Po="Fkp, yo=ky, — o¢g=1Fk0

dove & & un fattore di proporzionalitd. Lasciando per un momento da
parte il caso D=1 sard «d — By = «,d, — 8,7, = -1, onde risulta
k* =1, k= -4 1. Si presentera dunque uno dei due casi seguenti

Z

0 — m—— — —
1Y —0=ea, fy= B, yo= ¥y, —ea=20,
20 dhy=ua, fy=—p8, vo=—17, ey = 0.
Scindendo ciascun coefficiente nella sua parte reale ed immaginaria

troviamo in T, quando non & D =3 (mod. 4), i due tipi seguenti di

riflessioni
r — (o +iaVD)z + b,
€14y — (al——ia,Vﬁ) ’

: . ' (“1"!"":%VT))ZO""‘“’J/E
Tipo s &' = et (0 — il D)’

dove a,, a,, by, ¢; sono interi reali che debbono corrispondentemente
soddisfare, alla condizione:

I a4 Da?+ byeg =41,
%) a2+ Dae?+ Dby, =41

secondo che si tratta del tipo I o del tipo II

Tipo I: 2
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1+:YD
Similmente procedendo per D = 3 (mod. 4), troviamo in l:( ?
le riflessioni dei due tipi:

1+z‘VD)

ay -+ a. 2 b

Tipo TII: z'=(' R Al
C1 % — (al + a, 1—%21/]))

(a, +a, 1""2”7@ ) 2+ ib, VD

ie, VD 2,4 (al -+ a, _{:;211/_12)

Tipo IV: 2’ =

Ve @, Gy, by, ¢; sono interi reali assoggettati alle rispettive condizioni:

1% (24, + a,)?+ Da2+ 4be — + 4,
IV¥)  @ay + a,)’+ Da,? + 4Db,¢; = + 4.

Se D=1, la condizione «d — By =1 dovendo essere surrogata
dalle altre @d — fy =-4-1, «d — By = ¢, i risultati sono leg-
giermente diversi. Per «d — By = -1 troviamo ancora % = -4 1 ma
qui il doppio segno di k¥ non porta differenza alcuna perché col molti-
plicare simultaneamente «, #, y, 0 per ¢ si passa dall’ un segno di %
all' altro. Per ad — fy=-+1¢ si ha invece A2=—1, k= -+
dove nuovamente possiamo trascurare il doppio segno di k  Cosi

troviamo in [ le riflessioni dei due tipi

Tipo A: " =8t i0)2%+ 5 a4+ a2+ b =-41,

e %) — (@ — ta,) ’

. , ' 1—14)b
Tipo B: 2 ' = (0(6’1_'_:7;;2)‘:::;2_'_;;1‘7 @’ + a,® + 2by ¢y =+ 1.

§ 7.
Sfere di riflessione propria ed impropria.

Calcoliamo ora le trasformazioni dello spazio R corrispondenti

alle sostituzioni di 2 specie a periodo 2 trovate in . Usiamo per
¢io delle formole (2) § 1 nelle quali, come gia superiormente & stato
avvertito, deve a questo oggetto scambiarsi z con #,.
Consideriamo dapprima il easo in cui sia ¢, = 0, ove evidentemente
nelle 1%), IT#), 1II#), IV*) pud valere soltanto il segno superiore.
1+4+iVD

Se si tratta del gruppo Mé¥?) per D > 1, o del gruppo I\ 2 ) per
D > 3, avremo manifestamente

oy =41, a=0
Mathematische Annalen, XII. 23
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restando b, arbitrario e per le relative formole di trasformazione
troviamo

=540, v=nr, §=¢ pel tipo I) o III),
g =g, W e=—n-byD, ¢ =2¢ pel tipo II) o IV),
Queste rappresentano una simmetria o riflessione sul piano

(1) 2t =b,, 29 =0,y D.

Percorrendo &, tutti i numeri razionali interi le (1) ci danno tutti i
pians di riflessione. Perd nel caso D =1 abbiamo oltre i piani di
riflessione (1) gli altri

(2) ’g’——-n=b,, E+n=20b
e nel caso D =3

@) +E+1V3+ 35 =0, +E/3+n+505¥3=0,

come subito si rileva dalle formole del precedente paragrafo.

Supponendo ora ¢, diverso da zero e considerando dapprima il caso
in cul nel 2° membro delle 1%), 11*), II1¥), IV*¥) del § 6 vale il segno
superiore, dalle formole (2) del § 1 troviamo i risultati seguenti. La
sostituzione del tipo I)

s (@, +3a, VD) 2+ b, 2 2
£ o= cr#o— (ay —iay VD) ’ @ + Day® + byey =1

produce la trasformazione dello spazio data dalle formole:

¢ ay
g/ 21___ 1 —_—C_i_
T Y (DY
(] ¢y
ar VD
ly_ alD _ 1 -5
¢ ¢ 2 N2 ’
T
& a\* : VD\?
a
\ ( _-&—L)—{_(n—— 201 )+§2

Come si vede, questa & un’ inversione per raggi vettori reciproci rispetto

alla sfera:
2 =\ 2
— % _ VD 1
(¢ “) +(’? G “) Te=c

Tale nversione si dird anche una riflessione su questa sfera che prendera
il nome di sfera di riflessione. Similmente si vedrd che le sostituzioni
dei tipi 1I), TIT), IV) § 6 corrispondono a riflessioni sulle rispettive sfere
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gy

(“"07)2 +("+ VD“) + 8 = 5o,
(s—tote)t (o — =Y o L

(E-v5) +(r+29) v o= o

I

Riepiloghiamo i risultati in un quadro a cui dovremo ricorrere in
seguito

(
Sostltuzwne 2 = (@ + 50,/ D) 2, 4 b,
12 — (@, — zaJ/D)
3 Tipo I) ¢ (A) a4+ Da,® Fbe, =1,
= 2
o - . . a Z/_D
E LSfera di riflessione (§-c—:) o ( “2 ) + £l c25
a r —
& Sostituzione 2’ = (o + ia, VD) &, + it VD
Q ?:C‘Vﬁ z(_)+(a‘—'&'agl/ﬁ) ’
Tipo 1I) 1 (B) o+ Da2 4+ Db,e¢, =1,
| k’Sfera, di riflessione (5'—%)2'1‘ ("? o/D D) +§= D Pt
( F o (a,—]—a,—lig]i&)z 4+ b
Sostituzione 2’ = ,
CeZp — (a + a ..":..1’(..2)
Tipo I1I) 170 e 2
o (©) Rata)tDosd dhe=1,
"é | | Sfera di riflessione ( 2“;—£a2) ( %VD) + 8=
Tﬁ ( (ai"”'az—-*————*l-‘-;yp )%"l‘?:b"/ﬁ
Sostituzione 2’ = —
] . ( 1—/D\ "’
Tipo IV) . ie V' Dao + (@ + o, *“‘“T*)
(D) (2“1+“2)2+D“22+ 4Db,c1=1
2
l ‘Sf'era di riflessione (5—- 7, + (’7 ’2‘2‘_;/_;;) + &= Dc h

Per ottenere tutte le sfere di riflessione basta far percorrere nelle
formole precedenti ad a,, a,, ¢, tutti gli interi reali che soddisfano
alle congruenze rispettive

0,2+ Da,2=1 (mod. ¢,), a,>+ Da, =1 (mod. D¢,),
2a,+a,)*+ Da,2=4(mod. 4 ¢,), (2a,+ a,)*+ Da,’=4 (mod. 4 D¢,).

In fine nel caso D = 1 abbiamo i risultati seguenti:
23
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r Sostituzione 2’ — (coijz j’j‘é‘;? z_(, -:'—asi ,
TiPO A) a12+ a22 + b Cl =1,

| Stera di riflessione (E—-—%)z-}' ("’7‘“ ) +8° = o)

(ag + ©ag) 2o+ (1 — %) by
(1 —1) ¢ %+ (ar+2ay) ’
Tipo B) a? 4+ at + 2b¢y =1,

‘ | Sfera di riflessione (E——~ ag) +( a‘+a2) + =5

Consideriamo ora quelle sostituzioni di 22 specie a periodo 2, che
corrispondono nelle formole (A), (B), (C), (D) del quadro superiore
ad un cangiamento di segno nel 2° membro. Per la trasformazione
dello spazio corrispondente ad esempio ad una tale sostituzione del
tipo I) troviamo:

D=1

Sostituzione 2’ =

01

g — %L = 12 2 ——% !
S S e

aVD
4,{__00»J_’E=__J§_-_ e ,
¢ a (g B %:‘)2_’_(”__%7/1)) + g2
| (= 012 a \* : a VD .
(s— o)+ (—2E2) +e

¥ chiaro che questa trasformazione consiste in una riflessione

sulla sfera ,
(g*’“—* +(77“‘"%VD) + £ = "g?y

congiunta con una rotazione di = attorno a quel diametro della sfera
che @ perpendicolare al piano £7. Diremo questo diametro asse della
sfera, la sostituzione si chiamerd una riflessione impropria e la sfera
stessa sfera di riflessione empropria. Analogamente procedendo per
gli altri casi si vede che le formole riunite nei quadri superiori ci
danno tutte le sfere di riflessione impropria, quando alle condizioni
(A), (B), (C), (D) si sostituiscano quelle che ne risultano cangiando
il segno del 2° membro.

B da notarsi che una sfera pud figurare simultaneamente come
sfera di riflessione propria ed impropria. Cid accade per tutte e sole

le sfere dei tipi I) o III) diraggio eguale ad 1 o a —;— La combi-

nazione delle due riflessioni propria ed impropria da allora una rotazione di»
attorno all’ asse della sfera cio® una sostituzione ellittica a periodo 2 in [ (@)
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§ 8.
Periodicitd delle sostituzioni in (.
Le sostituzioni lineari
’ az 4+ b
F =%t a
si dividono, come & noto, inquattro classi ciod: ellittiche, paraboliche,
iperboliche e lossodromiche®). Supposto ridotto, come sempre & pos-
sibile, il determinante ad — bc¢ eguale all’ unitd, la natura della
sostituzione dipende dalla somma @ - d del 4° e 49 coefficiente. Se
a -+ d & reale, essa & ellittica, parabolica od iperbolica secondo che

(a4 d?<4, (a+d=4, (@a+ad) >4
quando @ -+ d non & reale la sostituzione & lossodromica.

Per lo studio del nostro gruppo I'® ci interessa specialmente di
conoscere le sostituzioni ellittiche in @ ed il loro periodo, che e
necessariamente finito, il gruppo essendo propriamente discontinuo.
1 periodo della sostituzione si deduce dal valore del moltiplicatore

p latad—Vafar—1}"
4 )
per le sostituzioni ellittiche di un gruppo propriamente discontinuo
esso & eguale ad una radice n™* dell’ unita e il corrispondente periodo
e allora ==#n. Ricordiamo inoltre che nella trasformazione dello spazio
dovuta ad una sostituzione ellittica rimangono fissi tutti i punti di un
circolo (o retta) ortogonale al piano &u**),

Supposto .D > 1 si hanno in '® due sorta di sostituzioni, quelle
a determinante -1 e quelle a determinante — 1. Le prime sono
ellittiche se ¢+ 0=0 o a4 0==-41 ed hanno per rispettivo
moltiplicatore

ke=—1 0 k= :-1—_%————%

14+4iV3 |
’ — s )
esse sono quindi a periodo 2 o 3, qualunque sia D.
oz 4B

Una sostituzione 2" = — T di M@ g determinante — 1 si ri-

yz -+ ¢
duce a determinante -4 1 moltiplicando i suoi quattro coefficienti per 73
essa sard dunque ellittica se ¢(a < 0) & reale ed il suo modulo & < 2.

Sara dunque « - 0 = in}/D con n razionale intero e la condizione
Dn* < 4 porta subito, per D > 3, #=0 e perd @ + 0 = 0. Queste
nuove sostituzioni ellittiche sono a periodo 2; dunque: Nel gruppo '),
appena D > 3, esistono soltamto sostituzioni ellittiche coi periodi 2 e 3.

Nei casi esclusi D=1, D=2, D =3, considerando dapprima
i due ultimi, sono possibili sostituzioni ellittiche di periodo diverso da

*) Cf. Klein, Vorlesungen etc. pag. 163 s.s. e Poincaré, Acta Mathe-
matica Bd. 3.

**) Nello spazio non-euclideo essa & una pura rotazione,
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2, 8 solo fra quelle di determinante — 1. Riprendendo la conside.-

razione superiore, alla condizione Dn? =4, oltre che con n =0, s

soddisfa anche con #» = - 1 e corrispondentemente risulta
he-tiper D=2, b=2E7% po D3

ed abbiamo quindi per D = 2 delle sostituzioni elliftiche a periodo 4,

per D = 3 delle sostituzioni a periodo 3 e 6.

In fine se D =1 troviamo delle nuove sostituzioni ellittiche solo
fra quelle a determinante «d — By = - ¢ e possiamo senz altro
supporre a0 — By =1 Per ridurre il determinante = -4 1 basta
allora moltiplicare i quattro coefficienti per
per le sostituzioni cercate

1—4 1—3 :
75 (@t 0) = 5 )
reale, sard n == m quindi
75 (¢ 8) =mV/2

e la corrispondente condizione 2m? << 4 si soddisfa, oltre che con
m == 0, anche con m = - 1. Le relative sostituzioni in I'® sono a
periodo 4. Ci saranno poi utili anche le osservazioni seguenti che
riguardano le sostituzioni paraboliche in @, TUna tale sostituzione
lascia invariato un solo punto del piano £ che & indice di un numero

-
e, dovendo essere

1—
Ve

frazionario in @), Inversamente ogni tale punto 2z, = % e punto
fisso di infinite sostituzioni paraboliche in I'®); queste hanno la forma
1 a (a)2
+ 4 T’ /4 b
a
y 5, 1=y T

y %—, y%:— mteri. Il sottogruppo di I'® che lascia fisso i1 punto %—
consta di tutte e sole queste sostituzioni a determinante 4 1 combinate
con una sostituzione ellittica a determinante — 1 e a periodo 2. |
numeri y formano manifestamente un ideale riconducibile ad una base
binaria e perd bastano due sostituzioni paraboliche elementari per
generare tutte quelle del sottogruppo deseritto. Fra le sostituzioni

paraboliche osserviamo quelle che lasciano fisso il punto 2 = oo; esse
hanno la forma

ove p percorre tutti gli interi in Q che rendono

v =z p
e se ad esse si associano le sostituzioni della forma
A

che sono ellittiche a periodo 2 si ha il gruppo di tutte le sostituzioni
di I'®) che lasciano invariato # = o0o. Da quanto abbiamo visto al

§§ 2, 3 risulta che per ogni punto 2z, = % indice di un numero fra-
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zionario in Q con @, b primi fra loro il gruppo delle sostituzioni che
lo lasciano fermo consta egualmente di sostituzioni paraboliche e di
sostituzioni ellittiche a periodo 2 ed & affine al gruppo sopra descritto.
Lo stesso risulta per qualsiasi numero frazionario in Q, da quanto &
detto superiormente.

§ 9.
Angoli sotto cui s’infersecano le sfere di rifiessione.

In questo paragrafo per sfere di riflessione s'intenderanno quelle
di riflessione proprie soltanto; supporremo inmoltre D > 3 notando
semplicemente i risultati speciali per D =1,2,3. Per angolo 4 di
due sfere fisseremo di considerare quello che vien formato nella regione
interna ad ambedue le sfere, per cui se d & la distanza dei centri ed
r, ', sono i raggi si avrd
(/i) A% ==y 4 1'% 4 277" cos A.

Quando due sfere di riflessione s'incontrano, la sostituzione di 12
specie che nasce dalla combinazione delle due riflessioni & ellittica o
parabolica secondo che le due sfere si tagliano effettivamente oppure
si toccano. Siccome le sostituzioni ellittiche in @), per D > 3, sono

soltanto a periodo 2 o 3 ne segue che langolo 4 sotto cui si
tagliano due sfere di riflessione potrd soltanto avere uno dei tre valori

'7:;“» %, ——2% Cid vogliamo qui confermare con un calcolo diretto

sulle formole del § 7.
Prendiamo due sfere di riflessione appartenenti ambedue al tipo I)

del § T e siano

(= 2) + (—22) + 0= 4

? VD )2 1
% O Tt 2o o
(g 2 + (" 71 + 4 e
le loro equazioni essendo @y, a,, by, ¢;; @, o, By, 7 numeri razio-
nali interi che soddisfano alle eondizioni
@) a® + Da? -+ byoy =1, e 4+ Dot 4 iy =1,
ove supporremo ¢, ¥, positivi, come evidentemente & lecito. Se le
due sfere s'incontrano, per langolo 4 di loro intersezione risulta
dalla (1)

2¢co8 4

L. _.99_)2 (E& _ ﬂs,)zm 11
( ¥4 + D ¢y Y1 o + 7.2 + eyy

¢

ovvero, per le (2) .
cos A = — %{Qa,a, + 2D ay0y + by + Biey )

La quantith fra parentesi essendo un numero intero, troviamo
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possibili per cos A soltanto invalori cos 4 = 0, cos 4 = -+ 1,
cosA==i—;- e perd

2x
Ad=33 4=0,m 4=, 5

La combinazione delle due riflessioni

(a,—{—zanD)z(,-{—b, 2 = (“1+’£“2Vﬁ) % -+ B
0150"‘(“1’—'0“21/1)) ’ 7130_(“1“?:“2Vﬁ)

da la sostituzione di 1 specie a determinante -1 : (;c g) dove

a=aye; + Daya, + by, + 1V D (a0, — 0, ),

B=uap —ba -+ iV D(a, 8y — by e,),

Y =060 — a,y, + ¥V D(ap; — ¢ ),

0 = ay0y + Dayay + ¢y — iV D(ay0, — a, ),
questa & ellittica a periodo 2 se

ellittica a periodo 3 se
2a,00 +2Dayey + by, + ¢,8, =+ 1, cosA:::i%—,

parabolica se

2a,04+2Day0, + by + 6y =—+2, cosd=H1
ed iperbolica negli altri casi (se le due sfere non s'incontrano).

Se le due sfere di riflessione si toccano & chiaro che nello stesso
punto del piano &% si toccano infinite sfere di riflessione. Se si in-
contrano ortogonalmente, non pud pel loro circolo comune C passare
alcun’ altra sfera di riflessione, altrimenti questa sfera apparterrebbe
al medesimo tipo I), come ora vedremo e taglierebbe le precedenti

sotto I'angolo —g- ) -2—571 avremmo quindi due sostituzioni ellittiche I'una

a periodo 2 l'altra a periodo 3 che lascierebbero ambedue fissi i punti
del cerchio C; la loro combinazione darebbe luogo ad una sostituzione
ellittica a periodo 6, che nel nostro gruppo '@ per D > 3 & impos-
sibile (§ 8). Se le due sfere si tagliano secondo un angolo di -3;— 0
%’i, facendo subire ad una delle due sfere una riflessione sull’ altra,

si ottiene una terza sfera di riflessione che passa pel loro ecircolo
comune. In questo caso si ha

2a,¢, + 2Daya, by + ey =

e per l'equazione di questa terza sfera si ottiene facilmente

(6 - Z'I;‘i) +(@—rD ?I:') + = G
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Come caso limite se ¢, =y,, valendo i segni superiori, la terza
sfera si riduce al piano (di riflessione) che contiene il circolo comune
alle altre due. D’'altronde risulia subito dalle considerazioni superiori
che oltre queste tre sfere non vi ha alcun’ altra sfera di riflessione
che appartenga allo stesso fascio.

Risultati perfettamente simili si otterrebbero per due sfere appar-
tenenti simultaneamente al tipo II), III) o IV) § 7.

Consideriamo ora due sfere di riflessione di tipo diverso p. e. dei
tipi I), II) § 7 e siano

(%~%)’+(v~f2—’é—§)a+é*mz%—,

(- 2)+ - 12) +rm 5

le loro egunazioni essendo a;, a,, b, ¢;; @, @, B,, y; numeri interi
che soddisfano le condizioni:

o+ Da?+ b =1, «?+ Da?+ Dfy, =1
Per Yangolo 4 sotto cui si tagliano troviamo dalla (1) avendo
riguardo alle precedenti

VD
o8 4 = — T{Qan% + 20,0, 4 by + ¢ B}
La qguantitd fra parentesi essendo un numero intero ed avendosi
. . . T -
D > 3 ne risulta necessariamente cos 4 =0, 4 = 5. Corrispon-

dentemente la sostituzione di 1% specie (a determinante — 1), composta
delle due riflessioni, & ellittica a periodo 2.
Riassumendo abbiamo: Se due sfere di riflessione del medesimo

. . . . n
tipo s'incontrano, esse si tagliamo sotto un angolo retto oppure equale a 5

(0 wgs” ), ovvero st toccano. Per due sfere di riflessione di diverso Yipo

L incontro mon pud avvenive che orfogonalmente.
Nei casi esclusi D =1, 2, 3 si vedrd facilmente che oltre agh

indicati valori per Vangolo 4 si presenta anche il valore -ii per
D==1,2 e il valore —%ﬂ per D =3 (Cf. § 7).

§ 10.
Generalith sulla ricerca del polisdro fondamentale per T\

Consideriamo Yinsieme di tutti i piani e di tutte le sfere di ri-
flessione e in particolare le loro traccie (rette e circoli) sul piano §7.
E facile vedere che qualsiasi porzione di questo piano, per quanto
piccola, & sempre attraversata da sfere di riflessione. K infatti in questa
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area giacciono infiniti punti equivalenti al punto #== oo ciod punti

@ . ac o 7. . . e o s
4 =+ indici di numeri frazionarii in Q con @, b primi fra loro (§ 4).

Ora come pel punto 2z== oo passano le due serie di piani di rifles-
sione (§ 1)
1 1 -
‘§='2‘bu Wz'é”ti—D:

ove b, & un numero intero razionale qualunque cosi per ogni tale

a . , . . . .
punto # = - passano due serie di sfere di riflessione, appartenenti

a due diversi tipi, rispettivamente fra loro tangenti ed ortogonali nel
punto #; tali sfere si ottengono trasformando i detti piani per mezzo

. . . . . a N
di una sostituzione che trasporti z=oco in &= 4. Cosl p.e. pel

punto z==0 passano le due serie di sfere di riflessione dei tipi I), IT) § 7:
1

(- &) +r+8=gp E+(1—p5) + 8=

essendo ¢, un intero arbitrario.

Per quei valori di D, che noi considereremo, avviene che questi
circoli e rette di riflessione ricoprono interamente il piano £7 e ci
sary ogni volta possibile limitare con un numero finito di piani e sfere
di riflessione un poliedro P wnell’ interno del quale non penetri piu
aleuna sfera (o piano) di riflessione. Glipngoli diedri di questo poliedro,
traseurando i1 casi D=1, 2, 3, saranno o angoli retti o angoli di

cﬁ

ampiezza —g—, poiché se ad uno spigolo si trovasse un angolo eguale

a 3—% la terza sfera di riflessione che passa per questo spigolo (§ 9)

penetrerebbe nell’ interno del poliedro. Ghangoh di P essendo sotto-
multipli di =, se facciamo subire a P successive riflessioni sulle sue
faccie e nello stesso modo operiamo coi nuovi poliedri ottenuti veniamo
a riempire con questi poliedri una ed una sola volta lo spazio R
(Poincaré L c.). A questa divisione dello spazio B con poliedri, le
cui faccie danno complessivamente tutte le sfere e piani di riflessione,

corrisponde un sottogruppo T, di T® pel quale P & il poliedro
fondamentale. Se osserviamo inoltre che ogni sostituzione di T

scambia fra loro le sfere e 1 piani di riflessione e cangia per conm-
seguenza la rete di poliedri sopra considerata in sé medesima, vediamo

che T & un sottogruppo di T permutabile con tutte lo sue sosti-
tuzioni cioe eccezionale in T “.*) 1l poliedro P avendo un numero

*) In altre parole si osservi che F,f‘”) si genera con sole riflessioni e d’altra

parte contiene tutte le riflessioni di T, Ora qualunque trasformata di una
riflessione & pure una riflessione e perd r,“") ¢ eccezionale in [“.
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finito di faccie, spigoli e vertici, le sostituzioni di '*’ che lo tras-
formano in s& medesimo sono necessariamente in numero limitato. Se
indichiamo con » questo numero abbiamo evidentemente: [, ¢ sotfo
gruppo eccezionale di indice v in T ™. Il poliedro fondamentale di

T si otterrs da P suddividendo convenientemente questo poliedro
in r poliedri parziali. (Cf. Fricke, Vol. XXXIX di questi Aunnali).

§ 11.
Continuazione,

Da queste considerazioni generali scendiamo ad alcune osservazioni
utii per Deffettiva applicazione ai singoli casi. Supponendo sempre
D > 3, i piani di riflessione dividono lo spazio R in prismi eguali a
1 VD
2> 2
limitato in R dai quattro piani di riflessione

base rettangolare di lati ; in particolare fissiamo il prisma

VD

5

o

1
gzo’ g——._——é-, ’}7&0, ’)?m

che evidentemente non & attraversato da alcun altro piano di riflessione.
1l poliedro P che formeremo consterd di quella porzione del prisma,
che ¢ esterna ad un conveniente numero di sfere di riflessione, cosi
determinate che il poliedro P non abbia a comune col piano &7 che
qualche vertice. In tutti i casi una di queste sfere sard quella col
centro in 2z == 0 e col raggio r = 1:

Bt =1,
che appartiene al tipo I) § 7 ove si prenda a; =a, =0, ¢ =1
E facile vedere direttamente, servendosi di un noto metodo, che,
trovato un tale poliedro P, ogni punto dello spazio R trovera certa-

mente il suo equivalente rispetto a T in un punto di P. E infatti
é chiaro in primo luogo che usando delle sostifuzioni

F=Ada+4p, 2="425+8

che lasciano invariate le ordinate { dei punti, si potra trasportare ogni
punto p di R entro il prisma, Se supponiamo gia dimostrato che

mediante sostituzioni di T si possa trasportare un punto p di R
nell’ interno del prisma ed esternamente ad # — 1 fra le sfere di
riflessione che limitano p, ingrandendone o lasciandone invariata Vordi-
nata, lo stesso proveremo accadere ove alle # — 1 sfere precedenti
se ne aggiunga una n™* del contorno di P. Indicando per un momento
con TT la regione di R interna al prisma ed esterna alle % — 1 sfere
e con S la nm sfera di riflessione si trasporti dapprima p in p, inter-
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namente a TI. Se p, & interno ad § colla riflessione su S che ne
ingrandisce Uordinata, si trasporti esternamente e il nuovo punto, se
esterno a TT, si trasporti internamente a TT in p,. Operando su p,
come prima su p; e cosi via otteniamo una serie di punti p,, p,, P35, - ..
con ordinate crescenti tutti interni al prisma ed alla sfera. Tale serie
di punti & quindi necessariamente finita (§ 1) e perveniamo cosl cer-
tamente ad un punto p, equivalente a p esterno a 1T e non interno ad
8 e¢. d, d. Distinguendo ora i valori di D rispetto al modulo 4 notiamo
ancora quanto segue.
10, Sia D=1 (mod.4). 1l punto LD
& nterno ad alcuna sfera di riflessione, ma per esso passano, tangenzial-
VD

mente ai rispettivi piani § == %, § = —5—, due serie di sfere di

del piano £% non

riflessione tra le quali notiamo quelle di massimo raggio che hanno
le equazioni

D g4 (- 1LY 4=
Tipo ) a,=0, a,=1, ¢, =2, b=

1\2 . i
b) (5“”) +( ““"7;175“) + 8= 55
Tipoll) @, =1—D, ay=1, ¢, =2, b= —

— D
2

2%, Sia D = 3 (mod. 4). Abbiamo allora la sfera di riflessione

o (=) +(-12) +e=

che appartiene al tipo II1) § 7 e corrisponde a

D —3
4

a1=0’ azml, ci—.:.:l, bjm—-—-

Se di pid D=3 (mod. 8) si osserverd la sfera di riflessione

N R I R

Tipo 1) @, =0, a,=1, =2, b =—2=5.
3. Sia D pari. 11 punto 2 = 3%—‘—0— non & interno ad alcuna

sfera di riflessione; per esso passano tangenzialmente ai piani & = 0,

o

VD C e, - : .
n == —5— due serie di tali sfere di cui segniamo le due col massimo

raggio:
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) (=2 + () =3,

Tipo I) a, =1, a,=1, ¢ =2, b1=—~—]§)-,
D —1\2 1
f) §2+(77—‘“*—275—) + 8 = 5
Tipo II) @, =0, a=1—D, ¢ =2, b = ___1;..

Le sfere di riflessione qui indicate a), b), ¢), d), e), f) bastano

gia per i piccoli valori di D a separare il poliedro P cercato,

g 12,
1l gruppo I Y.
Benche i casi D=1, D = 3 siano gia stati trattati nel lavoro

precedente, non sembra qui inutile coordinare la determinazione dei
poliedri fondamentali corrispondenti alle osservazioni generali del
paragrafo precedente.

Se D =1, si considerino i tre piani di riflessione
(1) t=5, @ 2=0, (3 E—n=0

Pig® 12

e si indichi con P il poliedro racchiuso in R da questi tre pianie-
sternamente alla sfera

(4)

g 4§ =1%)

*) In questa come nelle figure seguenti si osservano le traccie sul piano £7

dei piani e delle sfere di riflessioni numerati come nel testo.
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Questo poliedro ha 4 vertici di cui uno all’ infinito e gli alt;
tre nei punti

7,=0,0,1, V,=(% 0, 1_2@), V‘,;E(i 1 _L);

27 2 3
. . . . . . . k(4 T b4 . . « ere
i suoi angoli diedri sono di ampiezza T L agli spigoli rettiline
®x W >

e 5 agli spigoli circolari. E evidente che nessun piano di

2 20
riflessione attraversa P, ne puo attraversarlo alcuna sfera di riflessione
che altrimenti dovrebbe contenere nel suo interno o ¥V, o ¥,, o ¥,

cid che facilmente si vede essere impossibile. Conseguentemente P
& il poliedro generatore di un sottogruppo eccezionale T, in [, Qui
troviamo subito » =1, ciot T, coincide con T¥. E infatti una
sostituzione di T%, che trasformi P in sé medesimo, deve lasciar
fermo il vertice all’ infinito e scambiare gli altri tre ed & quindi visi-
bilmente Videntita. '

Determinato cosi il poliedro fondamentale per I'”, basta per
esempio associarvi quello che se ne ottiene per riflessione sul piano
g — 5 =0 per avere il poliedro fondamentale del gruppo ' definito
dalle diseguaglianze

0<E< 4, 0<g< 4, B>,
Esso & naturalmente la metd di quello determinato nella precedente
nota, ove si consideravano soltanto le sostituzioni a determinante 4 1.
Questo poliedro TT fondamentale per I® ha un quinto vertice nel punto

V4=(07 }2“9 l/é)

Applicando al poliedro TT le infinite sostituzioni di I'® otterremo
quella rete di poliedri che effettua la divisione dello spazio R corri-
spondente a questo gruppo. I poliedri della rete corrispondendo
univocamente alle sostituzioni di [, potremo nominare ciascun poliedro
colla sostituzione che lo fa nascere dal fondamentale, il quale sard
rappresentato dall’ identita.

Per le applicazioni aritmetiche alla teoria delle forme occorre
conoscere i nomi dei poliedri che circondano il fondamentale. Notiamo
dunque in primo luogo i nomi dei poliedri aderenti a TT per le cinque
faccie; essi sono i seguenti:

(5,1 (1,—-1) (i,O 1, 0\ (0, —1\
0,1) Lo, i) \o 1 O,z') i, o)

Ne segue che I si genera colle tre sostituzioni elementari

B9 @h @Y
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T anche opportuno conoscere i nomi dei poliedri che si attaccano a
TT lungo gli spigoli ecircolari come risultano dallo schema seguente

e len Gola
(S:?)) z, 0) (O ) i, 0)

@9 . ._N‘f
“i> \/——A(/-«— -)-lun go ViV, /) 1

lungo lo spigolo 7, 7,

§ 13.
s, 2
I gruppi F6V2), T\ 2
a) Nel caso D = 2 nel poliedro P racchiuso in R fra i quattro
piani

(8) 1=0, &) 1=

w},—

(1) E=0, @)=

Fig* 2°

esternamente alla sfera

®) g+ p=1
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abbiamo gia il poliedro fondamentale per rcve), E infatti osserviamo
che questo poliedro ha cinque vertici di cui uno all’ infinito e gli altri
quattro nei punti

¥, =(0,0, 1), V2=(‘1'2") 0, '1{2‘5‘): V3E(“;‘7 _Vi:z:’ “;‘)’
V4E(0, '1/1_§’ -V%-),

i suoi angoli diedri sono tutti retti salvo due agli spigoli circolari
. . . - w w u <

V,V,, V, V, di rispettiva ampiezza -, - Esso non & attraversato

da alcuna sfera diriflessione e poiché si vede subito che nessuna sosti-

Pig* 3?

tuzione di T¢V%); tranne Videntith, pud trasformarlo in s& medesimo

si conclude che P & il poliedro fondamentale di (V2. Questo gruppo
pud dunque generarsi colle cinque sostituzioni seguenti che corrispon-
dono alle riflessioni sulle faccie:

’ “ ’ ’ 2 . ‘_ ’ 1
=0y, 8=—2, 2=—z+1, 2 =2z84+1iy2, ¢ =
Associando al poliedro P il suo simmetrico rispetto al piano § =10
abbiamo il poliedro fondamentale per Ié¥V®), A generare quest’ ultimo
gruppo bastano le sostituzioni di 1* specie che nascono per combinazione

delle precedenti con una determinata fra esse, ciod:

’ . S ’ 1
=—2, d=rt1, = —a iy, #=—
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b) Nel caso D =3 si consideri il prisma a base triangolare
racchiuso dai tre piani di riflessione (§ 7)

D=0, @E=-, @) E=ny3;
la porzione di esso giacente in R all’ esterno della sfera
WEe+r+e=1
27)
¢ il poliedro fondamentale per I'*
oltre il vertice all’ infinito, 1 tre vertici:

1 : 5
n=000, n=(, 1, 1), r,=(2, =ENE

Questo poliedro ha infatti,

. . . - 14 7 . . . ey .
con angoli diedri eguali a 5 5 ;’— agli spigoli rettilinei e —’;—, %:

7T . . . . . N .
> agli spigoli circolari. Ksso non @& attraversato da alcuna sfera di
riflessione e non & trasformato in sé medesimo che dalla sostituzione

(1+5V§

identica in T° 2 Associando a P il suo simmetrico rispetto al
1+:iV3

L9)

piano % = O si ha il poliedro fondamentale per I ( formato dalla

porzione di prisma a base triangolare equilatera

E—nY3=0, £+ qy/3=0, t=
esterna alla sfera
@424 2 =1%.
(1+i1/§)

2

Per sostituzioni generatrici di T troviamo le quattro.

’ ’ ’ o—1 ’ 1 1+1V§
¥4 ==20, 2 =""""z0+], L == 2 ZO, 2 ='Zo-, (wz_—"—é———)
(1+i1/'§)
e quindi per quelle di ™ 2 7 le tre:
’ ’ 60—1 ’ 1

§ 14.
Il gruppo F¢V®),
Se D =5 consideriamo il poliedro P a 7 faccie limitato in R
dai quattro piani
L —0, (4)q=122
HE=0, (2 g":‘gi @) =0, (4= B)

*) Anche qui si osserverd che il poliedro fondamentale per r g la met'é,
di quello determinato nella nota precedente, ove si consideravano le sole sosti-
tuzioni a determinante -} 1.

Mathematische Annalen, XL, %
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esternamente alle tre sfere di riflessione (§ 14):

® Et+r+e—1, O+ (-12) +re=1
M E—+(n—3) +e=15
zV5 14:iV5
(4) 2
(5
(7)
(G
(1) )
(3)
0 Fig? 4° %

Esso possiede 8 vertici dei quali uno all’ infinito e gli altri sette

nei punti

V,=(,0,1)
=0 e 7
V3::(O 2 , ;)
V4E(§*; 5 0)
r=(i, %8, )
o= i 4)
775(‘;‘; 0, “Vé)

intersezione di (1) (3) (5),
” » (1) (5) (6),
" n (1) (4) (6),
' » (2) (4) (6) (D),
» s (2) (8) (7).
» » (8) (6) (D),
” » (2) (3) B).

Fra questi si ha il solo vertice singolare sul piano gn V,=

_14il5 |
2

Dei 13 angoli diedriin P ve ne ha uno solo di ampiezza = ciod quello allo

spigolo ¥V, V., gli altri 12 sono retti.

3

Con semplici caleoli, di cui qui

daremo soltanto un esempio, ci accertiamo che non vi & nessuna sfera
di riflessione (o piano) che attraversi P. Una tale sfera dovrebbe in
fatti contenere nel suo wnferno almeno uno dei sette vertici. Ora

prendiamo p. e. il vertice ¥y E(

2 2

AT —;—) ; se una sfera del tipo 1) § 7:
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2 2
E—)+ (-5 b o=, a2 4Ba7 4 b =1
Cy € (2
contenesse ¥, nel suo interno dovremmo avere
(5“1—“'20‘)2 + 5(5&2""201)2 + 0,2 < 25.

Questa diseguaglianza consente a ¢, i soli valorie¢, =1, 2, 3, 4, i valori
negativi opposti potendosi evidentemente trascurare. Essa si traduce
nelle rispettive diseguaglianze

¢, =1, (bay — 2)? 4 5(8a, — 2)2 < 24,

¢, =2, (bay —4)* 4+ 5(5a, — 42 < 21,

¢ =3, (ba; — 6)?+ 5(ba, — 6)? < 16,

¢, =4, (ba; — 8)> 4 5(5a, — 8> < 9,
delle quali soltanto la seconda e la terza ammettano la soluzione intera
a, =1, a, =1, incompatibile per altro colla condizione

a® + 5a? + byey =1

essendo nel 1° caso ¢, = 2 e nel 2° ¢, = 3. Similmente per una sfera
del tipo II) § 7

. Oy 2 ay 2 2 __ 1
C—2)+(+5) +e=1s
che contenesse ¥ nel suo interno dovrebbe aversi

(Ba, — 2¢,)* 4+ 5(a; +2¢)* 4+ ¢ < 5
onde ¢; =1 0 ¢, =2 e perd:

¢ == 1, (5a2 - 2)2 + 5(“1 + 2)2 < 47

¢, =2, ba, —4)?+5(, +4)* <1,
diseguaglianze ambedue impossibili in numeri interi, In modo del
tutto simile si procedera per gli altri vertici.

Per dimostrare che il poliedro P superiormente definito & il poliedro
fondamentale per T¢V3) resta a provarsi che nessuna sostituzione del
gruppo, diversa dall’ identitd, cangia P in s&¢ medesimo. Poiche il
vertice singolare # == 0o non & equivalente all’ altro vertice singolare

Vo= 1 +26V3

tore e denominatore primi fra loro) (Cf. §§ 2, 3), una tale sostituzione
dovrebbe lasciare fissi ambedue questi vertici, cid che manifestamente
& impossibile. Ma se domandiamo di trovare una sostituzione lineare
che cangi P in sé medesimo, senza esigere che appartenga a I V3]
vediamo che effettivamente ne esiste una ed una soltanto cioe:

< o 144V5
(nella frazione irreducibile —:—‘;2-1/—-— non essendo numera-

1495 V3
B s N
7 = —— — Ne concludiamo che T (V%) & contenuto quale
Vee, +— 14 ‘KE‘
Ve

24
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sottogruppo eccezionale d'indice 2 nel gruppo ampliato colla sostituziope
scrilta. Nel casi precedenti invece un tale ampliamento & 1mpossibile,
Quali sostituzioni generatrici di T¢V? troviamo le 7 riflessioni:

d=2y, #=—2z, &=-—2z-+1, &=z +1iVb, & __.z!.,
_ Vez—2 o (=44iVB) 5 —2i)5
22,+V5 "’ 2iV52,— (44 iV5)

Associando a P il suo simmetrico rispetto al piano & = O troviamo il
poliedro fondamentale di F¢¥3), gruppo che si genera colle 6 sosti-
tuzioni elementari di 1* specie:

z'_—_——-—z, ZI=Z+1 z’.____z_‘._i;/g Z’:::_?l’
g Voet2 o (—44iV5)et )5
2z --i)5 2iVse4(44+4V5)
§ 1b.

Il gruppo F¢Ve),
Per D = 6 prendiamo per poliedro P quello compreso in R entro
il prisma

M E=0, @t=2, B)n—0, Wn=LC
i 12/6 = 14 ; Ve
(7)

(5)
(6)

(1 (2

. 3

0 Fig& 5& %"

esternamente alle tre sfere di riflessione (§ 11)
O e+ pte—1, @(pwﬂﬂ{-ﬁf+&=%,
(7) & +(7?—“2*17:> + & —-"2-;

Esso ha, oltre il vertice all’ infinito, i sette vertici:
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7, = (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5);
7o=(0, 228, 1) by () B) ()
7,= (0, 22, 0) D (@ 6 1)
ve=(4, 25, 1) s WO
re=(w 2 L, 06 ®;
"=y w5) 0 @O )
ri=(L, 0, 2) n s (2)3) B

tutti i suoi angoli diedri sono retti salvo i due agli spigoli V, V,,
Ve, V, di ampiezza 3;—
Nel modo solito, conoscendo le coordinate dei vertici, ci accertiamo

che nessuna sfera di riflessione attraversa P. Inoltre siccome qui si
iVe
2

hanno due soli vertici singolari cioé 2 = o0, 2z = , che non sono

fra loro equivalenti, né si trova alcuna sostituzione in T¢V®) che li
lasei fissi ambedue, vediamo che P & il poliedro fondamentale di
F6Ve) #) Quello di [V si ottiene associando a P il suo simmetrico
rispetto al piano & = 0.

Ritroviamo cosi che Vintero gruppo T'6V®) si genera colle 7 riflessioni

’ ’ s 3 n ’ 1
g =2y, £=—2z, d=8+1, =254/, ¢=

o (14+3Ve)z,—38 g D%t 2iV6
22, — (1—1iVs6)’ — 2362, 5
ed il gruppo I'iV®) colle 6 sostituzioni di 12 specie

7 ’ . 23 ’ 1
d=—p, d=0+1, F=2+4+iyb, &=—,
_ (4iV®)e—3s  _ 5et2ul6

‘el

T 2z —(1—iVe)’ —2i/65+5
§ 16,
(1) _(1+ivad
Igruppil'( 2 ),r( 2 )

iV
a) Nel caso del gruppo F( ? ) consideriamo 1l poliedro P racchiuso
dai quattro piani

V32, —V2

*) Fuori del gruppo vi ha la riflessione 2 = ——————- che cangia P in s¢
) gruppo vi hala r Vin iV g

stesso, Anche in questo caso & quindi possibile un nuovo ampliamento del gruppo.
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WE=0, @Qt=21, @n=0 Wn=1"

esternamente alle due sfere di riflessione (§ 11)

G etr+e=1, 6 (t—1) +(1-5)+e=1

4 14V V11 1441
2 4 2 2 @) 2
5)
(0 I/o
é‘ 1+t1f (2) 6) o
’ 4 @'
&
hy
[N
(6)
6
(6] @
(I
0
Figa 6a %
(3)
0
Fig? 7 %

Esso ha un solo vertice singolare all’ infinito e i1 sei vertici
V,=(0,0,1) intersezione di (1) (3) (5);

=073 . . OO
v,=(0, 1, ¥2) o (D@6
v—:—(Q, 7,1 n e @ @6

=2 V) . . @66
7,=(%, 0, %) L s @B ),

con 9 diedri retti e 2 di ampiezza % Nessuna sfera di riflessione lo
attraversa e P & quindi il poliedro generatore di un sottogruppo

-~
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eccezionale T in T, il cui indice » eguaglia il numero delle sosti-

tuzioni in [ (‘”) che trasformano P in semedesimo. Una tale sostituzione
deve lasciar fisso l'unico vertice singolare oo ed avere quindi la forma

F=de48, =2z +8

secondo che & 1* o di 2* specie. Come trasformazione dello spazio,
essa non altera le ordinate e pereid lascierd invariati i vertici di
ciascuna coppia (V, V), (Vo ¥y), (V,V,) ovvero li scambierd fra loro,

I1 10 caso si riscontra subito impossibile, onde risulta che la sosti-
tuzione supposta deve essere a periodo 2. Oltre I'identita esiste solo

— g LE 1+1V

una tale sostituzione cioé 7 = , che da una rotazione

di ampiezza = attorno alla retta normale al piano &y condotta pel

punto ——— I—HV F evidente che questa rotazione sovrappone effetiva-

mente il polledro P a sé stesso. Abbiamo dunque v =2 e se suddivi-
diamo il poliedro P in due parti, p. e. col piano £)/7 — 4 = 0 normale
1 + 4

al piano g7 condotto pei punii 0, , una qualunque di queste

1—[-1

Vi
parti potra prendersi per poliedro fondamentale di I'( ) . Cosi potremo

definire il detto poliedro colle diseguaglianze

O<g<2) O<"7<J£—?a §2+n2+§2>1,

E—2)+(1—E) +e>1, a>e7

Esso ba oltre il vertice all’ infinito 1 quattro vertici

=(0,0, 1), 2*_( l/g) V35(0,-’—/2—7-, %3)
=1 2 5)

Mentre in tutti i casi precedenti il gruppo T si generava con
sole riflessioni, nel caso attuale cid non & possibile.*) Fra le sostituzioni

() |
generatrici di T\ 2 oltre le riflessioni

*) E chiaro infatti che il gruppo Fg 2/, che ha P per poliedro fonda-

mentale, contiene tutte le riflessioni di T
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=2y & =—2, d=—z+1, f=2,4+1yY7, #7=21

. 20 ’
1 +2z V7 2o—1
2 = =
fo— 1 ~27, Vi
figura la sostituzione ellittica a periodo 2
+¢Vj_
(1—{-&]/._)
b) Affatto analogamente si comporta. il gruppo T ove con-

sidereremo il poliedro P compreso fra i quattro piani

W E=0, @t=1%, B u=0, @Wq=21

esternamente alle due sfere di riflessione

2
G e+r+e=1 6 (—5) +(n—L) + =1y
Abbiamo qui, oltre il vertice all’ infinito i sei vertici
V,=(,0,1 intersezione di (1) (3) (5);

n=(0, A VE) . . )® E)
r=(0. 88LB2) L, m@ey

Vv, E(%: “‘V‘;“I" ’ 1) » » (2)(4) (6);
=t VR . . @66
Vo—(3, 0, 1) s n 2B)6)

eccetto 1 tre diedri agli spigoi V,V,, V,V,, V;V, di ampiezza
375 gli altri sono retti, Nessuna sfera di riflessione attraversa P e

come pel caso superiore, si vede che una sola sostituzione di I'® cioe

14iV11
D) )

F =z

oltre l'identita, trasforma P in s¢ medesimo. Se del poliedro P con-
sideriamo dunque la regione in cui & soddisfatta la diseguaglianza:
7> £yl
_(1+i§1/ﬁ
avremo definito il poliedro fondamentale di T > 7. In fine osserviamo
che in ambedue questi casi un nuovo ampliamento del gruppo & impossibile.

*) Fige 7a,
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§ 17.
Il gruppo rGvio),
Tracciamo dapprima i quattro piani di riflessione
1
WE=0, @t=7, @1=0, @ =210

e le tre sfere di riflessione (§ 11)
@)9+”“*?=1’@>@—1Y+(W—E@f+y=%

7 2 2
<>&+@ sz+§
Indi osservando che dentro il rettangolo delle rette (1), (2), (3), (4)

oltre il punto singolare H/l , esistono i due punti singolari — 1 +zV10
34 2 V10

*—, che non sono interni ad alcuna sfera di riflessione, deter—

i V10 144710
4 4 2
(7)
3)
"~
(9)
(6) )
)
¥
o
9 (8)
w (2
3)
0 Figh 8% 1}.

minjamo per ciascuno di essi le sfere di riflessione di massimo raggio
che vi passano. Troviamo cosi le nuove sfere:

(8) (S——--—) +(’7‘* 41/10) +8 =15
@ &+ (n—00) +e=
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10) (5= 2V 4 (1—22Y y o = L,
() (¢~ )+ (1— 55 ) + & =55
(12) (g %) +( 21/10) + =g

Queste, insieme coi piani e colle sfere superiori, limitano un poliedro
P con 16 vertici dei quali uno all’ infinito e gli altri 15 nei punti

V,=(, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5);

_— 3 1 .
7.=(0, 35 755) po e (D) O
7.=(0, 20 1) s (D) (9
7= (0, Z2, o) p e @G @
V5E(—} Vl() 1) 3 »” (2) (4) (6)5

/1
W= s ) 0 0 @©) 0

n=(r 22 L) . L @e));

re=(4, 20, 1) @6 6)
7o=(4,0, 22) by e @)B)6);
VH)E (‘ga 21{710 ’ O) » » (5) (8) (10) (11)3
Tu=(3% 75 ) by B)O) (D)
To=(m 35 w) o 6)(10)(12)
VlSE(TII’ 31'/7'1—0 ’ ‘Z‘%) " » (6) (1) (9);
ru=(a, 2, B2 L L ®©@ay

7o=(5, B2, o) s (9)(0) (11) (12).

Fra gli angoli diedri di P due soltanto sono di ampiezza 3;- i rimanenti
essendo retti.
Colealeolo effettivo, dai valori superiori per le coordinate dei

*) Figa 8,
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vertici, c¢i accertiamo che nessuna sfera di riflessione attraversa P¥*),
che & dunque il poliedro generatore di un sottogruppo eccezionale
FGEvi) i FGvio),
k4

Ora se osserviamo che P ha i 4 vertici singolari

14+4V10 V10 sd-24)010
3 ? 2 7’ 7

0,

dei quali solo il secondo & equivalente al primo (§§ 2, 3), vediamo che
una sostituzione S di TGV che trasformi P in sé medesimo deve o

1+;Zl9— o scambiarli fra loro. Il

10 caso si presenta soltanto per la sostituzione identica, come subito
si vede, onde risulta intanto che la § sard a periodo 2.

1+{-——-VT6 ¢ data
3

lasciar fermi ambedue i vertici oo,

Ma una sostituzione di 12 specie che cangia oo in

(1 + ¢y/10,
a

4
___) e tutte le altre della stessa specie si
3 y 1 V10

1, m-4iny10
ottengono combinandola colle sostituzioni (O’ +~: 1,/ ) (m, n

razionali interi) che lasciano fermo oo; esse hanno percid la forma
(1+u/i?5, (1+z'z/'f6)(m+z‘nz/iﬁ)i4)
3 , 3(m+4iny10)4 (1 —¢)10)

e non sono mai a periodo 2. La S dovrd dunque essere una riflessione
(impropria) e se ricorriamo alle formole dei §§ 6, 7 troviamo che esiste
effetivamente una ed una sola tale sostituzione, cioe

(L4 V10) 20— 4
®) T s —(1—iVi0)

E questa una riflessione impropria colla sfera di riflessione (impropria)

® ()T

E facile ora verificare che la (S) cangia effettlvamente P in s&¢ medesimo
scambiando fra loro le faccie

(1) A0)1, [ @1, [3) 2], @A) [6) G, [7) (B)]

e conseguentemente i vertici

(i Vi (Vo Vo), (Vo V) (VaVaoh (Vs Vi) s (Vs Vg (Vo Pira)y (Vs Vo ) ¥%).

———

¥) Per I'abbreviazione di questo calcolo veggasi la nota seguente.
*) L’ esistenza della riflessione impropria S che produce i detti scambi fra
1 vertici e l'osservazione che nessuna sfera di riflessione propria contiene nel suo
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Abbiamo dunque v = 2 e per ottenere da P il poliedro fondamentale

per TGV basta dividere P in due parti equivalenti mediante la sfera
(13) di riflessione impropria, scegliendo una qualunque di queste parti
p- e. la esterna per nuovo poliedro P’. Cosi si rendono evidentemente
inutili le sfere (8) (10) (11) (12) e P’ resta definito dalle di seguaglianze

0<t<t, 0<n<, pypresy,

=D+ 0-12) +e>1 e+ (n- 2V10>+§?>40’

o4 (-2 e e> b (- ) (- B >

Qui per la prima solta vediamo spontaneamente presentarsi a limitare
il poliedro fondamentale una sfera di riflessione impropria; un secondo
esempio si vedrd ora per D = 13. A generare il gruppo [¢V10) oltre
le riflessioni proprie sui piani (1) (2)(3) (4) e sulle sfere (5)(6) (7) (9)
occorre la riflessione impropria snlla sfera (13). Osserviamo perd che vi
Ve, —V2
V§zo+ﬂ/g
medesimo e perd come nei casi D=5, D ==6 & qui possibile un
nuovo ampliamento del gruppo.

ha fuori del gruppo la riflessione 2" = che cangia P in sé

§ 18.
Il gruppo FGVH),
Consideriamo i quattro piani di riflessione:
) E=0, @) E=21, @ n=0, &) yn=21E
e le tre sfere (Vi § 11)
O etrte=1, © e+ (n-L2) +c2--=—4-

0 (=) + (1) 6
144V/13
2

Indi osserviamo che oltre il punto esistono entro il

rettangolo 1)2) 3)4) i due punti singolari 1+;V13, 21+j Vfﬁ’ che

non sono interni ad alecuna sfera di riflessione ma pei quali passano
interno il centro della (13) permette di ridurre alla metd i calcoli da farsi per

constatare che nessuna sfera di riflessione propria contiene nel suo interno un
vertice di P. Basta in fatti fare questa verifica per un vertice in ciagcuna coppia,
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due serie di tali sfere dei tipt I), II), § 1; scegliendo fra queste per

ciascuno le sfere di massimo raggio abbiamo le ulteriori sfere:

(8)(§~—;—>?+(n r)+§2 =,
O (t—) '+ (- 22) +e=14,

(10) e+ (1— Y2 ) o=t
an (s= 1y Fe=1,
12) (5= 5)'+(1— 755) + & =1ir

9

1) (8= 5)'+ (1= 575) +0= w5

Se vi associamo in fine la sfera di riflessione

(19) (¢

L
+(
+(1—m
s
+

by *

3)

0 ) 71.

Fig* 92

avremo definito un poliedro P con 20 vertici, di cui uno ¥V

finito e gli altri nei punti:

all’ in-
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vV, =@, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5);

V2 o (0, 2.;1_3. y glzjgi‘g ” ” (1> (5) (10)3
V3_O,V§,m> , (1) (6) (10)
74 E(O, l/gz'l‘?i, '}) ) » (1) (4) (6);
7, = (4, 12, 0) v e @@ E) @

- 19 V3 .
77 :::( 9 4V1§ ’ 4VI§) ” » (2) (4) (9>7

. 4 1 .
v, :(2, T 2m) oo @ (8)(9);

V3

Ve=(h = ) v » @OG)
7o=(1,0, £2) v (DB

(3 7 V3 )
VJl = ('1?9 QVE; ) 2Vi§) 9 1 (5> (10) (1])7
Vj2E (‘i%") %13"7 “1]‘:;;)—) )’ » (5) (8) (11);

1
2
— (1 s .
Ve juosweny (‘é‘, 16 VI—3— 3 16 ) b3} » (2) (7) (14)7
1
2
L

Te=( 75 o%)  »  » ©Q0)0;
ru=(2, 2k, o) L (8)(10) (11) (12);
7= (%, B2, 0) . » (9)(10) (12) (13);
sz(%f)-, 1{{?’-, —lgi) , ,» (10) (13) (14);
o=(15» 755 W) s B O
V,S:—.__—(—%, LI L, (9) (13) (14);
To= (%, 5, 0y L () (T) (14).

Si verifica anche qui che nessuna sfera di riflessione attraversa P e
che oltre I'identitd vi ha una sola sostituzione in (VP9 che trasforma
P in sé medesimo, cioe la riflessione impropria

v (14iV18)z—5

T 8z,— (1—iV13)

Questa scambia fra di loro effettivamente le faccie

(1) &), (@) (10)], [3) (13)], [(4) (12)], [B) (14)1, (6)(®)], (1) (11)]

g




Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II 379

e conseguentemente 1 vertici

(V3 Vie) (Vo Vo) (Vs V) (Vu Vi) (Vs Vo)) (Ve Vi) (Vo Vig) (Vi Vi)
(V2 Vig) (V15 7).

Mediante la corrispondente sfera di riflessione impropria

0 (=) + (o 78) 5 &

dividiamo il poliedro P in due parti equivalenti; una qualunque di
esse pud assumersi per poliedro fondamentale del gruppo [GViE)
14:V1s -
. . Cys T 3V2

(Cf. § precte). Fuori del gruppo esiste la riflessione 4’ = 2

—1 4413’
Vzo+ V§

che trasforma P in st stesso ed un nuovo ampliamento & possibile.

8 19.
1+iY15 144Y19
Igruppi [—-( 2 ), f( 2 ).
a) Se D = 15, oltre i quattro piani
W) E=0, @ t=1%, B 1=0, @q=LE

consideriamo le due sfere di riflessione (§ 11)

Ge+r+e=1, © (E-1) +(0-52) +e=1,

1415
4
punto singolare e determinando le sfere di riflessione del tipo 1V, § 7

che ivi passano troviamo

O (=40 £

che mnel caso attuale si toccano nel punto E questo un

@®) e+ (n—y5) TE=w"

Cosi abbiamo definito un poliedro P coi vertici
= (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (6);
7,=(0, 12, 1) , o )OO
7y =(0, 2%, B) L, 0©®E);
7,=(, 2, ) . L, 0@
7, =(%, B8, 1) s @ @E);

*) Fig® 10%
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Ve E(—{ s Vs .1_) intersezione di (2) (6) (7);

4 % 4
1 3V
vo=(5, AR By @e)ms
7, =(3. 0, 12) . @B )
7, =(%, Y2, 0) 2w ) 6@ )
V,=(0, 0, o) ” » (1) (2) (3) (4)
1-+i V15 i V19 1+iV19
2 2 “14) 2
(1)
)
@ 2
{5)
)
mg& 10‘ %
(3)
Fig® 1t ,Z
con angoli diedri retti salvo due di ampiezza 1”5. Ove si osservi che
P non @& attraversato da alcuna sfera d1 riflessione e che, oltre Videntits,

1+zV~

la sola sostituzione: 2" = — z 5

lo cangia in s¢ medesimo,
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si deduce, precisamente come per D =17, 11 (§ 16) che il poliedro fonda-

1<V15
mentale di F( ) si ottiene dividendo P mediante il piano n=£¥'15
in due parti (eqmvalentx) e scegliendo ad arbitrio una di queste parti.
Fuori del gruppo vi sono per altro le due sostituzioni:

-—V3;i—z'V_5_z+ V§—;W5 | ——V§;{-5VE i1 V3
V;o:tu/a s ViiVs S W 7 L Vil

2 2 2

che trasformano P in s& medesimo. Il gruppo & quindi suscettibile
d’ampliamento, ma il gruppo ampliato non contiene alcuna nuova
riflessione.

b) Nel caso D = 19, oltre i quattro piani di riflessione

WE=0, @=L, B n=0, @&yn=L"
e le due sfere (§ 11)

@ e+rt+e=1, 6 (E—5) +(—12) +e=1,

che attualmente sono esterne, basta considerare la terza sfera di
riflessione (§11)

@ (§ —-—~—i~>2+("7 V19> 2= )

che le taglia ortogonalmente ambedue, Abbiamo cosi definito un
poliedro P coi 9 vertiei

V,=(0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5);
v,=(o, ; VV’w ) by e B
) N OICIOE

. (D@6

by n @ @E)
VE) . @O
2. @eO;

~
Ii

Vﬁ’

N
Hl

~
IH

o
i

~
Ii

*) Figa 112,
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Vy = (——;—, 0, J/g—) intersezione di (2) (3) (5);
Voo = (O, 0, 00) » ’ (1) (2) (3) (4)

Nessuna sfera di riflessione lo attraversa e la sola sostituzione di
()
P
dendo questo poliedro in due parti (equivalenti) mediante il piano
N == gl/ Ef

una qualunque di queste pud assumersi per poliedro fondamentale di

- > by : S 4 1 7: —i—é >
che lo cangi in sé medesimo &: 2’ = — 2 ——iQJ—/—-— Divi-

144
F( 21/—). Osserviamo in fine che questo gruppo non & suscettibile
di alteriore ampliamento.

§ 20.
Osservazioni cirea i casi superiori.

La ricerca dei poliedri fondamentali pei nostri gruppi T® potrebbe
forse spingersi pid avanti sulla medesima via. Ma, oltre alla difficolta
pratica che nasce dalla crescente complicazione di questi poliedri, -ve
ne ha una di ordine teorico, che i mezzi di cui fin qui abbiamo dis-
posto sono insufficienti a vincere. HEssa cousiste in ¢id che: Nei casi
superiori esistono sul piano £n det punti estermi a qualsiasi sfera di
riflessione, per quamto vi siano sfere di riflessione che passano ad essi
vicino quanto si vuole (§ 10). Tale circostanza, che ora andiamo a
verificare, rende evidentemente inapplicabile, senza alteriori modificazioni,
il metodo tenuto nei casi sopra trattati.

Supponiamo dapprima che non sia D =3 (mod. 4), talche tutte
le sfere di riflessione si trovano raccolte mei tipi I), I1) § 7

D (- &)+ (n—=L2Y +c2-———é—2—, a4+ Dayt=(mod.cy),
1) (g— g..) (,H_ . VD) b Dcz, a2+ Da,2=(mod. De,).

Sia ora # un numero dispari, primo con D, inferiore a YD di cui
~— D sia residuo quadratico; sia inoltre s un numero qualunque
primo con % ed 7 una soluzione della congruenza

r? = — Ds? (mod. n).
. . : sVD .y
Dimostriamo che: ¢l punto ===—"~i—~:b—z—— ¢ esterno a qualsiasi sfera

di riflessione. E infatti se la sfera I) lo contenesse nel suo interno o
alla superficie, dovremmo avere
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) +0(
(_ — + D o _— g: 012’
OVVero
(1) (may — re)t 4+ D(na, — s¢,)* < nh
Essendo per ipotesi D> n? sard necessariamente na,==sc¢,, e quindi,
poiché s, % sono primi fra loro:
ay =8e, ¢ ==ne,
ove ¢ & intero, La diseguaglianza (1) si cangia cosi nell’ altra

(¢, —ra)* <1,
onde deducesi
@ =10 0 @ =ra-1.

Ma in ambedue i casi riesce impossibile soddisfare con un conveniente
valore di « la congruenza a,® + Da,2=1 (mod. ¢,) che nel primo

caso diventa
(r? + Ds¥)e? =1 (mod. ne)

(#* + DsY)o? 4 2ra =0 (mod. n«)

mentre 7? - Ds? & divisibile per #» ed » & primo con #«.
Analogamente per una sfera di riflessione II) dovrebbe sussistere
la diseguaglianza

D(ma, + re)* + (nay — Dsey)* <n?,

e nel 2¢

onde segue
Gy =1re, ¢ ==nc

con & intero. Di piu risulterebbe
a,=Dsa o a, = Dsa-41

ma in ambedue i casi & impossibile soddisfare la congruenza
a;* + Da,®2 =1 (mod. Dne).

Nel caso D == 3 (mod. 4), ove si hanno le sfere di riflessione dei
tipi III), IV), § 7 si traggono ancora le medesime conclusioni appena
D > 4n?

Per esempio, se prendiamo n==3 e supponiamo D >9 (o D> 36
1 +zVD

sara esterno

quando sia D == 3 (mod. 4)) vediamo che il punto —

a tutte le sfere di riflessione per i valori di D della. forma 3h 4 2,
di cui il primo esempio si ha per D = 14.%)

*) Le difficolla qui accennate possono, almeno in parte, superarsi con nuovi
ampliamenti del gruppo. Riserbo per un’ altra memoria lo sviluppo di queste
nuove ricerche istituite dopo lo presentazione del presente lavoro e non ancora
condotte a termine.

25 %
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Parte seconda.
Forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite.

§ 21.
Forme di Dirichlet ridotte.

Premettiamo I'avvertenza che i corpi quadratici Q, che intenderemo
di considerare in seguito, saranno sempre di quelli pei quali superior-
mente abbiamo fissato il poliedro fondamentale del corrispondente
gruppo '@, Perd le medesime considerazioni saranno applicabili ad
ogni altro corpo quadratico immaginario pel quale si riesca a deter-
minare il poliedro fondamentale di I'®,

Una forma binaria quadratica

ax® 4+ 2bzy -+ cy?,
nella quale coefficienti e variabili siano numeri interi del corpo quadra-
tico Q si dird una forma di Dirichlel. Spesso, ponendo_in evidenza i
soli coefficienti, la indicheremo simbolicamente con (a, b, ¢). Escluderemo
senz’ altro il caso che il determinante della forma:

d=0b*— ac

sia un quadrato perfetto; in tal caso la forma e decomponibile in
due fattori lineari con coefficienti razionali in Q e i problemirelativi
a questa specie di forme possono facilmente trattarsi dietro i risultati
del § 2.

Dimostreremo come, mediante la rappresentazione geometrica
studiata nella prima parte della presente memoria, si possa stabilire
la teoria generale di queste forme e in particolare risolvere i due pro-
blemi fondamentali della teoria dell’ equivalenza (A § 7).

Diciamo radici della forma (a, b, ¢) le due radici z,, 2, dell’

equazione
as*+ 2bs+¢c=0.

Non essendo d = b* — ac un gquadrato perfetto, 2,, #, non sono numeri
razionali in Q e i punti del piano £y indici di queste radici sono
esterni alla rete poliedrica di I@. Descriviamo sul segmento che
unisce questi due punti, come diametro, il circolo C ortogonale al
piano §%; questo diremo il circolo indicatore della forma f = (a, b, ¢).
Una forma f & fissata, a meno di un cangiamento simultaneo di segno
dei suoi coefficienti, dati che ne siano il determinante ed il circolo
indicatore.

Chiamiamo ridofta una forma f quando il suo circolo indicatore
attraversa .il poliedro fondamentale P di @), Precisamente come pel
gruppo [®) (A § 7) si dimostra il teorema: Ogni forma di Dirichlet
ammette una forma ridotta equivalente.
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§ 22,

Numero delle forme ridotte di un dato determinante.

Sussiste il teorema: Il numero delle forme ridotte di wn dato deter-
minante € finito.

Nel caso che il poliedro fondamentale non abbia aleun vertice sul
piano §7, come accade per D =1,2 3 7,11, 19 la dimostrazione si
pud fare precisamente come nel campo (1,4) A, §8). Ma quando il
poliedro presenta di tali vertici singolari occorrono alcune considerazioni
complementari che qui svilupperemo.

Consideriamo dapprima, come al § 1, la regione (V) di R limitata
dai quattro piani

g:l, g:m, n=l’, 71"--"m,

al di sopra del piano
g == &,

essendo I, m, I', m’, ¢ cinque costanti dalle quali 'ultima positiva e
dimostriamo il lemma:

Esiste soltanto un numero finito di forme (a, b, ¢) di Dirichlet con
assegnato determinante d = b* — ac, ¢ cut corcoli indicatori atiraversino
la regione (V).

Per la forma (@, b, ¢) a determinante d il raggio » del circolo
indicatore & dato da

Vid]

I
la

Y ==

e poiché la massima ordinata di un punto del circolo & # mentre la
minima per i punti della regione (V) & &, dovremo avere intanto

VIE? > &, ciod aéﬂ;@l. Il primo coefficiente @ della forma non

pud dunque assumere che un numero finito di valori. Per ogni tale
valore di @ consideriamo la serie di forme parallele ad una singola
forma (a, b, ¢):

(@, b, ¢), (a,b,¢), (@,b,¢)...,

nella quale ciod i coefficienti medii b, &', b” ... sono congrui fra loro
(mod. @). Se osserviamo che i loro circoli indicatori nascono da quello
di (@, b, ¢) per una traslazione 2’ =2 - f del gruppo ['®), riesce
evidente, per la forma della regione (V), che soltanto un n‘umero‘ﬁn}to
di questi circoli attraversera (V). E poich? il numero dei valori di b
inecongrui (mod. @) @ finito, il lemma & dimostrato. Siano ora Vs, Vg Vge s
i vertici singolari sulpiano &% del poliedro P. Isoliamo un 111’?01’110 o:h
ciascuno di essi da P, descrivendo per esempio a.ltrettante. sfgre .dl raggio
arbitrariamente piccolo coi centri in vy, ¥y, ¥5... € indichiamo con
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G,, Gy, O3 . . . le piccole porzioni di P interne rispettivamente alle sfere
descritte, Il numero delle forme ridotte di dato determinante d, i eul
circoli indicatori attraversano la regione di P, che si ottiene sottraendo
da P le regioni g,, 6,, 6, ... & finito, pel lemma premesso. Bastera
dunque provare che per ciascuna regione 6; non vi ha che un numero
finito di forme a determinante ¢ i cui circoli indicatori la attraversino.
Osserviamo per cid che la regione 6; & racchiusa da cinque faccie
sferiche, delle quali le quattro useenti dal vertice singolare v;, che &
indice di un numero frazionario in Q, si dividono in due coppie di
sfere tangenti fra loro ed ortogonali a quelle dell’ altra coppia, mentre
la quinta giace sopra una sfera col centro in v;. Per quanto abbiamo
dimostrato ai §§ 2, 3, possiamo supporre che il valore di z in v;
r+iVD
m

abbia la forma , cioé v; sia indice di una forma quadratica

ordinaria (m,r, k) a determinante — . Se operiamo allora la sosti-
tuzione a determinante e :

0 1
(—~ m, r -4 zVﬁ)
che trasporta v; nel punto all’ infinito, la corrispondente trasformazione
dello spazio cangierd la regione 6; in una nuova regione ZX; limitata
da quattro piani due a due paralleli e normali al piano £x e da una
quinta faccia sferica e tutti i punti di Z; rimarranno al di sopra del
piano £%. Supponendo ora che il circolo indicatore della forma di

Dirichlet
f=ax?4 2bxy 4 cy?

a determinante d attraversi 6;, applichiamo alla forma f la sostituzione
a determinante m

{x=(r+d1/f)X-- Y,

Y = m X,

che trasformerd f nella forma a determinante dm?:
F=A4X?4+2BXY 4+ CY?

dove 4, B, C hanno 1 valori

A=a(l 4+ iyYD)} 4+ 2bm(r 4 iy D) + cm?,
B=—alr+iyD) —bm, C=a.

Il circolo indicatore di F' attraversera X;. Ora, secondo il lemma,
il numero delle forme F' a determinante dm?, il cui circolo indicatore
attraversa X; & limitato e poicheé, come risulta dalle formole superiori,

ad ogni forma F corrisponde una sola forma f, risulta cosi dimostrato
il teorema,
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§ 23.

Risoluzione dei due problemi della teoria dell’ equivalenza.

Consideriamo una forma ridotta f; ed il suo circolo indicatore C.
I punti ove C interseca il piano &7 sono esterni alla rete poliedrica
del gruppo '@ (§ 21) e conseguentemente C attraversa un numero
infinito di poliedri della rete. Questi intercettano sopra C una serie
di archi

..-A_.zA.‘_[, A-I.A.l, A1A2, A2A3, .A3A4.-.

estesa nei due sensi all’ infinito, ove A, 4, indichera I'arco intercetto
dal poliedro fondamentale P, Ora osserviamo che gli archi A4, A4y,

A_; A, che comprendono A, A,, possono essere cangiati con due
sostituzioni di '@ perfettamente determinate in due archi ridotts, che
giacciono cioé nel poliedro fondamentale. Le sostituzioni inverse tras-
formano f; in due forme ridotte che si diranno le ridotle contigue di fy.
Cosi ogni forma ridotta f; ha due ridotte contigue determinate senza
ambiguitd da f; ed & chiaro che la relazione di contiguita fra due
forme ridotte & invertibile. Ora prendiamo una ridotta contigua f,
di f,, di f, prendiamo la seconda ridotla contigua f; oltre f; e cosi
di seguito. Poiché il numero delle forme ridotte ¢ finito, costituiremo
un gruppo di forme ridotte

fiify <+ fa

tutte fra loro equivalenti e tale che le ridotte contigue di ogni forma
del gruppo si troveranno nel gruppo stesso. Si dimostra subito in-
versamente (Cf. A §10) che ogni forma ridotta equivalente a f; si
trova nel gruppo cosi costruito, che si dird il periodo delle forme
ridotte equivalenti a f,; dunque: Due forme ridotle sono equivalent
solo quando appartengono al medesimo periodo.

Il primo problema della teoria dell’ equivalenza: decidere se due
forme f, ' dello stesso determinante sono equivalenti resta cosi risoluto,
potendosi ricondurre al caso delle forme ridotte. I poiche, se f, f”
sono equivalenti, eol nostro metodo troviamo anche una sostituzione
che trasforma effettivamente £, in f’, per trovarle tutte resta a risol-
vere la questione: Deferminare nel gruppo T'® il soltogruppo ripro-
duttivo di uma forma data f, che si puo send altro supporre ridotia.

Per maggiore chiarezza limitiamoci dapprima a ricercare le sosti-
tuzioni di T'® a determinante 4 1 che trasformano la forma ridotta
f, in s& stessa; invece di operare ciod col gruppo I'™, operiamo con
quel suo sottogruppo eccezionale I 3® dindice 2 che comprende le sole
sostituzioni a determinante - 1. Al poliedro P sostituiremo adunque
il poliedro TT che risulta associando a P il suo simmetrico rispetto al
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piano 7 = 0, che sard il poliedro fondamentale del gruppo [, ed i
concetti di forme equivalenti e forme ridotte si riferiranno al gruppo
I, ed al suo poliedro TT.
Una forma f= az? -4 2bxy -+ cy? a determinante d ha le due
radici
b+Vd b—Va

,2,'1::-—-—————— 8y = — ——

a ) o ’
ove pel radicale )/d fisseremo una volta per tutte un senso determi-

nato p.e. quello che di alla parte reale di J/d il segno positivo se
V/d non & puramente immaginario e, inquest’ ultimo caso, quello pel

quale ——ziz— ¢ positivo. Chiameremo allora 2, la prima e 2, la seconda

radice e fisseremo per senso positivo del circolo indicatore quello che
in R va da 2, verso 2,, Unaforma f risulta per tal modo individuata
dal suo determinante ¢, dal suo circolo indicatore e dal senso positivo

di questo. Se una sostituzione (:f’ g) a determinante -4 1 trasforma

fin f, la sua inversa cangia il circolo indicatore di f in quello di f”
e precisamente il senso positivo dell’ uno nel senso positivo dell’
altro.™)

Sia ora f, una forma ridotta, A4, 4, I'arco del suo circolo indi-
catore intercettato da TT e il senso da A4, verso 4, il senso positivo.
La ridotta contigua a f; che si incontra dopo 4, si dira la contigua
a destra di f, e quella prima di A, la contigua a sinistra. Cosi ¢
chiaro, per quanto precede, che se f, & contigua a destra di f;, questa
e contigua a sinistra di f,. Ciod posto, prendiamo la contigua a destra
f, di f;, la contigua a destra f, di f, e cosi via. La prima forma a
ripetersi nella serie

fifafs .-

é certamente f; e se c¢id0 accade immediatamente dopo f., alla forma
fat1, diremo che

fifafy - 1a

costituisce un periodo di forme ridotte. Componendo successivamente
la sostituzione (data dal metodo stesso) che trasforma f, in f, conquella
che porta f, in f; ete. e in fine con quella che porta fn in fop1 =f;
troviamo una sostituzione S che trasforma f; in sé¢ medesima. D’altra
parte ogni sostituzione che trasforma f, in sé stessa cangia il circolo
indicatore di f; in s& medesimo e se, come qui supponiamo, & a deter-
minante -+ 1 ne conserva altresi il senso positivo; se ne conclude
subito che & una potenza di S. Dunque: Il gruppo delle sostituzions

*) Cf. Dirichlet, Zahlentheorie § 72, e Klein, Modulfunctionen p2, 251.
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di T@ q determinante -+ 1 riprodultrici di f, é un gruppo ciclico
generato da una sostituzione minima S che sappiamo determinare.™*)

Volendo da questo gruppo risalire all’ intero sottogruppo di '™
riproduttivo di f;, osserveremoche se z, ¢’ sono due sostituzioni a
determinante — 1 riproduttrici di f] il prodotto z—1z’ & necessariamente
una potenza di S. Quindi il sottogruppo cercato o coincide col gruppo
ciclico superiore o lo contiene come sottogruppo eccezionale d'indice 2,
constando delle sostituzioni della forma

a) S§*,z8* (n=0,41,4+2,...)

Ogni sostituzione 78" cangia il circolo indicatore di £, in s& me-
desimo rovesciandone il senso positivo; essa ha percid necessariamente
un punto fisso sul circolo ed & quindi ellittica a periodo 2, il suo
determinante essendo eguale @ — 1**). La costituzione del gruppo a)
corrisponde quindi evidentemente a quella di un gruppo diedrale.

B chiaro che in tal caso fra le sostituzioni 78" se ne troverd una
che lasciera fermo A4, ovvero seambierda A4, con A4,. Se tale sostitu-
zione esiste & ben facile determinarla dalle coordinate note di 4,, 4,
e si ottiene cosl la determinazione completa del sottogruppo cercato.

§ 24,

Forme definite di Hermite.

Consideriamo una forma quadratica:

Azxzy + By, + Byxyy + Cyy,

by

dove i coefficienti .4, C sono razionali interi; B & un intero nel corpo
quadratico, B, il coniugato, x, y due interi variabili in Q e x,y, 1
loro coniugati. Una tale forma si dira una forma di Hermite e sard
rappresentata per brevitd col simbolo [4, B, C]. Per ogni sostitu-
zione lineare
w=ax' + By, y=yz'+ 0y

eseguita sulle variabili, ove «, B, y, 0 sono interi in Q (quando con-
temporaneamente si esegumisca la sostituzione coniugata sulle varia-
bili coniugate) la F' si trasforma in una forma

F’ —_— Alxlxof + lefyol + Bolwolyf + Olylyol

della stessa natura e si hanno le formole di trasformazione:

*) Nel corrispondente § 10 (A) & incorso un errore che facilmente si correggera
dietro le indicazioni del testo.

*+) Alla medesima conclusione si arriva direttamente osservando che in una
tale sostituzione il 1° ed il 4° coefficiente sono eguali e di segno contrario
(V. Dirichlet, Zahlentheorie § 57).
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A = Aae, -+ Bay, + Byayy + Ory,
1 B = Aaf,+ Bad, + ByByy + Cv9,,
(1) l = Ao+ B,e,0 + BBy, + C#,9,
C’ = AB8,+ Bpo, + Boﬁoa’l‘ 0660-

Se il determinante della sostituzione e un’ unitd le due forme
F, F’ si diranno equivalenti rispetto a @),

La forma F & definita o indefinita secondo che il determinante
A = BB, — AC & negativo o positivo. In una forma definita 4, ¢
hanno lo stesso segno e c¢i possiamo limitare, come faremo, a con-
siderare il caso dei coefficienti estremi positivi. Ad una forma de-
finita [4, B, (] corrisponde in B un punto perfettamente determinato
le cui coordinate sono date dalle formole

B+ B B—B V—A
@) R e A —

questo punto si dird ’indice della forma (Cf. A § 11). Una forma
definita (positiva) @ individuata dal suo determinante e dal suo indice.
Due forme definite equivalenti hanno indice equivalenti ed inversa-
mente. (ibid.).

Diremo 7idotia una forma definita quando il suo indice giaccia
nel poliedro fondamentale. Ne segue subito: Ogne forma definita ¢
equivalente ad una forma ridotta.

Ora riferendoci alle considerazioni del § 22 possiamo dimostrare
il teorema: Ji numero delle forme ridotle definite di un dato deter-
minante A ¢ limitato. Se riprendiamo infatti a considerare in R una
regione (V) come quella del § 1 definita dalle diseguaglianze

l<tE<m, U'<pyp<m, ¢>e¢,

dimostriamo dapprima facilmente che enfro (V) non puo cadere che
un numero finito di punts indici di forme a determinante A, Per una

tale forma dovendo aversi ]_/,j;é > &, cioe A< —;;——A—, il 19 coeffi-
ciente 4 non pud assumere che un numero finito di valori. Per ogni
valore ammissibile di A4, tanto la parte reale quanto il coefficiente dell
immaginario in B debbono giacere fra limiti assegnati e perd risulta
evidente l'ultima asserzione.

Ora se il poliedro P ha vertici singolari sul piano &7 si escludano
al modo del §22 e le considerazioni stesse di questo paragrafo di-

mostreranno il teorema enunciato. Basta per cid osservare che la

sostituzione
{x = (4 ¥D)a -y,
Y =mz’
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a determinante m ivi considerata trasforma la F = [4, B, C] a deter-
minante A nella F' = [4', B’, ('] a determinante Am2, ove

A = A@*+ D)+ Bm(r+iyD) 4+ Bym(r—~iyD) + Cm?,
(3) {B'=—Alr+4 iy D) — Bym,
C'=4A

e mentre ad ogni forma F' ne corrisponde una sola F', inversamente
ad ogni forma F” corrisponde per le (3) una sola forma F.

Ove si aggiunga in fine che due forme ridotte non sono in generale
equivalenti salvo quando i loro due indici si trovino su due faccie
coniugate di P e I'uno risulti dall’ altro per la sostituzione di ['® che
cangia V'una faccia nella coniugata, si hanno tutti gli elementi neces-
sarii per risolvere, nel caso delle forme definite di Hermite, i problemi
della teoria dell’ equivalenza.

§ 25.
Esempi numerici.

Per mostrare in qualche esempio l'effettiva applicazione dei risul-
tati precedenti, prendiamo dapprima il caso del corpo quadratico

(1’ _}_j_—iV?)

2

e scriviamo le condizioni affinché una forma definita positiva [4, B, C]
sia ridotta. Secondo il § 16 possiamo definire il poliedro fondamentale
YT

P di F( ? ) colle diseguaglianze

~lce<d o<, q—wT20, q4 /720,
2 7 \2
ezl (E-3) +(-5) +e2

(+ 1) + (- 5) +e=n

Ora se poniamo

B—B,+ 3,21+ 17,

essendo B,, B, razionali interi, il punto indice della forma avra per
le (2) § 24 le coordinate

£ _ 2BiAB BT g___V:K
a4 1= T4 ST A

e le precedenti diseguaglianze §i tradurranno per una forma ridotta
nelle seguenti
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2B, + B,|< A4, 0<B,<A4, B+ B,>0, b5 <0, O>4,
204 (2B, + B,) — 1B, + 24 >0,
20 — (2B, + B,) — 1B, + 24> 0.%)

L’ordinata minima di un punto del poliedro P & =I/~7—; in con-
seguenza deve aversi

A<// ——~A

il che da per 4 un numero finito di valori. Indi le diseguaglianze
superiori, unitamente alla condizione

danno un numero finito di forme ridotte. Cosl se prendiamo A = — 3
troviamo le 5 forme ridotte

[1,0,3], [1, 1+27:V7, 5], [1, “jljiw75]7 [2’ '_"l; 2]7
[2, iy7, 5]

delle quali le tre prime sono equivalenti mentre le ultime due non
sono equivalenti fra loro né alla prima. Le forme di Hermité a de-

144iV7
2
tre classi rappresentate dalle forme ridotte
[17 07 3]7 [27 - 1) 2]; [27 ”/7: 5]'

Come secondo esempio consideriamo il caso del campo quadratico

terminante — 3 nel campo (1, si ripartiscono dunque in

(1, i¥/5). 1l poliedro fondamentale del corrispondente gruppo r¢¥%
¢ stato definito al § 14 mediante le diseguaglianze

1 Vs
—Lt<E<l, o<y B, et >,

§2+(n~—~’—/§-) +e>d

(43 + (i) >
(= ()

che per una forma definita [4, B, C], ponendo
B = B, }+iB,)5,

¥) Che le diseguaglianze caratterizzanti una forma ridotta siano lineari
rispetto ai coefficienti della forma non & una particolarita di questo caso ma
una proprieta generale.

S L
20
1
20 1

IV
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si traducono nelle altre:

A 4 A
”’?SB1§TZ“7 OSB2§_2‘, CZA) C*5B2+A>_O7

0——-—B1—-4B2+A207 O+B1'"'4B2+A20

Ora, secondo quanto abbiamo detto al § 22, descriviamo attorno

: o . — 144V 1445 .
al due vertici singolari _!2- , +2 Vs come centri due sfere di

(a)

raggio & cosl piccolo che stacchino dal poliedro P due intorni dej
vertici singolari e ricerchiamo separatamente per ciascuna delle tre
parti, in cul P risulta diviso, quali indici di forme dell’ assegnato
determinante (negativo) A vi sono contenuti. Se prendiamo Yintorno

del vertice singolare :-3—-'[2:—7:1/—5- definito dalle diseguaglianze

n
et (=) rez g (B4 (- ) e
(+5) + (1= L) +e<e,

le forme ridotte [4, B, C] i cui indici cadono in quest’ intorno
dovranno soddisfare alle diseguaglianze:

B,< %, B,<4, C—5B,+4>0,

0— B, —4B,+ 4>0, C—B, —5B,+(3—#)4<0.
Se ad una tale forma [4, B, ] applichiamo (§ 24) la sostituzione
<~ 14495, — 1)
2 , O
a determinante 2, ne deriviamo una forma [4’, B’, C'] a determinante

4A e i coefficienti 4, B, C della 1 forma si deducono da quelli della

2¢ colle formole ’ , ,
A—0, B =A3%, B—StR,
O — A 360 —2B '+ 10B)
4 b
ove si & posto B = B, iB,¥5. Per la forma [4, B, C] le
diseguaglianze (b) si mutano nelle altre

0<B/< 4, S-<B/<O, A<4207;

(b)

ma poiche deve essere
A’ O’ — B1’2 h 5B2I2 = 4:A,
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. e sy . A , ro
ponendo in questa per €’ il limite inferiore 1.7 © per B, B,? 1

'

o ey . . A .
limiti superiori —— mne deduciamo

A (5 — 6) < — 16A.

Questa ci dd per A’ un numero finito di valori e a ciascuno di
essi corrisponde un numero finito di valori per By, B,. Se prendiamo

—
3V5s

risulta 4'? < — -ég» A, sicche per Ae=—1, A=-—2, npessun

&

indice di forme ridotte cade mnegli intorni dei vertici singolari.
Nel poliedro che risulta togliendo da P gli intorni dei due vertici

singolari la minima ordinata di un vertice @ l%%. Per una forma
ridotta [4, B, C] a determinante — 1 dovremo dunque avere

1o V39

PR
e quindi 4 <7. Tenendo presenti le diseguaglianze (a) troviamo le
seguenti quattro forme ridotte a determinante A = — 1:

[1, 0,11, [2,iv5, 3], [5, 24 2iy5, 5], [6, —2-2:¥5, 5],
delle quali soltanto le due ultime sono equivalenti fra loro. Nel campo

(1, 5¥/5) le forme a determinante — 1 si distribuiscono dunque in
tre classi.

§ 26.
Forme di Hermite indefinite.

Una forma di Hermite indefinita {4, B, C] individua nel piano
gn 1l circolo reale:

(1) Azzy -+ Bz + Bz, + C=0,

che soltanto se il primo coefficiente 4 & nullo si riduce ad ana linea
retta. In tfal caso il determinante A = BB, & scindibile nel prodotto
di due fattori coningati nel corpo quadratico Q ed il gruppo ri-
produttivo della forma, la cui determinazione forma loggetto princi-
pale delle ricerche seguenti, deducesi per trasformazione da un sotto-
gruppo modulare®). Generalmente intenderemo escluso questo caso
che consente una trattazione pid semplice.

La sfera descrifta sul circolo (1), come cerchio massimo, si dira

*) Cf. pel gruppo ™ la mia nota nei. Rendiconti Accademia Lincei
4 maggio 1890,
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la sfera indicatrice della forma [4, B, C]. Ove si scinda B nella
sua parte reale ed immaginaria, ponendo

B =M+ N,
I’equazione della sfera indicatrice e:
M \2 N\
) (§+*Z)+(n~—z)+§2=£2_

La forma [4, B, C] & determinata, a meno di un cangiamento
simultaneo di segno nei coefficienti, quando ne sia fissato il determi-
nante e la sfera indicatrice.

Diciamo la [4, B, C] ridotta quando la sua sfera indicatrice at-
traversa il poliedro fondamentale P; sussiste allora il teorema: Ognt
forma di Hermite indefinita ammette una forma ridotia equivalente.

Ed ora andiamo a dimostrare l'altro teorema fondamentale: JI¢
numero delle forme ridotte di assegnato determinante A ¢é finito.

Perche una forma sia ridotta & mecessario che la sua sfera indi-
catrice o contenga mel suo interno qualche vertice non singolare di
P, ovvero contenga nel suo interno o alla superficie un vertice singo-
lare. Sia dapprima v, = (§,71,¢,) un vertice non singolare e perd
& > 0; se la sfera (4) contiene nel suo interno v, dovremo avere

3) (A& + M)* + (Adny — N + A28 < A
ne segue intanto che il 1° coefficiente 4 non pud assumere che un
numero finito di valori e poiché inoltre la parte reale ed immaginaria
in B, per ogni tale valore di 4, debbono giacere, in forza della (3)
stessa, fra limiti assegnati, il numero di queste sfere & limitato.

Se v, & un vertice singolare le sue coordinate saranno

D
=z SV‘-) goz())

‘§0=%J n0= n

essendo 7, s, » razionali interi. Supponiamo che non sia D=3 (mod. 4},
il caso D = 3 (mod. 4) consentendo una trattazione del tutto simile;
allora il 2 coefficiente B avra la forma

B = B, + 1B, ’/ D. ’
con B, B, interi ordinarii. Se la sfera (2) contiene #nel suo inferno
v, dovremo avere
(Ar + B n)t 4+ D(As — B,n)* < An?
Ponendo per un momento
(4) Ar 4+ Bn=«a, As—Bn=2_
le coppie di valori ammissibili per @, 8 sono evidentemente in numero
limitato. Per ogni tale coppia di valori di «, § essendo

& + DB = n*(B;? + DB, (mod. 4)

e pero
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o2+ Dp*— n?A=n*{B2+ DB,> — A} =0 (mod. 4)
deve essere 4 un divisore del numero diverso da zero o*-Dp* —n?A
e perd A e quindi B,, B, (per le (4)) non possono ricevere corrispon-
dentemente che un numero finito di valori.
Resta che proviamo che vi ha soltanto un numero finito di forme
a determinante A le cui sfere indicatrici passano pel vertice singolare

o= LIV D o attraversando il poliedro P. Sia [4, B, C]
n

una tale forma per la quale risulti adunque per la (1)

(5) A(r?4-Ds*)FnBr-isy D)+ nBy(r—isyD) 4 Cn? = 0.

Ricorrendo al processo gia usato ai §§ 22, 24, applichiamo ad
(4, B, C] la sostituzione a determinante »

{w=(¢"+ isy D)z —y,

Yy=nz,

che la cangia in una forma [0, B’, C'] a determinante An? col primo
coefficiente nullo, a causa della (5) e gli altri due dati dalle formole

©) B = — A(r + isyD) — Byn,

C = 4.
La sfera indicatrice della forma trasformata si riduce dunque al piano
(7 B'g 4 Byz,+ C' =0,

mentre Pintorno del vertice singolare v, si muta in una regione X
della natura di quella considerata al § 22. Per ipotesi deve il piano
(7) traversare questa regione X e quindi la sua distanza p dall’ origine
non potrd manifestamente superare un certo limite. Ma troviamo
O

2nVA’

onde segue che C’ non pud assumere che un numero finito di valori
e poiche lo stesso accade di B’ in forza della condizione B’ By =n?A,
le formole (6) dimostrano subito la proprietd enunciata.

8 27,
Periodi delle forme ridotte.

Per ¢id che riguarda la distribuzione delle forme ridotte in periodi,
e la visoluzione dei due problemi della teoria della equivalenza, poco
vi & da aggiungere a quanto & esposto pel gruppo I® nel lavoro pre-
cedente (A. §§ 13, 14). Sulla sfera indicatrice di una forma ridotta
fi1 la divisione poliedrica, corrispondente al nostro gruppo @, dark
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una rete di poligoni con lati circolari normali all’ equatore*®) della
sfera, Consideriamo il polygono =, della rete tagliato sulla sfera dal
poliedro fondamentale P e i poligoni della rete contigui a ,, Ciaseuno
di questi con una sostituzione di [® perfettamente determinata pud
essere trasportato in un poligono ridotfo, giacente ciod nel poliedro
fondamentale; la sostituzione inversa applicata alla forma f, la cangia
in una forma ridotta equivalente ad f;, che diremo una ridotta con-
tigua di f,. B chiaro che in generale il passaggio dalla forma ridotta
fi ad una contigua si opera per mezzo di una delle sostituzioni ele-
mentari del gruppo, che cangiano cioé il poliedro P in uno degli ad-
erenti per una faccia. Fa eccezione il caso in cui la sfera indicatrice
di f; attraversa uno spigolo di P, che allora la sostituzione da adoperarsi
¢ quella che cangia P nel poligono della rete opposto lungo questo
spigolo. Immaginiamo ora scritte tutte le forme ridotte contigue ad
fi e di ciascuna prendiamo nuovamente le ridotte contigue, omettendo
quelle che eventualmente ripetessero forme gid ottenute e cosi con-
tinuiamo. Il numero delle forme ridotte di un dato determinante A
essendo limitato (§ 26), costituiremo un aggregato di forme ridotte
differenti

A) fufafs .- fa,

tutte equivalenti fra loro, tale che le ridotte contigue di ogni forma
fi in A) si trovano in A) stesso. Diremo questo aggregato A) un
periodo di forme ridotie e, come in (A) § 14) dimostreremo il teorema:
Due forme ridotte equivalent: appartengono al medesimo periodo.

Con ¢i0 viene risoluto il problema di riconoscere se due forme
indefinite dello stesso determinante sono equivalenti o noj; nel caso
affermativo si trova anche un’ effettiva sostituzione che trasforma l'una
nell’ altra. Rimane cosi soltanto da risolvere il 2° problema della
teoria dell’ equivalenza:

Determinare in T'® 4l sottogruppo riproduttivo di uwn’ assegnato
forma indefinita, che € lecito supporre ridotta.

Questa ricerca offre interesse non soltanto per la teoria dei numeri
ma ben pidt per quella delle funzioni automorfe. Tale sottogruppo &
infatti un gruppo aufomorfo e le corrispondenti funzioni hanno stretta
analogia colle funzioni modulari, colle quali hanno a comune unsa
teoria della trasformazione e il gruppo delle corrispondenti equazioni
di trasformazione (gruppo delle equazioni modulari) **),

*) Intendiamo per equatore il circolo massimo nel piano 7.
¥#) Cf. Fricke, Math, Annalen Bd. 39.

Mathematische Annalen, XL 26
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§ 28.
Gruppo riproduttivo di una forma di Hermite indefinita.
Eissendo
A) fifofs - fa

il periodo delle forme ridotte individuato da fi, consideriamo i corri-
spondenti poligoni ridotti
B) W)y Wy Wy ... T

Poiché due forme distinte {4, B, C], [4', B, C'] dello stesso
determinante hanno a comune la sfera indicatrice solo quando i coeffi-
cienti dell’ una siano eguali e di segno contrario ai corrispondenti dell’
altra, vediamo che la serie B) constera di poligoni tutti distinti, ovvero
due a due coincidenti. Il secondo caso si presenterd quando il periodo
A) contenga la forma contraria [— 4, — B, — C] di f;=1[A4, B, (]
e quindi anche la forma contraria di ogni forma nel periodo.

Se procediamo dunque direttamente sui poligoni della rete che
la sfera indicatrice di f; taglia dalla divisione poliedrica e formiamo
il poligono TT constante degli m poligoni contigui

751 972 . o & “m
che formano un sistema completo di poligoni non equivalenti della
N 1 -
rete, sard m ==z nel 1’ caso e m =5 n nel 2°. Determiniamo ora,

nel noto modo (A) § 13), il sottogruppo & di @), che trasforma in
s¢ medesima la rete sferica di f;, sottogruppo che avra precisamente
per poligono fondamentale TT. Il gruppo @ coinciderd col sottogruppo
riproduttivo @, di f; nel 1° caso e lo conterrd invece come sottogruppo
eccezionale d’indice 2 nel 20 caso, ove le sostituzioni di ¢ che non
appartengono a @, trasformeranno f; nella sua contraria, Ora colle
formole effettive di trasformazione si prova facilmente che una sosti-
tuzione di ®; produce un semplice scorrimento (nel senso non-euclideo)
della sfera indicatrice in s¢ medesima, mentre una sostituzione di @
fuori di @, produce un tale scorrimento combinato con un ribaltamento
o inversione delle due faccie della sfera. Nel secondo caso adunque
il gruppo @ non & altro che il gruppo ®, ampliato per riflessione.

Per chiarire con un esempio queste osservazioni consideriamo il
gruppo '@ e la divisione poliedrica corrispondente (§ 12) e prendiamo
la forma

fi =12y, — 1%y,

la cui sfera indicatrice si riduce al piano % = 0. Questo taglia dalla
divisione poliedrica precisamente la figura corrispondente al gruppo
modulare ampliato per riflessione.
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§ 29,
Esempio numerico pel gruppo ®,

Alla discussione di alcuni esempi numerici facciamo precedere
osservazione seguente. La distribuzione delle forme ridotte in periodi
operandosi per forme contigue, per ottenere da una forma ridotta
tutte le ridotte contigue basterd in generale applicare a ciascuna forma
ridotta f; le sostituzioni elementari del gruppo @, Solo quando la
sfera indicatrice di f; attraversi uno spigolo di P converrd usare inoltre
la sostituzione che trasforma P nel poligono opposto lungo questo
spigolo (§ 27). Cio del resto avverra soltanto per valori speciali di
A e per particolari forme ridotte. Basterd dunque, scritto il sistema
completo delle forme ridotte, osservare leffetto permutativo prodotto
sopra di esse dalle sostituzioni elementari del gruppo (alle quali even-
tualmente saranno da aggiungersi le sostituzioni sopra indicate) per
conoscere la distribuzione in classi delle forme a determinante A. Dopo
di ¢id si calcoleranno facilmente le sostituzioni generatrici del sotto-
gruppo riproduttivo di ogni forma ridotta.

Come primo esempio prendiamo il gruppo ? col poliedro fonda-
mentale del § 12 avente, oltre il vertice all’ infinito, i quattro vertici

7,=(0, 0, 1), 72:(0, 27/__‘2’5'»_“) ng(_;_, 0, ]/_,;,_‘“),

(1 1 1
"= %)
Upa forma indefinita [4, B, C] a determinante A & ridotta se
la sua sfera indicatrice

(1) (t+ Y+ -+ =4,

(ove si & posto, scindendo B nella sua parte réale ed immaginaria,
B = M + iN, contiene nel suo interno almeno uno dei quattro vertici
Vl, V2’ V3’ V4.

Scriviamo le rispettive condizioni di riduzione che sono

pel vertice ¥, - - - M2 4 N? 4 A* <A,
(2) » 1 V2 coe 4AME A (QN_ A)2 -+ 34 < 44,
- QM 4 A+ 4N 4342 < 44,

y m Ve @M A4 @N— Ay 4248 <4A.

Osserviamo poi se la sfera (1) pud contenere uno spigolo del

poliedro. Se essa contenesse lo spigolo V,V, che & I'intersezione

della sfera
g o 4 g2 =1

col piano £ = 0, la sua equazione dovrebbe avere la forma
26*
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E+ A+ -+ =142

essendo A una costante. Dal confronto colla (1) risulta

M
A=, N=0, A=A42+4 M2

e perd A sarebbe scindibile nella somma di due quadrati, caso che
escludiamo (§ 26). Le stesso accadrebbe se la sfera indicatrice passasse
per lo spigolo ¥, V,.

Un calcolo del tutto simile prova che se la sfera (1) passa per lo
spigolo V7, ¥V, o per laltro V; ¥, deve presentarsi uno dei due casi
seguenti
3) f=1[d4d,tN, N— A] con A =44+ N2 — AN,

(4) f=[4, M, —(A4+M)] con A =4+ M?*4 AM.

Come si vede, cid pud accadere soltanto per un valore di A scindi-
bile in fattori coniugati nel campo quadratico (1, 1+ 2”/3 )
Le sostituzioni elementari di I'® sono le tre seguenti

i, 0 i, 1 0, —1
5= (0, 1) 8=(5 1) 5=( %),

alle quali sono da associarsi per le forme delle rispettive specie (3),
(4) le sostituzioni

1, 0 i, 0
S4=(""7:1 7:)’ Ssa(i: 1)‘

Ora, essendo [4, B, C] una forma qualunque di Hermite, no-
tiamo gli effetti prodotti dalle sostituzioni S, S,, S, dati dalle formole
seguenti

Si(4, B, (1 =1[4, B, (],
(5) 82[A; B, C] = [A7 i(A‘I‘B); Or]v
S,[4, B, C] = [C, —¢B,, 4].
Se prendiamo come esempio A =3, usando delle (2), troviamo
che si danno qui 16 forme ridotte cioe le 8:

fi=101, 0, — 3], fo=1{1, 1, — 2],
fy=11, —1, —2], fo=1[1, ¢ —2],
fo =11, —4, — 2], fo=1[1, 1414, —1],

=0, =144, =1}, fo=01, —1—14, —1],
e le 8 contrarie che indicheremo rispettivamente con f)' £y fs i 1y s f+ 15 -
Calcolando secondo le (5) l'effetto prodotto sulle forme ridotte da
S, Sy, S; troviamo*).

*) Qui si rende necessaria una spiegazione delle notazioni usate. Nel primo
modo di scrittura sopra ciascuna forma ridotta della linea inferiore collochiamo
Ia forma trasformata surrogandola conuna lineetta quando questa non & ridotta.
Il secondo modo di scrittura mostra la permutazione prodotta decomposta in cicli.
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fififs fy fo F
s=(p R E ) =R B (fufi o),

4 flf7f6 ﬂ}fQ
so= (TR I = (Rt ) o) (),

e ,
S=(p o p et )S G G F)

La semplice ispezione di queste formole dimostra che le sostituzioni
Sy, S,, S; bastano gia a congiungere fra loro transitivamente tutte le
16 forme ridotte, le quali formano adunque un unico periodo.

Vogliamo ora calcolare le sostituzioni fondamentali del sottogruppo
® che trasforma in s medesima la sfera indicatrice di f,, che nel caso
attuale sard il gruppo ampliato per riflessione del sottogruppo riprodut-
tivo di f;. Alla sua determinazione, avendosi qui le due forme ridotte

f5=[17—i7—2]’ fo=1[1, 1, —2]
delle specie (3), (4), occorre inoltre segnare gli effetti delle rispettive
sostituzioni S, S;, cioe
Sifs =1 Ssfa=T
Dopo di ¢id costruendo un semplice schema per figurare la succes-
sione delle forme ridotte contigue, troviamo come sostituzioni generatrici
di ® le tre seguenti

(i, () ( 2, -—3) <1—|—z', —~—3?})

0, 1/° \—i, 29/’ 1, —1—4¢/?

delle quali le prime due trasformano la f; in s& medesima mentre la
terza la trasforma nella contraria.

§ 30.
Esempio numerico pel gruppo ¢V,

Il gruppo FGV3) ha il poliedro fondamentale descritto al § 14 con
nove vertici di cui uno all’ infinito e gli altri 8 nei punti:

VlE(-l— re 0), V:‘E(—;—,—gﬁ —VE—),
( )

( _;_, 35 V)
( w0 %),

Hl

3

I

/‘I‘\ N
ol el
S o
m
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fra i quali sono da notarsi i due vertici singolari sul piano £y

V5 , —141iVs
AR LI AL L1435

?

Perché una forma indefinita [4, B, C] sia ridotta & necessario o
sufficiente che la sua sfera indicatrice contenga nel suo interno almeno
uno degli otto vertici, giacché nel caso attuale non puo darsi che
essa passi per uno dei vertici singolari. E infatti se ci6 accadesse p. e.

1 _;_27;1/3 dovremmo avere (ponendo al solito B—=B,-+4B, V5):
(2B, + A% + 5(2B, — 4)* — 4,

il numero A dovrebbe essere manifestamente pari e dalla precedente
equazione, divisa per 4, risulterebbe A decomponibile in due fattori
coniugati in Q, caso che escludiamo (§ 26).

Scrivendo ora che la sfera indicatrice della forma [4, B, (], la
cui equazione &:

e+ 2) + (n—BL) 1+ o= &,

contiene nel suo interno uno degli otto vertici troviamo le disegua-
glianze :

r 2B+ A4)+5@2B,—A* <48, (2B,—A)+5@2B,—A4)2<4A,
16(2B, + 4)* 4+ 5(8B, — 34)* 4 34 < 64A,
16(2B, — A)* +5(8B, — 34)* 4+ 342 < 644,

(6B, + 247+ 5(BB, —24)* + A* < 254,

OBy — 24?4 5(5B, — 24)* 4 A < 24,
. (2B,4-47+45B,24-34*<4A, (2B, —AP+5B,24-3 42 <44,
delle quali una almeno deve essere soddisfatta se la forma & ridotta.
Prendiamo p.e. A = 2: troviamo 16 forme ridotte, cio2 le otto forme

fi=1[1,0, —2], f.= 11, V5, 3],
f.‘t}‘::[l,"'lv“"l]’ f:i""—'[lal;—"l];
fo=1[1, — 14+ 4y5, 4], fo=1[1, 14475, 4],
fr=12, — 1445, 2], fi=1[2, 1475, 2]

insieme colle oito contrarie. Pel gruppo I':¥5) abbiamo le sei sosti-
tuzioni generatrici (§ 14)

5i=(0 ) 8= 0)r 8= (5010, s= (5, o)

o (5 2 o _(—4+ivs, 2ib
"\ 2, —iyB)’ T\ 2B, a4iyB)

pel vertice
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il cui effetto permutativo sulle forme ridotte sopra scritte & dato dalle
formole seguenti: 2.

Si= ) (f), Se=(hLfifi—=) (i fofs =) (fr s =),
Ss= (11 12) (5 16) (fufs) (i fe)y,  Si=(h 1) (Fo 1) (f2 13)
85 = (fs f4) (fs fﬁ) (f7 f7’) (fs fs’)a

mentre la S trasforma ciascuna delle forme ridotte in una forma non
ridotta.
Abbiamo qui adunque due periodi di forme ridotte, 'uno formato

dalle 12 forme
HbGaGAE R

e Yaltro dalle 4 forme

i 15

il numero delle classi delle forme indefinite a determinante A = 2 nel
campo (1, ¢¥/5) & quindi eguale a 2.

Parte terza.

Involuzione ed ortogonalita delle forme di Dirichlet e di
Hermite.

§ 31.

Forme di Dirichlet in involuzione colla forma fondamentale F od
ortogonali & questa.

Consideriamo un determinato campo quadratico (1, iy/D), o
(1, __1i_;__1{_1_)_> ed in esso una forma di Hermite indefinita:
F—[4,B,C], A=BB,—A4C>0

che intenderemo fissata una volta per tutte e chiameremo la forma
fondamentale. Le ricerche seguenti si riferiranno a quel sottogruppo ®
di @ che trasforma in sé medesima la sfera indicatrice di F, sotto-
gruppo che coincide col sottogruppo riproduttivo della forma F, ovvero
lo contiene come sottogruppo eccezionale d’indice 2 (§ 28). KEsse
avranno per iscopo di costruire rispetto ad una certa classe di forme
quadratiche, sulle quali si opereranno le sostituzioni di ®, una teoria
intieramente analoga a quella delle forme binarie quadratiche ordinarie
rispetto al gruppo modulare. Se il circolo indicatore di una forma di
Dirichlet ¢ giace sulla sfera indicatrice X di F, diremo che ¢ ¢ i
involuzione con F. Quando accada invece che il circolo di ¢ sia orto-
gonale alla detta sfera, diremo che ¢ ¢ ortogonale a F.
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K chiaro che operando sopra una forma @ in involuzione con F
od ortogonale a I una sostituzione qualunque di ¢, otterremo una
forma trasformata ¢  egualmente in involuzione con F od ortogonale
a F. Considerando adunque la totalitd delle forme ¢ di un dato deter-
minante in involuzione con F od ortogonali a F, diremo equivalent:
rispetto a & due tali forme ¢, ¢’ quando esista in ® una sostituzione
che trasformi ¢ in ¢'. Potremo quindi distribuire le forme ¢ di egual
determinante in classi e facilmente dimostreremo che: Il numero delle
classt delle forme @ di egual determinante n involuzione colla forma
fondamentale F, o a questa ortogonali, € sempre finito.

Immaginiamo per cid costruito sulla sfera X indicatrice di F il
poligono fondamentale TT del gruppo @ (§ 28). Se si tratta di una
forma ¢ in involuzione con F' diremo che ¢ & ridotta quando il suo
circolo indicatore, che giace sopra X, attraversi TT; una forma ¢
ortogonale a F' sard invece ridolta se il punto ove il circolo indicatore
di @ incontra (ortogonalmente) X giace nel poligono TT. Essendo TT
sulla sfera X il poligono fondamentale del gruppo ®, ogni punto di
questa sfera fuori dell’ equatore pud trasportarsi con una sostituzione
di ® entro TT, onde segue subito il teorema: Ogni forma ¢ & equi-
valente ad una forma ridotta. In secondo luogo sussiste il teorema:
Il numero delle forme ridotte @ di egual determinante é finito. Per
dimostrarlo osserviamo che il poligono TT attraversa un certo numero
di poliedri

P P,. ..P,

della rete corrispondente’ algruppo I®; questi poliedri nascono dal
fondamentale P, per mezzo di determinate sostituzioni di '@ che
indicheremo rispettivamente eon S, =1, S,, S; ... Su. Se ¢ e
una forma ridotta, sia essa in involuzione con F' od ortogonale a F
il suo circolo indicatore attraversa uno dei poliedri P,, P, ... P,
sia. P;; allora la sostituzione §; cangierd la forma ¢ in una forma
assolutamente ridotta, il cul circolo indicatore ciog attraversa il poliedro
fondamentale. Per ottenere adunque le forme ridotte richieste bastera
costruire tutte le forme assolutamente ridotte dell’ assegnato determi-
nante (§ 22) e a ciascuna di essa applicare le sostituzioni S;*, S57...8;".
Quelle fra le forme ottenute che hanno circoli indicatori giacenti sopra
2 od ortogonali a X sono le forme ridotte richieste.

Dimostrati cosi i due teoremi fondamentali, & chiaro che per le
nostre forme ¢, considerate rispetto al gruppo ®, siamo ora in grado
di risolvere, coi noti metodi, i corrispondenti problemi della teoria dell’
equivalenza e in particolare di determinare entro ¢ il sottogruppo
riproduttivo di una forma ¢.

Come esempio consideriamo il gruppo ) e prendiamo per forma
fondamentale



Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 405

la cui sfera indicatrice si riduce al piano 5 =0 (Cf. § 28). Se ci
limitiamo a considerare le sostituzioni del gruppo riproduttivo di F

troviamo tutte e sole le sostituzioni (z: g) a coefficienti reali e a

determinante -} 1. Una forma ¢ in involuzione con F deve avere le
sue radici reali e perd, sopprimendo dai coefficienti un eventuale fattore
comune, essa resterd a coefficienti reali con determinante positivo. Per
una forma ¢ ortogonale alla F'le due radici debbono essere coniugate
immaginarie onde nuovamente ¢ si pud ridurre a coefficienti reali con
determinante negativo. Qui adunque otteniamo, come caso particolare,
la teoria delle ordinarie forme quadratiche considerate rispetto al gruppo

modulare (g’ g) .
§ 32.

Condizioni d’involuzione.

Ricerchiamo ora le effettive relazioni cui debbono soddisfare i
coefficienti di una forma di Dirichlet

¢ =(a,b, ¢
perché essa stia in involuzione colla forma fondamentale
F=[4, B, C].

Per brevity ci limiteremo al caso del campo quadratico (1, :3/D)
e porremo quindi

(1) a=a,+ia,)/D, b="b +ib,yD, B=B +iB,yD

ove @, Gy, by, by, By, B, sono interi razionali. Indicando con 4 il
determinante 5> — ac di ¢, poniamo altresi

@) d=d; + idﬂ/-jj

e inoltre

(3) d p— Qei‘lll

ove )
3%  e=Vd>+ Dd?, cosy =%, sen i = ng/D .

Per le radici ‘ .
oy =& + i, H=2F t+in,
della forma ¢ troviamo
’ (VEcos—;p——bl) a1+(V§ sen-%b———b,Vﬁ)a,VD—
L= a + Dag? ’
(VE sen —gi- — by V_ﬁ) ay — (VE cos ——;’i — b,) a,V—lz
= af + Dy’

4) 4
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i valori di £&,7, deducendosi da questi col cangiare 4~} g in —¥ 0. Perche
la forma ¢ sia in involuzione con F' & necessario e sufficiente che i due
punti (§,7,) (§,7,) siano situati sull’ equatore della sfera indicatrice di
F, cioe sul circolo

(5) A+ 1) + 2B, — 2B,y D+ C= 0.

Sostituendo in questa i valori di & #,, indi quelli di & %,, troviamo
le due equazioni

A2+ Db2+¢) — 2By (a, b+ D ayb,) + 2D B,(a, by — ayby)
(6) + C(ay® + Da,®) =0,
(ay B+Da, By—Ab,)cos —;P-—l- V' D (a, By—a, B,—A4b,) sen-;ﬂ.—_—_o,

Ja prima delle quali dimostra che ¢ deve essere un numero razionale
e perd, come radice quadrata dell’ intero d,2--Dd,?, un numero intero.
Come primo risultato abbiamo dunque: Le forme ¢ di Dirichlet in
involuzione con una forma indefinite di Hermite hanno un determinante
la cus norma é un quadrato perfetio.

Ora se il determinante d non ha un valore reale negativo non

pud essere cos—g’— =0 e alla 2% delle (6) possiamo sostituire quella

Y il che da per le richieste

che se ne ottiene moltiplicandola per 2cos -

condizioni d’involuzione:

A2+ Dbr+9) — 2B, (a, by + Dayby) 4 2D B,(a,b, + a, b))
+ C(a,*+ Day?) =0,
(ay B+ DayB,— Ab,) (¢ +dy) + (a, By — a; B,— Aby) Ddy = 0.

Nel caso escluso d = d, << 0 1é condizioni d’involuzione si scri-
vono evidentemente

A(b,*+Db*—d)—2 B (ab+ Da,b,) + 2D B, (a,b,— a,b,)
+ C(a* + Day?) =0,
a,B, — a, B, — 4b, = 0.

Si osserverd che queste equazioni sono lineari rispetto ai coeffi-
cienti della forma fondamentale, onde segue subito che ogni forma di
Dirichlet, 4 cui determinante abbia per norma un guadralo perfetio,
¢ in involuzione con infinite forme di Hermite. Le forme di Dirichlet,
che soddisfano a questa condizione, possono anche caratterizzarsi di-
cendo che: I1 loro gruppo riproduitivo contiene un sottogruppo di sosti-
tuzions iperboliche.

E infatti se la forma ¢ & in involuzione colla F, nel gruppo
& riproduttivo di F vi ha un sottogruppo ciclico di sostituzioni iper-

(7)

(%)
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boliche, che riproduce altresi la forma @. Reciprocamente se la forma
di Dirichlet g ammette nel suo sottogruppo riproduttivo una sostituzione

iperbolica (g: g ), che si pud supporre a determinante - 1, nella

quale quindi « - ¢ sard reale, potremo sempre determinare una forma
o
7, g) La I
sard in involuzione con ¢ e il determinante di quest’ ultima avra
conseguentemente per norma un quadrato perfetto.

Rileviamo particolarmente il caso in cui la forma fondamentale F
sia la forma principale

di Hermite indefinita F' invariabile per la sostituzione (

F=1[1, 0, —A]
a determinante positivo A e il determinante d della ¢ sia reale.
Distinguendo i due casi di d positivo o negativo le (7), (7*) danno
per le condizioni d'involuzione

bb dy = A bby, — d, = A

Dunque: Le forme ¢ di Dirichlet a determinante veale n wnvo-
luzione colla forma principale [1, 0, — A] hanno Vuna o Ualtra delle
espressiont sequenti, secondo che il loro determinante & positiwo o negativo :

(A) ¢ = (a,+ i,V D, by D, — Ala,—ia,y'D)),
®  o=(a+iayD, b,  Als,—iayD)).

Vediamo di qui che la ricerca di tutte le forme ¢ di asseguato
determinante reale -4~ m (m positivo) in involuzione con {1, 0, — A]
equivale alla ricerca di tutte le possibili rappresentazioni del numero
m per la forma reale ternaria

A(X?+DY¥?) — DZ?
A(X? 4+ DY) — 22,

problema che sappiamo dunque completamente risolvere. Facilmente
si potrebbe dimostrare che alla teoria sopra esposta si riconduce altresi

Valtro problema del campo ternario: Deferminare il gruppo delle sosti-
tuzioni limears a coefficients interc riproduttivo della forme ternarie

A(X* DY) — D2, A(X*+ DY?) — 2

ove D, A somo interi positivi arbitrarii. Ma di questa come di altre
questioni che si collegano alle attuali ricerche non tratteremo in

questo luogo.

ovvero per l'altra
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§ 33.
Condizioni d’ortogonalita.

Affinche la forma ¢ == (a, b, ¢) sia ortogonale alla forma fonda-
mentale F = [4, B, 0] & necessario e sufficiente che i due punti
(&,m,), (§,n,) indici delle radici di @ si trovino in linea retta col centro
del circolo (5) (§ 32) e siano coniugati armonici rispetto al circolo
stesso, Ora dalle formole del § precedente, per 'equazione della retta
che unisce questi due punti troviamo

(a1 sen 2 — g,)’D cos -—) E— (a, cos —- + a, )/ D sen -——) n

-+ 0, sen——— b,V D cos--—0
ed il centro del circolo avendo le coordinate — i’ , B’i/ , la prima

condizione ci da
(a) ¥ D(ay B, —a,B,—Ab,) cos~—-—(az1 B,+Da,B,— Abl)sen-» 0.

Lraltra che i punti (§,1,), (§,71,) siano coniugati rispetto al circolo
(5) si traduce nell’ equazione

A(g & + 1,) + B, (& + &) — le/—D_(m + ;) + C =0,

la quale, sostituendovi i valori effettivi di & 7,, & 1,, diventa
(b) A(b®+ Db® — 9) — 2B,(a,b, + Dayb,) + 2D B, (a, b, — a,b,)
~+ C(a,* + Da,?) = 0.
Questa ci dimostra che anche per le forme @ ortogonali ad una
forma indefinita di Hermite la norma del determinante deve essere um
quadrato perfetto.

Procedendo colla equazione (a) come nel § precedente diamo alle
condizioni d’ortogonalitsy la forma:

A3 + Db — ¢) — 2B, (a, b, + Dayb,) + 2D B,(a,b, — ayby)
-+ 0(0’12 -+ -Da22) = O,
(@y.By— a, B+ Ab,) (¢ + d;) + (a, B;+ Da, B,— Ab) d, =0

che valgono nel caso generale, mentre se il determinante d della forma
@ & reale negativo dobbiamo sostituirvi le altre

A+ Dby + dy) — 2B, (a,b, 4 Dayby) + 2D B,(a, b, — ayby)
+ C(a,> + Da,?) =0,

Rileveremo anche qui il caso particolare che la forma fondamen-
tale F sia la principale F' = [1, 0, —A) e il determinante d assegnato
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delle forme ¢ sia reale. Troviamo subito per queste forme le espres-
sioni stesse (4), (B) del § precedente colla differenza che nel caso
attuale le forme del tipo (4) hanno determinante negativo e quelle
del tipo (B) determinante positivo.

§ 34.
Riduzione a forma reale.

Il gruppo @ rispetto alle cul sostituzioni abbiamo sopra costruita
la teoria dell’ equivalenza delle forme ¢ & un gruppo automorfo che
lascia invariata la sfera indicatrice della forma fondamentale F' ed il
suo equatore; esso & quindi riducibile a forma reale. Ora, limitandoci
per brevitd al caso di F'={[1,0, —A], vogliamo appunto effettuare
la riduzione del gruppo @ e contemporaneamente delle forme ¢ a
forma reale; in tal modo si renderd manifesta la relazione delle presenti
ricerche con quelle sviluppate da Fricke nell’ ultimo lavoro citato

(Annalen Bd. 39). Nelle sostituzioni (z,’ ﬁ) scindiamo ciascun co-

efficiente nella sua parte reale ed immaginaria, ponendo:
“=“1+5“2Vﬁ, B=28,+1iBVD, y =9+ 0,V D,
0 =20, +i0,yD.

Troviamo cosi nel gruppo ® quattro specie di sostituzioni cioe le
due specie

1) <a1+'£oc2 vD, Ay,— 73721/?))\
71+’572l/ﬁ, o — i)/ D

1) (“H‘ v, V;-Z—i: —A (9’1"“ 2 V?))
VH“?%I/D: "'(“1""‘7:“21/1)) /

che costituiscono il gruppo riproduttivo di F={1,0, —A] ed altre
due specie della medesima forma, ove perd si ha

o+ Da} — Ay + Dyt =—1,

le quali trasformano F nella sua contraria.
Le forme ¢ sulle quali eseguiamo le sostituzioni di ¢ sono delle
due specie (§§ 32, 33)

(A) o= (a‘—l—iaz;/:_D_)x?_{_ 2ib21/jxy —_ A(al — ta, Vﬁ) y?,
B) ¢ = (a,+iay D)o +2bay+A(a—ia VD) 4"

Ora se eseguiamo sulle variabili z, y la sostituzione

b o 2D a2 —AyHDy,?) =1
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r=yYAX —iyAY,
y=—X—1Y

e chiamiamo ¢ le forme trasformate, divise per — 2¢¥/'A nel caso (A)

e per — 27/ A nel caso (B), troviamo rispettivamente:

(A% ¢ =D (b, — a,)/B) X2 + 2a,VAX Y+ V' D(b,+ a,)/B) T2,
(B% ¢'=(b, — a,V/B) X* — 20,y DVA XY + (b + 0, /D) Y7,

dove attualmente il segno del determinante positivo o negativo distingue
le forme ¢  derivate dalle forme ¢ in involuzione con F' da quelle
derivate da forme ortogonali a F. Si osserverad che i coefficienti delle

¢ sono reali e contengono le sole irrazionalith /D, yA. Corrispon-
dentemente il gruppo ® si trasforma nel gruppo ® composto dalle
sostituzioni reali della forma seguente a determinante - 1:

1%) ( &y — 74 1/3, 1/—5 (e — 7, Z/Z)),
"‘ﬁ(“z"f‘?’zl/z): “1+717/Z
(11%) (I/j)—(“z — ?2 1/5): — (o; — I/Z> >’
o + 7 VZ7 V—ﬁ(“z + 721/Z)

e dalle sostituzioni della medesima forma il cui determinante perd &
eguale a — 1.

§ 35.

Forme di Hermite in involuzione colla forma fondamentale od ortogonali
a questa.

Diciamo che una forma definita di Hermite F' ==[A4', B, (') @
in involuzione colla forma fondamentale indefinita F = [4, B, C] se
il punto indice di I (§ 24) giace sulla sfera indicatrice di F. La
condizione d’involuzione si trova subito espressa dall’ equazione

(1) AC + AC— BB/ — B,B’ =0,

ove il 1° membro, come facilmente si dimostra & un nwvariante simul-
tameo delle due forme.

Diciamo poi che una forma indefinita F' = [d4', B, C'] & orto-
gonale a F = [4, B, C] se le due sfere indicatrici di %, F’ sono
ortogonali. Tale condizione d’ortogonalita si trova ancora espressa
dalla (1). Ora se a queste forme F” applichiamo le sostituzioni del
solito gruppo @, esse si trasformano evidentemente in forme della
medesima specie. Dopo di cid & chiaro il significato da darsi all’
equivalenza rispetto al gruppo ® di due tali forme F' e considerazioni
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affato analoghe a quelle del § 31 serviranno a definire le forme ridotte

delle due specie e a dimostrare i teoremi fondamentali della teoria
dell’ equivalenza.

Ma possiamo riportare immediatamente questa teoria a quella dei
8§ precedenti relativa a forme ¢ con determinante reale mediante le
osservazioni seguenti:

1°%. Se le sfere indicatrici di due forme indefinite di Hermite si
tagliano, il loro circolo d’intersezione é il circolo indicatore di una forma
@ di Dirichlet a determinante reale, in imoluzione con ambedue.

Per le equazioni dei due circoli massimi di queste sfere sul piano
En abbiamo infatti, se [4, B, C], {4’, B’, C'] sono le due forme:
Azzy + Bz 4 Byz, + C = 0,
Az2y+B'z2+ Bz, 4+ C =0
e 1 valori di # ai due punti d'intersezione sono quindi le radici dell’
equazione di 2° grado
IAz-}—BO, Bz—]—O!
A2+ B, Bz40C| 7
ossia le radici della forma di Dirichlet
Ax + Byy, Bz + Cy
7= ’ Az + By, Bw+Cy t
che si puo scrivere sotto la forma

oF oF
| o= 09
=\ or orF
3.’1,‘0 33/0

La forma @ & un covariante simullaneo delle forme F, F' e il
suo determinante & reale poiche si ha identicamente

(AC'—4'C+B,B'— BBy)* — 4(AB'—A'B) (B,C'— B, () =
— (A4C'— A'C+ BB,/ —B,B') — 4(AB;—A4'B,) (BC'— B’ ().

I1 circolo indicatore di ¢ @ appunto il circolo d'intersezione delle
due sfere indicatrici di F, F".

Supponiamo ora che F” sia una forma definita in involuzione con
F e dimostriamo:

2. La forma @ covariante simulioneo di F, F' ha un circolo in-
dicatore che taglia la sfera indicatrice di F ortogonalmente nel punto
wndice di .

La propriety da dimostrarsi essendo invariantiva, la veriﬁchi?mo
nel modo pidt semplice sottoponendo F, F", ¢ aduna trasformazione
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(;f’ g) a coefficienti complessi e a determinante 4 1 che cangi la
b}

sfera indicatrice di F' nel piano 7 ==0%). Per le forme trasformate
avremo dunque 4 =C =0, B = — B,, cio¢ B sard puramente im-
maginario e la condizione d'involuzione (1) dara B’ = B, cio¢ il
coefficiente medio di F’ diventa reale. Dopo cid troviamo per la
forma ¢
9 —— B(Aw +2B'zy + C'y)

e perd, essendo A’y B’, C' reali e B'2 — A'C’ essendo negativo come
determinante della F', le due radici di @ sono coniugate immaginarie,
quindi il circolo indicatore di ¢ & ortogonale al piano % = 0. Inoltre
per le coordinate del punto d’incontro del circolo con questo piano

troviamo
B’ A'CT—B™*
§=_"‘Z_T» 77:07 §=V A )
formole che definiscono appunto lindice di F".
Notiamo anche qui il caso in cui si assuma la forma principale
F=1[1,0, —A] a forma fondamentale, ove la condizione (1) d'invo-

luzione o di ortogonalitda prende semplicemente la forma
C' = A4,
e indicando con A’ il determinante di F’ si ha
B'B —AA4?= A
Nel caso del campo quadratico (1, ¢j/D) ponendo adunque
B <=X+4 iYyD, A=172
vediamo che la ricerca delle forme F’ di assegnato determinante A’

equivale a quella della rappresentazione del numero A’ per mezzo della
forma ternaria

X2 4 DY?— AZ>

Alla presente teoria si pud altresi ricondurre il problema di costruire
il gruppo riproduttivo di questa forma ternaria.

E appena necessario avvertire che i coefficienti della sostituzione, come i
coefficienti delle forme trasformate, non saranno piu interi.



