
Sui gruppi di sostituzioni lineari con coefficienti appartenenti 
a corpi quadratici immaginarL 

Di 

LtlmI BIAI~CHI a Pisa. 

Prefazione. 

La presente Memoria tratta dei gruppi di sostituzioni lineari: 

O )  = 7 z + 8  

sopra una'variabile complessa z, i cui coefficienti r ~, 7~ 8 percorrono 
tutti i numeri interi di un cor po quadratico immaginario Q, assogget- 
tati alla sola condizione 
(2) a ~ - / / r  = 1.*) 

Essa ~ una continuazione del lavoro da me pubblicato nel Vol ~ XXXVIII 
di questi Annali, ore gi?~. ~ indieata la generalizzazione, ehe qui 
trow il suo effettivo svolgimento.**) 

Ogni numero intero o frazionario in Q ha la forma: 

(3) ~n + inV"~, 

*) 2 visibile la ragione perch, ,  studiando il gruppo totale (1) in cui i 
numeri interi ~, ~, ~, 8 sono legati dall' unica equazione (2), ci restringiamo 
alcaso di un corpo quadratieo immaginario. In un eorpo quadratieo reale, ed in 
ogni altrocorpo di humeri algebrici di grado superiore, esistono mfstt i  numeri 
interi,  diversi da zero, con modulo piccolo quanto si vuole. Tali gruppi, con- 
tenendo sostituzioni infinitesimali, p. e. della forma z'~---z ~ ~, sono quindi 
impropriamente discontinui e non ammettono la rappresentazione geometrica di 
per altro separate da questi gruppi dei sotto grtlppi propriamente diseontinui. 
Poincar~. 8i puo' E' appunto allo studio di sottogruppi di questa specie, peleaso 
di un corpo quadratico reale che il Sig r Fricke ha dedicato tre interessanti 
lavori pubblicati nei u 380 e 390 di questi Annali. Per i corpi di humeri 
tgebrici di grado superiore ci troviamo qui davanti ad un promettente campo 
di ricerche affatto inesplorato. 

**) Veggasi la no~a del Sigr Picard nel Vol ~ 38o di questi Annali e la mia 
nora del 5. Luglio 1891 nei Rendiconti della R~-Aecademia dei Lincei. ~ Le 
ci~azioni che si riferiscono alla mia memoria nel Vol e 38 ~ dei presenti Annali 
saranno segnate con (A). 
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dove D ~ un numero razionale intero positivo ~ privo di fattori 
quadrati ed ~ ,  n indicano numeri razionali variabili. Fra i numeri 
delia forma (3), se non e' 1)__~ 3 (rood. 4) sono interi algebrici quelli 
soltanto in cut m~ n rappresentano humeri interi ordinarii. Ma neI 
caso D _~ 3 (rood. 4)sono anche interi quei numeri (3) pei quali m, n 
sono ci~scuno la mefh di un numero intero ordinario impart, tr 
i due cast ponendo 

i§ se _D ~ 3 (rood. 4), a~ ---- i ] /D  in tutti gli altri casi; 
- -  2 

il nostro gruppo G comprende allora tutte le sostituzioni ( I ) a  determi- 
nante ad ~ f17-'~ 1, nelle quali a, fl, 7, ~ percorrono i humeri della 
forma m -[- n co, essendo m, n interi ordinarii. 

Nella prima parte di questo lavoro, giovandomi della rappresen- 
~azione geometrica del Sig r Poincar6 (Acta Mathematica Bd. 3) e del 
principio dell' aml~liamento del gruppo per riflessione, principio il cui 
sviluppo ~ dovuto principalmente al Sig ~ Fricke, fisso gli effettivi 
poliedri fondamen~ali per gli undici seguenti valori di D:  

D ---~ 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 15, 19. 

Per i gruppi G corrispondenti, colla effettiva determinazione del 
poliedro fondamentale, testa altresi d imosbab che basra ogni volta 
un numero finite di sostituzioni elemen~ari a generarli. Pel caso generale 
la risoluzione delle questioni corrispondenti deve rimanere riservata a 
studi ulteriori. 

Una circostanza notevole si osserva net poliedri fondamentali qui 
determinati. Se diciamo vertice singoZare di un tale poliedro un vertice 
situato sul piano ~ ,  o all' infinito,*) in ciascuno dei poliedri fonda- 
men'all per i nostri gruppi, dopo l'ampliamento per riflessione~ si trova 
the: /7 numero dei vertici, singolari eguag~ia il numero ddle dassi 
degli ideali nel corpo quadragco corris2ondente. Tale propriet~ sembra 
inlimamen~e connessa coll' altra, dimostrata ai w167 2, 3, secondo la 
qnale il detto numero rappresenta anche il numero delle classi dei 
numeri frazionarii in Q. Ne segue che nella fete di poliedri~ che d~ 
la divisione della met~ superiore dello spazio corrispondente al gruppo 
considerato~ tutti e soli i punti deI piano ~ ,  indict di numeri frazio- 
narii in Q, figurano come vertici di poliedri della rete. 

Nella parte seconda, seguendo il mebdo del Iibro del Sig ~' Klein,**) 

come gi~ hofa t to  nella memoria precedente pei cast (1,i), (1, l-F~l/~), 

*) Nelia determinazione metrica non.euclidea sono questi effei~ivamenb 
tutti e soli i vertici a disr infinita. 

**) (Klein-Fricke) Yorlesungen fiber die Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen. II. Abschnit~, 3. Capibl. 

2"2 
Mathematische ~nnalea, XL, 
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stabilisco la teoria delle forme quadratithe di Dirithlet e di Hermite 
con coeffieienti e variabili interi nel corpo ~. Qui la presenza dei 
vertiti singolari introduce qualehe nuova diffitolta, che si rieste per 
altro facilmente a superare. 

La parte terza b deditata allo studio di una partitolare tlasse di 
forme quadratithe, sulle quali vengono eseguite le sostituzioni del 
gruppo riproduttivo di una forma indefinita di Hermite. Questa teoria 
raggiunge per le funzioni automorfe~ corrispondenti al detto gruppo, 
lo stesso effetto the quella delle forme quadratiche ordinarie per le 
funzioni modulari nella teoria della moltiplitazione complessa delle 
funzioni ellittithe. Riserbandomi di ritornare in seguito su questo 
argomento, rimando, per la trattazione di un caso partitolare, al terzo 
lavoro testb titato del Sig ~ Fricke. 

Par~e 1 ~. 

Gruppi e poliedri fondamentali. 

w  

Disoontinuita' propria dol gruppo poi punti fuori del piano ~,2. 

A base delle nos~re riterthe poniamo, come nel lavoro antetedente, 
la rappresentazione geometrita del Sig r Poincar6 per le sostituzioni 
]ineari 

le cut formole ottorre qui ricordare. Distendiamo i valori della variabile 
r a = ~ + i~ sul piano ~ e aggiungiamo ai due assi coordi- 
nati 0~, 0,/ un terzo asse O~ ortogonale ad ambedue. Ad ogni 
sostituzione (1) fattiamo corrispondere univocamente una ~rasfbrmazione 
della met?~ superiore ~ > 0 dello spazio, per la quale ogni punto 
(~,/~) si trasporta nel punto ([ ' , / '~')  le cut coordinate sono date dalle 
formole: *) 

@) 
~0 t 

e~77o + ZTSo + zo~,o6 + 8 eo 

e277o -FZT~o-F~oTo~+ ~o  ' 

*) Secondo la notazione di Hermite, l'indice zero appos~o ad una qnantita' 
eomplessa ne indica qui, come sempre in seguito, la coniugata. 
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ove si ~ posto : 0 2 ~--- ~ § ~2 § ~, 0' 2 = ~, 2 .~_ ~, 2 § ~,2. Si osservers 
che pei punti del piano ~ = 0 queste formole si riducono all' uniea 
formola (1). 

Considerando ora la totalits delle sostituzioni (1) appartenential 
nostro gruppo G, diremo equivalenti risgetto a G due punti p, p' della 
mets superiore /~ dello spazio, se vi ha in G una sostituzione che 
trasporti p in 2'. Poich~ nel corpo Q non esiste manifestamente che 
un numero finito di numeri interi con modulo inferiore ad una quantit~ 
arbitraria fissa, nel gruppo G non sono contenute sostituzioni infini- 
tesimali. Dalle ricerche generali di Poincar4 (1. c.) segue quindi che 
nell' intorno di ogni punto in //*) fuori del piano ~ il gruppo G 

propriamente discontinuo, cio~ un intorno sufficientemente piccolo 
del pun%o non con%iene alcuna coppia di punti equivalen~i fra loro. 

Ma senza riferirci al teorema generale di Poincar4 daremo qui 
una dimos%razione dire%ta di questa propriets affatto analoga a quella 
che il Sig ~ Hurwitz ha fatto conoscere pel gruppo modulate.**) 

Prendiamo due coppie arbitrarie di piani paralleli ai piani coordi- 
nati ~ ,  ~ e siano 

le loro equazioni e del prisma iindefinito racchiuso da questi quattro 
piani consideriamo la regione (V), situata in /~ al di sopra del piano 

parallelo al piano ~ ,  essendo e una quantit~ positiva, arbitrariamente 
piccola, fissa. Dimostreremo il teorema, che include la propriets 
enunciata: 1%lla regione ( V) definita' dalle diseguagtianze 

l < ~ < m ,  l ' < ~ < m ' ,  ~ > ~ ,  
non 2u~ esistere che un numero finito di ~unti e~uivalenti ad u~ dato 
punto p ~ ( ~ )  in 1~. 

Sia infat~i p ' - - :  (~'~'~') un punto di (V) equivalenie a ~ _ _ - - ( ~ )  

e s i a (  ~' rid) 7, una sostiiuzione che porta ~ in ~ talch~ valgono le 

formole (2). La quarta di queste, 'essendo per ipotesi ~ ' <  e, ci d~: 

ovvero 

(3) $ 

La somma del primo membro consta di due termini essenzialmente 
positivi ed essendo ~, ~, ~, s quantit~ fisse, ne segue subito che il 

*) Con ~ si indicher~ sempre la met~ superiore ~ > 0 dello spazio. 
**) Giundlagen einer independenten Theorie der Modulfunctionen. 

Annalen Bd. 18. 
22* 

Math. 
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numero intero ~ nel corpo quadratico ~ ,  e conseguentemente ~, aon 
pub avere che un numero finito di valori compatibili colla (3). Sia 
7', ~' una tale coppia di valori~ che a causa della relazione 

(4) ~ ' -  ~7'---- 

dovranno essere inoltre primi fra loro. S e a ' ,  ~' ~ una coppia speciale 
di valori per a,  fl che soddisfano la (4), ogni altra tale coppia ~ data 
dalle formole 

dove k ~ un intero arbitrario in ~.*) Se sostituiamo questi valori di 
a, ~ nella 1 ~ delle (2), troviamo: 

, ~'~'~'~'o'+ zc~'O'o' + ~o~ ~'o, + ~ ~,, z -~ ~ . . , . ,  . . . .  ~--{- k~ 

e poich~ la 1 �9 parte della somma nel 2 ~ membro ~ fissa mentre la 
parte reale e il coefficiente dell ~ immaginario in z '  debbono giacere 
fra i rispettivi limiti assegnati l, m; l '  ' m,  ne concludiamo che il 
numero intero k e conseguentemente ciascuno dei humeri a ,  ~ non 
pub assumere che un numero finito di valori. Cosi adunque il numero 
delle sostituzioni supposte ~ necessariamente limitato c. d. d. 

A complemento della propriet~ dimostrata aggiungiamo il teorema: 
A2pena D ~ 3, nella regione di R definita dalle diseguaglianze 

1 1 1/~ 1/Y 
~ ~ - ~ '  ~ < ~  2 ' ~ 1  

non esiste alcuna co22ia di punti equivalenti. 

(;'  )una  o    uziooo S e ~  

p ~ ( ~ y ~ )  di questa regione nel punto ~ '~_(~ '~ '~ ' )  della regione 

stessa. Abbiamo per ipotesi 

~ 1 ~  

ma per la 4 ~ delle (2) 

1 C' :> 1, ~. < 1; 

1 1 
~,  = ~ro + ~ ( y ~ + 6 )  (ro~o +6o) ,  

onde 77o~:1  e p e r b T ~ 0 .  Acausa  d i a ~ - - t 6 7 ~ l ,  nonesistendo 
nel corpo Q, per D . ~  3. che le due unit~ ~ 1, si ha necessariamen~e 
a ~-J_= 1, 6 ~ - J r - 1  e la sostituzione supposta avrebbe la forma 

*) Da ( a - - a ' ) 5 ' - - ( ~ - - ~ ' ) 7 '  segue in fatti the 7'  dividendo il prodotto 
del 1 ~ membro ed essendo primo con ~' divide a - - a '  etc. 
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I I , ma giacendo ~, ~' fra i limiti - - V  e + ~ -  ed ,~, ~ fra i limiti 

/ / ~  / /D (i limiti esclusi), deve essere ~ ~ 0 e perb 7, ~ - 2  - e 2f- 2 
l 'identit~ e i due punti coincidono. 

w 2.,) 

Equivalenza dei numori frazionarii in ~. 

Scrivendo an numero frazionario in Q sotto la forma b '  essendo 

a, b in~eri in Q~ intenderemo sempre che esso sia sotto forma irredu- 
cibile~ che cio~ a, b non abbiano un divisor comune realmente esistente 
in Q. Salvo per quei corpi Q nei quali esistono solo ideali principali, 
cib non implica affatto che a,  b siano primifra loro~ ma so]tant'o che 
l'ideale t )massimo comun divisore di a~ b non sia un ideale principale 
n~ ammetta un tale ideale per divisore. Al contrario quindi di quanto 

accade nei corpi pifi semplici~ due frazioni ambedue irreducibili a c b ~ d  

possono essere eguali senza che sia a -~- + c, b = ~ d.**) Ora supposta 
(% c l 'eguaglianza -~ ~ ~d-' sia P l'ideale massimo comun divisore di a, b e Q 

quello di c, d; avremo: 
a--- PA ,  b ~  PB; c~- QC, d ~  QD, 

essendo A, 17, C, 1) coppie di ideali primi fra loro. Da A.D ~ BC, 
essendo A primo con B ,  segue che A divide C come inversamente C 
divide A e perb A - ~ - C  e similmente B ~ D ;  dunque: Gli ideali 
P, Q moltiplicati pel medesimo ideale A danno ideali prineiloali e sono 
quindi fra loro equivalenti. 

a PA 
Inversamente ad ogni frazione irrdducibile ~-~-~- -~  in cui P sia 

l'ideale massimo comun divisore di a ,  b, ore sia Q un ideale qua- 
e OA 

lunque equivalente a / '  possiamo sostituire l'altra eguale-~  ~ - Q B ~  

nella quale il massimo comun divisore del numeratore e del denomi- 

natore ~ l'idea]e Q. 
Ci6 posto~ se diciamo equivalenti rispetto a G due numeri frazionarii 

f a a b '  b" in Q quando siano fra loro legati dalla relazione 

~) Le denominazioni di questo paragrs, fo e dei seguenti sono quello date 
dal Sig r Dedek ind  nella sua Teoria dei humeri interi a~gebrici, come ~ esposta 
nell' Appendice alle lezioni di Dirichlet. 

**) Per es. nel campo (1,iV5) le due frazioni eguali l + i V 5  3 
2 ' l - - i ~  

sono ambedue irreducibili. 
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a" "5 - + ~  

b' ~, _b_ ~_ ~ 

7, una sos~ituzione in G, stabiliamo subito il teorema: 

Se la frazioni a a' ~-, ~- sono equivalenti, gli ideali 1-', t )', the sono 

rispettivamente il massimo comun divisore di a,  b e di a', b', sono 
altres~ equivalenti fra loro. 

a" aa-4- 6b 
Si ha infatti -b~-~---7a_~.c?b , e poich~ ogni ideale che divida si- 

multaneamente a, b divide anche aa 27-fib e 7a Jr-~b,  come inversa- 
mente ogni ideale divisore comune di aa -{- fib, ~a ~ db divide anche 

d(aa  -Jr- fib) -- ~@a 2 r- ~ b ) =  a,  

- -  r(aa + fib) + a(Ta -3 t- 6b) ----- b, 

la propriet'~ enunciaCa risulta da quanto ~ detto superiormente. 0ra 
andiamo a dimostrare inversamente: Se helle due frazioni irreducibili 
a a" e ~-, b---~-gli ideali 1), _P, che per ciascuna frazione rappresentano il 

massimo con~un divisore del numeratore e del denominatore, sono equi- 
valenti, anche le due frazioni sono fra loro equivalenti. 

a" 
Come abbiamo visto, alla frazione ~- possiamo sostituirne un' altra 

eguale per la quale 2 ' ,  venga surrogato da 1 ), sicchb ~ lecito supporre 
senz' altro ~ P ' ~  2 .  Noi dimostreremo allora che le due frazioni 
a a '  
~-, b---~ sono equivalenti ad una medesima terza frazione e quindi 

fra loro. 
(% 

0sserviamo in primo luogo the alla frazione ~- possiamo sostituirne 

uu' altra equivalente a a ~ - ~ b  nella quale il denominatore sia reale. 
7 a-~ tS b 

Basra perci6 prendere p. e. a, fl, 7,  (~ reali assumendo r ,  $ in guisa 
che 7a ~ ~b sia reale, cib che evidentemente ~ sempre possibile. In 
seguito supporremo dunque the sia b reale. 

l+ iV~  Tratteremo distesamente il r di co ~---i//~, l'al~ro caso co~ - - - U -  

per / ) ~  3 (rood. 4) comportando una trattazione del tutto analoga. 

w 
Continuazione. 

L'ideale /), come modulo finito, pub ricondursi ad una base di 
due termini e sia questa [a~, t~], dove dunque t~, t~ 2 sono interi in 
f~ e tutti i humeri in /~ si ottengono dall' espressione taj ~ ua2 
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percorrendo t, u i numeri interi razionali. Sia ora m il pifi 
numero razionale (intero) e positivo in /);  avremo 

dove i humeri 

se avessero un 

339 

piccolo 

m ---  p a  t + q % ,  

razionali interi io, q saranno p r i m i / r a  loro, giaech~, 
m divisor comune d > 1~ anche T < m si troverebbe 

in /). Prendiamo ora due interi (razionali) p', q" che soddisfino alla 
condizione ~ q " - - r ' ~ / ~ - - 1  e i due humeri 

costituiranno una nuova base di /~, falch~ potremo scrivere 

iV m- p'm + + isV ), 
iV-D + is p,* + + is 

dove p~ q, p'~ q' sono nuovamente razionali interj. Queste ci danno 

m ~ q ' s ~  r - ~ - - - ~ ' s ,  ~ m - { - f f r ~ - - - s D ,  r - - q ' s ;  

dalle due prime segue che s divide simultaneamente m, r e perb ogni 

numero in zO~ in parficolare a, b, quindi, essendo ~- irreducibile dovremo 

avere s - -  -~ 1 e senza alterare la generalit~ potremo fare evidentemente 
s ~  1. Cosl le seconde danno 

( l )  r2 + / )  - - -  p m  

per r modo la base d i /~  ~ ricondot~a alla forma Ira, r ~ i / / ~ ]  ore 
r 2 ~ D (rood. m). Idue humeri 

a ~ al "4- ia2 ~/-D, b -~- b 1 

appartenendo a P hanno la forma 

(2) a = h m + a2 (r - ] - i / /D) ,  b = h 'm,  

ore h, h', a~ sono interi razionali. Dimostreremo che si possono trovare 
in ~ quattro interi a, fl ~ 7, ~ tall the si abbia 

(3) a ~--- a ( r + i V ~ )  + t im, b = 7 ( r + i l / ~ )  + ~m 

e inoltre 

(4) a ~ - -  f i r -  1, 

essendo m,  r ,  s interi ordinarii. Ma poichb /~ ~ un ideale, i due 

numeri i ~ / D m ,  i ~ / D ( r  + i s ~ / D )  debbono put trovarsi in xP e si 
avr~ percib 
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dope di che il nostro teorema sar~ prorate risultando con cib a 
b 

equivalente alla frazione r + iVY9 m , che dipende solo dall' ideale P.*) 

8cindendo a, fl, 7, ~ nella lore parte reale ed immaginaria, poniamo 

Per soddisfare le (3) dobbiamo anzi tuito determinare a, }' dalle 
congruenze 

(-, + + -= + 
(rood. m)~ 

(r, + (r + o t 
the si scindono nelle allre 

{ r~l - -  ~ ) ~ _ ~  r a ,  (mod. m) ' { r  
ff~l -~- 9" t~ 2 ~ a 2 

}'1 - -  D T e - -  0 
7~ -+- r }'2 ~ 0 (rood. m). 

In ciascuna di queste coppie di congruenze pub omettersi la prima, 
che, a causa di r 2 - -  D (rood. m), ~ una conseguenza della seconda; 
cosi dobbiamo porte 

(5) a~ ~ a 2 - ry  ~ m x ,  a2 -~- Y, 7, ~-- m t ~  r u ,  ~2 ~ u, 

essendo x, y, t, u interi reali. Dope cib le (3) eve si sostituiscano 
per a, b i valori (2) e per al ,  a2~ }'1, Y2 i valori precedenti danno 

(5*) t 6 1 - ~ - h - - p y - - r x ,  f l 2 ~ - - x ,  ~ l ~ h ' - - 2 u - - r t ,  #2~- - - - t .  

Ora la condizione (4) si scinde nelle due 

offal - -  D%~2 ~ fll}'1 -}- Df12}'2 ~ 1, 
a162-{- a 2 ~ J - - f l ~ } ' 2 ~  f l2} '1~0 ;  

queste sostituendovi i valori (5), (5 ~) si traducono helle due seguenti 
equazioni lineari helle incognite x ,  y,  t, u:  

{ (hm-~-a2r) t  -}- ( a 2 p - - h r ) u -  h ' m x  -{- h ' r y  ~-- h 'a  2 - 1, 

a2 t -}- h u  - -  h 'y  ~ 0 

Se nella prima sos~ituiamo ad h'y il valore tratto dalla seconda~ 

*) I1 punto r - { - iV~ .  ~, per la (1), indice della forma quadratica a deter- m 
minante - -  D:  

mx 2 -  2 r x y - -  iuy~; 
la forma oppos~a 

m x  2 -{- 2 r x y  - -  l~y  ~ 

corrisponde precisamente nel sense di Dedekind (Dirichlet, Zahlentheorie 3. Auf 
.lage w 176) all' ideale P. Queste due forme sono p r i m i t i v e  (di 1 a specie) Cf. ibid. 
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vediamo the restano da determinarsi x, t ,  u in guisa the risulti sod- 
disfatt~ l'equazione 

(6) ( h m ~ 2 a 2 r ) t  2r- a2pu  ~ h ' m x  ~-. h 'a  2 ~ 1 

e insieme la congruenza 

(7) a2t q-  h u  ---= 0 (rood. h'), 

dope di che il teorema sar~ prorate. Considerando anehe la (6) come 
una congruenza rispetto al modulo h', abbiamo il sistema simultaneo 

(8) ( h m q - 2 a 2 r ) t q - a 2 p u ~  l ,  a 2 t q - h u - - = O  (mod. h'), 

che ammette certamente soluzioni se i l  determinante 

h m  q- 2 a 2 r ,  a2p 
a2 , h = h ( h  m q-  2 a2 r) - -  a,, ~p 

primo con h'. Ora si dimostra ton facilii~ the rib avviene necessa- 
riamente per l'ipotesi ammessa the a, b abbiano appunto per massimo 
comun divisore l'ideale /9, onde segue che ogui numero itt /), in 
particolare m ,  si pub porre sotto la forma it a- t - /~b,  essendo it, 
inleri in Q. Dovremo dunque avere per convenienti valori interi reali 
di itt, Z2, ~1, ~2: 

ossia 
( h m q - a 2 r ) i t l  ~ ~a2i t2  -t- h'mt~t ~-  O, 

a:itt  -t- (hmq-a2r)~t2  q- h'ml~2 ~ O. 

Da queste eliminando suceessivamente Z~, it1 e dividendo ogni volta 
per m risultano le altre: 

{ h ( h m ~ 2 a ~ r )  - -  a22p} itt =-= h m  ~ a2r q- h' a, 

(9) { h ( h m q - 2 a 2 r )  - -  a~2P} it2 = ~ a.2 q- h ' r ,  

essendo a, v razionMi interi. Un divisor eomune di h (h m u t- 2 a.~ r) ~ a22/) 
e di h" dividerebbe per le (9) anche a 1 ~ h m  q - a 2 r  e a2, quindi 
anthe a, b centre l'ipotesi. 

Sia era t', u '  una coppia di numeri the soddisfano le (8) e poniamo 

( h m q - 2 a , 2 r ) t '  q-  a2pu '  ~ h'c - -  l ,  a2t' u t- hu" ~-- h'd 

t ~ t ' - - ~ h ' T ,  u - - ~ u ' q - h ' U ;  

allora la (7)~ ideniicamente soddisfatta e la (6), divisa per h', diventa 

( h m q -  2 a 2 r ) T  q-  a2P U - -  m x  - -  a2 - -  c. 

Questa ~ certamente solubile in humeri interi poieh~ i ire humeri 

h m  q- 2 a 2 r ,  a.~p, m 

non hanno un divisor comune. E infaiti essendo m, a 2 primi frn lore 
(perth~ altrimenti per le (2) anthe a, b avrebbero un effet~ivo divisore 
comune) un tale divisore dividerebbe anche m, 2 r ,  1~ mentre come 
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si ~ osservato nella nora superiore, la forma quadratica (m,  r , - - p )  
b primitiva di 1 a specie. 

1 + i V/~ vale una dimostrazione Nel case D ~ 3 (rood. 4), co ~ 

affato simile the baster~ qui accennare. L ' ideale / )  si ridurr~ in questo 

case alla base Ira, r -f-co] essendo r ~ + r -f- D + t .~_ m k, con m, r, k 
4 

razionali interj. Avendosi era 
a = hm  + a2(r+eo) ,  b --~ h' m 

possiamo determinate i quattro interi x, y, t, u dalle equazioni 

{hm + ( 2 r +  l)a2} t - -  a2ku ~ h" m x - - -  h 'a  2 - -  l ,  

a2t -{- hu  - -  h 'y  ~ O 
e ponendo 

{ ; ~ - a 2 - - ( r + l ) y + m x + y r  f l ~ h - - r x - - ~ - k y - - x r  

------ (r+l)u-~-mtJr-ur , d -~- h' - -  r t  + k u - -  tr 

avremo 
a . - ~ - - a ( r + r  ~ m ,  b - - ~ - 7 ( r + e o ) +  ~m,  a r ~ - - f l T ~ -  I , 

a r + co the ~ l'indice della forma quadrafica ciob "5- risulta equivalente a -----g- 

primitiva di 2 8 specie 2rex 2 - -  2 ( 2 r + l ) x y  "4-2ky  ~, a determinante 
- - D  la cui opposta corrisponde all' ideale P. 

Dimostrato cosl il nostro teorema, osserviamo che se ripartiamo 
i numeri frazionarii in • in classi, ponendo nella medesima classe 
tutti e sell quelli the sono equivalenti fra lore, il risultato conseguito 
pub anche enunciarsi cosi: I1 numero ddle classi dei numeri frazionarii 
in ~ eguaglia il numero delle classi deg~i idea~i, cio~ il numero delle 
dassi delle forme quadratiche ~rimitive a determinante - - D  se non 
1) ~ 3 (rood. 4), e invece il numero delle classi dellel forme primitive 
di 2 ~ s~ecie se D ~ 3 (rood. 4). 

w  

Disoontinuit~ impropria del gruppo ~G pei punti del piano ~,~. 

I1 gruppo G, che abbiamo dimostrato essere propriamente discon- 
tinue per i punfi di /~ fuori del piano ~ (w 1), b a l  contrario im- 
2oropriamente discontinue nell' interne di ogni punto del piano 6,/. 
Esso non appartiene quindi alla classe di gruppi immediatamente 
ufilizzabili per la teoria delle funzioni (gruppi automorfi), ma contiene 
bensi infiniti tall sottogruppi (ira i qaali una cIasse soltanto verr~ 
studiata nel presente lavoro.) 

L' enunciata propriet~ segue subito dai risultato dei precedenti w167 
giacch~ ogai porzione comufique piccola del piano ~y confiene infiniti 
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punti indict di numeri frazionarii in ~ e questi appartengono soltanto 
ad un numero finito di classi. 

Ma senza ricorrere al teorema generale del w 2, basra qui al nostro 
scopo riferirci a quella parte del teorema che riguarda I eqmvalenza. 

di due frazioni a c in Q, ore a, b, come c, d. siano primi fra loro. 

Stabiliamo nuovamente l'equivalenza di due tall frazioni perch~ le 
considerazioni relative ci saranno pot utili in seguito. 

Essendo a, b primi fra loro possiamo trovare in Q due interi a, 
tall che sia aft ~ bu ~ 1~ come pure due altri in~eri y, d the soddisfino 

ooo  . ono , e  .o.   ozio i la 

trasporlano quindi rispettivamente il punto z ~ eo in z' " -  -b-'a z' "-~-~"c 

Componendo dunque la seconda sostituzione coll' inversa della prima si 
ottiene la effettiva sostituzione di G: 

- -  b(~ ,  - -  d a  + , 

a c che trasporta ~- in ~-. 

Ora consideriamo in particolare le frazioni della forma r-t-isl/~ p 
ore p sia un numero primo reale di cut - - / )  sia non-residuo quadratico 
ed r~ s due interi arbitrarii non divisibili simultaneamente per 2. 
In queste frazioni il numeratore ~ primo col denominatore perch~ 
r ~  t - / ) s  2 non ~ divisibile per p; esse sono quindi tutte ffa loro 
equivalenti. Ora, secondo il noto teorema di Dirichlet, esistono infiniti 
humeri primi p di questa specie e perb in ogni porzione del piano ~ 

cadono infiniti punti indict di quantit~ della forma ~'-t-isV1) che sono 

tutti fra loro equivalenti. 

w  

Relazione fra i gruppi totali G, G" nei campi 1, 2 ' 

per D ~ 3 (mod. 4). 

Come gi~ abbiamo detto nella prefazione~ il gruppo G di sosti- 
tuzioni li~eari 

(1) + - -  1 ,  

the noi consideriamo nel caso D ~ 3 (rood. 4) ~ quello eompleto, ore 
i coefficien~i pereorrono ~u~ti i possibili numeri interi della forma 

m + n  I+iV.D con m, n razionali in~eri. E chiaro per altro the se 
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nella (1) a, fl, 7, 3 percorrono soltanto gli interi del campo (1, i / / )9) ,  

( 1 q - i l / D )  forma un cos~ dettoordine,. che entre il campo totale 1, ,~ 
t 

avremo altresi un gruppo, che si indicher~ con G,  e sarh contenuto 
in G come sottogruppo. Dimostreremo che G '  b sottogruppo d'indi'ce 
finite in G ;  ne segue che, appena determinate il poliedro fondamen- 
tale per G,  conosceremo altresi quello di G'. Baster~ quindi limitarsi 
alia ricerca del primo poliedro, che sar~ in ogni caso pi~ semplice. 
La condizione perchb un numero intero in ~ appartenga all' ordine 
(1, i / /D)  si pub esprimere con una congruenza rispetto al modulo 2, 
essendo per cib necessario e ~ufficiente che il detto numero risulii 
congruo (rood. 2) con un numero reale. G '  b adunque sottogruppo 
congruenziale di G, caratterizzato da el6 che le sue sostituzioni sono 
congrue (rood. 2) con una sostituzioue dei sei tipi seguenti: 

o)(o (o lo) 
Ne segue che se valutiamo il numero 2~ di sostituzioni in G incongrue 
(rood. 2), l'indiee del sottogruppo G'  di G sar~ precisamente eguale a 

__NN Il numero N risulta diverse secondo che 6 
a) J g ~ 3 ( m o d .  8), o b) / )==7( rood .  8), 

casi che tratteremo quindi separatamente.*) Osserviamo che in ogni 
case i quattro humeri 0~ 1, co, 1 + co formano un sistema complete 
di resti (rood. 2). 

Case a) D ~ 3 (rood. 8). Avendosi 

(2) { z ) + l  0 

sussiste qui la congruenza c o ~  co + 1 (rood. 2) e la congruenza 

fix ~- ~,(mod. 2) 
per" i valori ~, ~ ,  1 + co di /~ e un valore arbitrario di 7 ammette 
ogni volta una sola soluzione. 

0ra le sostituzioni di 6~ essendo assoggettate (rood. 2 ) a l r  unica 
condizione a ~ ~ f17 ~ 1 (rood. 2) ne risulta the per quelle di esse 
in cui ~ ~ 0 (rood. 2), a pub assumere 4 valori incongrui e ~ 3, la 
coppia scelta per a,  fl individuando ciascuna volta ~,. Abbiamo dun- 
que in G: 

4 X 3  ~- 12 sostituzioni incongrue con ~-~-0 (rood. 2). 

*) L'ultima ragione di questa differenza sta in cib the nel primo caso il 

un numero primo nel c~tmpo (l- 1-~-i~/'D)-- mentre numero 2 ~ nel secondo 
' 2 

case b scindile in fattori (ideali). 
\ / 
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Se non ~ ~ ~ 0 (rood. 2), possono sl /~ che ~ assumere 4 valori 
incongrui e dai valori scelti per fl, ~,, ~ risulta individuato a; vi sono 
quindi in G: 4 X 4 X 3 ~ 48 sostRuzioni incongrue con d ~ 1, co, 
1 ~ co (rood. 2) .  

E poich~ G, come ora si dimostrer~, contiene effettivamente sosti- 
cuzioni di tutti  questi caratteri (rood. 2) si vede che il numero N cer 
taro ~ eguale a 60 se D ~ 3  (mod. 8). 

Fra queste 60 sostituzioni scegliamo le due 

__ (: 1+ 0 o), (t o)  
osservando che G contiene certamente sostituzioni di questi caratteri 
(rood. 2). Per la 2 ~ ~ evidente e per la sostituzione A basra sostituirvi 
l 'altra congrua (rood. 2) esistente in G: ( 1::) 3 6o S ' se D - - 3  (rood. 16), 

--3C0 
ovvero ( 1::) co - s ' se D ~ 11 (rood. ] 6 ) .  

La sostituzione A ,  considerata (rood. 2), ~ a periodo 5 e la B a 
periodo 2 men,re la loro combinazione 

ha il periodo 3. Pel noto teorema del Sig r Dyck il gruppo generato 
da A,  B consta "effettivamente di 60 sostRuzioni ed, astrattamente 
considerato, coincide col gruppo dell' icosaedro. 

Nel caso attuale adunque: G' ~ sotto gruppo d'indice 10 in G ed 
ha in G la rnedesima giacitura che il grup~o diedrale d~ 6 sostitu~ioni 
nel gruppo dell' icosaedro. Si osserver~ che nello stesso tempo 
riconosciamo in G l'esistenza di altri sottogruppi d'indiee finito corri- 
spondenti ai varii sottogruppi dell' icosaedro. 

Caso b) D ~-~ 7 (rnod. 8). In forza della (2) sussistono qui le 

congruenze: 
~ 2 - ~ t o ,  (co3 c- l)2~---eo-1 t - l ,  a ~ ( ~ + l ) = 0  (rood. 2), 

onde si rileva facilmente che la congruenza 

x y  ~-: k(mod. 2) 

ammette 9 soluzioni diverse per k ~ 0, 3 soluzioni per k ~ to o 
k ~-- co -~- 1, ed una soltanto par k ---~ 1. Dopo di cib si vede subito 
che il numero _N delle possibili sostituzioni di G incongrue (rood. 2) 

dato da .h r ---~ 36. 
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Fra di esse consideriamo particolarmente le due 

a periodo 3 ciascuna e permutabili fra loro che generano quindi un 
gruppo ['9 colle 9 sos~iiuzioni seguenti 

co co co-+-] 
(~: 10 ) (10 I ) ( ~  (!))(0+11 1 ) ( 1  coz F-i) (co--[- 1 1 ) 

(v I 1) (co 1 ~ + 1) (co--t-1 ~) 
. o +  o o 

Scriviamo esplicitamenfe le altre 27 sostituzioni ordinandole nel noto 
modo rispetto alla sostiluzioni di F~: 

(~: } ) ( I :  10 ) (0:01 ) (~: t o + l ) ( c o - [ - 1 ,  1 1)(co 1 , ?J 
o o , o +  * ,  

(a "4"1 1,,co_[_co 1) (co c~ 1: ~) (1/  co q-1 1) 

1 1 ) (  + (~): co-{-1 1)(eo-+-i 1,, ~ ) ( ~ :  ~})(0: 1 ) ( 1 :  co+ co 1 :1  O) 

~ ) (  ~ ~ 1 7 6  I) 1, toq-1 ~q-1 ,  to to , 

(~): ~) (7: e~ Jr-1 1) (co --~1 1: ~) ( l l r a  -~-to 1) (co -I-to 1,,to.+_ca 1) 

co , 1 1)(co l , 1 ) ( 1  01) (eo--}-l, l)(01: r.o--]-- --]-1, " 
Queste 36 sostituzioni, considerate (rood. 2), formano un gruppo nel 
quale [-9 ~ contenuto quale sottogruppo eccezionale d'indice 4. Resta 
a verificarsi che G contiene effettivamente sostituzioni di tutti questi 
caratteri (rood. 2), per il che~ esaminando il quadro superiore, vediamo 
che basra riscontrare in G l'esistenza di una soslituzione congrua 
(rood. 2) con 1 , ; questa si trova immediameate nella sosti- 

~uzione (co-+-1, 2to / ) + 5 )  . Possiamo ora enunciare il risultato 
1 , co 

finale: 
17 sottogruppo G" di G ha l'indice 10 o 6 secondo che D ~ 3 o 

19 ~ 7 (rood. 8). 
Osservazione. In modo del tutto analogo a quello tenuto nel 

presente paragrafo per lo studio del sottogruppo G' di G, si pub 
procedere alla ricerca di quei sottogruppi G 1 di G, nei quali a,/~, 7, ~ 
percorrono soltanto gli interi di un determinato ordine [1, k co], essendo 
k un numero fisso razionale in~ero. In ogni caso G1, come sottogruppo 
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congrnenziale di G ha indice finito. Per tal modo ad esempio il caso 

in cui a, fl, 7, ~ percorrono gli interi della forma m q - i n l / D ,  ore D 
a~nmetta fattori quadrati si riconduce a quello da noi esclusivamente 
considerato in cui D ~ privo di tali fattori. 

w  

Doppio ampliamento del gruppo --  Riflessioni. 

Fine adora abbiamo considerate nel corpo quadra~ico ~ soltanto 
quelle sostituzioni 

(1) = 

con coefficienti interi il cui determinante ~ eguale a -b 1; ma 
chiaro che otteniamo un gruppo pi~ ampio r, se esigiamo soltaato 
che a S - - f i r  sia un' unit& Eccettuati i casi D - - - - l ,  D - - 3  nei 
quali vi sono rispettivamente 4 e 6 unitg, abbiamo in effetto le due 
sole unitg -4-1 e perb G ~ sottogruppo eccezionale d'indice 2 in F. 
Se riflet{iamo poi che le sostituzioni (1) non sono alterate quando si 
moltiplichino i quattro coefficienti per un medesimo fattore e per 
questo prendiamo un' unitg, vediamo che lo stesso accade per D ~--- 1, 
D -~- 3. I1 gruppo F formato da tutte le sostituzioni (1) con 

(2) . a  - Cr  = • 1 ,  

condizione questa che nel caso J ) =  1 si sostituirg coll' altra 

a ~ - - ~ 6  7 = - + - 1  o a~ --  fir ----- _~ i ,  

sar~ indicato nel seguito con 

I "(iy~) o I "v---g--] per D - - 3  (rood. 4) 

ed anche talora pifi brevemente con P ' ) e d  ~ di questo gruppo che 
particolarmente ci occuperemo. 

Procediamo ora ad un secondo ampliamento di I'(~) ben pifi im- 
portante pel nostro scopo, all' amplia~nento per riflessione (Erweiterung 
durch Spiegelung). Consideriamo perci5 insieme alle sosti~uzioni 
]ineari dirette (o di 1 �9 specie) sulla variabile z le altre 

(3) ~, = ~*o + 
~,Zo+8 ' 

Z 0 essendo la coniugata di z, sostituzioni che diremo di 2 ~ s2ecie. Le 
formole per la relativa trasformazione dello spazio si ottengono da 
quelle di Poincar6 ((2) w 1) semplicemente scambiandovi z con z 0. 
Riguardando il mezzo spazio /~ come immagine (conforme) dello spazio 
a curvatura costante negativa, le prime trasformazioni rappresentano 
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un puro movimento e le seconde invece un tale movimento combinato 
con una riflessione o simmetria rispetto ad un piano. 

Se nella (2), (3) immaginiam~he ~, fl, y, 8 percorrano tutti gli 
interi in Q che soddisfano alla co'ndizione a 8 -  fly ~ +.  1 (o alle 
altre a S - -  /5~,~--4- 1, a S - - f l T = _ + . i  per D = I )  otterremo un 
gruppo the indicheremo con 

(l+~V~ 
r(iV~), r ~ '  o ~(~), 

nel quale V(~') ~ evidentemente contenuto come sottogruppo eccezionale 
d'indice 2. 

Per la determinazione del poIiedro fondamentale dei gruppi F(~) 
e i "(~~ ha singolare importanza la ricerca di quelle sostituzioni di 2 �9 

specie in ~(o,), che sono a periodo 2 cio~ coincidono" colla propria 
inversa. Queste sostituzioni si diranno riflessioni (Spiegelungen). Gli 
eleme,ti per questa determinazione si trovano gi~ sviluppati da Fricke 
nel cilato libro di Klein (pa 196 S. S)~ al quale qu ic i  riferiremo. 

L'inversa della sostituzione di 2 ~ specie 

z ' ~ - -  a z o + ~  ~ z'--~-  - - ~ o Z o + 3 o  
Zo + ~ 70 Zo - ao 

e perch~ ie due sostituzioni coincidano occorre the si abbia: 

- -  8 o = k ~ ,  ~o - ~  k ~ ,  ~'o = k r ,  - -  Uo - ~  k ~  

dove k ~ un fattore di proporzionalit~. Lasciando per un momento da 
parte il caso D ----- l sar~ ~ 8 --/5 ~, = ao 8o --/5o ~0 ----- ~+. 1, onde risulta 
k 2--- 1, k = +___ 1. Si presenter'~ dunque uno dei due cast seguenli 

10 - - 8  o - - u ,  /5o----- /5, 7o----" ~, - - a  o - - - 8 ,  
20 C o = e ,  / 5 0 = - - / 5 ,  7 o = - - r ,  a o = 8 .  

Scilldendo ciascun coefficiente nella sua parte reale ed immaginaria 

troviamo in F(~), quando non ~ D ~_: 3 (rood. 4), i due tipi seguenti di 
riflessioni 

Tipo I: 

Tipo II: 

Z" ~ (at "4- iazFD) zu + bt 

C, Zo- (a,-- ia , / /~)  ' 

ict~/1)Zo + (ai-- iaiV.D) ' 

dove al ,  a2, b l ,  cl sono interi reali che debbono corrispondentemente 
soddisfare, alla condizione: 

I*) al 2 + Da2  ~ 2 7 b lc  1 ~ - 4 -  1,  

II*) at 2 27 D a2 2 27 D b t c t -~  +___ 1 

secondo che si tratta del tipo I o del tipo II. 
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Similmente procedendo per D ~ 3 (rood. 4), troviamo in V\ - - - / - /  
le riflessioni dei due tipi: 

Tipo III: z' ---- 

Tipo IV: z ' - ~  

1 --J-- i V.D ) 

CtZo-- at-4-a~ 2 

ore a~, a~, b~, c~ sono interi reali assoggettati alle rispettive condizioni: 

III *) 
IV*) 

(2 a~ z[_ a~)~ _it_ D a~ ~ -Jr- 4b~ c~ ~ -4- 4, 

(2a~ ~ a:) ~ .Jr- D a ~  ~ 4Db~c~ ~ -4- 4. 

Se D - -  1, la condizione a # -  ~ ,  ~ ~_ 1 dovendo essere surrogata 
dalle altre a d - -  ~ ,  - -  -4- 1, a d - -  ~ ~ ---- -4- i, i risultati sono leg- 
giermente diversi. Per a d - -  16 ~ ~ ~ 1 troviamo angora k ~ -4- 1 ma 
qui il doppio segno di k non porta differenza alcuna perch~ col mol~i- 
plicare simultaneamente a, 16, ~, ~ per i si passa dall' un segno di k 
all' altro. Per a d - - 1 6 ~ - 4 - i  si ha invece k ~ - - - 1 ,  k ~ - 4 - i ,  
dove nuovamente possiamo ~rascurare il doppio segno di k. Cosi 
troviamo in ~(o le riflessioni dei due tipi 

Tipo A: z'---- 

Tipo B: z'---- 

(ai "4- i a~) zo Jr- bl 
ctzo - -  (ai - -  ia2) ' 

(at "4-ia~) Zo "Jr" (1 --i)b I 
(1 - -  i) ct zo -Jr- a~ -Jr- i at 

al 2 ~ a2 2 --Jr- blcl  --- -4- 1, 

a~ 2 A- a2 2 "4- 2 bl cl = -4- 1. 

w  

Sfere di rfltessione propria ed impropria. 

Calcoliamo ora le trasformazioni dello spazio B corrispondenti 

alle sos~i~uzioni di 2 a specie a periodo 2 trovate in V(~). Usiamo per 
cib delle formole (2) w 1 helle quali, come gi& superiormente ~ stato 
avver~ito, deve a questo ogge~o scambiarsi z ton ~0. 

Consideriamo dapprima il caso in cui sia c 1 ~-- 0~ ore evidentemente 
helle I*) ,  I[*),  l I I*) ,  IV*) pub valere soltanto il segno superiore. 

Se si tratta del gruppo I'(~V ~) per D > 1 o del gruppo ~(,__.~Y~)"'" " , per 
/ )  > 3~ avremo manifestamenfe 

al ~ •  1, a2--=0 
Math~matl~c, he Annalen, XIAI. ~3 
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restando b~ arbi~rario e per le relative formole di trasformazione 
troviamo 

~' ~ + b ~ ,  n, ~.__  ~'.-._ ~ ' ~  

~'--~, n ' = - n + ~ , V D ,  ~'----~ 

pel tipo I) o III), 

pel tipo II) o IV). 

Queste rappresentano una simmetria o riflessione sul piano 

(1) 2 ~ = b , ,  2 ~ = b , V ~ .  

Pereorrendo b~ ~utti i humeri razionali in~eri le (1) ei danno ~u~ti i 
piani di riflessione. Perb nel caso 
riflessione (1) gli al~ri 

(2) ~ - ~ = b~, 

e nel caso .D = 3 

D ~ 1 abbiamo oltre i piani di 

1 
(3) + i  + ~ V ~ +  ~b,-----o, 1 +__ iV3+ ~ + zb,  V~=o, 

come subito si rileva dalle formole de] precedence paragrafo. 
Supponendo ora e~ diverso da zero e considerando dapprima il r 

in cui nel 20 membro delle I*), II*), III*), IV*)del  w 6 vale il segno 
superiore, dalle formole (2) del w 1 troviamo i risultati seguenti. La 
sostituzione del tipo I) 

z" (a, + ia, V~) Zo + b, 
= C i Z o - - ( a , - - i a 2 r ) D  ) ' it12 -{- Da~: + blc 1 -~ 1 

produce la trasformazione dello spazio data dalle formole: 

ai 1 ~ at 
r 

c i /  el -4- ~ 

Ct ~ el---- ~ 

a,1/ ~ 
cl 

(, c~ / '4-  

~ /  c, / + 

Come si vede, questa bun '  inversione per raggi vet~ori reciproci rispe~to 
alla sfera: 

(0 ), c, -4- (~ ~ Y~ ~2 

Tale inversione si dir~ anche una riflessione su questa sfera the prender~ 
il nome di sf~ra di riflessione. Similmente si vedr~ ehe le sostituzioni 
dei ~ipi II), lII), IV) w 6 corrispondono a riflessioni suIIe rispe~tive sfere 
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( ) e, -3t-- r ~t- a~ 2 
Dct~ 

~+ ~ +~;~ 
2el ~ ~ CtZ 

a , )2  ( 2ai-4-a,~2 1 
~, + ~ + ~V-~ ] + ~ = - ~  

Riepiloghiamo 
seguito 

Tipo I) 

Tipo ]I) 

i risultati in un quadro a cui dovremo ricorrere in 

Sosti~uzione 

Sfera di riflessione 

Sostituzione z'-~- 

~, ~ (at + ia,}Z'~) Zo + b, 

(A) at ~ 2 c-/)%2 

(a, + ia, l/'~) Zo + ibtVD 

Sfera di riflessione 

1 + ~ 2 _  ; 

ic, V~ ~ + (a~- ia, g~) ' 
(B) at 2 + / ) a 2 2 + D b  1c t = l ,  

( ~ )  ( a, ) ' + ~  2 1 ~_ ~+ ~-t---F- ~ = ~ , ;  

O 

t , ._ , .  

lil 

Tipo ]II) 

Tipo IV) 

Sostituzione z ' =  

Sfera di riflessione 

aj + a~ 2 Zo + bi 

ClZO-- a t-{-a~ 2 

(C) (2at+a.2)2+Da22--~  - 4btct----- 1, 

~+iV~  ) ai + a2 zo "4- i bl VD 
Sos~ituzione z'----- ( ' 

ic, Y~Zo + a, + a~ 

(D) (2 a I + a2) 2 --~ D a22 + 4/)  b I c 1 ~ 1, 
a~ 2 

Sfera di riflessione (~--g'~l) + ( ~'l-eat-t-a~'~2"l" 

Per ottenere tutte le sfere di riflessione basra far percorrere nelle 
formole precedenti ad a , ,  a2, c I 
alle congruenze rispettive 

al 2 + 1)a22 ~ 1 (rood. cj), 
(2 a I + a2) 2 + D a22-~-4 (rood. 4 cl) , 

In fine nel caso / ) ~  1 

tutti gli interi reali the soddisfano 

at 2 + Da22--~- 1 (rood. D c t ) ,  

(2a l+  a2)~-4- Da22-~4 (mod. 4 / )  ct). 

abbiamo i risuliati seguen~i: 
23* 
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U 

, (at + ia , )  zo + bt 
Sosiifazione z ~ c~zo - -  ( a l  - -  ia2) ' 

Tipo A) al 2 -f- a2 2 -f- bl cl --- 1, 

Sostituzione z" == (a~ + ia~) ~o + (l -- i) b~ 
(1 ~ i) ct Zo + (ai "4- ia i )  ' 

Tipo B) a~ 2 + a~ 2 + 2 b~ c~ -~- 1, 

Sfera di riflessione @. a'---as a'nt--a'~@" ~--" 1 2e~ / - -  2c~ ~ - -  2ct ~' 

Consideriamo ora quelle sostituzioni di 2 ~ specie a periodo 2, the 
corrispondono nelle formole (A), (B), (C), (D) de1 quadro superiore 
ad un cangiamento di segno nel 2 o membro. Per la trasformazione 
dello spazio corrispondenh~ ad esempio ad una tale sosf, ituzione del 
tipo I) troviamo: 

a t 1 
c I r ~ 

e! 
(~ at )2nt" (U a.~/~ ) 2 

- c--~ c, + ~ 

]~ chiaro che q u e s t a  trasformazione  consiste  in  una  riflessione 
sul la sfera (~ a, ) '+  ( a,V~) 2 
congiunta con una rotazione di ~ at~orno a quel diame~ro delia sfera 
che ~ perpendicolare al piano ~ .  Diremo questo diametro asse della 
sfera, la sostituzione si chiamer~ una riflessione impropria e la sfera 
s~essa sfera di riflessio~e im~ropria. Analogamen~e procedendo per 
gli al~ri casi si vede che le formole riunite nei quadri superiori ci 
danno tutte le sfere di riflessione im2ropria, quando alle condizioni 
(A), (B), (C), (D) si sostituiscano quelle che ne risullano cangiando 
il sel~no del 20 membro. 

E da notarsi che una sfera pub figurare simultaneamen~e come 
sfera di riflessione propria ed impropria. Cib accade per tutte e sole 

I 
le sfere dei tipi I) o III) diraggio eguale ad 1 o a-ft.  La combi- 
nazione delle due ritlessioni propria ed impropria d~ allora una rolazione di 
ar162 all' asse della sfera ciob una sos~ituzione ellittica a periodo, 2 in F (~). 

, _ a . V ~  __-- 1 n c, 

( a');( ) ci c'~ ~ c[ 2 a~V~ 2 
c~ 
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~8. 
Periodioit~ delle sostituzioni in F(~). 

Le sostituzioni lineari 
a z  --~- b 
cz~-d  

si dividono, come ~ note, inquattro classi cio~: ellittiche, paraboliche, 
iperboliche e lossodromiche*). Supposto ridotto, come sernpre ~ pos- 
sibile, il determinante a d -  be eguale all' unit~, la natura della 
sostituzione dipende dalla somma a -]- d del ~o e 4 0 coefficiente. Se 
a ~ d ~ reale, essa ~ ellittica, parabolica od iperbolica secondo che 

(a + < 4, (a + 4, (a + > 4; 
quando a ~ d non ~ reale la sostituzione ~ lossodromica. 

Per Io studio del nostro gruppo r (~) ci iateressa specialmente di 
conoscere le sostituzioni ellittiche in F( ~J ed il lore periodo, che 
neeessariamente finite, il gruppo essendo propriamente discontinue. 
I1 periodo della sostituzione si deduce dal valore del moltiplicatore 

k---- 
4 - - ;  

per le sostituzioni ellittiche di un gruppo propriamente discontinue 
esso ~ eguale ad una radice n m~ dell' unit~ e il corrispondente periodo 

aUora -~-n. Ricordiamo inoltre che nella trasformazione dello spazio 
dovuta ad una sostituzione ellittica rimangono fissi tutti i punti di un 
circolo (o retta) ortogonale al piano ~/**). 

Supposto 1) > 1 si hanno in F(~) due sorta di sostituzioni, quelle 
a determinante -]-1 e quelle a de~erminante - - 1 .  Le prime sono 
ellittiehe se a - J - d ~ - - 0  o a - ~ - d ~ _ _ ~ l  ed hanno per rispettivo 
moltiplicatore 

esse sono quindi a periodo 2 o 3, qualunque sia /). 

Una sostituzione ~ ' =  ,~z + ~ di ['(~) a determinante - - 1  si ri- v z + ~  
duce a determinante -{- 1 moltiplicando i suet quattro coefficienti per i; 
essa sar~ dunque ellittica se i (a  -{- d) ~ reale ed il sue modulo ~ ~ 2. 

Sar~ dunque a -~- # ~--- in~/D con n razionale intero e la condizione 
Dn:  < 4 porta subito, per JO ~> 3, ~ ~ 0 e perb a -{-- ~ ~--- 0. Queste 
nuove sostituzioni ellittiche sono a periodo 2; dunque: ~el gruppo ['(~), 
alx)ena 1) > 3, esistono so~tanto sostituzioni ellittiche cot periodi 2 e 3. 

Net cast esclusi 1 ) ~  1, 1)~---2, 1 ) - - - 3 ,  considerando dapprima 
i due ultimi, sono possibili sostituzioni ellittiche di periodo diverse da 

*) Cf. K l e i n ,  Vorles.ungen etc. pag. 163 s.s. e P o i n c a r ~ ,  Acta Mathe- 
matica Bd. 3. 

**) Nello spazio non-euclideo essa ~ una pura rotazione. 
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2, 3 solo fra quelle di determinante - - 1 .  [tiprendendo la conside. 
razione superiore, alla condizione Dn2-----4, oltre che con n ~---0, si 
soddisfa anche con n- - - - -~  1 e corrispondentemente risulta 

k - - - + i  per D-----2, k - -  1+_il/~ per 1 ) - - 3  
2 

ed abbiamo quindi per / )  ~ 2 delle sostituzioni ellittiche a periodo 4, 
per ]9 ~ 3 delle sostRuzioni a periodo 3 e 6. 

In fine se D ~ 1 troviamo delle nuove sostRuzioni ellRtiche solo 
fra quelle a determinante a#  - - / ~  - -  + i e possiamo senz' altro 
supporre a 6 -  fl~---i. Per ridurre il determinante + 1 basta 
allora moRiplicare i quattro coefilcienti per 1- - i  //~ e, dovendo essere 
per le sostituzioni cereate 

+ (m + in) 

reale, sar~ n ~ - m  quindi 

(. + 

e la corrispondente condizione 2m2< 4 si soddisfa, oltre che con 
m ~ 0, anche con m ~ - + - 1 .  Le relative sostituzioni in I'(O sono a 
periodo 4. Ci saranno poi utili anche le osservazioni seguenti che 
riguardano le sostituzioni paraboliche in I '{% Una tale sostRuzione 
lascia invariato un solo punto del piano ~y che b indice di un numero 

a 
frazionario in I'(% Inversamente ogni tale punto z 0 ~ ~ punto 

fisso di infinite sostituzioni paraboliche in i'{~); queste hanno la forma 

( l + ? b '  - - ? ( b ! ~  ove~,percor re tu t t ig l i in te r i inQcherendono 

a a ~ a 
7 ~-, ?-~-  interj. I1 sottogruppo di I'(~ che lascia fisso il punto ~- 

consta di tutte e sole queste sosti~uzioni a determinante + 1 combinate 
con una sostituzione ellittica a determinante - - 1  e a periodo 2. l 
numeri 7 formano manifeslamente un ideale riconducibile ad una base 
binaria e perb bastano due sostituzioni paraboliche elementari per 
generare tutte quelle del sottogruppo descrRto. Fra le sostRuzioni 
paraboliche osserviamo quelle che ]asciano fisso il pun~o $ ~---oo i esse 
hanno la tbrma 

e se ad esse si associano le sostRuzioni della forma 

the sono ellRtiche a periodo 2 si ha il gruppo di tu~te le sostituzioni 
di F(~) the lasciano invariato z ~ oo. Da quanto abbiamo visto ai 

a 
w167 2~ 3 risuRa the per ogni punto zo ~ - W  indice di un numero fra- 
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zionario in l) con a, b primi fra Ioro il gruppo delle sostituzioni the 
Io lasciano fermo consta egualmente di sostituzioni paraboliche e di 
sostituzioni ellittithe a periodo 2 ed ~ affine al gruppo sopra deseritto. 
Lo siesso risulta per qualsiasi numero frazionario in ~, da quan~o 
detto superiorment;e. 

w  

Angoli sotto cui s'intorsooano le sfere di riflessione. 

In questo paragrafo per sfere di riflessione s'intenderanno quelle 
di riflessione ~ropria sol~an~o; supporremo inol~re D > 3 no~ando 
semplicemente i risultati speciali per D ~ 1,2,  3. Per angolo A di 
due sfere fisseremo di considerare quello che vien formate nella regione 
interna ad ambedue le sfere, per cui s e d  ~ la distanza dei centri ed 

t r~ r ,  sono i raggi si avr~ 

(4 )  - -  + + 2r r"  cos A. 

Quando due sfere di riflessione s'ineontrano, la sostituzione di 1 ~ 
specie the nasce dalla combinazione delle due riflessioni b ellit~iea o 
parabolica secondo the le due sfere si tagliano effettivamente oppure 
si toccano. Siccome le sostituzioni elli~tiche in I'(~), per D > 3, sono 
soltanto a periodo 2 o 3 ne segue the l'angolo A sot~o cui si 
tagliano due sfere di riflessione potr~ soltanto avere uno dei tre valori 

.~ ~ 0ib vogliamo qui confermare con un caltolo diret~o 
2 ~ 3 ~ 3 " 

sulle formole del w 7. 
Prendiamo due sfere di riflessione appartenen~i amb~due al ~ipo I) 

del w 7 e siano 
(6 a~)~ ( a 'VD)  ~ 

c, + c, + r  . C t  ~ 

le lore equazioni essendo a~, a2, b~, ct; aj, ~2, fl~, Yt humeri razio- 
nail interi che soddisfano alle tondizioni 

(2) at2 + Da2e ..{- bl c I _~_ 1, al 2 + D a2~ + flt Tt = 1, 
eve supporremo c~, 7~ positivi, come evidentemenle ~ leeito. Se le 
due sfere s'incontrano, per l'angolo A di lore iniersezione risulta 
dalla (1) 

ovvero, per le (2) 
1 {2a, at + 2Da~a2 + b~t  + ~ c , } .  cos A ~ - -  

La quantitY, fra parentesi essendo un numero intero, troviamo 
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possibili per cos A soltanto invalori cos A ~ O, cos A ~ ~ 1, 
1 

c o s A - - - ~ - ~  e per6 

A ~ - ~ - ;  A----0,  u; A ~ -  3 ,  ~ - .  

La combinazione delle due riflessioni 

~ ' ~  (a~+ia~V~)z~ z ' ~  (~J+i~2V~)z"+~t 

d~ la sostituzione di 1 a specie a determinante -lt=l �9 ( r  ~) dove 
�9 - Y ~  

. r  

a ----~ at a I -[- D a2 a 2 ~ bl rl -J- i ~ / ~  (a2 % ~ al a2) , 

r "~ clal  - -  air1 + i~/--D(a2rl - -  c l ,2 ) ,  

~ - ' a l a l  "-[- -Da~a2 W clfll --  i ~ / ~ ( a 2 a ,  - -  ala2), 

questa b ellittica a periodo 9 se 

2 al al --[- 2.D a2 a 2 2 V b~ 71 2 V cl fl 1 ~ O~ cos 21 ~ 0 

ellittica a periodo 3 se 
1 

2 a l a i  W 2-Da2a2 -[- biT1 "J- Clfll ~ ~ i, cos A ~ Q- ~, 
parabolica se 

2aja j  ~ 2 D a 2 a  ~ ~ b17 l ~ clfl 1 ~  --[- 2, c o s A ~ l  
ed iperbolica negli altri casi (se le due sfere non s'incontrano). 

Se le due sfere di riflessione si toccano b chiaro che nello stesso 
punto del piano ~y si toccano infinite sfere di riflessione. Se si in- 
contrano ortogonalmente, non pub pel loro circolo comune C passare 
alcun' altra sfera di riflessione, altrimenti questa sfera appar~errebbe 
al medesimo tipo I), come ora vedremo e taglierebbe le preceden~i 

sotto l'angolo -~- o - - ~  avremmo quindi due sostituzioni ellittiche l'una 

a periodo 2 l'altra a periodo 3 che ]ascierebbero ambedue fissi i punti 
del cerchio C; la loro combinazione darebbe luogo ad una sostituzione 
ellittica a periodo 6, che nel nostro gruppo i'(~) per D ~ 3 b impos- 

sibile (w 8). Se le due sfere si tagliano secondo un angolo di ~- o 

3--~-~ facendo subire ad una delle due sfere una riflessione sull' al~ra, 
8 ' 

si ottiene una terza sfera di riflessione che passa pel loro circo]o 
comune. In questo caso si ha 

e per l'equazione di questa terza sfera si ottiene facilmente 
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Come caso limite se c~ ~ 71~ valendo i segai superiori, la terza 
sfera si riduce al piano (di riflessione) che con~iene il circolo comune 
alle altre due. D'aitronde risulta subito dalle considerazioni superiori 
che oltre queste ire sfere non vi ha alcun' altra sfera di riflessione 
che appartenga allo stesso fascio. 

Risuliati perfettamente simili si oilerrebbero per due sfere appar- 
~enenti simultaneamenr al tipo II), III) o IV) w 7. 

Consideriamo ora due sfere di riflessione di tipo diverso p. e. dei 
tipi I), II) w 7 e siano 

( a~)~ ( a~V~) ~" 

le loro equazioni essendo af, a2, bl, ci; a~, ~2, ill, ~l numeri interi 
the soddisfano le condizioni: 

a~ 2 -Jr 1)a2 ~ Jr b~c I ~ 1, %~ Jr- .Da~ ~ + D[J~71 ----- 1. 
Per l'angolo A sotto cui si tagliano troviamo dalla (I) avendo 

riguardo alle preceden~i 

cos A = Yi)" {2a1% -Jr 2a2ai + bjT~ + clflj}. 
2 

La quantit~ fra parentesi essendo un numero intero ed avendosi 
lg  

"/) > 3 ne risulta necessariamente cos A = 0, A ~ "E'" Corrispon- 

dentemente la sosti~uzione di 1 ~ specie (a determinante ~ 1), composta 
delle due riflessioni, ~ ellit~ica a periodo 2. 

Riassumendo abbiamo: Se due sfere di riflessione dd medesimo 
ti~o s'incontrano, esse si tagliano sotto un angoZo retto op~ure eguale a ~ 

3 
2re (o --~),  ovvero si toccano. :Per due sfere di riflessione di diverso ti,~o 

l'incontro non pu~ avvenire che ortogona~raente. 
Nei casi esclusi D-----1, 2~ 3 si vedr~ facilmenie the oltre agli 

indicati valori per l'angolo A si presenta anche il valore -~-per  
:g 

.D ~ - 1 ,  2 e il valore y per / ) =  3 (Cf. w 7). 

w 10. 

Generalit~ sulla ricerca del poliedro fondamentale per r~). 

Consideriamo l'insieme di ~u~i i piani e di ~u~e le sfere di ri- 
fies~ione e in par~icolare le loro traccie (retie e circoli) sul piano ~ .  
]~ facile vedere che qualsiasi porzione di questo piano, per quan~o 
9iccola, ~ sempre a~raversata da sfere di riflessione. E infat~i in questa 
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area giacciono infiniti pant i  equivalenti al punto z ~--c~ cio~, pun?~i 

----- -6- indici di numeri frazionarii in Q con a,  b primi fra loro (w 4). 

Or~ come pel punto z ~---~-c~ passano le due sei:ie di piani di rifles- 
sione (w 7) 

I 

eve b, b un numero intero razionale qualunque cosl per ogni tale 
a 

punto z ~ passano due serie di sfere di riflessione, appartenenti 

a duo diversi tipi, rispettivamente fra loro tangenti ed ortogonali nel 
punto ~; ~ali sfere si ottengono trasformando i det~i piani per mezzo 

di una sostituzione che trasporti z = o~ in z = ~ - .  Cosl p .e .  pel 

punto z-~-0 passano le due serie di sfere di riflessione dei tipi I)~ II) w 7: 

essBndo e I un intero arbitrario. 
Per quei valori di D ,  r noi considereremo, avviene che questi 

eireoli e rette di riflessione ricoprono interamente il piano ~r~ e ci 
sar~ ogni volta possibile limitare con un numero finito di piani e sfere 
di riflessione un poliedro 2 ~ n~ll' inferno del quale non penetri pit~ 
aleuna sfera (o piano) di riflessione. Gli~ngoli diedri di questo poliedro, 
traseurando i tasi D----- 1, 2, 3, saranno o angoli retti o angoli di 

ampiezza = T '  poich~ s e a d  uno spigolo si trovasse un angolo eguale 
2~ a --~-, la ~erza sfera di riflessione the passa per questo spigolo (w 9) 

penegrerebbe nell' interne del poliedro. Gl~angoli di /~ essendo sotto- 
multipli di re, se fatciamo subire a ~P successive riflessioni sulle sue 
faccie e nello stesso mode operiamo coi nuovi poliedri ottenuti veniamo 
a riempire con questi poliedri una ed una sola vol~a lo spazio 
(Poincar4 1. c.). A questa divisione dello sl~azio ~t con poliedri, le 
cui faecie danno complessivamente tutte le sfere e piani di riflession% 

corrisponde un sottogruppo r ,  (~) di V(~) pel quale ~' ~ il poliedro 
fondamentale. Se osserviamo inoltre the ogni sos~i~uzione di F(~) 
scambia fra loro le sfere e i piani di riflessione e cangia per con- 
seguenza la fete di poliedri sopra eonsiderata in sb medesima, vediamo 

the r,.(~) ~ an sottogruppo di F (~') permutabile con tutte le sue sosti- 

tuzioni tiob eccezionale in r(~'). *.) il poliedro P avendo un numero 

*) In altre parole si osservi che ~r (~) si genera con Bole riflessioni e d'al~ra 

pattie contiene ~ut~e le riflessioni di F(~). Ora qualunque trasformata di una 
riflessione ~ pure una riflesBione e perb F(~) ~ ecoezionale in [:~. 
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finik) di faccie, spigoli e vertici~ le sostituzioni di F(~') che lo tras- 
formano in sb medesimo sono necessariamente in numero limitato. 8e 

indichiamo con r questo numero abbiamo evidentemente: r~ (~) ~ sotto 

grul~o eccezionale di ind icer  in F(~). I1 poliedro fondamentale di 
F(~) si ot~err~ da P suddividendo convenientemente questo poliedro 
in r poliedri parziali. (Cf. Fricke, Vol. XXXIX di questi Annali). 

w I1. 

Continuaziono. 

Da queste considerazioni generali scendiamo ad alcune osservazioni 
utili per l'effettiva applicazione ai singoli cast. Supponendo sempre 
D > 3, i plant di riflessione dividono lo spazio R in prismi eguali a 

1 ] / ~  
base rettangolare di la t i -~,  - - ~ ;  in particolare fissiamo il prisma 

limitato in /~ dai quattro plant di rifiessione 

= O, = n ---- o ,  n ----- 2 ' 

che evidentemente non ~ attraversato da alcun altro piano di rifiessione. 
11 poliedro iP che formeremo conster~ di quella porzione del prisma, 
che ~ esterna ad ua conveniente numero di sfere di riflessione, eosi 
determinate che il poliedro P non abbia a comune col piano ~ ~ the 
qualche vertice. In tutti i cast una di queste sfere sar~ quella col 
centro in z ~ 0 e col raggio r----- 1: 

the appartiene al tipo I) w  ore si prenda a s = a 2 = O ,  c 1 ~ 1 .  
~] facile vedere direttamente, servendosi di un noto metodo, che, 

trovato un tale poliedro /), ogni punto dello spazio 2~ trover~ ceria- 

mente il suo equivalente rispetto a F (~) in un punto di T. E infatti 
6 chiaro in primo luogo che usando delle sostituzioni 

z ' = + _ z + # ,  

che lasciano invariate le ordinate ~ dei punti, si potr~ trasportare ogni 
punto p di R entro il prisma. Se supponiamo gi~ dimostraW the 

mediante sostituzioni di F(~) si possa trasportare un punk) p di /~ 
nell' interno del prisma ed esternameate ad n -  1 fra le sfere di 
rifiessione che limitano p, ingrandendone o lasciandone invariata ~'ordi- 
nata, lo stesso proveremo accadere ore alle n -  1 sfere precedenti 
se ne aggiunga una n ~* del contorno di t). Indicando per ua momento 
con T[ la regione di /~ interna al prisma ed esterna alle n ~ 1 sfere 
e con S la n ~"~ sfera di riflessione si trasporti dapprima p in p~ inter- 
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namente a If. Se Pt ~ interne ad S colla riflessione su S che ne 
ingrandisce l 'ordinata, si trasporti eseernamente e il nuovo punr se 
esterno a H,  si trasporfi in~ernamente a H in Io v 0perando su P2 
come prima supj e eosl via otSeniamo una serie di punfi PI, P2~Pa, . . .  
con ordinate crescenti tutti interni al prisma ed alla sfera. Tale serie 
di punti ~ quindi neeessariamente fini~a (w 1) e perveniamo eosl cer- 
tamente ad un punto p~ equivalente a io esterno a rl e non interne ad 
S c. d.d. Distinguendo era i valori d i / )  rispetto al modulo 4 nor 
aneora quan~o segue. 

1 ~ 2ia 1) =___ 1 (rood. 4). I1 punto ~ + i g ~  del piano ~ non 
2 

interne ad alcuna sfera di riflessione, ma per esso passano, tangenzial- 

1 V~" due serie di sfere di mente ai rispettivi piani ~-~--ff, ~ / ~  2 ' 

riflessione ~ra le quali notiamo quelle di massimo raggio the hanno 
le equazioni 

a) ~ + (~ F ~  )2 1 + ~ -  ~-r, 

Tipo I) a l ~ 0 ,  a 2-~-1, 
2 

b) ~--  ~+ '~ ~l/~ + ~,.z~, 

TipolI) a l ~ l - D ,  a2- - -1 ,  c 1 ~ 2 ,  b I 
1 - - 1 9  

2 ~ Sia 1) ~ 3 (rood. 4). Abbiamo allora la sfera di riflessione 

che apparfiene al ripe III) w 7 e corrisponde a 

a 1 ~ 0 ,  a 2 ~ 1 ,  c j ~ l ,  bj 
D - - 3  

4 

Se di pifi D ___~ 3 (rood. 8) si osserver~ la sfera di riflessione 

+ C 2 =  7 '  

Tipo III) at = O, as ~ 1, c I ----- 2, bl  ~ 
/ ) - - 3  

8 

3. Sia :D pari. I1 punto z----- i F ~  --~--  non ~ interne ad alcuna 

sfera di riflessione; per esso passano tangenzialmen~e ai piani ~ ~ 0, 

~ ~-- due serie di tall sfere di cui segniamo le due col massimo 

raggw ". 
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- -  '2 -f- ~ ~2'' 

Tipo I) a 1 ~ 1 ~  a ~ l ,  c I~--2, b l ~  D 
2 ~  

Tipo II) a 2 = 0 ,  a j = l - - / ) ,  c 1 = 2 ,  b 1 = 1 -  D .  
2 

Le sfere di riflessione qui indicate a), b), c), d), e), f) bastano 
gi~ per i pieeoli valori di / )  a separare il poliedro P cercato, 

w 12. 

I1 gruppo ~(i). 
Bench~ i casi D---~ I~ D ~ 3 siano gi~ s~ati frat~ati nel lavoro 

precedente, non semhra qui inu~ile coordinare la determinazione dei 
poliedri fondamentali corrisponden~i alle osservazioni generali del 
paragrafo precedente. 

Se D ~ 1, si considerino i tre piani di riflessione 
1 (t) ~ = y ,  (2) ~ = o ,  (3) ~ - ~ = o  

:Fig a 1 a 

e si indichi con P il poliedro racchiuso in ~ da ques~i tre pianie- 
sternamente alia sfera 
(4) ~2 + ~/2 + ~2 _____ 1.*) 

*) In  questa come nelle figure seguen t i  si osservano le traccie sul piano S y 
dei piani e delle sfere di riflessioni n u m e r a t i  come nel testo. 
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Questo poliedro ha 4 vertici di cui uno all' infinito e gli altir 
ire nei punti 

5 = ( o , o ,  1), , o,  , ; 

i suoi angoli diedri sono di ampiezza ~ ~ =-- agli spigoli rettilinei 
4 '  4 ~ 2 

e-~-~ = :t2, ,r3 agli spigoli circolari. 1~ evidente che nessun piano di 

riflessione attraversa P ,  nb pub attraversarlo alcuna sfera di riflessione 
che altrimenti dovrebbe contenere nel suo inferno o V~ o V~, o V3, 
cib che facilmente si vede essere impossibile. Conseguentemente p 

il poliedro genera~ore di un sottogruppo eccezionale ~(o in F (o. Qui 

troviamo subito v = 1, cio~ ~(o coincide con r (1). E infatti una 

sostituzione di ~(o, che trasformi P in s~ medesimo, deve laseiar 
fermo il vertice all' infinito e scambiare gli altri t r e e d  b quindi visi- 
bilmente l'identit~. 

Determinato cosl il poliedro fondamentale per ~(o, basra per 
esempio associarvi quello c h e s e  ne ottiene per riflessione sul piano 

~ ~ 0 per avere il poliedro fondamentale del gruppo F(o definito 
dalle diseguaglianze 

o < ~ _ < � 8 9  o < ~ _ < ~ - ,  -1- + > ~. 

Esso b na~uralmente la met~ di quello determinato nella precedente 
nora, ore si consideravano soltanto le sos~ituzioni a determinante-t-1. 
Questo poliedro 1"[ fondamentale per i'r ha un quinto ver~ice nel punto 

V4= 0 ' g  ' 2 " 

Applicando al poliedro 1"[ le infinite sostituzioni di I'(o otterremo 
quella rete di poliedri the effet~ua Ia divisione dello spazio IR eorri- 
spondente a questo gruppo. I poliedri della rete corrispondendo 
univocamente alle sostituzioni di I'(0, potremo nominare eiascun poliedro 
colla sostituzione the lo fa nascere dal fondamentale~ il quale sar~ 
rappresentato dall' identitY. 

Per le applicazioni ari~metiche alla ~eoria delle forme occorre 
conoscere i nomi dei poliedri the circondano il fondamentale. No~iamo 
dunque in primo luogo i nomi dei poliedri aderenti a H per le cinque 
faccie; essi sono i seguenti: 

o) o) (o: _ol) 
l~e segue the ['(o si genera colle tre sostituzioni elementari 
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]~ anche opportuno conoscere i nomi dei poliedri the si attaecano a 
l]" lungo gli spigoli cireolari come risultano dallo schema seguenb 

(lo: o) g: o) 
- - -  lungo lo spigolo Vj V2, - o ,  o, - (~, t,) (,, ~) (~;o) I (~:~ lunffo V~V 4 (o: _~)/(o: _~) 

\, /1, O\ / l:/ o ) 

~.'~/" (!: 
/ k--i, 

lungo V s K~, 

(o:-~)~: ~~ ~) 
( o, i~/\ tl, lungo V~ V 3. 

{} 13. 

I gruppi ~(it4), ~ ( ~ ) .  

a) 5Fel caso D - - - 2  nel poliedro B racchiuso in /~ fra i quattro 
piani 

t 1 
(1) ~ = o ,  (2) ~ = ~ ,  (3) ,1 = o,  (4) ,~ = 

(D  

/I} 

f3) 

o 

esternamente alia sfera 
(5) 

Fig a 2 a 

~ + ~ + ~'-' ~ 1 
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abbiamo gig il poliedro fondamentale per r(~rff). E infatti osserviamo 
the questo poliedro ha cinque vertici di cui uno all' infinito e gli altri 
quattro nei punti 

v~(o,o, 1), v~- ~-,o, , v3--~ 'r~' ' 

L --. o, 1/~ ' V~ ; 

i suoi angoli diedri sono tutti retti salvo due agli spigoli circolari 

V2 V3, V3 V4 di rispettiva ampiezza ~ ~-  Esso non b attraversato 3 '  4 
da alcuna sfera diriflessione e poichb si vede subito che nessuna sosti- 

o �89 

:Pig a 3 a 

tuzione di r(,V~); tranne l'identitg, pub trasformarlo in sb medesimo 

si conclude the /) b il poliedro fondamentale di ~(~Vi). Questo gruppo 
pub dunque generarsi colle cinque sostituzioni seguenti che corrispon- 
done alle riflessioni sulle faccie: 

z'-----~o, ~'------z0, z' -- -- ~o -}- i, ~o -{-///~, z ----To" 

Associando al poliedro P il sue simmetrico rispetto al piano ~-----0 

abbiamo il poliedro fondamentale per l'(iF~). A generate quest' ultimo 
gruppo bastano le sostituzioni di I ~ specie che nascono per combinazione 
delle precedenti con una determinata fra esse, ciob: 

~ - - ~ ,  ~ +  1, z ~ - - z - { - i  , z - - - - - - - .  
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b) Nel caso D- 3 si consideri il prisma a base triangolare 
racchiuso dai tre piani di riflessione (w 7) 

(1) ~---0, (2) ~= 1 -~, (3) ~-~V3; 

la porzione di esso giacenb in R all' esbrno della sfera 

(4) ~2 + ~2 + ~2~_ i 
(~+~r 

il poliedro fondamentale per F~/. Quesb poliedro ha infatti, 
oRre il vertice all' infinRo, i be  vertici: 

v~ - -  (o, o, 1), v~ ~ o, E ,  , v3 ------- 2 ,  ,~//~, 

con angoli diedri eguali a 6 '  y ,  E agli spigoli rettilinei e s '  a '  

--= agli spigoli circolari. Esso non b attraversato da aleuna sfera di 
2 

riflessione e non b trasformato in sb medesimo che dalla sostituzione 
(~+~V~ 

identiea in F~" i ].  Associando a B il suo simmetrico rispetb al 

piano ~/---~ 0 si ha il poliedro fondamentale per F \ - - -V- ]  formato dalla 
porzione eli prisma a base triangolare equilabra 

1 ~ - ~ V ~ = o ,  ~ + ~ / g = o ,  ~ = ~  
esbrna alla sfera 

~2 + ~= + r  i ,) .  
(~+~r~ 

Per sos~Ruzioni generatrici di F\ ~ / troviamo le quattro. 

~, , , ~ - i  , 1 ( l + , ~ )  
==~o, ~ - - ~ o - t - 1 ,  z = - - - V -  zo , ~ --- W ' _ ~  = 'z 

e quindi per quelle di F \ ~ x le be :  
F # 1 ~--I ~ , . 

{} 14. 

I1 gruppo F(~V~). 

Se D ~ 5 consideriamo il poliedro P a 7 faccie limRab in R 
dai qua~tro piani 

(i) ~ O, (2) ~--~, (S) ~-0, (4) ~-~- = 2 

*) Anche qui si osserver~ che il looliedro fondamentale per I "(w) ~ la me~ 
di quello de~erminato nella nora precedente, ow si consideravano le solo sosti- 
tuzioni a determinante -I-1. 

Mathemati~che Annalen. XIJ, 24: 
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esternamente alle tre sfere di riflessione (w 14~: 

(5) ~2 + ~, + ~2 ] ,  (6) ~, + ~ + ~ ' =  

( ' ) '  

(I) f~) 

f3) 
i 

o �89 
Fig a 4 a 

Esso possiede 8 ver~ici dei quali uno all' infini~o e gli altri sette 
nei punti 

V t ~-  (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5) ,  

( V 2--:  O, F ~ '  ,, ,, ( I ) ( 5 ) ( 6 ) ,  

(o F 3 ~  , ,,~ , ,, ,, ( 1 ) ( 4 ) ( 6 ) ,  

o) V 4 -  , ~ - ,  ,, ,, (2) (4) (6) (7), 

r~ - ~  ~ ,  s , s ,, ,, (2) (5) (7). 

v6 --: ( '  ~ ~)  b ,  r~ ' :~ ,, ,, (5) (6) (7), 

Fra questi si ha il solo vertice singolare sul piano ~ /  V 4 ~ 1-t-i V5 " 

Dei 13 angoli diedri in P ve ne ha uno sol0 di ampiezza ~- cio~ quello allo 

spigolo V 5 V;~ gli altri 12 sono retti. Con semplici calcoli, di eui qui 
daremo sol tan~ un esempio, ci aecertiamo ehe non vi ~ nessuna sfera 
di riflessione (o piano) ehe attraversi ZP. Una tale sfera dovrebbe in 
fatti eontenere nel suo inferno almeno uno dei sette vertici. Ora 

prendiamo p. e. il vertice F 8 ~-  ' F5 ' 5 ; seuna  sfera det tipo l) {} 7: 
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contenesse ]r s nel suo inferno dovremmo avere 

( 5 a i - - 2 c l )  2 -}- 5 ( 5 a 2 - - 2 c l )  2 -}- cl 2 ~ 25. 

Questa diseguaglianza consente a c I i sell valori ct == 1, 2~ 3, 4, i valori 
negativi opposti potendosi evidentemente traseurare. Essa si traduce 
nelle rispettive diseguaglianze 

c l ~= 1, (5a i  - -  2) 2 ~ 5(5a2 - -  2) 2 ,< ~4,  

c I == 2 ,  (5al - - 4 )  2 -~-5(5a  2 - - 4 )  2 < i~l, 

c I --- 3, (5ai  --  6) 2 -I- 5(5a2 - -  6) 2 < 16, 

cl '--  4 ,  ( 5a l  - -  8) 2 -}- 5 (5a2  - 8) ~ < 9, 

delle quali soltanto la seconda e la terza ammettano la soluzione in~ra  
a I ~ 1, a 2 - - 1 ~  incompatibile per altro colla condizione 

ai 2 ~ 5 a2 2 -}- b~ ci ~ 1 

essendo nel 10 ease c I == 2 e nel 20 c I ~ 3. Similmen~e per una sfera 
del ripe H) w 7 

c, + ~ + § 5~,' 

che contenesse V 6 nel suo inferno dovrebbe aversi 

(5a2 - -  2c~) 2 + 5(a~ ~ 2ct)  2 -f- cl 2 ~ 5 

onde c~-----1 o c 1 - - -2  e perb: 

c I ~-  1, (5a  2 - -  2) ~ -}- 5(a ,  -[- 2) ~ < 4, 

c~ -~- 2, (5a~ ~ 4) 2 -}- 5 (a l  ~ 4) ~ < 1, 

diseguaglianze ambedue impossibili in humeri interj. In  mode del 
tutto simile si proeederk per gli altxi vertici. 

Per dimostrare che il poliedro P superiorment~ definite h il poliedro 
fondamentale per ~(~V'~)resta a provarsi che nessuna sostituzione del 
gruppo~ diversa dall' identifft, cangia P in s~ medesimo. Poichb il 
vertice singolare ~ - ~  oo non b equivalente all' altro vertice singolare 

Vs ~-- 1 -{- i ~  (nella frazione irreducibile ~ -b iP'5 2 non essendo numera, 

tore e denominatore primi fra loro) (Cf. w 2,  3), una tale sostituzione 
dovrebbe lasciare fissi ambedue questi vertici, cib che manifestamente 

impossibile. Ma se domandiamo di trovare una sostituzione lineare 

che cangi /~ in sb medesimo~ senza esigere the appartenga a r (~f~)~ 
vediamo che effettivamente ne esiste una ed una soltanto ciob: 

~, ..__ 

l+iy~ 
x o - Y ~  

Y~ 
Ne concludiamo che r (~ V'~) ~ contenuto quale 

It4* 
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sottogruppo eccezionale d'indice 2 nel gruppo ampliato colla sos~ituzione 
scritta. Nei casl precedenti invece un tale ampliamento ~ impossibile. 

Quali sostituzioni generatrici di F(iY "~) troviamo le 7 riflessioni: 

- -  ~ ' =  - ~' Zo + i l / 5 ,  ~' i z" Zo , ~o , ~ " -  Zo - i -  1 ,  z" . -~  -~.  - -  
'~0 ~ 

'~o + il/-~ ' 2 iV-~o-  (~ + iV~) 
Associando a / ~  il suo simmetrico rispetto al piano ~ = 0 troviamo il 
poliedro fondamentale di F( i Y~) 
tuzioni elementari di 1 ~ specie: 

z ' ~ - - z ,  z ' - - - - -~+  1, 

Z r 

, gruppo che si genera colle 6 sosG 

- - - - -  ~ + i t /5 ,  

2 i Y ~ o z +  (4 + i//~) 

1 
Z '  

w 15. 

I1 gruppo F(~Y-~) 

Per D ~ 6 prendiamo per poliedro P quello compreso in /~  entro 
il prisma 

V~ (I) ~=0, (2) ~j=~, (3) ~-~-0, (4) ~?~--- 2 

i//~' . . . .  

--C- %7) (~ 

(D (~i 

(3) 
0 "  . . . . . . . . . . . . .  

Pig a 5 a 

esternamente alle tre sfere di riflessione (w 11) 

Esso ha, 

~+r 

(6) v~.~ ) 
( 5)~ ~_ ~ (7) ~2 + 7 ~//~ + T4-" 

oltre il vertice all' irdinito, i sette vertici: 

2 1 
2 V ~2 _..~- __ 

4 ~ 
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V~ ~ (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 

( g ~  0, ~ , ~ ,, ,, (t) (5) (7); 

( v~ ~ o, ~ , ,, ,, (U (4) (6) (7); 

v~ ~ , ~ , ,, ,, (2) (~) (6); 

, ~ , ~ ,, ,, (5)(6) (7); 

( '  ~ ' )  v 0 ~  ~ ,  W '  ~ ,, ,, (2) (5) (6); 

tutti i suoi angoli diedri sono retti salvo i due agli spigoli 
Y~ V~ di ampiezza 5 .  

3 
Nel modo soli~o, conoscendo le coordinatse dei vertici, ci accertiamo 

che nessuna sfera di riflessione attraversa 19. Inoltre siccome qui si 

hanno due soli vertici singolari ciob ~ ~-cx)~ z i//~ che non sono 

fra loro equivalenti~ n~ si trova alcuna sostituzione in ~(~g~) the li 
lasci fissi ambedue, vediamo che / ) ~  il poliedro fondamentale di 
~(~'V~).*) Quello di f'(iV~) si ottiene associando a /~ il suo simmetrico 
~ispetto al piano ~ ~ - 0 .  

Ritroviamo cosl che l'intero gruppo F(~ V~) si genera colle 7 riitessioni 

z ' =  zo + 1, z ' =  zo + iV6,  

z' ~ 5Zo -Jr- ~i//~ 
- -  ~iY'6zo + 5 

~r ~p 

, (1 + i V a ) , o - a  
2zo__ (1__ i ~  ) ' 

Z ~ 

, 1 
ZO ~ 

ed il gruppo F(iY ~) colle 6 sos~ituzioni di 1 ~ specie 

, 6z + 2 i l / g  
, ( z + i ~ ) z - a  z ~ 

w 16. 

O + ' V b  
a) Nel caso del gruppo F\--~--) consideriamo il poliedro/~ racchiuso 

dai quattro piani 

*) Fuori del gruppo vi ha la riflessione z ' ~  iV3zo - - I /~  ~/.~zo+i~r~ che c~i~gi~P in s~ 

stesao. Anche in questo caso ~ quindi possibile un nuovo ampliament~o del gruppo. 
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1 (1) ~ 0 ,  (2) ~-----~, (3) ~ 0 ,  

esternamente alle due sfere di riflessione (w 11) 

2 2 2 

o 
F i g  a 6 a 

V~ 
(4) ~ = -., 

+ i V i i  

c6) 

{2) 

(3)  

o �89 
:Fig a 7 a 

Esso ha un solo vertice singolare all' infinito e i sei ver~ici 

v , ~  (o, o, 1) 

( v 2 - -  o, 7/~ , ,, 

(, 1) 
V 4 ~ - - -  2 '  '2 ~ 

Vs~- ' 2V7' " 

'~ Nessuna sfera di riflessione lo con 9 diedri r e t t i e  2 di ampiezza ~-. 

attraversa e P ~ quindi il poliedro generatore di un sottogruppo 

in~ersezione di (1) (3) (5); 

,, (1) (5) (6); 

,, (1) (4) (6); 

. (2) (4)(6);  

,, (2) (5) (6); 

,, (2) (3) (5) ,  
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eccezionale F(~) in F(~'), il cut indite v eguaglia il numero delle sosti- 

tuzioni in F~o) che t rasformano/~ in s~medesimo. Una tale sostituzione 
deve lasciar fisso l'unico vertice singolare oo ed avere quindi la forma 

secondo che ~ 1 ~ o di 2 ~ specie. Come trasformazione dello spazio, 
essa non altera le ordinate e perci6 lascier'~ invariati i vertici di 
ciascuna coppi~ (V, V4), (V2 Vs), (Va V6) ovvero li scambiera fra loro. 

I1 1 ~ caso si riscontra subito impossibile, onde risulta che la sosti- 
tuzione supposta deve essere a periodo 2. Oltre l'identit~ esiste solo 

1 + i J/~ the d~ una rotazione una tale sostituzione eio6 z '~-- ~ z q- 2 ' 

di ampiezza z attorno alla retta normale al piano ~ /  condotta pel 

punto 1 + i / / 7  . E evidente che questa rotazione sovrappone effetiva- 4 
mente il pol iedro/)  a sb stesso. Abbiamo dunque v ---~ 2 e se suddivi- 

diamo il pol iedro/ )  in due pardi, p. e. col piano ~//7 ~ y ~ 0 normale 

al piano ~ /  condotto pet punti 0, ~+iV~ 2 , una qualunque di queste 

parti pofr~ prendersi per poliedro fondamentale di V (~q:-~-2~). Cost potremo 
definire il detto poliedro colle diseguaglianze 

o < ~ < V  ~ o <  ~ < y ,  .~ , 

Esso ha oltre il vertice all' infinito i quattro vertici 

( v , - - ( o , o ,  1), o,  v , 2 t 2 ' 

V 4 ~  , 4 ~ �9 

Mentre in tutti i cast precedenti il gruppo r I~ si generava con 
sole riflessioni, nel caso attuale ci6 non ~ possibile.*) Fra le sostituzioni 

genera~rici di r ('~--T-~-d~)'~ " ol~re le riflessioni 

*) E chiaro infarct che il gruppo F~ k ~ / ,  che ha P per poliedro fonda- 

mentale, contiene tutte le rittessioni di r~'--~:~"-". 
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= = ~o, z0 + 1,  ~0 + i / / ~ ,  

l "+" i ~/7Zo __ l 
2 

zo 2 

Z' 1 
Zo ~ 

figura la sostituzione ellittica a periodo 2 

, .__ _ ~ +  l + i V i  . 
2 

b) A,~tto ~n~lo~onte ~i r il gruppo d % ~ ' 9 ,  o~o r 
sidereremo il poliedro 2 9 compreso fra i quattro piani 

(1) ~ = 0 ,  (2) ~ - - � 8 9  (3) ~ = 0 ,  (4) ~ - - - . r ~  2 
esternamente alle due sfere di riflessione 

, 9. + = 1.*) 
Abbiamo qui, oltre il vertice all' infinito i sei vertici 

V I ~ ( 0  , 0, 1) intersezione di ( 1 ) (3 ) (5 ) ;  

V~ ~ 0, Vii ' " " (1) (5) (6); 

2 ' 2 , ,  , ,  ( 1 ) ( 4 ) ( 6 ) ;  

(1 ~/i'l 1) 
V , ~  2 '  2 ' ,, ,, (2) (4) (6); 

V s ~  2 '  ~Yi-i ' ,, ,, (2) (5) (6); 

r~ 

eecetto i tre diedri agli spigoli V 2 ]73, ]73 ]75, ]75 ]76 di ampiezza 

gli altri sono retti, hYessuna'sfera di riflessione at~raversa 19 e~ 3 
come pel easo superiore~ si vede ehe una sola sostituzione di r (~) eiob 

2 
oltre l 'identit~, trasforma /~ in s~ medesimo. Se del poliedro P con- 
sideriamo dtmque la regione in cui b soddisfat~a la diseguaglianza: 

n >  ~VTi p+,_,'~) 
avremo defini~o il poliedro fondamentale di F\  ~ J. In fine osserviamo 
che in ambedue questi easi un nuovo ampliamento del gruppo ~ impossibile. 

*) Figa 7 a. 
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w 17. 

I1 gruppo ~(*V~). 

Tracciamo dapprima i quattro piani di riflessione 
1 

(1) 2 = o ,  (2) f = - r  (3) H - o ,  

e le ~re sfere di riflessione (w 11) 

//i-6 (4) ~ = 2 

( 9 ) 2 2 ,  1 
(7) ~ + ~ ~fr6 + - 4 o  

Indi osservando che dentro il rettangolo delle rette (1), (2), (3), (4), 

ol~re il punto singolare i//___~ esistono i due punti singolari l+ iYi -6  
2 ~ 3 

3+~i//i5 7 , the non sono interni ad alcuna sfera di riflessione, de~er- 

k yn 03~ 

ao} 

(3) 

0 8a Fig a 

miniamo per ciaseuno di essi le sfere di riflessione di massimo raggio 
ehe vi passano. Troviamo cosi ]e nuove sfere: 

, 
- -  ~FD ) 2+ ~2 = I-~6' 

(9) ~ , +  ~ ~ + ~ =  • 9 ~ 
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(I0) ~ --  -I-- ~ 3 -t- if2 _~ 1__[_ 
36 

(11) ~ -  -3 ~ ]/i~ -t- 9o ' 

- -  ~ 2 Vi-O + 360 
.*) 

Queste, insieme 
vertici dei 

(o, o, I) 

o, ?r6' ~'i~ 

B con 16 

r , - -  

L---- 

coi piani e colle sfere superiori,  
quali uno all' infinito e 

l imitano un poliedro 
gli altri  15 nei punt i  

intersezione di (1) (3) (5); 

,, ,, (1) (5) (9); 

8Yi-6 l )  
O, 7 ' 7 ,, ,, (1) (7) (9); 

(o, , o) , ,  , ,  o)(4)(6)(7); 

Vs  ~ "~ ' 2 ' "~ ,, ,, ( 2 )  (4) (6); 

, , )  
176 ---' ' ug i -6 '  ,arid " ,, ( 2 ) ( 6 ) ( 1 0 ) ;  

V ,  ~--  2 '  ,~ , ,, ,, (2 ) (8)  (10); 

(1 8Vr6 //~) v8 ~ ~ ,  n ' ~ ,, ,, (2)(5) (s); 

V,o~---(--37 ' uI/~7 , O) ,, ,, (5) ( 8 ) ( 1 0 ) ( l l ) i  

V ~ , =  1~-, ~'--~' ,, ,, (5) (9) (11); 

(7 7 , )  
V , ~  2o' 2Fi-6' gg  ,, , (6) (10) (12); 

(1  3V~ V~) 
]7'3~--~ ir 7 ' i~ ,, ,, (6) (7) (9);  

a 4 '  i-----E-' a4 / " ,, (6) (9) (12); 

1 Yi-6 O) g , ~ =  8 ,  a ' ,, ,, (9) (10) (11) (12). 

7g 
Fra  gli angoli diedri di P due so l t anb  sono di ampiezza ~ i r imanent i  

essendo retti. 
Colealcolo effettivo, dai valori superiori per le coordinate dei 

*) Fig~ 8,. 
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verlici, ci accertiamo che nessuna sfera di riflessione actraversa t )*) ,  
che ~ dunque il poliedro generatore di un sottogruppo eccezionale 
r(i)r in V(~ Vi~). 

Ora se osserviamo che B ha i 4 vertici singolari 

+ i//~6 iVi-6 3+ 2iVi~ 
00~ 

3 ~ 2 ~ 7 

dei quali solo il secondo ~ equivalente al primo (w167 2, 3), vediamo che 
una sostituzione S di ~(~VS) che trasformi B in s~ medesimo deve o 

14- iY]-O lasciar fermi ambedue i vertici r ~ o scambiarli fra lore. I1 

10 case si presenta soltanto per la sostituzione identica, come subito 
si vede, onde risulta intanto che la  8 sar~ a periodo 2. 

Ma una sostituzione di 1 a specie the cangia oo in ~ 4-i Yi-5 ~ da~a 
3 

da e tutte le altre della sbssa specie si 
3 , 1 - i V ~  

( ;  m +  i . V ~ ' ~  
otbngono combinandola colle sostituzioni ', __'4-1 ] (m, n 

razionali interi) the lasciano fermo ~ ;  esse hanno percib la forma 

/ 
3 , 3(m + in Vr6) -4- (1 - i ~ , , ) /  

e non sono mat a periodo 2. La S dovr~ dunque essere una riflessione 
(impropria) e se ricorriamo alle formole dei w167 6, 7 troviamo che esiste 
effetivamente una ed una sola tale sostituzione~ cio~ 

(S) z' (~ + ir~)~o - 4 
~--" 3Zo__(l__iVi-~) " 

questa una riflessione impropda colla sfera di riflessione (impropria) 

1~ facile era verificare chela  (S) cangii effettivamente B in sb medesimo 
scambiando fra lore le faccie 

[(1) (10)], [(2) (9)], [(3) (12)], [(4) (11)], [(5) (6)], [(7) (8)_] 

e conseguentemente i vertici 

(V, r.), (r~ to), (r~ v~),(L r~o), (r~ r,,), (v~ v,~), (v~ v,,), (lv,~ v| 

*) Per l'abbreviazione di quesb calcoio veggasi la nota seguente. 
**) L' esis~enza della riflessione impropria S che produce i detti seambl i ra  

i vertici e l'osservazione che nessuna sfera di riflessione propria contiene ne l  suo 
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Abbiamo dunque v - - - 2  e per ottenere da P il poliedro fondamentale 
per F ( ~ )  basra dividere ~ in due patti equivalenti mediante la sfera 
(13) di riflessione impropria, scegliendo una qualunque di queste parti  
p. e. la esterna per nuovo poliedro/~'. Cosi si rendono evidentemente 
inutili le sfere (8) (10) (11) (12) e /~ '  resta definito dalle di seguaglianze 

1 0 < ~  < ~ - ,  0 < ~ / <  2 , 

~ A- ~ > u  + ~ ~Yi-6 A- ~ > -~6-' 

( / / io)  2 ~2 1 ( ( Y]-6) 2 ~2 1 
, 2 ~  ~ 3 -4- > ~ - ,  ~ - - ~ ) 2 q -  ~/ 3 ~- > ~ -  

Qui per la prima solta vediamo spontaneamente presentarsi a ]imitare 
il poliedro fondamentale una sfera di riflessione impropria; un secondo 
esempio si vedr~ ora per D ~ 13. A generare il gruppo ~(~Yi-0, oltre 
le riflessioni proprie sui piani (1) (2) (3) (4) e sulle sfere (5)(6)(7)(9)  
occorre la riitessione impropria sulla sfera (13). Osserviamo perb che vi 

ha fuori del gruppo la riflessione z'~--- i//5~~ 

medesimo e perb come nei casi D - - - 5 ,  / ) ~  6 
nuovo ampliamento del gruppo. 

che cangia P in s~ 

b qui possibile un 

w 18. 

I1 gruppo r(~ ~ ) .  

Consideriamo i quattro piani di riflessione: 

(,) 

e le ire sfere (V i w 11) 

Indi 

(5) ~ + v~ + ~2 = 1, 

osserviamo che oltre il 

V~ (3) ~ - -  o,  (4) ~ ~- - - ~  

rettango]o 1) 2) 3) 4) 

(6) ~ + (u 
4 ~ 

i due punti singolari 

esistono entro il 
2 

1-t-iV~ 21A-il/~ the  
3 ~ 7 

di riflessione ma pei quali passano non sono interni ad alcuna sfera 

inferno il cent;to della (13) permet~e di ridurre alla met~ i calcoli da farsi pe r  
constatare che nessuna sfera di rifiessione propria contiene nel suo inferno un 
vertice di ~. Basra in fatti fare questa verifica per un vertice in ciascuna coppia. 
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due serie di tali sfere dei ~ipi I), II) ,  w 7; scegliendo fra queste per 
ciaseuno le sfere di massimo raggio abbiamo le ulteriori sfere: 

(a o) ~ + (~ 

16 

Vi3)  2 
36 ~ 

V~ )2 ~2 i 
3 , + = ~ ,  

2yNI_ 2os ' 

~V~ "t"~2 ' " 468 

Se vi associamo in fine la sfera eli riflessione 

( 
25 ~ 

1) (8~ 

(3) 

o �89 
:Fig a 9 a 

avremo definito un poliedro ~ con 20 ver~iei, di cui uno V| all' in- 
finito e gli altri nei punti; 
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intersezione di r ,  ~ ( o ,  o, 1) 

(o ,  
V~ ~ ' ~Vi-~ ' 2Vi~ " " 

( ~ ') 
v3 ~ o, V ~ '  V ~  " " 

( ~ ~) V 4 .-- O, 2 ' " " 

(_~ ~ o) Z5 ~ ) 2 ~ )) ~)~ 

(~ ~ - )  
VO ~ ' 16 VI-3 ) 16 ')) )) 

( I  19 ~/ '  ) 
V7 ~ ' ~Vi-~'  4 V ~  " " 

Vs ~ ' Vi~'  2V~ " " 

( ,  . V ~ )  
V9----: ~' Vi-~' ~/"~ " " 

Vlo ~ ~-, O, - f f  ,, ,, 

, ) 
"V'~l~ ' 2 V i ~ '  2Vi~ " " 

Vj 2 ~ i5 ~ 1---5- ~ ~' " 

(~ , ~.) 
V ~ 3 ~  ' g ~ '  4 V ~  " " 

(~ , ~  o) 7"14 ~ ' 7 ~ ')~ ~) 

o) V15 ~ , S ' ,, ,' 

Fi6~ 4 0 '  40 ' -~- " " 

V~7 ~ ' V ~  ' " " 

V t s ~  ~ 23 ' " ' '~ ~ 

(1) (3) (5); 

(1) (5) (10); 

(1) (6) (10); 

(1) (4) (6); 

(2) (4) (6) (7); 

(2) (7) (14); 

(2) (4) (9); 

(2) (s) (9); 

(2) (5) (s); 

(2) (3) (5); 

(5) (10) (11); 

(5) (8) ( i i ) ;  

(6) (lO) 04); 

(8) (io) (l i)  (12); 

(9) (10) (12) (13); 

(10) (13) (14); 

(8) (9) (12); 

(9) (13) (14); 

9 ,  9 , ,, ,, (6) (7) (14).  

Si verifica anche qui che nessuna sfera di riflessione attraversa P e 
che oltre ridentit~ vi ha una sola sostituzione in ((~Y~) che trasforma 
2 ~ in sb medesimo, cio~ la riflessione impropria 

8 ~ o -  ( 1 - i V i ~ )  

Ques~a seambia fra di loro effettivamente le faccie 
[(1) (9)], [(2) (10)1, [(3) (13)], [(4) (12)], [(5) (14)], [(6) (S)], [(7)(11)1 



Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 379 

e conseguentemente i vertici 

Mediante la corrispondente sfera di riflessione impropria 

dividiamo il poliedro /~ in due parti equivalenti; una qualunque di 
esse pub assumersi per poliedro fondamentale del gruppo ~(iYi-~). 

~ + i V ~ o _  ~g~ 
(Cf. w precte). Fuori del gruppo esiste la riflessione z ' =  //~ 

-1  +iVY'  ~Zo + 

the trasforma P in s~ stesso ed un nuovo ampliamento ~ possibile. 

w 19. 

a) Se D----15~ oltre i quattro piani 

1 (1) ~ = o,  (2) ~ = ~ ,  (3) ~ - -  o ,  

(1+ i Vi~ 
? ~ - - ~ / .  

eonsideriamo le due sfere di riflessione (w 11) 

( (5) ~ 2 + ~ 2 + ~ 2 _ _ 1 ,  (6) ~ - -  + ~ 2 + , 2 = 1 ,  

che nel caso attuale si toccano nel punto 1 +iYig E questo un 
4 

punto singolare e determinando le sfere di rifiessiolle del tipo 1V~ w 7 
che ivi passano Iroviamo 

(7) ~-- 2+ v ~V~ + ~ ' 
( 4 ) ,  ,2 1 , )  (8) f 2 + v ~ + = ~5" 

Cosi abbiamo definito un poliedro /)  col vertici 
l~ ~ (0, O, 1) in~ersezione di (1) (3) (5); 

r~ = o, ~ , ,, ,, (1) (5) (8); 

,, (1) (6) (8); 

,, (1) (4) (6); 

,, (2) (4)(6);  

V3 ~ O, 7 ' " 

V 4 = -  O, 2 ~  ,2 

1) 
*) Figa I0 *. 
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2 

(~ w ~) 
V6 ~ ~ 4 

V7 ~ ~ 14 ' 

o, 

ot V~=__-~, ~ ,  

v~ ~ (o, o, ~)  

o �89 
l~Ig a I0 a 

intersezione di (2) (6) (7); 

,, ,, (2) (5) (7); 

,, ,, (2) (3) (5); 

,, ,, (5) (6) (4) (8); 

,, ,, (1) (2) (3) (4) 

t +  ~ Fi~ r F ~  i + i Vi~ 
2 2 2 

o 
:~iga lza 

con .ang~ &edm re~fi salvo clue di ampiezza ~-- Ore si osservi the 

P non g attraversato de alcuna sfera di riflessio•e e the,  oltre l ' identi~ 
$ 

la sola sosfi~uzione: z ' ~ - -  ~-] I+ iFY5 lo cangi~ in s~ medesimo, 
2 
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si deduce, precisamente come per D - -  7, 11 (w 16) the il poliedro fonda- 
( , + ~ r ~  

mentale di [~ ~ ] si ottiene dividendo P mediante il piano ~= ~ ~/]-5 
in due patti  (equivalenti)e scegliendo ad arbitrio una di queste parti. 
Fuori del gruppo vi sono per altro le due sostituzioni: 

S Z r  ~ 

z = V ~ + i F Z  V ~ - i V ~  ' 

the trasformano P in s~ medesimo. I1 gruppo b quindi suscettibilo 
d'ampliamento, ma il gruppo ampliato non contiene alcuna nuova 
riflessione. 

b) 1%1 caso D = 19, oltre i quattro piani di riflessione 

1 (1) ~ = o ,  (2) t = ~ ,  (3) ,~=o ,  

e le due sfere (w 11) 

V~ C4) ,7 = 

~ -  --~r-- ~;2 ,== 1, 

che aitualmente sono esterne, 
riflessione (w 11) 

che le taglia ortogonalmente 
poliedro t)  col 9 verlici 

basra considerare la terza sfera di 

ambedue. Abbiamo cosi definito un 

V, ~ (0, 0, 1) 

g2-~- 0, VN' VN 
( ~  

V 3 =  0) Vi ~ , 

V 4 =  O' 2 ' ~ 

( 1  V~ 1) 
]75 ~ ~ 2 ) 

(, ,, 
V6 ~ '2 ' ~ V ~  ' 

intersezione di (1) (3) (5); 

,, ,, (1) (5) (7); 

,, ,, (1) (6) (7); 

,, ,, (1) (4) (6); 

,, ,, (2) (4) (6); 

, ,  ,, (2)(6) (7); 

,, ,, (2) (5) (7); 

*) Fig, 11 a. 

Mathemati~ohe Annalen. XI~. 25 
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/ ' 1  v ~ \  
V s ~ ~ - ,  O, ~r_) intersezione di (2)(3)(5) ;  

Co, ol ,, ,, (2) (3) (4). 

:Nessuna sfera di riflessione lo attraversa e la sola sosti~uzione di 

F t" i / c h e  lo cang i in  s~ medesimo ~" z ' ~ - - z + ~  q- i~ /~  Divi- �9 2 
dendo ques~o poliedro in due patti (equivalenti) mediante il piano 

una qualunque di queste pub assumersi per poliedro fondamentale di 

~x- -V-] .  Osserviamo in fine che questo gruppo non h suscet~ibile 
di alteriore ampliamento. 

w 20. 

Osservazioni circa i casi superiori. 

La ricerca dei poliedri fondamentali pei nos~ri gruppi F(~) potrebbe 
forse spingersi pifi avanti sulla medesima via. Ma, oltre alla difficolt~ 
pra~ica che nasce dalla crescen~e complicazione di questi poliedri, .re 
ne ha una di ordine teorico, che i mezzi di cui fin qui abbiamo dis- 
posto sono insuf~cienfi a vincere. Essa consiste in cib che: 2Yei casi 
su-periori esistono sul piano ~ dei ~unti esterni a qualsiasi s/era di 
riflessione, per quanto vi siano sfere di riflessione che passano ad essi 
vicino !luanto si vuole (w 10). Tale eircostanza, the ora andiamo a 
verificare, rende evidentemente inapplicabile, senza alteriori modificazioni, 
il metodo tenuto nei casi sopra ~rattati. 

Supponiamo dapprima che non sia D - - - 3  (rood. 4), talch~ tutte 
le sfere di riflessione si trovano raccolte nei tipi I), I1) w 7 

I) ~ - -  c--[ cf + ~2 ~ el , a i 2 + D a 2 2 ~ ( m o d . c l ) ,  

( ( a, )2 1 (rood. De1). 

Sia ora n u n  numero dispari, primo con D,  inferiore a / / 9  di cui 
D sla residuo quadratico; sia inoltre s u n  numero qualunque 

primo con n ed r una soluzione della congruenza 

r 2 --- D s ~ (rood. n). 

Dimostriamo ehe: il punto z ~ r 4-isY~9 ~ esterno a qualsiasi sfera 

di riflessione. E infatti se la sfera I) lo contenesse nel suo inferno o 
alla superfieie, dovremmo avere 
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( r  a~)2 ( s  a , )~<  c_~ ' 

ovvero 

( 1 )  - + - n 

Essendo per ipotesi / )  > n 2 sar~ necessariamente n a  2 -~  sc 1, 
poich~ s, n sono primi fra lore: 

eve a ~ intero. 

e quindi, 

d~ 2 ~ 8 ~  C i ~ ~0r 

La diseguagIianza (1) si cangih cosl nell' altra 

(a 1 ~ r a) 2 ~ 1, 
onde deducesi 

at -~-- r a  o al ----~ r a  ~ .  l . 

Ma in ambedue i casi riesce impossibile soddisfare con un conveniente 
valore di a la congruenza al 2 -[- D a~ 2 ~ 1 (rood. cl) che nel primo 
case diventa 

(r 2 -~- D s 2) a 2 --: 1 (rood. n a) 
e neI 20 

(r 2 ~ D s  ~)a 2 ~ _ _ 2 r a ~ 0  (meal. ha )  

mentre r2-~ - D s :  b divisibile per n e d  r b primo con n. 
Analogamente per una sfera di riflessione II) dovrebbe sussistere 

la diseguaglianza 

D ( n a 2  + rci )  ~ -{- (nat  - -  D s c l )  ~ s n 2, 

onde segue 
a 2 ~--- r a  m C 1 ~ ~ 

con a intero. Di piu risuRerebbe 

al o al = ! 1 

ma in ambedue i casi ~ impossibile soddisfare la congruenza 

al 2 -[- Da22 ~ 1 (rood./)n~).  

Nel case D = 3 (rood. 4), eve si hanno le sfere di riflessione dei 
tipi III),  IV) ,  w 7 si traggono ancora le medesime conclusioni appena 
/ )  > 4n 2. 

Per esempio, se prendiamo n-----3 e supponiamo D > 9 (o D > 36 

quando sia D ~ 3 (mod. 4)), vediamo the il punto 1 +iY~s  sar~es~erno 

a tutte le sfere di riflessione per i valori di D della forma 3 h - { - 2 ,  
di cui il primo esempio si ha per D - - -  14.*) 

*) Le diftlcollk qui accennate possono, almeno in parte ,  superarsi con nuovi 
ampliamenti  del gruppo. Riserbo per un' altra memoria 1o svfluppo di queste 
nuove ricerche istitui~e dope lo presen~azione del presente lavoro e non ancora 
condotte a termine. 

25* 
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ParLe  seconda.  

Forme  quadratiche di Dirichlet  e di Hermi t e .  

w 21. 

Forme di  D i r i c h l e t  r idot te .  

Premettiamo l'avvertenza che i corpi quadratici Q, che intenderemo 
di considerate in seguito, saranno sempre di quelli pei quali superior- 
mente abbiamo fissa~o il poliedro fondamentale del corrispondente 
gruppo I "(~). Perb le medesime considerazioni saranno applicabili ad 
ogni altro torpo quadratico immaginario pel quale si riesca a deter- 
minare il poliedro fondamentale di ['(~). 

Una forma binaria quadratica 
a x  2 -~- 2 bxy  --[- cy 2, 

nella quale coeffitienti e variabili siano numeri interi del corpo quadra- 
rico Q si dir~ una forma di Dirichlet. Spesso, ponendo in evidenza i 
soli coefficienti, la indicheremo simbolitamente ton (a, b~ c). Escluderemo 
senz' aRro il caso the il determinante della forma: 

d--~-b 2 - -  ac 

sia un quadrato perfetto; in tal caso la forma ~ decomponibile in 
due fattori lineari con coefficienti razionali in Q e i problemirelativi 
a questa specie di forme possono facilmente trattarsi dietro i risul~ati 
del w 2. 

Dimosireremo come, mediante la rappresentazione geometrica 
studiata nella prima parte della presence memoria, si possa sfabilire 
la teoria generale di queste forme e in par~icolare risolvere i due pro- 
blemi fbndamentali della teoria dell' equivalenza (A w 7). 

Diciamo radici della forma (a, b, c) le due radici zl, z2 dell' 
equazione 

az  2 + 2bz  + c = O. 

Non essendo d ~- b 2 - -  a c u n  quadrato perfetto, zz, z2 non sono numeri 
razionali in Q e i punti del piano ~ indici di ques~e radici sono 
esterni alia fete poliedrica di I'(~). Descriviamo sul segmen~o che 
uniste questi due punti, come diametro, il tircolo C ortogonale al 
piano ~ ;  questo diremo il circolo indicatore della forma f ~ (a, b, c). 
Una forma f ~ fissata, a meno di un cangiamen~o simuRaneo di segno 
dei suoi coefficienti~ dati the ne siano il determinante ed il circolo 
indicatore. 

Chiamiamo ridotta una forma f quando il suo circolo indicatore 
attraversa 51 poliedro fondamentale P di ['(~'). Pretisamente come pel 
gruppo F(o (A w 7) si dimostra il teorema: Ogni forma di Dirichlet 
ammette una forma ridotta e~uivalente. 
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w 22. 

Numero delle forme ridotte di un dato determinante. 

Sussiste il teorema: I I  numero delle forme rido#e di un dato deter- 
minante ~ finito. 

Nel caso che il poliedro fondamentale non abbia alcun vertiee sul 
piano ~ ,  come aceade per ]) ~ ], 2, 3, 7, 11, 19 la dimostrazione si 
pub fare precisamente come nel campo (1, i) A, w 8). Ma quando il 
poliedro presenta di tali vertici singolari occorrono alcune considerazi6ni 
complementari che qui svilupperemo. 

Consideriamo dapprima, come al w 1, la regione (V) di/~ limitata 
dai quattro piani 

r �9 

al di sopra del piano 

t 

essendo l, m, ~, m', ~ cinque costanti dalle quali l'ultima positiva e 
dimostriamo il lemma: 

Esiste soltanto un numero finito di forme (a, b, c) di Dirichlet con 
assegnato determinante d ~ b 2 - -  ac, i cui circoli indicatori attraversino 
la regione (V). 

Per la forma (a, b, c) a determinante d il raggio r del eirzolo 
indicatore b da~o da 

Vla I 

e poichb la massima ordinata di un punto del circolo b r mentre la 
minima per i punti della regione (V) ~ 3, dovremo avere intanto 

1/V-d~ > 8 ciob a ~ Vidl .... I1 primo coefficiente a della forma non 

pub dunque assumere the un numero finito di valori. Per ogni tale 
valore d i a  cmlsideriamo la serie di forme parallete ad una singola 
forma (a,  b, c): 

(a, b, c), (a, b', c'), (a, b", c") . . ., 

nella quale ciob i coefficienti medii b, b', b " . . .  sono congrui fra loro 
(rood. a). Se osserviamo che i loro circoli indicatori nascono da quello 
di (a, b, c) per una traslazione z ' ~  z - [ - ~  del gruppo F (~), riesce 
evidente, per la forma della regione (V), che soltanto un numero finito 
di questi circoli attraverser~ (V). E poichb il numero dei valori di b 
incongrui (rood. a) b finito, il lemma b dimostrato. Siano ora vl, v2,v3. . .  
i vertici singolari sulpiano ~ del poliedro P. Isoliamo un intorno di 
ciascuno di essi da/) ,  descrivendo per esempio altret~ante sfere di raggio 
arbilrariamen~e piccolo col centri in vl,  v2, v 3 . . .  e indichiamo con 
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at, 62, 63 . . .  le piccole porzioni di 2 interne rispettivamente alle sfere 
descritte. I1 numero delle forme ridotte di dato determinante d~ i cut 
circoli indicatori attraversano la regione di/9, ches i  ottiene sottraendo 
da /9 le regioni 61, 62, 6 a . . .  ~ finito, pel lemma premesso. Baster~ 
dunque prorate che per ciascuna regione 6~ non vi ha che un numero 
finito di forme a determinante d i cut circoli indicatori la attraversino. 
0sserviamo per cib che la regione 6i ~ racchiusa da cinque faccie 
sferiche, delle quali le quattro uscenti dal ver~ice singolare v~, che 
indiee di un numero frazionario in f2~ si dividono in due coppie di 
sfere tangen~i fra loro ed ortogonali a quelle dell' altra coppia, mentre 
la quinta giace sopra una sfera col centro in vi. Per quanto abbiamo 
dimostrato ai w167 2, 3~ possiamo supporre che il valore di z in vi 

abbia la forma ~'t- iFD cio~ v~ sia indice di una forma quadratica 

ordinaria ( re , r ,  k) a determinante ~ D. Se operiamo allora la sosti- 
~uzione a determinante m: 

che trasporta v~ nel punto all' infinito, la corrispondente trasformazione 
dello spazio cangier~ la regione 6~ in una nuova regione Z:~ limi~ata 
da quattro piani due a due paralleli e normali al piano ~ /  e da un~ 
quin~a faccia sferica e tutti i pun~i di 2~ rimarranno a~ di so2ra del 
piano ~/.  Supponendo ora che il circolo indicatore della forma di 
Diriehlet 

[ -~ a x2 W 2bxy  -}- cy 2 

a determinante d attraversi a~, applichiamo alla f o r m a f  la sos~ituzione 
a determinante m 

{ ;  ~- (r "lt- i ~/~)  X r e X ,  Y '  

che ~rasformer~ f nella forma a determinante din2: 

F - ~  A X  2 ~ 2 B X Y - } -  C Y  2, 
dove A, 33, C hanno i valori 

A - -  + + 2b n(  + + 
t ~ - ~ -  - -  a ( r  -f- i ~ / - ~ )  - -  b i n ,  C ~ a.  

I1 eircolo indicatore di 2, attraverser~ 2Y~. 0ra~ seeondo il lemma, 
il numero delle forme 2 '  a determinante dm~ il cut circolo indicatore 
attraversa ~ ~ limitato e poich~, tome risulta dalle formole superiori~ 
ad ogni forma 2'  corrisponde una sola forma f ,  risulta cost dimos~rat;o 
il teorema. 
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w 23. 

Risoluzione dei due problemi della teoria dell' equivalenza. 

Consideriamo una forma rido~ta {~ ed il suo circo]o indica~ore C. 
I punti ore C interseca il piano ~ sono esterni alia re~e poliedrica 
del gruppo [-(~) (w 21) e conseguentemente C at~raversa un numero 
infinito di poliedri della fete. Questi intercettano sopra C una serie 
di archi 

. . . A_~ A_ I , -A_IA1, A1A2, A2 A3 , . 4 3 . 4 4 . . .  

estesa nei due sensi all' infinito, ova A 1 A 2 indicher'~ l'arco intercetto 

dal poliedro fondamentale /). 0ra osserviamo ohe gli archi A 2 As,  

.4_1.41, che comprendono A 1 A2, possono essere cangiati con due 
sostituzioni di F(~) perfettamente determinate in due archi ridotti, che 
giacciono cio~ nel poliedro fondamentale. Le sostituzioni inverse ~ras- 
formano /"1 in due forme ridotte che si diranno le ridotte contigue di fl. 
Cosl ogni forma ridotta fl ha due ridotte contigue determinate senza 
ambiguit~ da fl ed ~ chiaro che la relazione di contiguit'~ fra due 
forme ridotte ~ invertibile. Ora prendiamo una ridotta contigua f2 
di /"1, di f~ prendiamo ]a seconda ridotta contigua f3 oltre fl e cosi 
di seguito. Poichh iI numero delle forme ridotte ~ finito, costituiremo 
un gruppo di forme ridotte 

A55 . . . s  
tutte fra ]oro equivalenti e tale che le ridotte contigue di ogni forma 
del gruppo si ~roveranno nel gruppo stesso. Si dimostra subito in- 
versamente (Cf. A w 10) the ogni tbrma ridotta equivalente a f l  si 
trova nel gruppo cos1 costruito, the s1 dir'~ il periodo delle forme 
ridotte equivalenti a /1; dunque: Due forme ridotte sono equivalenti 
solo quando ap~artengono al medesimo ~eriodo. 

I1 primo problema della teoria dell' equivalenza: decidere se due 
forme f, f '  dello stesso determinante sono equivalenti testa cosl risoluto, 
potendosi ricondurre al caso delle forme ridotte. E poich~, se f, f '  
sono equivalenti, col nostro metodo troviamo anche una sostituzione 
che trasforma effettivamente f, in f', per trovarle tutte resta a risol- 
vere la questione: Determinate nel gruppo ['(~) il sottogruppo ripro- 
du~tivo di una forma data f, che si pu~ send a~tro s~porre ridotta. 

Per maggiore chiarezza limitiamoci dapprima a ricercare le sosti- 
tuzioni di F(~') a determinante ~- 1 che trasformano la forma ridotta 
fl in s~ stessa; invece di operare cio~ col gruppo g(~), operiamo con 
quel suo sottogruppo eccezionale F2 (~) d'indice 2 che comprende le sole 
sostituzioni a determinante ~ 1. hl  poliedro P sostituiremo adunque 
il poliedro H che risulla associando a P il suo simmetrico rispetto al 
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piano ~ ~ O, che sar~ il poliedro fondamentale del gruppo ['2(~) ed i 
concerti di forme equivalen~i e forme ridot~e si riferiranno al gruppo 
['2(~') ed al suo poliedro ~.  

Una forma f ~  ax  2 .@ 2 b x y  @ cy 2 a de~erminante d ha le due 
radici 

b + V3  b - -  t /~ 
~1 ~ ~2 ~ ' 

ore pel radicale V'd fisseremo una volta per tutte un senso determi- 
na~o p.e.  quello the d?~ alla par~e reale di V'd il segno positivo se 

/ /d  non ~ puramente immaginario e~ inquest' ultimo caso, quello pel 

quale V~ ~ positivo. Chiameremo allora zl la prima e ~2 la seconda 
i 

radice e fisseremo per senso positivo del circolo indicatore quello the 
in /~ va da ~1 verso ~2. Una forma f risulta per tal modo individuata 
dal suo determinante d, dal suo circolo indicatore e dal senso positivo 

di questo. Se una sostituzione ('7' ~) , a determinante -[-1 trasforma 

f in f', la sua inversa cangia il circolo indicatore di f in quello di f '  
e preeisamen~e il senso positivo dell' uno nel senso positivo dell' 
altro.*) 

Sia ora /1 una forma ridotta, A1A2 l'arco del suo circolo indi- 
tatore intercettato da 17 e il senso da A1 verso A N il senso positivo. 
La ridotta contigua a [1 the si incontra dopo A 2 si dir~ la contigua 
a destra di fl e quella prima di A 1 la contigua a sinistra. Cos~ 
chiaro, per quanto precede, the se f2 ~ contigua a destra di f l ,  questa 

tontigua a sinistra di f~. Ci5 posto, prendiamo la contigua a destra 
f2 di f l ,  la con~igua a destra f~ di f2 e cosl via. La prima forma a 
ripetersi nella serie 

f l  t2 f3 . . . 

certamente fl e se cib aecade immediatamente dopo f. ,  alla forma 
f,+l, diremo che 

f l f 2 f ~ "  . . t .  

costituisce un periodo di forme ridot~e. Componendo suctessivamenCe 
la sostituzione (data dal metodo stesso) the trasforma f~ in /~ tonquella 
the porta fz in [a etc. e in fine con quella the porta f~ in / ,+~  ~ f~ 
troviamo una sostituzione ~q che trasforma fa in s~ mcdesima. D'altra 
parte ogni sosti~uzione the trasforma fl in sb stessa cangia il tircolo 
indicatore di fa in s~ medesimo e se, come qui supponiamo~ ~ a de~er- 
minante -t-1 ne tonserva altresi il senso positivo; se ne conclude 
subito ehe b una potenza di S. Dunque: 37 gru2~o delle sostit~tzioni 

*) Cf. D i r i c h l e t ,  Zahlentheorie w 72, e K l e i n ,  l~Iodulfunctionen pa. 251. 
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di F(~) a determinante + 1 riproduttrici di f t e  un grup~o ciclico 
generate da una sosiituzione minima S che sapl)iamo determinate.*) 

Volendo da questo gruppo risalire all' intero sottogruppo di F (~') 
riproduttivo di f l ,  osserveremoche se v, v" sono due sostituzioni a 
determinante - -  1 riproduttrici d i f l  il prodotto v ' -~  ' ~ necessariamente 
una potenza di S. Quindi il sottogruppo cercato o coincide col gruppo 
ciclico superiore o lo contiene come sottogruppo eccezionale d'indice 2, 
constando delle sostituzioni della forma 

a) S (n----O, 4-1, +__ 2, . . . ) .  
Ogni sostituzione v S "  cangia il circolo indicatore di ft in s~ me- 

desimo rovesciandone il sense positive; essa ha perci5 necessariamente 
un punto fisso sul circolo ed ~ quindi ellittica a periodo 2, il sue 
determinante essendo eguale a --  1"*). La costituzione del gruppo a) 
corrisponde quindi evidentemente a quelia di un gruppo diedrale. 

]~ chiaro che in tal case fra le sostituzioni , S "  se ne trover~ una 
che lascierg fermo A t ovvero seambier~ A t con A 2. Se tale sostitu- 
zione esiste ~ ben facile determinarla dalle coordinate note di A1, A: 
e si ottiene cosl la determinazione completa del sottogruppo cercato. 

w 24. 

Forme definite di Hermite. 

Consideriamo una forma quadratica: 

Axxo + B x y  o + t~oXoY + Cyy o 

dove i coefficienti A,  (7 sono razionali interi; B ~ un intero nel corpo 
quadratico, B o i l  conjugate, x, y due interi variabili in Q e x o Yo i 
lore coniugati. Una tale forma si dir~ una forma di Hermite e sarh 
raiopresentata per brevit~ col simbolo [A, JB, C]. Per ogni sostitu- 
zione lineare 

x - -  ax" + y --'- r x '  + 

eseguita sulle variabili, eve u, fl, ~,, d sono interi in Q (quando con- 
temporaneamente si eseguisca la sostituzione coniugata sulle varia- 
bili conjugate) la 2" sLtrasforma in una forma 

2" - -  A ' x ' x  o' + B ' x ' y  o' + t~o'xo" y" + C'y'yo' 

della siessa natura e si hanno le formole di trasformazione: 

*) 1%1 corrispondente w 10 (A) ~ incorso un errore che facilmente si corregger~ 
dietro le indicazioni del testo. 

**) Alla medesima conclusione si arriva direttamen~e osservando che in una 
tale sos~ituzione it 1 o ed il 4 ~ coefficiente sono eguali e di segno con~rario 
(V. D i r i c h l e t ,  Zahlentheorie w 57). 
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(1) 

A" ~ A a a  o + Ba?o + Bo%7 + C77o, 

B" ~ A ~ o  + 1 ~ o  + Bo~o7 + 07~o, 
Bo" -'~ Aao[J + ~o~o ~ -]- I3(37o + CTod, 

v'  = A ~ o  + ~ o  + Bo~o~ + CO~o. 

Se il determinante della sostituzione ~ un' unit~ le due formo 
2', F '  si diranno equivalenti rispetto a i'(~). 

La forma 2 '  b definita o indefinita secondo che il determinante 
A ~ BBo - -  A C ~ negativo o positivo. In una forma definita A, C 
hanno lo stesso segno e ci possiamo limitare, come faremo, a ton- 
siderare il caso dei coeffitienti estremi positivi. Ad una forma de- 
finita [A, B ,  C] corrisponde in /~ un punr perfettamenr determinato 
le cui coordinate sono date dalle formole 

(2) ~ = ~ + Bo ~ -  Bo [ - ~  

questo punto si dir~ l'indice della forma (Cf. A w 11). Una ibrma 
definita (positiva) b individuata dal suo determinante e dal suo indice. 
Due forme definite equiva~enti hanno indici equivaZenti ed inversa- 
mente. (ibid.). 

Diremo ridotta una forma definita quando il suo indite giattia 
nel poliedro fondamentale. Ne segue subito: Ogni forma definita 
equivalente ad una forma ridotta. 

Ora riferendoci alle considerazioni del w 22 possiamo dimostrare 
il ~eorema: I I  numero delle forme rido#e definite di un dato deter- 
minante A ~ limitato. Se riprendiamo infatti a considerate in /~ una 
regione (V) come quella del w 1 definita dalIe diseguaglianze 

t l < ~ < m ,  / ' < ~ / < m ,  ~ > ~ ,  

dimostriamo dapprima facilmente che entro (V) non pu~ cadere che 
un numero finito di punti indici di forme a determinante A. Per una 

tale forma dovendo aversi Y~-Z Y :  A A > ~' cio~ A < - - ~ - - ,  il 1 ~ coeffi- 

ciente A non pub assumere che un numero finito di valori. Per ogni 
valore ammissibile di A, tanto la parte reale quanto il toeffieiente dell' 
immaginario in ~9 debbono giacere fra limit3 assegnati e perb risulta 
evidente l'ultima asserzione. 

Ora se il poliedro P ha vertici singolari sul piano ~ si eseludano 
al modo del w 22 e le considerazioni stesse di questo paragrafo di- 
mostreranno il ~eorema enunciato. Basra per cib osservare che la 
sosti~uzione 

( , x -  (r + i l / ~ )  x ' - -  y ,  
y ~ rex'  
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a determinante m ivi considerata trasforma la 2' = [A, B,  C] a deter- 
minante A nella ~'~--- [A', B' ,  C'] a determinante Am ~, eve 

A' ,-- A(r~-I-D) + : B m ( r + i V D )  + B o m ( r - i V - ~ )  + Om 2, 

(3) B ' =  - A(~ + i V - g ) -  2~om, 

C ' ~ A  

e mentre ad ogni forma F ne corrisponde una sola /~'~ inversamente 
ad ogni forma F '  corrisponde per le (3) una sola forma ~'. 

0ve si aggiunga in fine che due forme ridotte non sono in generale 
equivalenti salvo quando i lore due indici si trovino su due faccie 
conjugate d i / )  e l'uno risulti daft altro per la sostituzione di i-(~) che 
cangia l 'una faccia nella coniugata, si hanno tutti gli elementi neces- 
sarii per risolvere, nel case delle forme definite di Hermite~ i problemi 
della teoria dell' equivalenza. 

w 25. 
Esompi numerioi. 

Per mostrare in qualche esempio l'effettiva applicazione dei risul- 
tati precedenti, prendiamo dapprima il case del corpo quadratico 

(1, 1+iVY) 
e scriviamo le condizioni affinch~ una forma definita positiva [A, B,  C] 
sia ridotta. Secondo il w 16 possiamo definire il poliedro fondamentale 

P di I "\ ~ ) colle diseguaglianze 

V~ 
I <~j < ~ ,  0 < ~ <  
2 . . . .  2 

~ + ~ + ~ > 1, (~ - - -  

Ora se poniamo 

~-~V~>_o, 

+ (~. 

B__. B 1 +  B 2 l + iY~ 2 

+ ~y~ >_ o, 

F7 )2 

//7 )2 
d- ~2>_- I. 

essendo BI ,  •2 razionali interi, il punto indite della forma avr~ per 
le (2) w 24 le coordinate 

e le precedenti diseguaglianze ~i tradurranno per una forma ridotta 
helle seguenti 
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[2B~ + B2J _< A, 0 < B2 ~ A, Bt + B2 >_ 0, ~,  <_ 0, C > A, 
2 C + (2 B~ + B2) -- 7 B2 + 2 A >_ 0, 
2 c  - -  (~B,  + B~) - -  7 ~ + '2 A > 0.*) 

L'ordinata minima di un punto del poliedro P ~ ~--- ~ ; in eon- 

seguenza deve aversi 

A <  3 ' 

il che d~ per A un numero finito di valori. Indi le diseguaglianze 
superiori, unitamente alia condizione 

A C ~ B1 "~ ~ 2B,2 2 - -  .B~ B~ - ~  ~ A ,  

danno un numero finito di forme ridotte. Cosl se prendiamo A ----- - -  3 
troviamo le 5 forme riclo~te 

El, O, 3], 1, ~ , , , ~ , , - -  , 

[2,  V7, 5] 
delle quali le tre prime sono equivalenti mentre le ul~ime due non 
sono equivalenti fra loro nb alla prima. Le forme di Hermit6 a de- 

terminante - - 3  nel campo (1 ,  1+:2 i l /~ )  si ripartiscono dunque in 

ire classi rappresentate dalle forme ridotte 

[1, 0, 31, [2, - - 1 ,  2], [2, ~V7, 5]. 

Come secondo esempio consideriamo il caso del campo quadratieo 

(1, i~/5). I1 poliedro fondamentale del corrispondente gruppo [-(~V~) 
stato definito al w 14 mediante le diseguaglianze 

2 ~ 

~ + ( ~  

Vg 

V~ )2 i 
+ r 1 6 5  

2)2 1 
//~ + ~2 > , o ,  

+ * ~ > ~ o ,  

the per una forma definita [ A ,  .B ,  C ] ,  ponendo 

B ~ B 1 + iBzV3,  

*) Che le diseguaglianze carat~erizzanr una forma ridotta siano lineari 
rispetto ai coeflleienti della forma non ~ una particolarita di questo caso ma 
una propriet~ generale. 
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si tradacono nelle altre: 

A < ~, < A o < ~ <  ~_, C>A, C 5 ~ + A > 0 ,  2 ~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ 

(a) C ~  B~ ~ 4B: ~ A ~ O, C ~ B~ __ 4B2 ..~ A ~ O" 

Ora, secondo quanto abbiamo detto al w 22, descriviamo attorno 
ai due vertici singolari -- 1 q-iY~ ] -t-il/~ come centri due sfere di 2 ~ 2 

raggio e cosl piccolo che stacchino dal poliedro / ) d u e  intorni dei 
vertici singolari e ricerchiamo separatamente per ciascuna delle tre 
parti, in cui 2 risulta diviso, quali indici di forme dell' assegnato 
determinante (negativo) A vi sono contenuti. Se prendiamo l'intorno 

del vertice singolare - - :  +i / /g  definRo dalle diseguaglianze 
2 

1 J/5 ~_>-:, ~ <-.~--, 

)2 :;2 

le forme ridotte [A, B, C] i cui indici cadono in quest' intorno 
dovranno soddisfare alle diseguaglianze: 

A A 
Bj~-i-, B2<__~, C--5B2~-A>__O , 

(b) 
+ A_>o ,  c -  - + 

Be ad una tale forma [A, B,  C] applichiamo (w 24) la sostituzione 

(_1 _:) 
2 , 0 

a determinante 2, ne deriviamo una forma [A', B', C'] a determinante 
4A e i coefficienti A,  B,  C della 1 �9 forma si deducono da quelli della 
2 a colle formole C' 

A C' B1 ~ oi -- Bt' B2 ~ -t- P,' 

.,t' .9u 6 O'  - -  2 .Bt '  ..~ 1 0 ~ "  
C ~  

4 

ore si ~ posto B'--~-Bl"q-i.B~'~/5. Per la forma [A', B',  C'] le 
diseguaglianze (b) si mutano nolle altre 

, A" --A'  ' _  , A' C' 0 < B i  <-~-- ,  - - - C - < B 2  < 0  < 4 ,  2 ; 

ma poichh dove essere 

A' O' - -  Bi '2 - 5B2 '2 -- 4A, 
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ponendo in questa per C' il limite inferiore 

limiti superiori A'~ T n e  deduciamo 

6) < 16A. 

e per Bl'z, B2,z i 

Questa ci d~ per A' un numero fini~o di va]ori e a ciascuno di 
essi corrisponde un numero finito di valori per B(,  B~', Se prendiamo 

1 
3 'g 

risulta A'~< ~ 166 A, sicch~ per A ~  ~ ] ,  1~----~2,  nessun 
39 

indice di forme ridot~te cade negli intorni dei ver~ici singolari. 
Nel poliedro che risulta togiiendo da P gli intorni dei due vertici 

singolari la minima ordinata di un vertice h 45" Per una forms 

ridolta [A,  ]3, C] a determinante - -  1 dovremo dunque avere 

i >  
A ~ 45 

e quindi A < 7. Tenendo presenti le diseguaglianze (a) troviamo le 
seguenti quatiro forme ridotte a determinante A = -  1: 

[1, 0, 1], [2, i~/5,  3], [5, 2.-[-2iI/5 , 5], [ 5 , - - 2 - { - 2 i ~ / 5 ,  5],  

delle quali soltanto le due uRime sono equivalenti fra loro. Nel campo 

(1, i t /5) le forme a determinante - - 1  si distribuiscono dunque in 
ire classi. 

w 26. 
Formo di Hormito indefinite. 

Una forma di Hermite indefinita [A, B ,  C] individua nel piano 
~/ il cireolo reale: 

(I) Azzo + + + o----o, 
che soRanto s e i l  primo coefficiente A ~ nuUo si riduce ad una linea 
recta. ]n tal caso il deierminante ~---~ 5ffB o ~ scindibile nel prodotto 
di due fat~ori eoniugati he1 corpo quadratico f~ ed il gruppo ri- 
produtr della ibrma, la cui determinazione forma l'ogget~o princi- 
pale delle ricerche seguenti, deducesi per trasformazione da un sotto- 
gruppo modulare*). Generalmen~e intenderemo escluso ques~o caso 
che consente una trattazione pi~ semplice. 

La sfera descritta suI circoIo (1), come cerchio massimo, si dir~. 

*) Cf. pel gmppo  F (i) la mia  nora nei. Rcndiconti Accademia Linces 
4 maggio 1890. 
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0re  si sc inda iS' ne l l a  la sfera indicatrice della forma [A, "B, C]. 
sua parte reale ed immaginaria,  ponendo 

B .__~ M .nt- i N,  

l 'equazione della sfera indicatrice ~: 

--- ~ - .  

La forma [A~ B~ C] ~ determinata, a meno di un cangiamen~o 
simultaneo di segno net coefficient;, quando ne sia fissato il de termi-  
nante e la sfera indicatrice. 

Diciamo la [A, B ,  C] ridotta quando la sua sfera indica~rice a t -  
traversa il poliedro fondamentale /); sussiste allora il t eo rema :  Ogni  
forma di Herin;re indefinita ammette una /brma ridotta eguivalente. 

Ed ora andiamo a dimostrare l'altro teorema fondamenta le :  /~  
numero delle forme ridotte di assegnato determinante A ~ fin;to. 

Perch~ una forma sia ridotta ~ necessario c h e l a  sua s fe ra  indi-  
catrice o contenga nd  suo inferno qualche vertice non s ingo la re  di 
xo, ovvero contenga nel suo inferno o alla superficie un ver t ice  s ingo-  
late. Sia dapprima v 0 ~ (~0%~0) un vertice non singolare e perb  
~0 ~ 0; se la sfera (4) contieae nel suo inferno v 0 dovremo avere  

(3) (Af0 + 2I )  2 + (A% - -  hr) ~ -1- A2r 2 < A; 

ne segue intanto che il 10 coefficiente A non pub assumere che un 
numero fin;to di valor; e poich~ inoltre la parte reale ed i m m a g i n a r i a  
in B~ per ogni tale valore di A~ debbono giacere, in forza della (3) 
stessa, fra limit; assegnati, il numero di quesle sfere ~ lira;taro. 

Se v o ~ un vertice singolare le sue coordinate saranno 

~ - - g ,  ~ o - ~  n , ~ o ~ 0 ,  

essendo r, s~ n razionali inter;. Supponiamo che non sia D-- - :3(mod.  4)~ 
il caso ]9 --: 3 (rood. 4) consentendo una trattazione del turbo s imi le ;  
allora il 2 0 coefficiente "B avr~ la forma 

B - + 

con B~, B 2 inter; ordinarii. Se la sfera (2) contiene nel suo inferno 
v 0 dovremo avere 

( A t  + B i n ) Z +  D ( A s - - B 2 n )  ~ < A n  2. 

Ponendo per un momento 

(4) A r  + .Bin ~ a, A s  -- .B2n ~ fl 
le copp.ie di valor; ammissibili ]per g, fl sono evidentemente in  n u m e r o  
lira;taro. Per ogni tale coppia di valor; di a~ fl essendo 

a2 nt- 1)fl '~ = n~-(Bl 2 + DB2 2) (rood. A) 
e perb 
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a~_{- D/~2-- n2A ~-  n~{B,2 + / ) B 2 2  - -  A} ~ 0 (mod. A) 

deve essere A un divisore del numero diverso da gero a 2 + I ) f l  2 - -n2A 
e perb A e quindi B 1 , B  2 (per le (4)) non possono ricevere corrispon- 
dentemente ehe un numero finito di valori. 

Resta che proviamo che vi ha soltanto un numero finito di forme 
a determinante A le cui sfere indieatrici passano pel vertice singolare 

r +  i sY~  ivi attraversando il poliedro /). Sia [A ~ ,  C] V 0 - - - -  ~ ~ 

una tale forma per la quale risulti adunque per la (1) 

(5) + nBo(r--isV ) + = 0 .  

Ricorrendo al processo gi~ usato ai w167 22, 24~ applichiamo ad 
[A, B~ C] la sostituzione a determinante n 

{; + isg )x'-y, 

che l a  cangia in una forma [0~ B', C'] a determinante A n  2 col primo 
coefficiente nullo~ a causa delia (5) e gli altri due dati dalle formole 

I ~ ' :  -- A ( r  + i s~ /~ )  -- Boa , 
(6) = A. 

La sfera indicatrice della forma trasforma~a si ridace dunque al piano 

(7) B'~ + B0'g0 + C' - -  0, 
menire l'intorno del ver~ice singolare v o si muta in una regione -,~ 
della natura di quella considerata al w 22. Per ipor deve il piano 
(7) traversare questa regione 2~ e quindi la sun distanza s dall' origine 
non potr~, manifestamente superare un eerto limite. Ma troviamo 

o" 

onde segue the C" non pub assumere the un numero finito di valori 
e poich~ lo stesso accade di B '  in forza della condizione B'Bo'---n2A,  
le formole (6) dimostrano subi~o la propriet~ enanciata. 

w 27. 

Perior delle forme ridotte. 

Per cib ehe riguarda la distribuzione delle forme ridotte in periodi, 
e la risoluzione dei due problemi della teoria della equivalenza, poco 
vi ~ da aggiungere a quanto ~ esposto pel gruppo F(0 nel lavoro pre-  
eedente (A. w167 13, 14). Sulla sfera indicatriee d i u n a  forma ridot~a 
fl la divisione poliedrica, corrispondente al nostro gruppo ['{~), dar~, 
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una rete di poligoni con lati tircolari normali all' equatore*) della 
sfera. Consideriamo il polygono zl della rete tagliato sulla sfera dal 
poliedro fondamentale P e i poligoni delia rete tontigui a ~ .  Ciascuno 
di questi con una sostituzione di F (~) perfettamente determinata pub 
essere trasportato in un poligono ridotto, giatente cio~ nel poliedro 
fondamentale; la sostituzione inversa applitata alla forma f~ la tangia 
in una forma ridotta equivalente ad fl, che diremo una ridotta con- 
tigua di /~. 1~ chiaro che in generale il passaggio dalla forma ridotta 
f1 ad una contigua si opera per mezzo d i u n a  delle sostituzioni ele- 
mentari del gruppo, the tangiano tio~ il poliedro /~ in uno degli ad- 
erenti per una faccia. Fa eccezione il caso in eui la sfera inditatrice 
di ft at~raversa uno spigolo di/) ,  ch~ allora la sostituzione da adoperarsi 

quella che cangia P nel poIigono della fete opposto lungo questo 
spigolo. Immaginiamo ora scritte tutte le forme ridotte contigue ad 
ft e di ciascuna prendiamo nuovamente le ridotte contigue, omettendo 
quelle che eventualmente ripetessero forme gi~ ottenute e cos~ con- 
tinuiamo. I1 numero delle forme ridotte di un dato determinante A 
essendo limitato (w 26), costituiremo un aggregato di forme ridotte 
differenti 

A) hs163  
tutte equivalenti fra loro, tale che le ridotte contigue di ogni forma 
/~ in A) si trovano in A) stesso. Diremo questo aggregato A) un 
periodo di forme ridotte e, tome in (A)w 14) dimostreremo il teorema: 
.Due forme ridotte equivalenti apparter~gono al medesimo periodo. 

Con cib viene risoluto il problema di ritonoscere se due forme 
indefinite dello stesso determinante sono equivalenti o no; nel caso 
affermativo si trova anche un' effettiva sostituzione che trasforma l'una 
nell' altra. Rimane cosl soltanto da risolvere il 2 o problema della 
teoria dell' equivalenza: 

.Determinate in F (~) il sottogruppo riproduttivo di un' assegnata 
/brma indefinita, che ~ lecito supporre ridotta. 

Questa ricerca offre interesse non soltanto per la teoria dei humeri 
ma ben pifi per quella delle funzioni automorfe. Tale sottogruppo 
infatti un gruppo automorfo e le torrispondenti funzioni hanno stret~a 
analogia colle funzioni modulari~ colle quali hanno a tomune una 
teoria della trasformazione e il gruppo delle corrispondenti equazioni 
di trasformazione (gruppo delle equazioni modulari)**). 

*) Intendiamo per equatore il circolo massimo nel piano ~ 7- 
**) Of. Fricke, Ma~h. Annalen Bd. 39. 

Mathematische Annalen. XL. ~6 
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w 28. 

Gruppo riproduttivo di una forma di Hermite indefinita. 

Essendo 
A) f~ f2 f~ . . . f ,  

il periodo delle forme ridotte individuato da fl~ consideriamo i corri- 
spondenti poligoni ridotti 

B )  ' ' ~ '  ' ~ J  ~ ~ 2 ~  . �9 �9 ~ n .  

Poich~ due forme distinte [A ,  .B, C],  [A', JB', C'] de]lo stesso 
determinante hanno a comune la sfera indicatrite solo quando i coeffi- 
cienti dell' una siano eguali e di segno contrario ai corrispondenti dell' 
altra, vediamo chela  serie B) conster~ di poligoni tutti distinti, ovvero 
due a due coineidenti. II secondo caso si presenter~ quando il periodo 
A) contenga la forma contraria [ - -  A ,  B~ ~ C] d i f l  ~ [A, B,  C] 
e quindi anche la forma contraria di ogni forma nel periodo. 

Se procediamo dunque direttamente sui poligoni della fete the 
la sfera indicatrice di/"1 taglia dalla divisione poliedrica e formiamo 
il poligono H constante degli m poligoni contigui 

~gl  7g2 �9 �9 �9 7gin 

che formano un sistema completo di poligoni non equivalenti della 
1 rete, sar~ m = n nel 1. 0 caso e m ----- ~- n nel 2 ~ Determiniamo ora, 

nel noto modo (A)w 13), il sottogruppo r di i-(~), the trasforma in 
s~ medesima la fete sferica di fl, sottogruppo che avr~ pretisamente 
per poligono fondamentale If. I1 gruppo r coincider~ col sottogruppo 
riproduttivo (I) 1 di fl nel 10 taso e lo conterr~ invece come sottogruppo 
etcezionale d'indice 2 nel 20 caso, ore le soslituzioni di q) che non 
appartengono a r trasformeranno fl nella sua contraria. Ora colle 
formole effettive di trasformazione si prova facilmente che una sosti- 
tuzione di r  produce un semplice scorrimento (nel senso non-euclideo) 
della sfera indicatrice in s~ medesima~ mentre una sostituzione di (1) 
fuori di r produce un tale scorrimento combinato con un ribaltamento 
o inversione delle due faccie della sfera. Nel secondo caso adunque 
il gruppo r non ~ aRro che il gruppo (l)l ampliato per riflessione. 

Per chiarire ton un esempio queste osservazioni consideriamo il 
gruppo i'(~) e la divisione poliedrica corrispondente (w 12) e prendiamo 
la forma 

fl - "  ixyo  ~ i xoy  , 

la cui sfera inditatrice si riduce al piano y ~ 0. Questo taglia dalla 
divisione poliedrica precisamente la figura corrispondente al gruppo 
modulate ampZiato l~er riflessione. 
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w 29. 

Esompio numerico pel  gruppo F(O. 

Alla discussione di alcuni esempi numerici facciamo precedere 
rosservazione seguente. La distribuzione delle forme ridotte in periodi 
operandosi per forme contigue, per ottenere da usa forms ridotta 
tutte le ridotte contigue baster~ in generale applicare a ciaseuna forms 
ridotta/~ le sostituzioni elementari del gruppo F(~). Solo quando la 
sfera indicatrice di 1~ attraversi uno spigolo d i / )  converr~ usare inoltre 
la sostituzione che trasforma ~ nel poligono opposto lungo questo 
spigolo (w 27). Cib de1 resto avverr~ soltanto per valori speeiali di 
A e per particolari forme ridotte. Baster~ dunque, scritto il sistema 
completo delle forme ridotte, osservare l'effetto permutativo prodoito 
sopra di esse dalle sostituzioni elementari del gruppo (alle quali even- 
tualmente saranno da aggiungersi le sostituzioni sopra indicate) per 
conoscere la distribuzione in classi delle forme a determinante A. Dopo 
di ci5 si calcoleranno facilmente le sostituzioni generatrici de1 sotto- 
gruppo riproduttivo di ogni forms ridotta. 

Come primo esempio prendiamo il gruppo F(0 col poliedro fonda- 
mentale del w 12 avente, oltre il verlice all' infinito, i quattro vertici 

v ,  =_ (o,  o,  x), v~ = o , - r  , v~ = , o ,  , 

V~ , ~ , ~ .  

Una forma indefinita [A~ B~ O] a determinante A ~ ridotta se 
la sua sfera indicatrice 

~ -  A~ ~ 

(ore si b posto, scindendo B nella sua parte r6ale ed immaginaria, 
~--- 21~ ~ i2u contiene nd  suo inferno almeno uno dei quattro ver~ici 

v,, v~, v~, v~. 
Scriviamo le rispettive condizioni di riduzione che sono 

pel vertice V I �9 �9 �9 ~/2_{_N~_A 2<A, 

(2) I " " v~ �9 �9 �9 42~ ~ + ( 2 ~ -  A) ~ + 3 ~  ~ < 4Z~, 
,, ,, r 3 �9 �9 ( 2 M - f - A )  2- [ -4A z2-[ -3A 2 < 4 A ,  I ,, ,, r ,  �9 �9 �9 (22~ + ~)~ + ( 2 2 v -  A)~ + 2A~ < 4 ~ .  

Osserviamo p o i s e  la sfera (1) pub contenere uno spigolo del 
poliedro. Se essa contenesse lo spigolo ]71 V2 che b rintersezione 
della sfera 

col piano ~ = 0, la sun equazione dovrebbe avere la forms 
26* 
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essendo ~, una costante. Dal confronto colla (1) risulta 

~, -~ .... ~ N ~  O, A ~ A S + M 2, A~ 
e perb A sarebbe scindibile nella somma di due q~adrati, caso che 
escludiamo (w 26). Le ~tesso accadrebbe se la sfera indica~rice passasse 
per lo spigolo V, ]73. 

Un calcolo del tutto simile prova chese  la sfera (1) passa per lo 
spigolo V2 V4 o per l'al~ro V~ V 4 deve presentarsi uno dei due casi 
seguenfi 
(3) f =  [A, iN, 3T-- A] con A = A ~-k- N 2 - -  A N ,  

(4) f =  [A, M,  - - ( A + M ) ]  con A = A2 + 212 + A M .  

Come si vede, cib pub accadere soltanto per un valore di A scindi- 

in fa~tori eoniugati nel campo quadrafico " ~1 ' + i V a )  " bile 
2 ' 

Le sos~ituzioni e]ementari di F(o sono le tre seguenfi 

= o), I) ,  (o: o , 
alle quali sono da associarsi per le forme delle rispet~ive specie (3), 
(4) le sostituzioni o), o). 

0ra~ essendo [A, .B, C] una forma qua!unque di germite, no- 
tiamo gli effetti prodo~ti dalle sosfi~uzioni ~qt, S~, S 3 dati dalle formole 
seguenti 

S,[.4, B,  C] = [A, iB ,  C], 

(5) S~[A, B ,  C] = [A, ~ ( A +  1~), C'], 
S~[A, ~ ,  C] = IV, - ~ o ,  A]. 

Se prendiamo come esempio A = 3, usando delle (2), troviamo 
the si danno qui 16 forme ridotte cio~ le 8: 

f, = [ 1 ,  o, - a ] ,  

f3  = [ l ,  - -  1 ,  - z], 

f i = [ ~ ,  - i ,  _ ~], 
f v - - [ 1 ,  - - i n  t- i ,  - 1], 

f2----[1, 1, - - 2 ] ,  

f4 = El, i, - -  2],  
f~ = [~,  1 + i ,  - -  1 ] ,  

f s = [ l ,  - - 1 - - i ,  - - 1 ] ,  

e le 8 contrarie che indicheremo rispe~fivamente con fl"f2"f~' f4'fJ f6'f(fs'.  
Calcolando secondo le (5)l'effetto prodotto sulle forme ridotte da 
81, ~q2, S~ troviamo*). 

*) Qui si rende necessaria una spiegazione delle no~azioni usate. Nel primo 
modo di scrit~ura sopra cia~cuna forma rido~ta della linea inferiore collochiamo 
Ia s ~rasformata surrogandola conuna linee~a quando questa non ~ ridotta. 
I1 secondo modo di serittura mostra la permutazione prodo~a decompos~a in cicli. 
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f,Z, h S Z ~ f ,  
s , -  (f, ?~ s fi g t'~ 

(f4 - -  f,  f7 f6 - -  

( 

5 t~) 
/~ 5 - -  (fifth s (s163 ( s  

-&') 
5 g ~=(s (f~f() 

La semplice ispezione di queste formole dimostra che le sostituzioni 
31, $2, Sa bastano gi~ a congiungere fra lore transitivamente tutte le 
16 forlne ridotte, le quali forlnano adunque un unico periodo. 

u era calcolare le sostituzioni fondalnentali del sottogruppo 
r che trasforlna in sb Inedesima la sfera indicatrice di ft, che nel case 
atluale sar~ il gruppo amplialo per riflessione del soltogruppo riprodut- 
tire di fl- Alla sua determinazione, avendosi qui le due forme ridotte 

f s = [ 1 ,  - - i ,  - - 2 ] ,  f2-----[l, 1, - - 2 ]  

delle specie (3), (4), occorre inoltre segnare gli effetti delle rispettive 
sostiluzioni $4 85, ciob 

Dope di cib costruendo un semplice schema per figurare la succes- 
sione delle forme ridolie coniigu% troviamo come soslituzioni genera~rici 
di �9 le ire seguenti 

' ' 1 ,  - - 1 - -  ' 

delle quali le prime due trasforlnano la ft in sb Inedesima Inenire la 
terza la trasforma nella con~raria. 

w 3 0 .  

E s e m p i o  n u m e r i c o  p e l  g r u p p o  I'(~l/~). 

I1 gruppo I'( ~ Vg) ha il poliedro fondamentale descritlo al w 14 con 
nove vert, ici di cui uno all' infinite e gli al~ri 8 nei punti: 

) /"g o v2 - -  V1 ' '~" ~ 2 '  ~ ~ 8 ~ 

v 3 -  5 , ~  5 L -  ,o ,  F~-~ . . . .  , , ~ ] '  

~-2"~ 2 ' ~ ' 8 ~ 8 

( o, 173'~  - - ~ - '  1 4 '  5 ' 
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fra i quali sono da notarsi i due vertici singolari sul piano ~ 

' ~ 2 ' 2 

Pereh~ una forma indefinita [A~ B,  C] sia ridot~a b neeessario e 
sufficiente che l a  sua sfera indicatrice contenga ne~ suo interno almeno 
uno degli ofto vertici~ giacch~ nel caso a~tuale non pub darsi che 
essa passi per uno dei vertici singolari. E infatr se ci5 accadesse p. e. 

pel vertice 1 4- i//g dovremmo avere(ponendo alsol i to/ /~BF]t- iB~//5)  : 
2 

( 2 ~  1 -}- A )  2 -~- 5 ( 2 ~  2 - -  ~4) 2 = 4 A ,  

il numero A dovrebbe essere manifestamente pari e dalla precedente 
equazione, divisa per 4, risulterebbe A deeomponibile in due fattori 
coniugati in f~, caso ehe eseludiamo (w 26). 

Serivendo ora ehe la sfera indicairiee della forma [A, B ,  C], la 
eui equazione b: 

eontiene nel suo inferno uno degli otto vertiei troviamo le disegua- 
glianze : 

( 2BjA-A)2- [ -5 (2~- -A)  2<  4A,  (2B,-A)'~-k5(2~B~--A)2< 4A, 
16(2B~ -{- A) 2 n c 5(8B~ - -  3A) ~ n c 3A ~ < 64A, 
16(2B~ ~ A) 2 -a t- 5(8B~ - -  3A) 2 -{- 3A:  < 64A,  

~5B~ + 2A)~ + 5(5B: - 2A)~ + A~ < 2 5 a ,  
(5B~ --  2 A) ~ -+- 5 (5 B~ - -  2 A) ~ -4- A2 < 25 A,  

deIle quali una almeno deve essere soddisfatta se la forma ~ ridotfa. 
Prendiamo p. e. A __-- 2: troviamo 16 forme ridotte, eio~ le otto forme 

f, = [a, o , - - 2 ] ,  

- i , - - I ] ,  
f5 = [1, - -  1 + i / /5 ,  4], 

f7 = [2, - -  1 + i Vs, 2], 

f2---- [1, il/5, B], 

f4 "-- [ 1 ,  1 ,  - -  1 ] ,  

= 1 + 4] ,  

fs - -  [2, 1 -[- i//C), 2] 

insieme colle otto con~rarie. Pel gruppo r(,v~) abbiamo le sei sosti- 
tuzioni generatrici (w 14) 

35~--\ 2, --i~/3 ' $6== 2iI/5 , 4 + i l /5] '  
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il cui effetto permutativo sulle forme ridotte sopra scritle ~ dato dalle 
formole seguenti: 

S, ~ (f,) (f2 f4), S2 = (f.~ f, r --) (f5 f2 t; --) (t) t8 --),  

s~ = (A f~) (t; 5) (A 5) (f7 s s~ = (s 5') (A A') (f7 s 
s~ --  (5 A) (f~ s (t~ f/) (5 5'), 

mentre la $6 trasforma ciascuna delle forme ridotte in una forma non 
ridotta. 

Abbiamo qui adunque due periodi di forme ridotte, l'uno formato 
dalle 12 forme 

A A 5 f, s f~ A' A' 5' f/f~' s 
e l'altro dalle 4 forme 

f~ s f~'s 
il numero delle classi delle forme indefinite a determinante A ~-- 2 nel 
campo (1, i / /$)  ~ quindi eguale a 2. 

Par~e terza. 

Involuzione ed ortogonalit~ delle forme di Dirichlet e di 
Hermite. 

w 31. 

Forme di Dirichlet in involuzione colla forma fondamentale 2' od 
ortogonali a questa. 

Consideriamo un determinato campo quadratico (1, i / / D ) ,  o 

\(1' 1-I-2iYD)~ ed in esso una forma di Hermite indefinita: 

.F--~ [A,  B ,  C] ,  A .--- B B  o --  A C  > 0 

che intenderemo fissata una volta per tu~te e chiameremo la [orma 
fondamentale. Le ricerche seguenti si riferiranno a quel sottogruppo 
di F(~) che trasforma in sb medesima la sfera indicatrice di 2', sotto- 
gruppo che coincide col sottogruppo riproduttivo della forma 2', ovvero 
lo contiene come sottogruppo eccezionale d'indice 2 (w 28). Esse 
avranno per iscopo di costruire rispetto ad una terra classe di forme 
quadratiche, sulle quali si opereranno le sostituzioni di q), una teoria 
intieramente analoga a quella delle forme binarie quadratiche ordinarie 
rispetto al gruppo modulare. Se il circolo indicatore di una forma di 
Dirichlet ~ giace sulla sfera indicatrice 22 di •, diremo the ~ ~ in 
involuzione con _F. Quando accada invece che il circolo di ~ sia orto- 
gonale alla detta sfera, diremo the ~0 ~ ortogonale a 2". 
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1~ chiaro che operando sopra una forma ~ in involuzione con 2, 
od ortogonale a 2, una sostituzione qualunque di r  ot~erremo una 
forma trasformata ~" egualmente in involuzione con 2, od ortogonale 
a 2'. Considerando adunque la ~otalit~ delle forme r di un da~o deter- 
minante in invoiuzione con 2, od ortogonali a 2,, diremo e~uivalenti 
rispetto a r due tali forme q~, r quando esista in r  sos~ituzione 
che trasformi ep in (p'. Potremo quindi dis~ribuire le forme ~ di egual 
de~erminante in classi e facilmente dimostreremo che: I1 n~mero delle 
classi delle forme r di egual determina~te in invo~uzione collv~ forma 
fonda~nentale 2,, o a questa ortogonali, ~ sempre finito. 

Immaginiamo per ci5 costruito sulla sfera 27 indicatrice di ~' il 
poligono fondamentale 13" del gruppo r (w 28). Se si tra~ta di una 
forma (p in involuzione con 2, diremo che r ~ ridotta quando il suo 
circolo indica~ore, che giace sopra ~', a~traversi H; una forma (p 
ortogonale a 2'  sar~ inveee ridotta se il punto ore il circolo indicatore 
di (p incontra (ortogonalmente) 2: giace nel poligono If. Essendo 
sulla sfera 2: il poligono fondamentale del gruppo r  ogni punto di 
questa sfera fuori dell' equatore pub trasportarsi con una sostituzione 
di r en~ro l'l, onde segue subito il teorema: Ogni forma ~ ~ e~ui- 
valente ad una forma ridotta. In secondo luogo sussiste il teorema: 
H numero ddle forme ridotte ~ di egual determinante ~ finito. Per 
dimostrarlo osserviamo che il poligono H attraversa un certo numero 
di poliedri 

della re~e corrisponden~e' algruppo ['(~'); questi poliedri nascono dal 
fondamentale P1 per mezzo di determinate sosti~uzioni di I "/~) che 
indicheremo rispettivamente con S 1 ~ 1, $2, S a . . .  Sin. Se ~ e 
una forma ridotta, sia essa in involuzione con 2'  od ortogonale a 2,, 
il suo circolo indicatore attraversa uno dei poliedri P~, P ~ . . .  Pa, 
sin P~; allora la sostituzione S~ cangier~ la forma ~ in una forma 
assolutamente rido#a, il cui circolo indicatore cio~ attraversa il poliedro 
fondamentale. Per ottenere adunque le forme ridotte richieste baster~ 
cosiruire tutte le forme assolutamente rido~te dell' assegnato determi- 
nante (w 22) e a ciascuna di essa applicare le sos~ituzioni S~ -x, S~-1... S~ "x . 
Quelle fra le forme ottenute che hanno circoli indicatori giacenr sopra 
2: od ortogonali a 2: sono le forme rido~ie richieste. 

Dimostrali cosi i due teoremi fondamenfali, b chiaro che per le 
nos~re forme ~,  considerate rispetto al gruppo r  siamo ora in grado 
di risolvere, col nor metodi, i corrispondenli problemi della ~eoria dell' 
equivalenza e in particolare di determinare en~ro r il sot~ogruppo 
riprodui~ivo di una forma ~. 

Come esempio consideriamo il gruppo I'(O e prendiamo per forma 
fondamen~ale 
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.F--~ i x y  o --  ixoy  

la cui sfera indicatrice si riduce al piano , / ~  0 (Cf. w 28). Se ci 
limitiamo a considerare le sostituzioni del gruppo riproduttivo di 2 '  

t.roviamo tutte e sole le sostituzioni ( ~ ' P ~  a coefficienti r e a l i e  a 

determinante + 1. Una forma 9 in involuzione con t '  deve avere ]e 
sue radici reali e perb, sopprimendo dai coefficienti un eventuale fattore 
comune, essa rester~ a coefficienti reali con determinante positivo. Per 
una forma (p ortogonale alla 2 '  le due radici debbono essere conjugate 
immaginarie onde nuovamente (Psi  pub ridurre a coefficienti reali con 
determinante negativo. Qui adunque otteniamo, come caso particolare, 
la teoria delle ordinarie forme quadratiche considerate rispetto al gruppo 

modulare (~ :  f l ) .  

w 32. 

0ondizioni d'invohlziono. 

Ricerchiamo ora le effettive relazioni cui debbono soddisfare i 
coefficienti d i u n a  forma di Dirichlet 

~0 = (a ,  b, c) 

perch~ essa stia in involuzione colla forma fondamentale 

F----- [A, B, C]. 

Per brevit~ ci limiteremo al caso del campo quadratico (1, i / / D )  
e porremo quindi 

(1) a =  a, + i a 2 ~ / ~  , b = bt + i b 2 y - D  , B . ~  Bj  + i B . ~ } / ~  

ore at ,  a 2, bt, b 2, B~, ~2  sono interi razionali. Indicando con d il 
determinante b 2 - -  a c di 9 ,  poniamo altresi 

(2) 
e inoltre 
(3) 
o r e  

(3*) 

Per le radici 

d -  d, + i d~ VD 

d ~ pal* 

cos ~p ~ d t ,  
Q 

s e n  ~ ~ =  

Z t ~ l  + i ~ t ,  
della forma 9 troviamo 

(4) 

d,//~ 
t~ 

oo.r 
at  z -~" D a~ z 

al ~ + D a~ ~ 

sen  -~-  

* - b,1/~) a,Y~ 



406 Lum~ Bxa~o"L 

i valori di ~2 ~h dedueendosi da ques~i col cangiare + / / 0  in --  J/~. Peroh~ 
la forma ~o sia in involuziono con 2" ~ neoessario e sufficienfe che i due 
pun~i (~l~h) (~Y2) siano situati sull' equa~ore della sfera indica~rice di 
2', cio~ sul circolo 

(5) A(~ 2 + ~) + 2~,~  - ~B2V~n  + c---- o. 

Sosfi[uendo in ques[a i valori di $1Y1~ indi quelli di $:Y2~ [roviamo 
le due equazioni 

[A(bt 2 + . D b f +  O ) -  2-B~(a~bf+l)a:b2) + 2D132(a~b2--a2b~) 
(6) { + C (al 2 -]- D a22) ~ 0, 

[(a,.B,+Da2B2_Ab,)cos_~_{_~/-~(a~:B~_a,.B2_Ab2) v,, senT----0 , 

la prima delle quali dimostra che 0 deve essere un numero razionale 
e perb, come radice quadrata dell' intero d12+Dd22, un numero intero. 
Come primo risultato abbiamo dunque: Le forme r di Dirichlet in 
involuzione con una forma indefinita di ttermite hanno un determinante 
la cui norma ~ un quadrato perfe#o. 

0ra se il deferminante d non ha un valore reale negativo non 

pub essere cos V ~= 0 e alla 2~ delle (6) possiamo sostituire quella 2 

the se ne ottiene moltiplicandoIa per 2cos -~-, il che d~ per le richieste 

condizioni d'involuzione: 

(7) { + C(~ ~ + D a / )  ~- 0 
((a~Ba+ DauB2-- Abt) (~+dt) + (a2Bl--at B2 - -Ab : )Dd2=  O. 

Nel caso escluso d ~ d~ ~ 0 ld condizioni d'involuzione si scri- 
vono evidentemente 

i 
A ( b ~ +  Z)b:Z~d~)--2B~(atb~ + ~a~b2) + 2D~B: (a~ b 2 -  a2b~) 

(7.) + V(a/  + 1) ad) --- o, 

Si osserver?~ the queste equazioni sono lineari risper ai coeffi- 
cienii della forma fondamentale, onde segue subi~o che ogni forma di 
Diriehle~, il cui determinante abbia per norma un ~uadrato perfetto, 

in involuzione con infini*e forme di tiermi~e. Le forme di Dirichlel, 
che soddisfano a questa condizione~ possono anche cara~terizzarsi di- 
cendo che: I1 loro grup~o ri2roduttivo contiene un sottogru~po di sosti. 
tu~ioni iperboliche. 

E infatti so Ia forma ~ ~ in involuzione colla 2", nel gruppo 
r riproduftivo di 2'  vi ha un soiiogruppo ciclico di sosfituzioni iper- 
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boliche, che riproduce al~resi la forma r Reciprocamente se la forma 
di Dirichlet cp ammette nel suo sottogruppo riproduttivo una sostRuzione 

 u, o ro + nella 

quale quindi a n u d sars reale, potremo sempre determinate una forma 

Hermite indefinita F invariabile per la sos%ituzione (a,  p) La F 
P 

di 7, ~." 
sars in involuzione con (p e il determinante di quest" ultima avrs 
conseguentemente per norma un quadrato perfelto. 

Rileviamo particolarmente il caso in cui la forma fondamentale F 
sia la forma principale 

F= [1, 0, --IX] 
a determinante positivo A e i l  de~erminan~e d della (p sic reale. 
Distinguendo i due casi di d positivo o negativo le (7), (7*) danno 
per le condizioni d~involuzione 

{bbo nU d, --~ ixaao {bbo - -  d, == Aaao 
d = d 1 > 0 b,---O , d - -  d t < 0 b~ == 0 " 

Dunqne: Le forme ~ di Dirichlet a determinante reale in invo- 
luzione colla forma principale [1, 0, - - A ]  hanno l'una o l'altra delle 
est~ressioni seguenti, secondo che il loro determinante ~ positivo o negativo : 

- -  A (a I --ia2/-D)), 

Vediamo di qui c h e l a  ricerca di tu~te le forme ~ di asseguato 
determinante reale +__ ra (m posRivo) in involuzione con [1, 0, - - ix ]  
equivale alla ricerca di tutte le possibili rappresentazioni del numero 
m per la forma reale ternaria 

i x ( X  2 + D ~ 2) - D Z 2  
ovvero per l'altra 

ix(X 2 + 19 Y ~ ) -  Z 2, 

problema che sappiamo dunque completamente risolvere. Facilmen~e 
si potrebbe dimostrare che alla teoria sopra espos~a si riconduce altresi 
raltro problema del campo ternario: Determinate il gru.ppo ddle sosti- 
tu~ioni lineari a coefficienti interi riproduttivo della forme ternarie 

ix(X ~ + D Y~)- DZ ~, ix(X ~ + D Z ~) - Z ~, 

ore D ,  Ix sono interi positgvi arbitrargi. Ma di ques~a come di als 
questioni che si collegano alle attuali ricerche non tratteremo in 
questo luogo. 
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w 33. 

0ondizioni d'ortogonalit~. 

Affinch~ la forma r ~ (a, b, c) sia ortogonale alla forma fonda- 
mentale F =  [A, B ,  C] ~ necessario e sufficiente the i due punti 
( ~ 1 ) ,  (~V2) indict delle radici di r si trovino in linea tetra col centre 
del circolo (5) (w 32) e siano coniugati armonici rispetto aI circolo 
stesso. Ora dalle formole del w precedente, per l'equazione della retta 
che unisce questi due punti troviamo 

T - (o, T+o  

-Jr- b~ sel l  ~p --- b 2 ~ D - c O s  V ~ 0  
2 2 

ed il centre del circolo avendo le coordinate 

condizione ci d~ 

/~ t}, V/i la prima 
A ~ A 

(a) } / -~ (a~Bl - -a lB~- -Ab2)  c o s - ~ - - ( a i B l + D a 2 1 } 2 - -  a b ~ ) s e n - ~ =  O. 

L'altra che i punti (~t~l), (~2~2) siano coniugati rispetto al circolo 
(5) si traduce nell' equazione 

A(~, ~2 + vl ~)  + B,(~, + ~ 2 ) -  B2V~(~  + ~)  + C = o, 

la quale, sostituendovi i valori effettivi di ~171 ~ ~2 ~2 ~ diventa 

(b) A(bt  2 ~- 1)b22 -- O) - -  2B~(a~b, -~- Da2b2) -1- 2DB~(a~ b~ - -  a2b~) 
-}- C(al 2 -t- Da2 ~) = O. 

Questa ci dimoslra che anche per le forme ~ ortogonali ad una 
forma indefinita di ttermite la norma del determinante deve essere un 
quadrate perfe#o. 

Procedendo colla equazione (a) come nel w precedente diamo alle 
eondizioni d'ortogonalit~ la forma: 

A(b~ 2 -t- Db2 ~ -  q ) -  2JB~(a~b~ ~- Da2b2) ~- 2Dt}2(a ,b  2 - -  a2b~) 
-}- C(aj 2 -~- 1) a2 ~) = 0, 

(a~J92- a2Bl-[- Ab2) (q-~-d,) ~t_ (a, B,-~- 1)a~ B 2 -  Abe) d 2 = 0 

the valgono nel case generale~ menire se il determinante d della forma 
(p ~ reale negative dobbiamo sostituirvi le altre 

{ A(b~ ~ --1- 1)b~ ~ -{- d~) - 2B~ (a,b, -Jr- Da2b:) -4-" 2.D B~.(qt be --  a~b~) 
+ C(a~ ~ + D a~ ~) = 0, 

at B ~ + D a 2 B 2 -  Ab~ ~--O. 

Rileveremo anche qui il case parlicolaro che la forma fondamen- 
tale 2'  sia la principale 2 '  ~-- [1, 0, - - A )  e il determinante d assegnato 
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delle forme (p sia reale. Troviamo subito per queste forme le espres- 
sioni stesse (A), (B) del w preeedente eolla differenza the nel case 
attuale le forme del gipo (A)hanno determinante negative e queUe 
del ripe (B) determinante positive. 

w 34. 

Riduziono a forma rome. 

I1 gruppo �9 rispetto alle cui sostituzioni abbiamo sopra costruita 
la teoria dell' equivalenza delle forme r ~ un gruppo automorfo che 
lascia invariata la sfera indica~rice della forma fondamentale /7' ed il 
sue equatore; esso ~ quindi riducibile a forma reale. Ora, limitandoci 
per brevith al case di 2 ' ~  [ 1 , 0 , - - A ] ,  vogliamo appunto effettuare 
la riduzione del gruppo (P e contemporaneamente delle forme q~ a 
forma reale; in tal mode si render~ manifesta la relazione delle presenti 
ricerche con quelle sviluppate da Fricke nell' ultimo lavoro citato 

( n. lon  o'.o (;'.  ) oi ,ia o o,.ou~ oo 
F 

efficiente nella sua parte reale ed immaginaria, ponendo: 

Troviamo cosl nel gruppo q) quattro specie di sostituzioni cio~ le 
due specie 

IZl 2+ .D  g 2 2 - - ~  (~l 2+ .D  ~22 ) 

\ r ,+ i~r  - ( . , - i . :V-~)JJ  
che cos~ituiscono il gruppo riproduttivo di 2 " ~  [1 ,0 , - -Zk ]  ed altre 
due specie della medesima forma, eve perb si ha 

at 2 2 I- D 622 - -  A (712 71- D~]22) ~ - -  1, 

le quali ~rasformano ~'  nella sua contraria. 
Le forme ~ sulle quali eseguiamo le sos~ituzioni di ~ sono dell+ 

due specie (w167 32, 33) 

(A) ~ ~- (at-[-ia2~/-D)x2-1 t- 2ib2~/'-~xY - -  A(a ,  - i a 2 V - ~ )  y~' 

(B) ~ = (a,+~a:V~)x~+2b, xv+~(a,-ia~V -~) v ~" 
Ora se eseguiamo sulle variabili x,  y la sosti~uzione 
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{~ = VK x - ~V~ Y, 
=--X--iY 

e chiamiamo qp' le forme trasformate, divise per - -  2i / -A  nel caso (A) 

e per - - 2 / / 2  nel caso (B), troviamo rispettivamente: 

(A*) ~ ' - -  V-g (b2 - -  a~V~) z ~ + 2a,  V ~  z r + VD(% + ~ V ~ )  P ,  

(B*) r  (b~ - -  a~ V ~ )  X z - -  2 aN V D / / ~  X Y Jr- (b, -~ a~ V~)  y2, 

dove attualmente il segno del determinante positivo o negativo distingue 
le forme ~" derivate dalle forme (p in involuzione con 2 '  da quelle 
deriva~e da forme ortogonali a 2,. Si osservers che i coefficienti delle 

(p' sono reali e contengono le sole irrazionalits ~ ,  / / 2 .  Corrispon- 
dentemente il gruppo r si trasforma nel gruppo r composto dalle 
sos~iluzioni reali della forma seguente a determinante Jr- 1: 

(i,) - V-g(,~ + r~V-d), ,~, + ~,r~-d / '  

(II*) 
',, % + r , V-~ , Y -~  ( ~, ~ + ~, ~ V-~ ) ] 

e dalle sostituzioni della medesima forma il cui determinante perb b 
eguale a - -  1. 

w 35. 

Forme di Hermite in involuzione colla forma fondamentale od ortogonali 
a questa. 

Diciamo che una forma definita di Hermi~e 2 , ' - - - [A ' ,  B', C') 
in involuzione colla forma fondamentale indefinita 2 , ~  [A,  B,  C] se 
il punto indice di 2,' (w 24) giace sulla sfera indicatrice di 2,. La 
condizione d'involuzione si Irova subito espressa dall' equazione 

(1) AO" + A'C- -  BBo' - -  BoB" = 0 ,  
ore il 1 ~ membro, come facilmente si dimostra ~ un invariante simul- 
taneo delle due forme. 

Diciamo poi che una forma indefinita 2 , ' - - [A ' ,  1~', C'] ~ orto- 
gonale a 2 , ~  [A, B,  C] se le due sfere indicatrici di 2,, 2, '  sono 
ortogonali. Tale condizione d'ortogonalits si trova ancora espressa 
dalla (1). 0ra  se a queste forme 2," app]ichiamo le sostituzioni del 
solito gruppo r  esse si trasformano evidentemente in forme della 
medesima specie. Dopo di cib ~ chiaro il significato da darsi all' 
equivalenza rispetto a~ gru~2o r di due ~ali forme 2,' e considerazioni 
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affato analoghe a quelle del w 31 serviranno a definire le forme ridotte 
delle due specie e a dimostrare i teoremi fondamentali della teoria 
dell' equivalenza. 

Ma possiamo riportare immediatamente questa teoria a quella dei 
w167 precedenti relativa a forme r con determinante reale mediante le 
osservazioni seguenti: 

I ~ Se le s/ere indicatrici di due forme indefinite di ttermite si 
tagliano, il loro circolo d'intersezione ~ il circolo indicatore diuna forma 

di Dirichlet a determinante reale, in involuzione con ambedue. 

Per le equazioni dei due circoli massimi di queste sfere sul piano 
~/  abbiamo infa~ti, se [A~ B ,  C], [A', B' ,  C'] sono le due forme: 

Az~o + B~ + Bo~o + C = O, 

A'~zo + B ' ~  + Bo'~o + C ' = O  

e i valori di z ai due punti d'intersezione sono quindi le radici dell' 
equazione di 20 grado 

A~ + B 0, Bz + C I 
A'~ + Bo', B'z + C' I -" O, 

ossia le radici della forma di Dirichlet 

g) = 
Ax + Boy , Bx + Cy 
A ' x  -{- Bo'y , B ' x  + C'y 

~Yo . 

~Yo 

che si pub scrivere sotto la forma 

r  ~/V' 

~Xo 

La forma (p ~ un covariante simultaneo delle forme 2', 2" e il 
suo determinante ~ reale poich~ si ha identicamen~e 

( A C ' - - A ' C  + BOB' - -  BBo') 2 --  4 ( A B ' - - A ' B )  (BoC'- -  Bo'C ) = 

= (A C' - -  A 'C + B B o" - -BOB' )  2 - -  4(ABo'--A" Bo) (B C ' - -  B '  C). 

I1 circolo indicatore di ~ ~ appunto il circolo d'intersezione delle 
due sfere indicalrici di 2', ~". 

Supponiamo ora che F '  sia una forma definita in involuzione con 
�9 ' e dimostriamo: 

2 ~ La forma q) covariante simultaneo di F~ F" ha un circolo in- 
dicatore che taglia la sfera indicatrice di 2' ortogonalmente nel punto 
indiee di •'. 

La propriet~ da dimostrarsi essendo invariantiva, la verifichiamo 
nel modo pia semplice sottoponendo /~, F ' ,  cp aduna trass 
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(~ ~, a coefficienti complessi e a determinante -[-1 che cangi la 

sfera indicatrice di 2" nel piano ~ ~ 0"). Per le forme trasformate 
avremo dunque A-----C---~ 0, B ~ - / ~ 0 ,  cio~ B sar~ puramente im- 
maginario e la condizione d'involuzione (1) dar~ B ' ~  •0', cio~ il 
coefiiciente medio di F '  diventa reale. Dope cib troviamo per la 
forma (p 

q 3 - ~ . -  B (A'x 2 -{- 2 .B'xy  -]-- C'y ~) 

e perb, essendo A'~ ~ ' ,  C' reali e JB ' 2 -  A" C" essendo negative come 
determinante della 2"~ le due radici di (p sono coniugate immaginarie, 
quindi il circolo indicatore di q~ ~ ortogonale al piano y ~ 0. Inoltre 
per le coordinate del punto d'incontro del circolo con questo piano 
troviamo 

7 )  V - i v ' -  
, ~ ~ 0 ,  ~ A' ' 

formole che definiscono appunto l'indice di 2". 
Notiamo anche qui il case in cui si assuma la forma principale 

~ ' -~-[1 ,  0 , - - A ]  a forma fondamentale, eve la condizione (1) d'invo- 
luzione o di ortogonalits prende semplicemente la forma 

C' ~ AA', 

e indicando con A' il determinante di F '  si ha 

B ' ~ 0 '  - -  A A  '2 = A' .  

Nel case del campo quadratico (1, i l / D )  ponendo adunque 

vediamo che la ricerca delle forme 2" di assegnato determinante A' 
equivale a quella della rappresentazione del numero A' per mezzo della 
forma ternaria 

X 2 -[- D y 2  _ _  A Z  2. 

Alla presente teoria si pub altresi ricondurre il problema di costruire 
il gruppo riproduttivo di questa forma ternaria. 

appena necessario avvertire che i coefflcienti della sostituzione, come i 
coeffieienti delle forme trasformate, non saranno pifi in~eri. 


